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1 Présentation du projet

Projet : Création d’un réseau de recherche doctoral en philosophie de
la logique et philosophie des mathématiques, organisant la collaboration
d’écoles doctorales relevant de différents domaines d’études (notamment phi-
losophie, mathématiques, histoire des sciences), piloté principalement par le
site de Paris 1.

Doctorants impliqués dans le projet :

— Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne - ED 280 :
— M. Meven Cadet
— M. Alberto Naibo
— M. Magél Pegny

— Université Paris Diderot-Paris 7 - ED 386 :
— M. Giulio Guerrieri
— M. Giorgio Venturi

— Université Paris Diderot-Paris 7 - ED 400 :
— M. Sylvain Cabanacq
— M. Davide Crippa
— M. Mattia Petrolo

— Université de la Méditerranée - ED 184 :
— M. Jean-Baptiste Midez
— M. Thomas Seiller

— Université Paris 13 Nord :
— M. Clément Aubert
— M. Andrei Dorman

2 Projet scientifique

2.1 Introduction

Le projet de création d’un réseau de recherche entre doctorants centré
autour de la philosophie des mathématiques et de la logique, est né d’une



double motivation. Nous souhaitons d’une part développer une vraie colla-
boration entre doctorants provenant de différents domaines d’études (philoso-
phie, mathématique, informatique théorique, histoire des sciences), convain-
cus des vertus de cette pluridisciplinarité. D’autre part, nous souhaitons faire
converger sur un espace de travail commun certains séminaires ou groupes
de travail déja existant! et qui partagent un questionnement sur la notion
de sémantique et ses rapports avec les notions de vérité et de preuve en
mathématiques.

2.2 Théme de recherche

Le couple syntaze/sémantique est 'un des présupposés fondamentaux de
la logique contemporaine et I'investigation de leurs rapports (théoréme de
complétude et théoréme de compacité) un de ses principaux objectifs. His-
toriquement, le centrage de la logique autour de ce couple, déja mise en
lumiére par Cavaillés et Lautman [Cav47, Lau37|, devient particuliérement
évidente avec la naissance de la logique du premier ordre et le développement
des sémantiques modeéle-théoriques et ensemblistes a partir des années 1950
[TV56]. D’une maniére plus générale, concentrer I’attention sur cette sépa-
ration améne a l'identification d’une dichotomie entre vérité et preuve : la
premiére étant une notion sémantique (un énoncé est vrai dans une théorie
T, sl est valide dans tous les modéles de T'), la deuxiéme étant un concept
purement syntaxique (une preuve est vue comme un ‘texte’ construit en sui-
vant des régles de maniére purement combinatoire). En outre, en s’appuyant
sur une certaine lecture du premier théoréme d’incomplétude de Goédel? on
arrive a établir, dans le cas des mathématiques, I'irréductibilité de la séman-
tique & la syntaxe : la vérité dépasserait toujours la prouvabilité (au moins
pour toute théorie qui contient arithmétique ; [Red04, Smi07]). Cette irré-
ductibilité a été confirmée par la théorie des ensembles moderne [Coh66]. Ce
sont les modéles qui décident de la vérité des énoncés, indépendamment de

1. Notamment le groupe de travail hebdomadaire des doctorants de M. Joinet ; le sé-
minaire des doctorants en logique de Paris 7 (http ://www.logique.jussieu.fr/~cubikova,/
seminaire.html) ; le groupe de travail ‘Géométrie de U'interaction dans le facteur hyperfini’
de 'IML de Marseille (http ://iml.univ-mrs.fr/~seiller/GdT), qui deviendra le projet ANR
LOGOI dés Novembre 2010, ainsi que le projet ANR LOCI (anciennement PRELUDE).

2. Soit .Z un langage et T une théorie de .Z. Si T est cohérente, récursivement axio-
matisable et capable d’exprimer ’arithmétique de Peano (P A), alors il existe un énoncé G
de .Z, qui est vrai dans N (i.e. satisfait dans le modeéle standard de T') mais non prouvable
dans T'.



nos capacités démonstratives. Par ailleurs, sur un plan strictement philoso-
phique, la sémantique modele-théorique s’accorde bien avec une théorie de
la signification réaliste : connaitre la signification d’un énoncé mathématique
revient simplement & connaitre ses conditions de vérité, sans nécessairement
posséder la capacité d’accéder a la valeur de vérité correspondante. Suivant
cette conception, réalisme mathématique et logique classique se justifient
réciproquement, et cette justification a lieu principalement sur le plan sé-
mantique.

Cependant, une telle vision, bien que largement répandue, a été mise en
question par certains constructivistes comme Dummett, Prawitz et Martin-
Lof pour lesquels la primauté, tant en logique qu’en mathématique, ne doit
pas étre donnée au concept de vérité, mais plutot aux preuves [Dum98, ML87,
Pra98| dans la mesure ou l'activité logique et mathématique semble, avant
tout, caractérisée par la production d’inférences et de démonstrations : la
vérité devrait alors coincider avec la prouvabilité. Dans I'activité mathéma-
tique il n'y a pas d’autres vérités que les théoréemes démontrés. Toutefois
cette conception est problématique car elle débouche sur une position révi-
sionniste : seules sont réellement douées de signification, la logique et les ma-
thématiques intuitionnistes. Cela implique donc le refus de certain résultats
communément employé dans la pratique mathématique, comme le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, I'axiome du choix, le principe de Markov.

On se trouve donc face & un dilemme : soit nous acceptons une notion
de vérité dépendant de la satisfaction dans tous les modéles de la théorie et
qui transcende nos capacités épistémiques, soit nous considérons une notion
épistémiquement contrainte de vérité, mais en renoncant a la puissance de la
logique classique.

Mais doit-on nécessairement choisir I'un des deux termes de cette al-
ternative ? L’unwinding program de G. Kreisel [Kreb8, Fef96| a ouvert une
troisiéme voie qui a inspiré de nombreux travaux techniques produits dans
les vingt derniéres années, comme par exemple la méthode des candidats
de réductibilité [Tai67, Gir7l, Dow07|, la notion de réalisabilité a la Kri-
vine [Kri01, Kri05, Miq09] et la sémantique des jeux [HO93, HO00, AJM94,
Gir01|. Toutes ces approches ont en commun l'idée de construire une sé-
mantique qui ne soit pas statique comme 1’est ’approche modéle-théorique,
mais qui repose sur une dynamique, i.e. sur une notion d’interaction entre
les objets du modeéle [Joi07, Tro08|. Les objets de ces modéles sont des gé-
néralisations des preuves, ce qui permet d’une part de construire un modéle
dont les objets sont pragmatiquement accessibles tout en conservant toute la
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puissance de la sémantique modéle-théorique, sans devoir renoncer a prior:
a la logique classique.

Le but de ce projet est de comprendre les conséquences philosophiques
et fondationnelles de ce type de sémantique ‘interactionnelle’. En particulier,
nous souhaitons étudier s’il est possible de comprendre le couple syntaxe-
sémantique non plus comme une opposition, mais plutét comme deux ma-
niéres différentes d’employer les mémes objets, i.e. les preuves. Un tel regard
sur le domaine des mathématiques permettrait aussi de dépasser la dichoto-
mie, parfois artificielle, réalisme/anti-réalisme et adopter une position plus
proche de la pratique mathématique.
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2.3 Durée et organisation du travail

La forme que nous souhaiterions donner a ce réseau de recherche consiste
principalement en des “ateliers” qui se réuniront avec une fréquence bimes-
trielle au cours de l’année académique 2010/2011. En fixant la premiére
réunion en début octobre 2010, nous comptons 5 séances au total.

Chaque séance consistera en une journée entiére de travail, organisée au-
tour d’exposés et d’une table ronde & en fin de journée. Pour éviter toute
passivité de participation a ces groupes de travail, on imposera comme norme
de faire parvenir aux membres du projet les textes des exposés au moins 10
jours a l'avance ; de cette maniére il sera possible de se préparer de maniére
adéquate 3.

3. Cette méthode, testée au sein du Séminaire étudiant en philosophie du langage
(SEPL) de ’équipe EXeCO, a donné d’excellents résultats.



La typologie des exposés sera trés libre : il pourra s’agir de la présentation
des travaux personnels propres a chaque participant ou bien d’analyses de
textes ‘classiques’ d’intérét général pour les membres du groupe.

Afin de “concrétiser” le travail annuel, les rencontres déboucheront d’une
part sur un colloque ouvert au public, auquel participeront en sus trois invités
extérieurs, de 'autre sur la préparation d’'un volume contenant les travaux
produit pendant l’année de travail (ces actes seront soumis aux Publications
de la Sorbonne).



