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| ntroduction

Lalogique, dans les dernieres années, a vu apparaitre les sémantiques de jeu
(Game semantics, voir [Abr00] et [HonOO]) qui interprétent I’ exécution d'un pro-
gramme comme un dialogue entre le programme et |’ environnement. L’ une des
forces de ces modeles est qu'’ils représentent |es aspects dynamiques de cette exé-
cution. Lalogiqueludique, introduite par J.-Y. Girard, peut étre considérée comme
faisant partie des sémantiques de jeu, et est fondée sur I’ interaction.

La ludique provient d’ une envie de surpasser la distinction entre la syntaxe et la
sémantique, d’ avoir un unique univers, ou les propriétés sont alafois énoncées et
testées. Les objets— les designs — se testent entre eux.

L’ interaction est a la base de I’ensemble du programme, construit sur une pro-
cédure de normalisation, qui correspond a une procédure d' élimination des cou-
pures. Les designs sont a la fois des abstractions des preuves formelles, et un
concentré de leur interprétation sémantique.

La premiére tache est de concrétiser la sémantique. Pour cela, on élargit I’ es-

pace des preuves afin d’ obtenir alafois des (para-)preuves de A et de —A pouvant
interagir entre elles. Le principe est a peu pres le méme que lors de la démonstra-
tion de la complétude! de LK.
La seconde téche est d' abstraire la syntaxe, tout en gardant la structure et la dy-
namique de la preuve. Pour cela, on supprimera tout ce que I’ on peut considérer
comme des "commentaires’, par exemple les noms des formules. Les deux no-
tionsindispensables pour obtenir ce résultat sont lafocalisation, et lalocalisation.
Lafocalisation est un outil pour larecherche de preuves, tandis que lalocalisation
est une nouveauté, basée sur I’idée qu’ une preuve (ou un programme) ne manipule
pas|’idée d’une formule, mais |’ adresse ou celle-ci est conservée.

La notion de design est tres importante, représentant les preuves comme des

stratégies, mais des stratégies de recherche de preuves.
La notion de type (ou formule) est également importante, et est appelée un com-
portement. Un comportement G est |’ ensembl e des designs qui réagissent de ma-
niere similaire a un ensemble de tests donnés, qui contient simplement d’ autres
designs de type G+ (G orthogonal).

Voir section 1.0.1 p.6.



On aura deux compl études distinctes en ludique, la complétude interne, et la full
completeness :
Si D est un design cor rect? dans le comportement A associé a une formule
Acloseet Iy, aorsil existe une preuve de AdansMALL , qui est interprétée
par D.
Cependant, afin d’ obtenir ce résultat, il est nécessaire d’ enrichir lanotion de com-
portement avec une relation d équivalence partielle permettant de faire la diffée-
rence entre les designs partiels et les designs totaux. Ces objets seront nommeés les
bi-comportements.

Organisation du mémoire

Nous souhaitons, dans ce mémoire, présenter la ludique. Pour cela, nous dé-
finirons dans un premier temps les objets et notions de base, pour ensuite pré-
senter différents connecteurs définissables en ludique. Nous terminerons par une
présentation des résultats de complétude pour les connecteurs spirituels, qui cor-
respondent aux connecteurs habituels.

Nous commencerons donc, dans le chapitre 1, apres une bréve présentation
du principe de la preuve de complétude de LK, par présenter quelques résultats
de logique linéaire propositionnelle permettant de mieux comprendre la définition
des designs. Apres un rappel de lasyntaxe de MALL, et del’ élimination des cou-
pures, nous présenterons la focalisation, la notion de polarité — associée a celle
de réversibilité — et enfin celle de connecteur synthétique. Nous terminerons par
la présentation d’un calcul des séquents focalisé synthétique de MALL dont les
regles sont presgue identiques aux régles de formation des designs-dessins.

Le chapitre 2 présentera les notions de base de la ludique, a savoir les designs-
dessins, les designs-desseins, ainsi que les procédures de normalisation associées
aux réseaux de coupures de ces deux présentations des designs.

Le chapitre 3 présente plusieurs résultats importants relatifs a des propriétés de
la normalisation. Ces résultats sont des formulations de propriétés syntaxiques et
sémantiques (sémantiques dénotationelles).

Dans le chapitre 4 nous présenterons les définitions des différents connecteurs de
la ludique et des résultats de complétude interne. Nous parlerons également de
la délocalisation, qui permet de retrouver les connecteurs habituels de la logique
linéaire, ce seront les connecteurs spirituels de la ludique.

Le dernier chapitre présente les bi-comportements, les définitions importantes
pour obtenir la full completeness ainsi que les résultats de complétude. Les dé-
monstrations de compl éude étant assez longues et complexes, nous nous conten-
terons de présenter les résultats et de les commenter.

2Un design correct sera appel € un design gagnant, définition 63 p.57.
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Chapitre 1l

Quelquesresultatspréiminaires

1.0.1 CompléudedeLK

Nous avons un résultat de complétude pour LK, le calcul des sequents clas-
sique. Pour étre plus précis la démonstration nous donne la complétude de LK-
{Cut}. Nous nous contenterons d’ expliquer le principe de la preuve, qui est im-
portant afin de comprendre le Daemon (X, voir la définition 9 p.21.).
Ce théoreme se démontre en considérant des arbres de preuves sans coupures,
utilisant des régles correctes. Plus précisément, nous considérons I’ ensemble de
reglesde LK — {Cut, Ax} U {0} ou O est larégle unaire :
FT,AL
ou I' est un ensemble quelconque d’ atomes, et A+ est un ensemble quelconque
d orthogonaux d’ atomes.
Considérons I’ ensemble des arbres de preuves de base + A utilisant ces régles.
Dans cet ensemble, nous considérons un arbre (unique) vérifiant certaines condi-
tions, et nous regardons alors les régles 0. Nous avons deux possibilités:
a. S toutes les régles 0 sont des applications correctes de laregle "Ax" ato-
mique, alors nous obtenons une preuve de A.

b. Sinon, il existe au moins une regle O qui N’ est pas une application correcte
d’ uneregle "Ax" atomique. dans ce cas, le séquent introduit par cette regle
nous permet de construire un contre-modéle de A.

1.1 SyntaxedellL

1.1.1 Pour comprendrelalogiquelinéaire

La logique linéaire provient d’ une réflexion sur les sémantiques du lambda-
calcul, en particulier I’ é&ude des espaces cohérents, sémantique du lambda-cal cul
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typé du second ordre, le systeme F. En effet, dans les espaces cohérents, I'impli-
cation classique A — B se décompose naturellement en (!A) —o B— uneimplica-
tion linéaire et un opérateur de répétition. Lalogique linéaire est en fait lalogique
classique alaquelle I’ on a 6té les regles structurelles de contraction et d’ affaiblis-
sement, pour les réintroduire de maniere plus maitrisée a I’aide d’un opérateur
modal ! (et son dual ?). Les formules dont le connecteur principal n'est pas|’un
de ces opérateurs modaux ne peuvent étre contractées ou affaiblies. L' implication
linéaire A — B est différente de I'implication classique puisqu’ elle représente en
guelque sorte une transformation, un changement d’ état, un passage de |’ état A a
I’ état B. L’ absence des regles structurelles rend également impossible |’ interdéri-
vabilité des régles d'introduction multiplicatives et additives, et nous devons donc
distinguer deux conjonctions— le ® et le &, et deux digonctions— le® et le 7.

MALL

Nous travaillerons par la suite dans un sous-systéme de LL nommé MALL*.
Le calcul des séquentsde MALL est le calcul des séquents de LL auquel on a 6té
les régles exponentielles, et les regles d' introduction des constantes. Les formules
de MALL sont donc toutes les formules de LL ne contenant ni exponentielles ni
constantes.

1.1.2 Lecalcul desséquents monolatéral de MALL

Groupe ldentité:

FAA FALT

FA At A FAT T
Groupe Structurd :
LT ou o est une permutation des éléments de T’
Fo(I) > considéré comme un multi-ensemble
Groupe Logique:
FAT o + B, T o FA A F B, A,
rAeBT = F+rA®BT FA®B, A, A,

1Ce sont lesiinitiales de Multiplicative Additive Linear Logic.
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FAB A 5 FAA FB,A
FAZDB,A FA& B, A

1.1.3 Elimination des coupures

Nous avons dans MALL, tel gue nous I'avons défini, un théoreme d’ élimi-
nation des coupures, dont la démonstration est classique, a savoir la définition
d’ étapes de réductions élémentaires, et une preuve de la terminaison de I’ algo-
rithme. Nous donnonsici lestrois étapes de réduction les plusimportantes :

Axiome
3771 A .
_ ax :
FAA FA At FAA
A cuT " |
. T2
: T2 '
Multiplicatif
i gnz §7r3 E7r1 |2
FAB,A FALT FBLHE FAB,A FALT : 73
%3 —~—® > cuT _
FADYB,A FAT® BT, E T B, AT F B E
FATE FAT,E
EM EM
Additif
E7r1 Eﬂz 3”3
FAA  FBA AT e 73
& ]
rA& B A FAte BH T cur FAA FALT cur
FAT > FAT
D4 D

Nous n’indiquons pas le cas de larégle &4 qui est évidente alavue de laré-
duction dans |e cas de 3. De méme, nous ne donnons en exemple qu’ un seul cas
de commutation de régles, le seul cas non-linéaire?.

21l ne s agit pas réellement du seul cas non-linéaire, mais ¢’ est le seul cas non-linéaire aug-
mentant lacomplexité de |’ algorithme.



Commutation &/CUT

T m L T m E7T3 Enz E7T3
FAT,B FAT,C . : 73 +AT,B FALA cur FAT,C FAHA
FAB&CT FAHA U ~ FT,B,A FI,C A .
+rB&CT,A +tB& CT,A
Ly N7

Propriété de la sous-formule

L’ existence d'une procédure d’' élimination des coupures nous donne la pro-
priété la plus importante pour la recherche des preuves : la propriété de la sous-

formule. Ainsi, les séquents apparai ssant dans une preuve sans coupures ne contiennent

que des sous-formules de la base® de la preuve.
1.2 Revershbilité

1.2.1 Connecteursréversibles

En général, il faut parler de régles réversibles. Cependant, comme le calcul
des séguents monolatéral de MALL ne comporte qu’une régle d introduction
par connecteur, nous nous permettrons un abus de langage et nous parlerons de
connecteurs réversibles. En voici ladéfinition :

Définition 1. Un connecteur x est dit réversible si pour tout séquent de la forme
+ Ax B, A prouvable, il existe une preuve sans coupures de ce séquent se terminant
par uneregle d introduction de x.

Proposition 1. Dans MALL, les connecteurs % et & sont réversibles, tandis que
les connecteurs ® et & ne sont pas réversibles.

En effet, les deux dérivations suivantes nous donnent des preuves qui se nor-
malisent en des preuves sans coupures du séquent - A x B, A se terminant par une
régle d’introduction de %4 :

Réversibilitéede 7%

3Nous appel ons base d' une preuve son séquent conclusion.
“4En effet, la procédure de normalisation ne modifie pas la derniére régle utilisée.
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T

X

FAAL Y BB ;

FAZB,A FA*®BY,AB Ut
FA B, A 5
FAZ B A
Réversbilité de &
L FA AL x - B,BL
. 'y $ . b
FAA& B FAte B A CgUT FALA& B FAt& B4, B iiJT
FAA FA,B N

FA& B, A

Les connecteurs & et ® ne sont pas réversibles:

® Lességuents+ A AL, Bt et + B, B+, At n’éant pas prouvables, une preuve
der A® B, At % B* ne peut se terminer par une regle Q.

& Lesséquentsr A, A+, B+ et+ B, A*, B+ ne sont pas prouvables. Une preuve
der A® B, At & B* ne peut donc se terminer par uneregle &.

1.2.2 Polarité

Certaines regles étant réversibles et d autres ne |’ étant pas, on introduit une
notion de polarité, qui est un simple typage des formules de MALL. Le typage
qui nous vient tout de suite al’ esprit est le suivant :

o
Il

X|PaP| PP | N*
N = X*IN®N|N&N | P*

Nous pouvons cependant remarquer que ce typage est partiel. Par exemple, la
formule A* @ B*, ou A et B sont des atomes, n’est pas typable d aprés la défi-
nition ci-dessus. En effet, A+ et B+ sont des formules négatives, et une formule
de connecteur principa & n’est typable que lorsgque celui-ci s applique a des for-
mules positives. |l est alors nécessaire d’introduire les opérateurs de shift qui ont
pour unique fonction de modifier lapolarité d’ une formule. Le typage résultant de
cette introduction des opérateurs de shift est le suivant :

Définition 2.

-
Il

X|PeP|P®P | N"| I[N
N = X*| NN | N&N | P-| TP
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Ainsi nous ne pouvons toujours pas typer laformule A+ & B+, mais (JA*) & (|B*)
est une formule équivalente et typable.

Remarque 1. Dansla suite, nous n’ écrirons pas toujours le shift qui alourdit les
notations.

1.3 Focalisation

1.3.1 Définition delafocalisation

Un résultat tresimportant en logique linéaire est lafocalisation. Introduite par
J-M. Andréoli®, elle permet de limiter |arecherche de preuves ades preuvesd’ une
certaine forme, les preuves focalisées.

Définition 3. Une preuve focalisée est une preuve telle que (de bas en haut) :

— Lorsgu’une formule A commence a étre décomposeée, la preuve continue a
décomposer les sous-formules tant que celles-ci sont de la méme polarité
queA.

— Lorsgue le sequent contient une formule négative, la preuve commence par
décomposer celle-ci.

Exemple 1.

FAAS Y TBBE
- A® B, AL, B 2?@’ X
- A® B, AL %y B- -C.Ct "
- (A@B)&C A" HB,Ct
- (A®B)®C, (AL 3 BL) ¥ C*

X

Exemple 2.

FAAS Y TBBE
FA®B.ALB: FC,CLQ
F(A®B)®C, A+, B+, CH N
F (A® B)®C, (A" ¥ BL),C*
F(A® B)®C, (AL 5 BL) & C-

X

5[And9?]
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Lapreuve de |I’exemple 1 n’est pas focalisée. En effet, si elle commence par
décomposer laformule négative (A+ % B+) % C+, elle ne continue pas la décom-
position de ses sous-formules mais commence la décomposition de la formule
positive (A ® B) ® C. Au contraire, la preuve de I’exemple 2, qui termine la dé-
composition de la formule négative avant de décomposer la formule positive, est
focalisée.

1.3.2 Reésultatsutiles

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition 2. Lorsqu’ un sequent X prouvable ne contient que des formules po-
sitives, I" une de ces formules au moins peut étre (entiérement) décomposee afin de
trouver une preuve focalisée sans coupures de X.

On montrelerésultat par induction sur lahauteur de la preuve (sans coupures).
Soit e séquent prouvable + T', et une preuve sans coupures de ce séquent. Soit A
la formule principale dans la derniere regle utilisée. Cette derniere regle est soit
une regle @ soit une régle .

Commencons par |e connecteur &. NOuUs pouvons supposer, sans perte de généra-
lite, que la preuve utilise larégle &4 et commence donc ainsi (de bas en haut) :

I—F,Pl
I—F,P]_EBPZ

&g

Dans ce cas, en utilisant | hypothese de récurrence, nous pouvons affirmer qu'il
existe une formule B de A = T" U {P;} nous permettant de trouver une preuve
focalisée et sans coupures de + I', P, commencant (de bas en haut) par la décom-
position de B. Si cette formule est P,, aors la formule P; & P, nous permet de
conclure. Sinon, en appelant P la formule décomposable, on effectue les opéra-
tions suivantes :
— On regarde dans quel séquent® la formule P, apparait aprés |la décomposi-
tion de P.
— Onintroduit larégle @y acet endroit afin d’ obtenir une preuve sans coupures
d’un segment x.
— Par hypothéese de récurrence, il existe une preuve sans coupures focalisée du
seguent obtenu. On remplace donc la preuve de X par une preuve focalisée
et sans coupuresde X.

6Ce séquent est unique puisqueladécomposition delaformule A est une application successive
deregles positives. On peut aussi voir 1.5.2 pour se convaincre.
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— On modifie ladécomposition de P en remplacant laformule P, par P, & Py,
ce qui ne pose pas de problemes, la formule P, n’étant ni principale ni
secondaire dans les regles utilisées.

Comme nous N’ avons pas introduit de coupures, on aune preuve de+ I', P, @ P,
satisfaisant la proposition.

Pour le cas du connecteur ®, le raisonnement est similaire. En effet, s I'on a

une preuve :

F Fl, Pl F Fz, P2 o
F Fl, Fz, Pl ® P2

Par induction, soit les deux formules P; et P, nous permettent de trouver une
preuve focalisée et sans coupuresde+ I'y, Py et det I',, Py, soit I’ une au moinsde
ces formules ne convient pas.

Dans le premier cas, nous n’avonsrien afaire.

Sinon, supposons gque pour trouver une preuve focalisee de+ I'y, Py il faut décom-
poser une formule P € I';. On note np |” arbre de décomposition de la formule P.
Nous effectuons alors la transformation suivante qui ressemble beaucoup au cas
&

LI 2 7
F Pl, A F P]_, A [ Fz, P2
. p ) }_FZ, I:)l®|:)2,A
. . AN
Ty, Py F1o, Py DT
FT, 15, P @ Py FT, 15, P @ Py

ou x5, est la preuve mp ou tous |es séquents de laforme + P4, ¥ ont été remplaceés
par - P1®P,, 'V, I, et " et 7, sont des preuves focalisées sans coupuresde+ P, A
et - P,, I'; dont I’ existence est assurée par |” hypothese de récurrence.

Cette transformation nous donne alors une preuve nous permettant de conclure.

Cette proposition nous donne immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire2.1. Pour tout séquent X prouvable, il existe une preuve focalisée sans
coupures de X.

13



1.4 Un calcul desséquentsfocalisé

Voici un calcul des séquentsfocalisé pour MALL. Nousle présentons succinc-
tement car il est presque similaire au calcul des séquents de MALL,’, le calcul
des séquents de la logique propositionnelle du second ordre de la ludique, pour
les connecteurs spirituels.

Ce calcul des séquents utilise le bénitier® introduit par J.-Y. Girard dans [Gir91],
qui est un ensemble contenant au plus une formule — nécessairement positive,
dans la partie droite du sequent, séparés par un point-virgule.

Groupe | dentité:

———— AX

F X5 X
Focalisation :
PP Ou les seules formules négatives
FT,P; o dansT sont des atomes
Shift :
FI,P; FI,N;

I, TR, ! FIUN
Groupe L ogique Positif :

I-F;Pl o I-F;Pz o I—rl;Pl }-FZ;PQ ®
F P Ps ’ FI P Ps ‘ FTL, T PPy

Groupe L ogique Négatif :

F T, Ng, No; 5 PNy F T, No;
I—F,N17§?N2; I-F,N]_& Nz,

\oir 5.4.2, p.57.
8stoup en anglais.
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1.5 Laslhouettedespreuves

1.5.1 Isomorphismeset distributivité

Définition 4. Soient A et B deux formules. La paire (ra, 7g) €st un isomorphisme
syntaxiqueentre Aet Bsi :
— ma €St une preuve det+ A, B*.
— ng €st une preuve det+ A*, B.
— La preuve obtenue en coupant les conclusions A et A+ de rra €t g Se nor-
malise en une n-expansion® de I’axiome - B+, B.
— La preuve obtenue en coupant les conclusions B et B+ de nx €t 75 Se nor-
malise en une n-expansion del’axiome + A+, A.

L es deux isomorphismes suivants nous permettent de montrer la distributivité
de?¥ sur & et cellede® sur @. En effet, nous avons | esisomorphi smes syntaxiques
suivants :

Proposition 3.
A% (B& C)oo (A% B)& (A% C) (1.2)

A®(BadC) oo (A®B)d (A®C) (1.2)

Leséquations 1.1 et 1.2 étant les mémes par dualité, nous n’ avons donc que deux
implications a démontrer :

A& (B C) - (A& B) ¥ (A& C)

. BB " g . _rcc "

FA At FBteCL,B . FA AL FBteCt,C
FA*®(B*eCh),AB N FA*® (B9 CH),AC N
FA*® (B CH),A%¥ B FA*®(B*eoCh),AN¥C .

FA*® (B @ C),(AXB)& (AB C)

(A& B) ¥ (A& C) - A& (BB C)

9L’ n-expansion des axiomes est une preuvede+ A, A+ apartir d’ axiomes sur les sous-formules
de A. Le nom provient de la correspondance avec I'p-expansion du lambda-calcul a travers la
correspondance preuve-programme,
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FAAL " BB TAAM T Toc ™
-ABA @B . FACA®@Ct N
FAB,(Af®@B")a (A-CH) FAC,(Af®BH) e (A-CH) .
FAB&C (At®BY) e (At®CH)
A% (B&C), (A e B) @ (A ®Ch)

Nous ne décrivons pas | es procédures de normalisation nécessaires alavérification

des deux conditions supplémentaires, mais ces conditions sont bien satisfaites.
Ainsi, dans la suite, nous considérerons qu’ une formule de connecteur prin-

cipa positif seradelaforme . &)._, Nij ou les N;; sont des formules néga-

tives'o,

De méme, toute formule négative serade laforme &7, 7% ;5 Pij ollesP; j seront

des formules positives!?.

i€d

1.5.2 Connecteurssynthétiques

Lafocalisation et les isomorphismes nous permettent de caractériser un type
tres précis de preuves, ou une formule négative est immédiatement décomposée
en sous-formules positives, et ou lorsqu’ une formule positive est décomposée,
elle est décomposée jusqu’ a n’ obtenir que des sous-formules négatives. Aingi, il
est possible de considérer une série de plusieurs regles négatives (respectivement
positives) successives comme |’ application d' une seule régle d’ un connecteur "gé-
néralisé”, ou connecteur synthétique.

De plus, les connecteurs synthétiques ont une forme bien particuliére. En effet,
uneformulepositive, delaforme @iel X e N; j se décompose par une utilisation
de plusieursrégles @ puisde plusieursrégles ®. Un connecteur synthétique positif
possede donc une preuve de laforme::

F Np,l, Al e [ Np’np, Anp
F Draic ®1<j<ni Nij, A
ol A = U A, C edt-a-dire que les A; forment une partition de A.

De méme, dans le cas d'une formule négative, nous aurons une preuve de la
forme suivante :

{p}

F Pl,l, ceey Pl,nl’ A . F Pk,l, ceey Pk,nk’ A
F &1<i<k %)Kjgni Pi,i’ A

19Si nous voulions étre précis, il faudrait écrire (B, &) ;.5 INij.
'De méme, on devrait écrire &rie; 7Y ey TPij-

{@.....m<i<k
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On peut noter qu’ unetelle preuve est donc une alternance de regles positives et
négatives?. Nous pouvons donc comprendre I’ intuition selon laquelle les preuves
seraient une stratégie de discussion. Les regles négatives représentant des ques-
tions, lesrégles positives étant des réponses. L es coupures, qui sont desliensentre
une question posée par D et une réponse donnée par € représentent alors un dia-
logue, ou un jeu.

1.5.3 Un nouveau calcul des séquents

Si nous considérons des preuves focalisées sans coupures de MALL, en ne
considérant que des connecteurs synthétiques, nous travaillerons avec des sé-
quents ayant au plus une formule négative', les atomes négatifs mis a part.

Nous obtenons alors un calcul des sequents ne comprenant que trois regles :

Axiome

— A
F X, Xt * X est un atome

Reégle Positive: Les seulesformules négatives dans A sont des atomes, et les
N; j représentent soit des formules negatives, soit des atomes.

F Np’l, Al e F Np’np, Anp

F @KKk ®1<j<ni Ni’i’ A
Régle Négative: De méme que pour la regle positive, les P; ; représentent
soit des formules positives, soit des négations d’ atomes.

F Pl,l, RN Pl,nla A - F Pk,l, RN Pk,nk, A
F &1<i<k 7?1<j<ni I:)i,]’ A

{@....mil<i<k

125auf dansle cas d’ une application d’ un connecteur positif portant uniquement sur des atomes
et négations d’' atomes, mais ce cas ne se présentera pas en ludique.

13Remarquons qu’ un séquent prouvable A, N1, ..., Nk ol A contient uniquement des formules
positives et des atomes et négations d' atomes est équivalent au séquent + A, 7, N« qui ne
contient qu’ une formule négative. o
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Chapitre 2

Lesbasesdelaludique

2.1 Dessins(designs-dessing)

2.1.1 Adresses

Les objets principaux de la ludique sont les designs, que nous présenterons
dans un premier temps sous leur forme de dessins, qui est plus intuitive puisque
ressemblant aux preuves focalisées sans coupures de MALL gue nous avons dé-
crites dans le premier chapitre. Les designs-dessins nous poserons quel ques pro-
blémes, et nous introduirons alors les designs sous leur forme de desseins (cf.
2.2).

Les dessins sont en fait des objets tres proches de preuves en calcul des sé-
quents. La premiere différence, et sans doute la plus importante, est |’ oubli des
formules. En effet, laludique ne s occupera que des adresses de ces formules, les
loci, leur lieux. Ainsi, si 6 est un locus, les sub-loci de 6, |es adresses de ses sous-
formules, seront delaformefdxi oui € N. Nousnoteronspar lasuite 0 x{iy, ..., in}
alaplacededxiy,...0%i,, e nousoublierons parfoisle signe x afin d améliorer
lalisibilité des formules.

L’ une des conséquences de |’ existence de ces adresses, que nous verrons plus
en détail par la suite, est la distinction entre deux formules similaires. En effet,
on al’ habitude de parler des occurences d’ une formule, considérant que deux oc-
curences de A représentent la méme formule. Ceci n’est plusvrai en ludique, car
deux formules ne partageant pas la méme adresse ne peuvent étre égales. Aing,
I’ égalité que nous considérons habituellement, qui est une égalité aisomorphisme
pres, est remplacée par une réelle égalité, et deux "occurences' d'une formule
ne seront pas égales, seulement "isomorphes’ (voir 4.2.2). Ceci aura pour conse-
quence I’ apparition de deux types de connecteurs, les connecteurs spirituels, qui
sont des connecteurs proches de ceux dont nous avons |” habitude, que |” on appli-
quera a isomorphisme (délocalisation) pres, et les connecteurs locatifs (voir 4.3
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p.42 et 4.4 p.43).

2.1.2 Vocabulaire

Définition 5. Loci et biais

Unbiais, quel’ on notera par des|ettres|atines minuscules, est un nombre naturel.
Une ramification, notée par des |ettres latines majuscules, est un ensemblefini de
biais.

Un répertoire est un ensemble de ramifications.

Un locus, noté par des lettres grecques minuscules, est une suite finie de biais.
La parité d’'un locus est la parité de sa longueur.

Définition 6. Fourchette
Dans la suite, nous considérerons des séquents A + = tel que:
1. A et = sont des ensembles finis de loci deux a deux digjoints.

2. A contient au plus un locus, son manche. Les loci de Z sont appelés ses
dents.

Un tel séquent sera appelé une fourchette, positivesi A = 0, négative sinon.

2.1.3 Troisrégles

Lestroisreglesde laludique ressemblent beaucoup aux troisreglesde MALL
du calcul des séquents focalisé présenté en 1.5.3. Un dessin est un arbre formé a
partir de cesregles.

Regle positive
La regle positive est une généralisation des régles positives des connecteurs
synthétiques que nous avons vu dans la partie 1.5.2, p.16 :
Définition 7.
Exik A
FE A

ou I est une partiefiniedeN, et les A; sont des sous-ensembles de A deux a deux
digoints, et ou I’on a une prémisse pour chaquei € I.

¢.1)

Remarquons que tout connecteur synthétique de MALL possede une regle de
cette forme, mais que la réciproque n’est pas vraie. En effet, on ne demande pas
a avoir une partition de I’ensemble A, mais seulement une partition d’un sous-
ensemble de A. 1l est donc tout afait possible d' appliquer cette régle positive dans
le cas suivant, qui n’a pas d’ équivalente dans MALL du fait d’ un affaiblissement :
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Exlra g*ZF,B(“
FE By B

1,2})

Regle négative

La regle négative, de méme, est une genéralisation des connecteurs synthée-
tiques négatifsde la partie 1.5.2 :

Définition 8.

FEXx |, A

@GN
EFA & N)

ol les A, sont des sous-ensembles de A et NV est un sous-ensemble de P+ (), et
ou I’on a une prémisse pour chaquel € N.

On peut faire la méme remarque que pour la régle positive. En effet, toute
regle d’ un connecteur synthétiqguede MALL est de cette forme, maislaréciproque
n'est pas vraie. Il n'est pas nécessaire d' utiliser un contre-exemple ici, mais de
simplement faire remarquer que I’ensemble N est potentiellement infini. Or, les
connecteurs synthétiques de MALL ne possédent pas une infinité de prémisses.
Remarguons de plus que la condition A, ¢ A permet des affaiblissements —
contrairement a la régle négative présentée plus haut qui demandait A, = A, ce
qui nous donne un autre contre-exemple alaréciproque :

FEx{L2L,a,B FEX{L3La
Sra,By

(¢, 4(1,21,{1,3}})

Daemon

Le Daemon est |’ objet le plusinhabituel introduit par laludique. Comme nous
I”avons vu plus haut, les régles négatives et positives ne sont que des généralisa
tions des connecteurs synthétiques de lalogique linéaire additive et multiplicative.
Le Daemon, lui, est une généralisation de I’ axiome. C’est I’ outil qui nous permet-
tra d obtenir des preuves de —A et des preuves de A. En effet, les régles positives
et négatives ne nous permettent que deux choses que nous ne pouvions faire dans
MALL : des affaiblissements, et des regles négatives pouvant avoir uneinfinité de
prémisses. Cependant, cela ne nous suffit pas pour obtenir alafois des preuves de
A et des preuves de —A. Pour cela, il nous faut des preuves fausses, et afin d ob-
tenir des preuves fausses, nous utiliserons le Daemon. Larégle du Daemon est la
suivante:

1P (N) est I’ ensemble des parties finies de N.
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Définition 9.

FA

sans aucunes conditions sur A.

C’ est donc, comme nous I’ avons dit plus haut, un axiome genéralisé nous per-
mettant d’introduire n’importe quelle fourchette positive A. Pour bien le com-
prendre, on peut penser a la regle O introduite dans la section 1.0.1 p.6 pour la
démonstration de complétude de LK.

Remarque 2. On appellerale focus d’ uneregle |’ adresse sur laquelle elle agit.

Des obj ets potentiellement infinis

Commenous |’ avonsvu lors de la présentation de laregle négative, les dessins
sont potentiellement infinisen largeur, puisque cette régle nous permet d’ avoir une
infinité de prémisses.

L es dessins ne seront cependant pas infinis uniquement en largeur, mais éga-
lement en hauteur. Par exemple, un dessin ne faisant pas usage du Daemon sera
un arbreinfini. Voici un exemple de dessin infini alafois en hauteur et en largeur,
le Fax, qui est un dessin extrémement important, puisqu’il permettra de mettre en
relation deux "occurences' de laméme formule:

- Baxg sigai
Exir&Exi
FEE x|
Eré
ou P (N) représente |’ ensemble des parties finies de N.

Le Fax sous forme de dessin peut étre vu comme une n-expansion généralisée
(puisgue nous N’ avons pas d’ atomes).

— €.
R 0))

2.2 Designs-desseins

2.2.1 Un probléeme de contextes dans les dessins

On a6té lesformules pour les remplacer par leurs adresses, mais comme nous
alons le voir, les objets gue nous avons obtenus contiennent encore trop d' infor-
mations. En effet, |les trois dessins ci-dessous sont différents bien qu’ équivalents.
Le probléme provient des contextes qui n’ apparaissent pas comme focus d’ une
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regle. Danslestrois exemples ci-dessous, le contexte  apparait dans|’ application
de larégle de Daemon sur le séquent + £23, 7 dans |I’exemple 3, dans |’ applica-
tion de la régle de Daemon sur le séquent + £37, T dans |’ exemple 4 et apparait
al’occasion d’'un affaiblissement dans la regle négative (—, £2, {{1, 2}, {3}}) dans
I"'exemple5:

Exemple 3.
— (+,£2{1,2},0 ——— —— X
Feo(L 2y A0 Taasy - €37
(- £2.1{1.2},{3}}) (- €3.171)
E2¢r T E3+
(+.£12.3)
FET
Exemple 4.
——— (+,£2{1,2},0 _ Y a—
Ce2(1,2) A0 g FE37,7
(—€2.L2L3l)  —m—— (-.£3.4T)
§2F E3rT
(+£12.3)
FET
Exemple5.
e (R E2AL2L0) T e T
FeoL 2y ¢ ) T3 - 237
(- £2.1{1.2},{3}}) (- €3.171)
E2¢r T &3+
(+£12.3)
FET

Les régles utilisées étant les mémes, on aimerait que ces trois objets soient
identifiés, mais notre représentation des dessins ne nous e permet pas. Nousallons
donc introduireles desseins, qui sont des dessins dans|esguels nous n’ avons gardé
gue les régles. Tout comme nous avions 6té les formules, nous nous débarrassons
maintenant des séquents. Les séquents peuvent étre déduit dynamiquement des
regles utilisées, les seuls contextes intéressant étant ceux apparaissant comme le
focusd unerégle. Cependant, nous construisonsun dessin "minimal™ ou principal,
puisque de nombreux dessins correspondent a un méme dessein.

Desdessins aux desseins

Les trois dessins ci-dessus seront donc représentés par un méme dessein, qui
est — dans ce cas — un arbre représentant les regles utilisées. La seule chose
qui les différentie dans la forme aux dessins qu’ils représentent est due au rem-
placement des regles négatives par des régles négatives unaires. Aing, la régle
(-, €2,{{1, 2}, {3}}) est remplacée par deux régles négatives unaires (—, £2, {1, 2})
et (-, &2, {3)):

(+.£2{1,2},0) 52 M
(- £2,{1,2}) (-, €2,{3}) (=, &3,{7}))
(+,¢,12,3})

22



2.2.2 Dessans

Remarque 3. On appellera action une régle positive, une régle négative unaire
ou un Daemon.

Les desseins sont la formalisation "correcte” des objets de la ludique. Nous
commengons par présenter |a définition d’ une chronique, qui est une branche dans
laforét associée au dessin.

Définition 10. UnechroniquedebaseI + = est une suited actions < «q, . . . , kn >
verifiant
1. La polarité de «q est égale a la polarité de la base, et la polarité de «; est
I’ opposée de la polarité de «;.12.
2. Pour i < n, «xj n"est pas un Daemon. On dit aussi que «; est une action
propre.

3. Soit &, lefocusde I action négative k. Alors &, est choisi soit dansT'®) soit
dansép_1 * lp1.

4. Soit &, lefocus d’une action positive k. Alorsép, est choisi soit dans 2, soit
dans &, x |, OU &y €st I une des actions négatives précédentes, ¢’ est-a-dire
S p—qestimpair et supérieur a 0.
5. Lesfoci sont deux & deux distincts.
Définition 11. Deux chroniques ¢ et ¢’ sont dites cohérentes lorsque :

1. L’une des deux est une sous-chronique de |’ autre, ou bien elles different
pour la premiere fois sur des actions négatives, i.e.. ¢ = ¢g * kK x ¢; €t
¢ = g % K’ % ¢ AVeC k # k' négatives.

2. S « et ¥ ont des foci distincts alors les foci des actions de ¢; €t ¢, sont
distincts.
Définition 12. Undessein © debaseT + = est un ensemble de chroniques de base
I'+ Etellesque:
1. D est uneforét*,
2. Les chroniques de D sont deux a deux cohérentes.
3. S c e Dn'apasd extension stricte dans D, sa derniére action est positive.
4. S labase de D est positive, alors D est non vide.

2C est-a-dire que les pol arités des actions sont alternées, et la polarité de la premiére action est
laméme que la polarité de la base.

3Remarquons que si ¢, est choisi dans T, alors on a nécessairement p = O et la base de la
chronique est négative.

4Une forét est un graphe ne contenant aucun cycle.
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L e Fax sousforme de dessein

Voici le Fax sous forme de dessein :

((é;:iij"]l;) T jedKePi()
(é,l’l‘])) " jel,JePi(N)
1)

On peut remarquer qu'il ne s agit pas d' un arbre, mais d’ une forét. En termes de
stratégies, le Fax sous forme de dessein peut étre vu comme la stratégie copycat,
qui consiste a jouer le méme coup que |’ opposant.

Remarque 4. Nous utiliserons dans la suite le terme de design pour les objets
delaludique. Les designs seront donc des desseins, mais nous utiliserons souvent
leur forme de dessins qui est beaucoup plusintuitive. Les dessins nous per mettent
donc de comprendre comment se passent les choses, et certains résultats peuvent
étre prouves pour les dessins. Les desseins, plus difficiles a appréhender, sont les
vraisobjetsdela ludique, et certainsrésultatsimportants nécessitent detravailler
sur cet objet mieux formalisé (par exemple le théoréme de Séparation, 3.3, p.34).

2.3 Lesdesignsimportants
Voici une liste des designs importants auxquels nous ferons référence par la

suite:
Fax : Faxgp

L Baxg i gai

"x ik EKI
¢ . ¢ GR)
"f?g* I
y (&P ((N))
EFE
Ramification : Ramy,
.
"/l*l*\] oo (—,/l*i,pf(N))
A1+
(+ 4, 1)
FA
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Répertoire: Diry

TEx LA T Cen
EFA -
Daemon : Dai
FA =
Daemon négatif : Dai~
TExLA T (—&P1 ()
EF A o
Sconse: St
,0
EF A &.0)
Sconse positif : St |
iy MY
(a.n
FA
Un: Un
k—f ¢.0)
Bottes: Bot
—
_+
T (& 10)



Foi : &id®

FA

2.4 Normalisation

Lanormalisation est peut-étre le concept le plus difficile a comprendre en lu-
dique, mais ¢ est également le plusimportant, puisgue tous les résultats ultérieurs
dériveront de la définition et des propriétés de la normalisation. Nous commen-
cerons donc par présenter la normalisation des dessins, plus facile a comprendre,
étant trés proche de la normalisation de MALL, pour ensuite présenter |la norma-
lisation des desseins.

2.4.1 Normalisation desdessins

Pour présenter la normalisation des dessins, nous commencerons par présenter
lanormalisation dans le cas clos, puis nousintroduirons|es deux cas de commuta-
tions, et nous dirons un mot sur I’ effet de la normalisation dans e cas ou | e réseau
de coupures contient un Fax.

Casclos

Commencons par quelques définitions:
Définition 13. On appelle réseau de coupures un ensemble fini non vide A = {D;}
de dessins ayant |es propriétés suivantes :

1. Lesloci apparaissant dans les bases des D; sont deux a deux digoints ou
€gaux.

2. Chague locus apparait au plus dans deux bases. Dans ce cas |’ une de ces
deux occurences apparait est le manche, et I’ autre est une dent. On appel-
lera un tel locus une coupure.

3. Legraphedont les sommets sont |es bases des dessins et dont |es ar étes sont
les coupures est connexe et acyclique.

SFid N’ est pas un design, on I’introduit afin de noter une absence de design, en général due a
une divergence de la normalisation.
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Définition 14. Le seul dessin dont le manche n’est pas une coupure est |e dessin
principal du réseau, sa base est le sequent principal du réseau, et saderniereregle
est la régle principale du réseau.

Définition 15. Le réseau de coupure sera dit debase ¢ + A ou & est e seul locus
apparaissant dans un manche et n’ éant pas une coupure, et ou A est |’ ensemble
des loci apparaissant comme dents dans les bases des D; et n’ étant pas des cou-
pures.

On s occupera dans un premier temps du cas de la normalisation d’ un réseau
clos, ¢’ est-a-dire un réseau de coupure de base ° :

Définition 16. Dansla procédure de normalisation d’un réseau R clos, le dessin
D principal est nécessairement positif. On note k sa derniereregle. On se retrouve
alorsfaceatroiscas:

Daemon S« =*4, alors[R] = Dai.

Echec S k= (&, 1) alorsé est coupure et apparait dans le manche d’un
autre dessin €, le dessin adjoint, dont la derniére régle est nécessairement
(&, N).S | ¢ N, lanormalisation ne termine pas.

Conversion Lecasde conversion est similaireau casdel’ échec, maislorsgue
| € N. Soit, pour tout i € |, D; le sous-dessin de D dont la conclusion est la
prémissed indexi de (&, 1). Soit ¢ le sous-dessin de € induit par |a prémisse
d’indice I. Soit S le réseau définit en remplacant D, € par {Di}i,¢. S
n' étant pas forcément connexe, on note &’ la partie connexe de S. On a
alors [R] = [€'].

On notera [R] = Fid lorsguelanormalisation ne termine pas. Ceci peut arriver
dans deux cas : le cas d' un échec et |e cas d’ une suite infinie de conversions’.
Casgénéral

Pour le cas générdl, il nous reste atraiter les deux cas de commutation :
Définition 17.

Commutation Positive S le réseau R est positif, de dessin principal © de
regle principale (+,&,1), mais & n'est pas une coupure. On définit pour
chaquei € | lesdessins ©; comme les sous-dessins de D induits par chaque
prémisse de larégle (+, &, 1), et on définit R’ en remplagant © par les D;.

811 est évident que dans ce cas toutes les régles des dessins du réseau auront pour focus une
coupure, ce qui écarte la possibilité de se trouver face & un cas de commutation.
"N’ oublions pas que | es dessins peuvent étre de hauteur infinie.
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RN’ se décompose en plusieurs composantes connexes, et chaque D; appa-
rait dans une composante R;, qui est un réseau. Les R; sont deux a deux
disioints, donc on définit pour chaquei € | laforme normale €; des®;8. La
forme normale de R est ensuite définie de cette maniére :

U 71
] = = D
Commutation Négative S leréseau R est negatif, deregleprincipale(—, &, N),
on note, pour tout | € N, D, comme le sous-dessin de D induit par la pré-
misse d'index |, et I’on remplace © par les D, dans R. Soit R, la compo-
sante connexe de ©,. On pose N’ le sous-ensemble de N tel que pour tout
| € N/, R, ait une forme normale €,. La forme normale de R est alors

définie par : -
I ,
[R] = fl——/\(_’f’N)

Remarque 5. La commutation négative est le seul cas possible pour un réseau
négatif. On en conclut donc que tout réseau négatif possede une forme normale.
Le seul cas pouvant nous géner est le cas ou N’ = (. Mais dans ce cas, nous
avons tout de méme une forme normale :

m]= Era 7Y

Fax et Normalisation

Nous avons dga présentéle Fax en 2.1.3 et 2.2.2. Nous allons maintenant voir
comment se comporte le Fax atravers la normalisation.

On considére des designs D et € de basest+ & et & + terminant par des regles
(+,&,1) et (-, &', N). Coupés avec Fax., ils normalisent en des designs de base
F & et & + et de derniéres régles (+,&,1) et (=, &, N). Nous parlons des délo-
calisations dans la section 4.2.2 p.40, mais nous pouvons donner les quelques
équations::

[Fax,D] = 6(D)
[Bax, €] = 674E)
[§ax,D,€] = [D,674€)] = [0(D), €]

8Ces formes normales existent car ce sont des réseaux négatifs, voir laremarque 5.
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2.4.2 Normalisation des dessans

Nous commencons par |a définition évidente de réseau de coupure de desseins.
Elle découle naturellement de la définition des réseaux de coupure de dessins.

Définition 18. Unréseau R = {Dy,..., Dy} de desseins de base Z, + A, est un
ensemble fini et non vide de desseinstel que:

1. Lesloci apparaissant dans les bases des D; sont deux a deux digoints ou
€gaux.

2. Un locus ne peut apparaitre deux fois comme manche. On appellera cou-
pure un locus apparaissant a la fois comme manche et comme dent.

3. Pour chague coupure, si |I'on trace une aréte entre le locus et |’ une de ses
apparition en tant que dent, le graphe obtenu est connexe et acyclique.

4. S ¢ est une dent dans les bases des dessins Dy et Dy, et que des actions de
focus & sont effectuées dans les deux desseins, alorsk = p.

Remarquons le changement dans la troisiéme condition par rapport aux ré-
seaux de dessins. En effet, une coupure & n’ apparait qu’ une fois comme manche,
mais peut apparaitre en tant que dent dans plusieurs desseins, or nous savons
gu’ elle ne seraactive que dans!’ un de ces desseins (condition 4). Pour comprendre
cette condition, on peut penser aux réseaux de preuves, et aux graphes de correc-
tion des réseaux multiplicatifs. Si I’ on pose R le réseau obtenu en tragcant |es arétes
entre chague coupure (dans un manche) et ses différentes apparitions comme dent,
on peut alors considérer des graphes de correction, qui sont les graphes obtenus
apartir de R en choisissant pour chagque coupure une et une seul aréte partant de
celle-ci. La condition est alors similaire au critére de Danos-Reigner pour lesre-
seaux de preuves multiplicatifs, a savoir que tout graphe de correction doit étre
connexe et acycligue. Un seul de ces "graphes de correction” sera utilisé, et la
condition nous assure que ce graphe est bien un réseau de coupure.

Définition 19. On appelle une tranche un réseau (ou un dessein) R tel que toute
regle négative est au plus unaire. Donc, si ¢ x (—,&,1) et ¢ x (-, &,1”) sont deux
chroniquesde R, alors| =1".

Dans une tranche, on peut aors définir un ordre (non total) entre les actions «
etk .
K<p K & (xkxd xK Cc R
On diraque I’ action « est cachée si « est propre (différente du Daemon) et si son
focus est le sub-locus d’ une coupure.

Définition 20. Nous pouvons alors définir une tranche équilibrée : on dit qu’une
tranche R finie est équilibrée si pour toute action « cachée de R, son opposée,
I’ action k est également dans ‘R.
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Ces sont les tranches équilibrées qui nousintéressent réellement dans la cadre
de la normalisation, puisque dans une tranche équilibrée, tout ce qui sera"coupé"
est présent. En effet, a travers les conversions, la coupure sur & devient des cou-
pures sur ses sub-loci. Ces coupures doivent étre présentes dans latranche si nous
voulons continuer la normalisation.

Définition 21. On appelle mélée d’ unetranche équilibrée R le quotient del’ ordre
<y obtenu en identifiant chaque action cachée avec son opposée. On le note <.

On obtient aors les propositions suivantes:

Proposition 4. S R est une tranche équilibrée, alors <y est un ordre arbores-
cent®.

Proposition 5. 1. S R est une tranche équilibrée, alors [R] consiste en les
actionsvisiblesde R avec I’ ordre induit par <y

2. S R est un réseau et S est une tranche finie de [R], il existe une unique
tranche T équilibrée T c R telle que S = [T]. On appelle T le pull-back
de S selon k.

Nous présentons les démonstrations — assez longues et complexes — de ces
deux résultats plusloin.

2.4.3 Disputes

Définition 22. On définit une dispute de R comme une tranche équilibrée S c R
telle que < soit un ordre linéaire.

De maniére équivalente, une dispute est |e pull-back d’ une chronique de k.
On définit la dispute générée par D et €. Cette définition utilise lanotion d’ or-
thogonalité, définie section 3.1 p.33.

Définition 23. S D_LGE, le pull-back de <*«> selon {D, €}, que I’on note [D =
€], est la dispute générée par D et €. Cette dispute correspond a la suite <
Ko, - - -»Kn_1, " > consistant en les n — 1 conversions effectuées suivies du Dae-
mon final.

9Un ordre arborescent est un ordre dont tous les segments initiaux sont des ordres linéaires
finis.
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2.4.4 Démonstrations des propositions4 et 5
Proposition 4

C’ est ladémonstration la plus longue et complexe.
On supposera dans la suite que la tranche finie S N’ utilise pas le Daemon. En
effet, s on a une regle Daemon au-dessus d une fourchette - A, on choisit un
nouveau locus T — il peut étre nécessaire de délocaliser avant, dans le cas d un
réseau clos— et on remplace+ A par + A, 7, et au lieu d’ appliquer un Daemon,
on applique larégle (r, 0). Si la propriété est vraie pour latranche ainsi modifiée,
elle est également vraie pour .
Soit T la sous-forét équilibrée maximale de S telle que <y soit un ordre ar-
borescent. Soit x minimal pour <¢ dans S — T.
k est positive et visible: dans ce cas, I = T U {«} est toujours un ordre, et
méme une forét, ¢’ est-a-dire que |’ ensemble {k <y «} est un ordre linéaire.
k est négative et visible: alorsl = T U {«} est toujours une forét.
Kk est cachée : I'idée est toujours d’ gjouter x, mais comme « est cachée et que
I”on doit donc identifier « et k, nous allons chercher «, «” minimaux pour <g
dans G - T.
(i) Si«estpositiveet k" positiveest juste avant k pour <, alorsk’ est cachée
et k¥’ <g k, ce qui contredit I" hypothése sur . Donc k est minimal aussi.
(i) Si « est négative on prends x; minimale hors de T telle que x; <g k
Alors:

1. Si x; = k OU k; €est positive, alors on choisit «;.

2. Sinon, on réitére le processus avec k1 — qui est nécessairement né-
gative, jusgu’au moment ou |’ on trouve un «, approprié. |l reste a
montrer que le processus termine. Premiérement on remarque que
I”un des ; ne seraplus minimal puisque, s «; est minimal, le manche
delabase de k; est une dent dans|abase de ki, €t une boucle contre-
dirait la condition d’ acyclicité des réseaux. On peut facilement re-
marquer que pour tout j > i, les«; ne seront pas minimatix non plus.
Supposons que la suite des «; ne s arréte jamais, a savoir que toutes
les actions «; sont negatives, et, pour j > i soit kj € T I"action posi-
tive maximale inférieure (pour <¢) a;. Lefocusde; a été crée par
K et donc Ki <g Kj €t par conséguent K] <g kjr1dou K} <s K}+1 —et
donc /?] <g },, puisque les actions sont de polarité opposées. Mais
cela nous donne que «| < «j,; €t donc la suite «;, est strictement
croissante pour < danslaforét finie .

Unefois |’ action « trouvée, on pose U = T U {«, k}. On peut supposer que
k est positive. Dans ce cas, « est clairement maximale pour <y. Il nous
reste simplement a montrer que Il est une forét, donc montrer quel’ union
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L = UL’ desordreslinéaires & = {K'|K < k} et &7 = K|k < Kk}
est un ordre linéaire. Les ééments maximaux de £’ et £ sont les actions
k' négative et «” positive effectuées juste avant. On a alors forcément
K" <z K.Dolg=¢.

Proposition 5

Comme dans |a démonstration précédente, on élimine les Daemon en lesrem-
placant par des actions positives.

1. On choisit une branche maximale dansla mélée < et on interprete la dé-
monstration précédente comme une construction inductive de cette branche.
Ona:

Kk est positive et visible et dans ce cas, k suivie d une action négative et vi-
sible. La branche doit se terminer par une x’ positive et visible.

k est négative et visible et alors x est suivie soit d’ une action positive et vi-
sible, soit d’ une action positive cachée.

Kk est une action cachée et est suivie soit par une action cachée, soit par une
action négative et visible.

On peut donc conclure facilement que ce qu'il reste de la branche lorsque

I’ on a 6té les actions cachées est une chronique. On adonc construit un des-

sein ayant la méme base que . Il faudrait vérifier que ce dessein est bien

égal 4[], maisc’ est presque évident puisque si nous éionsen train de nor-

maliser S en tant que dessin, les trois cas correspondraient respectivement

aux cas commutation positive, commutation négative, et conversion.

2. On montretout d’abord I’ unicité. Si T c U sont des tranches équilibrées de

R, dors <z est un sous-ordre initial de <y, et les ééments maximaux de
ces ordres sont ceux de [T] et []. Donc [T] = [U] implique T = U. En
général on remplace T par T N .
Comme nous I’ avons dit plus haut, les trois cas présentés dans la démons-
tration précédente correspondent aux cas de commutation positive, com-
mutation négative et conversion dans le cas de la normalisation de dessins.
En effet, une chronique ¢ € [R] terminant par une action positive provient
d une suite d’ actions bien définie (une dispute) : positive, négative, neutre.
Ces actions forment ensemble une tranche équilibrée, qui est le pull-back
dec. Il est clair que le pull-back de S est I’ union des pull-back des ¢ quand
¢ parcoursR.
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Chapitre 3

L esthéoremesimportants

Dans ce chapitre, nous allons présenter cing théoremes par rapport alanorma-
lisation. Les deux premiers résultats, |’ associativité et la séparation, sont des ré-
sultats égquivalents a deux propriétés syntaxiques du lambda-calcul. Ils permettent
de démontrer le principe de cl6ture, qui sera un outil trés utile par la suite. Les
deux derniers résultats correspondent a deux théorémes du lambda-calcul, mais
sont principa ement liés aux sémantiques dénotationnelles.

Mais avant tout cela, il est nécessaire de présenter la notion d’ orthogonalité.

3.1 Orthogonalite

Définition 24. Soit © un design debase = + A et soient €, des designs de base
FoSoeZetotrsoeA Onnote<x D|(€,) > pour la forme normale
[D, (€,)] (égale & Dai, ou Fid en cas de divergence) du réseau {D, ..., CE,,...}.
D et la famille (€,) sont orthogonaux lorsque la forme normale est totale, ¢’ est-
a-direlorsque < D|(€,) >= Dai. On notera que D et (€,,) sont orthogonaux par
DL(E,).

On appelleralabase = + A lapro-base, et les basest+ o et o + seront les anti-
bases ou contre-base, un design de base = + A sera un pro-design et un design de
base + o ou o + sera un anti-design ou un contre-design.

Le cas le plus important sera celui d’ une pro-base atomique, puisqu’il n'y aura
gu’ une seule contre-base et on aura donc un seul contre-design, ce que |’ on notera
de maniére simplifiee < D|E> et DLE.

Définition 25. L’ ensemble des designsde base = + A est équipé de la topologie
générée par les ensembles (€,)*. La relation de pré-ordre est définie par D+ C
.
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Lacl6ture d un point © est le bi-orthogonal ©++. On peut définir le pré-ordre
ans : D <D « D e D, Latopologie sera 7o ™ lorsque le pré-ordre est un
ordre partiel, ce que prouverale théoréme de séparation (théoréme 7).

Définition 26. S ¢ est une chronique propre sur une pro-base atomique, on définit
I”anti-design Opp. :
1. S ¢ setermine par une action négative, alors Opp, est constituée des oppo-
sees des actions de c.

2. S ctermine par une action positive, alors Opp, est constituée des opposees
des actions de ¢ et d’ un Daemon.

3.2 Associativité

L’ équivaent de la propriété de Church-Rosser pour les réseaux de preuves de
MALL : lanormalisation est associative.

Théoréme 6. Soit {Ro, ..., Ry} unréseau deréseaux. On aalors:

[RoU -+ UR] = [[Ro], .- ., [Rall] (3.1)

Lerésultat est une applicationimmédiate des pull-backs. Soit ¢ € [[Ro], - - ., [Rn]],
et son pull-back {[co], . .., [cn]}, €t les pull-backs b; des ¢; par les%R;. Onabd; C %;
et on peut conclureque [bp U - -- U by = ¢, C'est-adirequec € [Ro U - - - U R,].
L’ autre sens de méme maniére similaire.

3.3 Séparation

L e théoréme de séparation est une version affine de la séparation en lambda-
calcul. Il nous donne donc que < est un ordre, et que latopol ogie associée est donc
To. Celanous permet de former un domaine de Scott avec les designs. C’ est donc
un lien avec les sémantiques dénotationnelles de premiére génération.

Théoréme 7. Larelation < est un ordre partiel. On peut également ledire ainsi :
la topologieest 7. Onaque ® < D’ s et seulement s D est plus défini que D7,
c'est-a-dire si chaque chronique ¢ € © — D’ peut étre écrite ¢ x d pour un certain
¢ telqued x e D,

1Unetopologie 77 est une topol ogie dans laguelle pour tout couple de points distincts, I’ un des
deux points au moins a un voisinage qui ne contient pas |’ autre.



On suppose que la base est atomique, et on utiliserale temps de la démonstra-
tion lanotation ® <« D’ pour dire que D est plusdéfini que ©’. On feraréférence
alacondition

(ceD-D)A@A [ *THeD)A (= xD)) (3.2)

par son NUMEro.

1. Supposonsque D <« D’. On définit unefonction de © sur ©’ delamaniere
suivante: ¢(¢) = cquand ¢ € D7, et ¢(¢) = ¢ x4 lorsque ¢ vérifie lacondition
3.2.0npose D" = ¢(?D’). dorsD” estundesseinet D <« D <« D’. On
vamontrer que ® < D’ < P'.

(@ ©” c P, cequi signifie en termes de dessins que D" est obtenu par
une restriction des regles négatives de ©’, remplacant lesregles (—, £, N)
par (-, & N)avec N c N’. S D7 LE, alors|’ gout de prémisses dans les
régles négatives ne modifie pas la convergence, et donc ©’ LE.

(b) D" est obtenu en remplagant des sous-designs de © par des Daemon.
Cela correspond au remplacement de regles positives par des Daemon. Si
DLE, et que lanormalisation se retrouve avec |’ une de ces régles modi-
fiées comme régle principale, alors le remplacement de cette régle par le
Daemon nous assure une convergence plus rapide. On adonc D" LE.

2. Supposons que D & D’. Celasignifie qu'il existe une chronique ¢ ne véri-
fiant pas lacondition 3.2. Si I’ on prends ¢ de longueur minimale, on obtient
c=dx(e,&)avecd e D U{()}.Oubiene:=-1,0ouc x ¢ D :

i. Si e ;= =1 dorsil y une unigue action positive telle quec x k € D. Si
k = onpose € = Opp,, Sihon on pose € = Opp,,,.

li. Sie:=+1, dorsil existex” # 4 et« # (-, &, 1) tellequed x k' € D',
On pose € = Opp..

Les normalisationsde < D | € > et <« D’| € > commencent par |la méme

suite de conversions correspondant aux actions de ¢’, jusqu’ au moment ou

I”on arrive a un réseau de coupures d action principale (-, &,1) ou «’. Dans

ce cas, < D|E> converge, tandis que <D’ |E€> diverge. En effet :

a. Sie:=-1letestsuiviedex = "4 Apres une conversion entre (—, &, 1) et
son opposee (+, £, 1), le Daemon de D fait converger < D|€>. < D'|E>
diverge puisque |’ action opposée de (-, v, J) — |’action de D’ qui suit ¢’
— n'est pasdans €.

b. Le méme argument nous permet de montrer que <’ |€> diverge dans
lecasou e ;= —1 et est suiviede k # "H. < D| € > converge a cause du
Daemon qui suit k dans €.

c. Dans le dernier cas, apres une conversion entre (+,¢&,1) et (—,¢,1), le
Daemon de € assure la convergence de < D€ >. < D' | € > diverge
parce gu'il n’existe pas dans € d’ opposée al’ action «’ de D’.
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3. Il suffit alors montrer que ® << D’ est antisymeétrique.

3.4 Leprincipedecléture

Ce principe nous dit que nous pouvons nous restreindre a des réseaux clos. En
effet, s D et € sont des designs de bases respectivement £ + 1 et + &, laforme
normale [D, €] est I’'unique design D’ de base+ A tel que pour tout & de base A +
I"on ai

[©. 3] = [2.¢.3]
Théoréme 8. Soit R un réseau de base = + A. La forme normale [R] de R est
I”unique design D tel que pour toute famille d’ anti-designs (€,,) :

DL(E,) o [RU---UE, U...] =Dai

Lerésultat découle de I’ associativité et I unicité est garantie par la séparation.

3.5 Croissance

L acroissance est I’ équival ent du théoréme de continuité syntaxique? du lambda-
calcul.

Théoréme 9. La normalisation croit avec I'ordre <. S pour tout 0 < i < n,
D; < €, alors:
[[Do, Y Dn]] 5 [[(Eo, Y @n]] (3.3)

La preuve est une application du principe de cl6ture (voir 3.4 p.36). Soient §
et Ddebasest A, fetér =, et soit D tel que D < ©'. Onaadors [P, (€,)] <
[, (€,)] pour tout anti-design {€,|o € E,&}. On coupe D, D avec §. Soient
les anti-designs {€,|r € E U A} pour [F, D]. On définit €, = €, pour o € E et
€, = [.(S,)] pour o = &.

On obtient dors que [D, (€,)] = [V, (€,)].

en utilisant |’ associativité, [[F, D], (€.)] =< [[& ?'].(C,)]. Et on en déduit
que [, D] < [&, D’].

3.6 Stabilité

L astabilité correspond aux théoréme de stabilité syntaxique® du lambda-cal cul,
da a Berry. Il stipule que la fonction des arbres de Bohm, qui associe des termes

29yntactic continuity theorem, voir [Amag8].
Ssyntactic stability theorem, voir [Amags].
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partiels du lambda-calcul a des arbres de Bohm partiels, est stable. On a, en
lambda-calcul, une propriété plus forte, a savoir que cette fonction est sequen-
tialisable. Nous n’ avons pas ce résultat en ludique.

La stabilité correspond a la propriété de stabilité dans les espaces cohérents, qui
provient de ce théoreme. C’ est donc le lien avec les sémantiques dénotationnelles
de seconde génération.

Théoréme 10. La normalisation commute avec les intersections compatibles. S
K est non-vide et Yk € K, Ry c R, alorson a:

IMEXEIREY (34)

keK keK

L'inclusion [N R] c Nk[R«] est immédiate. Réciproquement, supposons
que ¢ € N[Rk]- Alors ¢ aun pull-back t, ¢ Ry. Maistx c R et par unicité du
pull-back t de ¢ par rapport aR, on obtient t, = t,, = t pour tout (k, k') € K2. Ona
donct c NNk et ¢ € [N Ri]-
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Chapitre4

L es connecteurs

Comme nous|’ avons expliqué brievement dans|’ introduction, les designs sont
des objets, qui représentent des preuves, ou des stratégies de recherche de preuves.
Nous allons maintenant introduire de nouveaux objets, les comportements, qui re-
présentent des formules, ou des types. Nous dirons ensuite un mot sur ladélocali-
sation, qui est un outil nécessaire pour pouvoir retrouver les connecteurs habituels
(spirituels), puis nous introduirons les connecteurs additifs et multiplicatifs, et
nous dirons un mot sur les quantificateurs.

4.1 Comportements

4.1.1 Définition

Définition 27. Un comportement est un ensemble G de designs de méme base
égal a son hi-orthogonal G++. Il sera dit négatif ou positif suivant la polarité de
sa base.

On peut définir le plus petit comportement contenant un design ©, le compor-
tement ©++. Le comportement principal est donné par D+ = {?'|D < D’}.

Théoremell. S D<CetDecGalors€ e G.
S K est non-videet Yk € K, Dy € G, et s | J, Dk est un design, alors (), Dk € G.

Preuve : immédiat d aprés stabilité + définition de < (voir 3.1 p.33).
4.1.2 Lescomportements principaux

Il existe des designsimportants (voir 2.3 p.24), mais également des comporte-
ments bien particuliers dont nous nous servirons par la suite. En voilalaliste:
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Sconse (T¢€) : C'est I'ensemble des designs d une base donnée, égal a 0. €
est la polarité de la base.

Daemon ({Dai}) : C'est le plus petit des comportements, égal a0++. On le
note 0¢.

Bottom (L) : C’est un comportement négatif, défini par L = Bot**.

Un (1) : C est un comportement positif, défini par 1 = One*™.

4.1.3 Incarnation
Théoréme 12. Soit € € G. Il existe un plus petit design © c € tel que D € G.

C’ est presque immédiat. On prend |’ ensemble des designs de G inclusdans €.
Cet ensemble est non-vide — puisqu’il contient € lui-méme, et son union est un
design (égal a €). Le théoréme 11 nous permet alors de dire que I’ intersection ©
de cette famille est un design appartenant a G.

Définition 28. Le design défini par e théoreme 12 est appelé I'incarnation de €
et sera noté |€|g (on écrira |€| lorsque le contexte sera clair). Ona

€l = [ J(EI(E € €) A (€ € G))

Un design est dit incarné ou matériel lorsque © = |D|. On appelleral’incarnation
de G I’ ensemble de ses designs matériels.

Les designs matériels sont la partie d’ un comportement qui est réellement in-
téressante. C’ est lapartie que I’ on peut observer par un test. En effet, si I’ on consi-
dereundesign ® € G matériel et undesign D’ tel que® c D’. Alors®’ € G. Mais
D’ est dans G pour de mauvai ses raisons puisgue les actions de ®’ — D ne seront
peut-étre jamais utilisée : un test qui accéderait aux actionsde D’ — D divergerait
contre D.

Définition 29. On appelle une éthique un ensemble E de designs de méme base.
S E**+ = G on dit que E est une éhique pour G. Une éthique est compléte lors-
gu’ elle contient I’ incarnation de son bi-orthogonal, c’est-a-dire lorsque [E+*| C
E.

Remarque 6. La complétude de I’ éhique est un résultat de complétude interne?.

Voir 5.4.1 p.56.
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4.1.4 Comportementset jeux

Ladifférence entre laludique et les sémantiques de jeu est | absence d’ arbitre.
Dans laludique, les jeux que nous considérons sont des jeux par consensus, sans
régles externes. Voici latraduction d'un réseaux clos [ D, €] en termes de séman-
tiquedejeu:

Joueurs: |l'y adeux joueurs, Proposant (positif) et Opposant (négatif).

Parties: Une partie est |a séquence de conversions effectuées lors de la nor-

malisation de < D|€E>>, ce que I’ on a appel é une dispute (22 p.30).

Stratégies: D et € représentent des stratégies pour Proposant et Opposant.

Gagnant : Ladéfinition est donnée plus loin (Définition 63 p.57).

Abandon : Si I’un desjoueursjoue un Daemon, il abandonne, et perd. L’ une

des conditions de gain est d’ ailleurs de ne jamais jouer le Daemon.

Regles: Lesregles sont donnéespar G et G*. En effet, G est larégle du jeu

G et Gt estlaregledujeu G.

4.2 Locatif/Spiritue

4.2.1 Un petit mot

Comme nous |’ avons vu plus haut la ludique prends en compte les adresses,
les lieux ou se trouvent les formules. C’ est I’ un des points ou laludique s éloigne
vraiment des logiques habituelles, et cela a certaines conséquences. Ainsi, nous
allons définir des connecteurs locatifs, qui agissent sur les designs directement,
mais ne sont pas des connecteurs totaux. Afin de retrouver les connecteurs habi-
tuels — et par conséquent totaux, nous devrons considérer des connecteurs spiri-
tuels, agissant sur les designs via délocalisation. Pour celail est nécessaire de dé-
finir ce qu’ est une délocalisation. Nous verrons cependant qu’il subsiste quelques
problémes, en particulier avec la constante 1(%,

4.2.2 Déocalisations

Définition 30. Une délocalisation du locus ¢ au locus ¢ est une application in-
jective partielle 6 des subloci de ¢ aux subloci de £’ telle que::
1 6(¢) =¢
2. Pour tout o il existe une fonction 6,, de biais a biais telle que (o x i) =
0(o) * 0,(i).

2Voir 4.4.1 p.48.
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Une délocalisation est positive lorsque les deux loci ¢ et £ ont la méme pa-
rite, et négative sinon. S ¢ = (..., (op, lp),...) est une chronique propre (ne
terminant pas par un Daemon) de base + &, on définit 6(¢) de base + &’ par
6(c) = (..., (6(op), 0-,(1p)), .. .). S ¢ est impropre et se termine par un Daemon,
C'est-a-dire ¢ = d % *X, on définit 6(d x »X) = 9(b) % »X.

S D est un design de base + £ (resp. £ +) on définit (D) = {6(c)|c € D} un
designde baset+ & (resp. & +).

Exemple 6. Voici deux délocalisations de () sur lui-méme:
elixo) = 3ixo
Yyixo) = Bi+)*xo
Définition 31. S G est un comportement de base + £ (resp. & +), et 6 est une

délocalisation totale de & sur &’, on définit le comportement §(G) de base + ¢’
(resp. & +) dela maniére suivante :

0(G) = {8(D)|D € G}

Proposition 13. Les designs matériels de 6(G) sont exactement les images des
designs matérielsde G.

Corollaire 13.1. L'image de G par 6 est une éthique compléte pour 6(G).

4.2.3 Axiomeldentité

Laforme générale de |’ axiome identité est un "axiome de délocalisation”, qui
correspond a une sorte de Fax. Supposons que 6, n soient des délocalisations de
() sur &,¢& digoints. On veut définir i}axgjg,, un design de base ¢ + & avec les
propriétés suivantes pour tous D, € de basest () et () + :

[6(D), Faxsl] = n(D)
[7(®). Fax;L] = 6(€)

La solution est donnée par :

: B, exct
& x (i) - & 6(i)
FE,EXx ()
Eré
Des designs de ce genre apparaitront dans les séquents de comportements
6(G) + n(G).

— (&.n(1)

(£ 6P (V)
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424 Shifts

Le shift de la ludique, tout comme celui introduit dans 1.2.2 page 10, se
contente de changer la polarité. Le shift introduit pour le typage des formules
positives et négatives n’ effectuait aucune réelle opération sur les formules, mais
le shift ludique ajoutera des actionsinutiles puisque lapolarité d’ un design dépend
de lapolarité de labase. Il s agit donc d’ un changement de polarité effectif.

Définition 32. Soit ¢ une chroniquedebaset+ A, & x i (resp. £ x i+ A). Leshift J¢
de c estlachronique (-, &, {i}) x cdebase & + A (resp. (+, &, {i}) x cdebaser &, A.
S Destundesigndebaser A, & xi (resp. £ xi + A), leshift de D est le design
1D ={Jc]ce D} debaseé + A (resp. + &, A).

S G est un comportement de base + & x i (resp. € x i +), le shift de G est le
comportement {G = {ID|D € G} debase ¢ + (resp. + &).

Un comportement premier est un comportement de la forme JG.

Onremplaceral par T (ou |) quand le shift est négatif (ou positif).

Proposition 14. S G est négatif, alors |G = {|D|D € G} U {4},
S G est positif, alors {1D|D € G} est une éthique compléte pour 1G.
Deplus, (1G)* =1(GH).

4.3 Connecteursadditifs

4.3.1 Additifslocalisés

Remarque 7. Nous avons défini dans la section 2.3 page 24 le design Ram, ).
Ces designs sont les designs propres maximaux de base + A. Nous rappelons sa
forme de dessin :

FAxi*xJ 8

AxiFk
FA
Définition 33. Un répertoire est un ensemble N de ramifications. S G est un
comportement positif, le répertoire de G est I'ensemble G = {I [Ram,,) € G}
S G est un comportement négatif, I'incarnation |Dai~|g du Daemon négatif est
de la forme Dir, pour un répertoire N, qui est par définition le répertoire de G,
c' est-a-dire | Dai"|g = Divye.
Un réservoir est un ensemble quelconque de biais. Le réservoir d’ un compor-
tement est définit par §G = |JJG.

(=, A i, P ()

— (+,4,1)

Proposition 15. S G est positif, alorsJG est constitué des | tels que (¢), 1) soit la
premiére action d'un design © € G. Deplus, G+ = |G.
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On montre ce résultat ains :
S ((),1) est lapremiere action de © € G, aors D < Ramy |y €t Ram, ) € G.
L’incarnation de Dai~ dans G+ est delaforme Diry, et il est immédiat quel € N
exactement lorsgue (¢), 1) est lapremiére action d’un quelconque © € G.

Définition 34. Soit G, une famille de comportements de méme base. On définit
alors () Gk comme I’ intersection des Gy.
On utilisera les notations M et [ selon la polarité des Gy.

Proposition 16. Le connecteur () est strictement commutatif et associatif. Son
élément neutre est I’ intersection vide, a savoir le sconse T¢, et son élément absor-
bant est le plus petit comportement négatif, le Daemon 0¢

Définition 35. Soit G, une famille de comportements. On définit kG, = (Uy Gi)™.

Proposition 17. Le connecteur ¥ est strictement commutatif et associatif. Son
élément neutre est le Daemon 0¢ et son éément absorbant est |e sconse T¢.

Théoreme 18.
PIne = | I1Dls,
k

En effet, soit " = |D|n, 6, & D’ = Uk |Dlg,. L'inclusion D” c D" est im-
médiate en utilisant la contravariance de |’ incarnation. Inversement, comme ©”
est orthogonal a tous les designs dans I’ éhique [y G, , il est dans (N, Gx. Mais
comme D’ est matériel, on obtient I’ égalité.

Proposition 19.

IAGk = NJIGk
MGk = UGk

Corollaire 19.1.
Gy = UJGxk
Gy = NIGK

4.4 Connecteurs multiplicatifs

4.4.1 Multiplicatifslocalises

Dans cette section, nous allons présenter troistenseurs — quatre si I’ on consi-
dere le symétrique du premier tenseur, qui est non-commutatif. La présentation
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des tenseurs se fera de la méme maniere a chaque fois : définition, suivie de
la définition (et déemonstration d’ existence) d’adjonctions, la démonstration de
quelques égalités, et I'extension de la définition aux comportements. Nous pas-
serons quel gues démonstrations pour les deux dernierstenseurs, les résultats étant
presgue similaires que pour le premier.

Un tenseur non-commutatif

Définition 36. On définit le produit tensoriel 2 © B des designs positifsA et B :
1. SAouBestégal aDai,onaA< B = Dai.

2. Sinon, A et B ont pour premiere action (), 1) et ({), J) respectivement. On
remplace dans chaque chronique de 2 et B la premiere action par ({), | U J)
afin d’ obtenir 2" et B’. A< B et alorsle sous-ensemble de A’ UB’ consistant
en toute les chroniques de B’, et les chroniquesde 2" dont la seconde action
(i,1") esttellequei ¢ J.

On remargque immédiatement que ce produit tensoriel n’est pas commutatif.
On peut donc définir un second produit tensoriel non-commutatif, son symé-
trique: D 5 € ;= € © D. Les résultats pour ce tenseur sont sensiblement les
mémes que pour .

Théoréme 20. Soient §, A et B des designs. F est négatif, A et B sont positifs.
Alors il existe deux designs negatifs F[2] ne dépendant pas de B et [B]F ne
dépendant pas de A tels que :

<FUA D B>=<F[A|B>=<A|[B]F>

L’ unicité est une conséquence du théoreme de séparation 34.

Remarquons que §[Dai] = [Dai]F = Dai” suffit a satisfaire I’équation si A ou
B au moins est un Daemon. |l nous reste donc a construire F[A] et [B]F dans le
cas ou 2 et B ont pour premiéres actions (), 1) et (), J). Pouri € | (resp. j € J)
on definit ¥; (resp. B; comme le sous-design de A (resp. de B) dont la base est
I + (resp. + j). Pour | € P¢(N), on pose &, le sous-design de & dont la base est
F | en posant & = $id lorsgue la prémisse+ | n’est pas dans §. J[A] et [B]F
seront définis par leurs sous-designs F[A]k et [B]Fk de base + K pour chaque
ramification K (cette fois encore, ces sous-designs seront peut-étre absents).

F[A] On forme un réseau de coupures entre §, ok €, les A; dans | — K. Ce
réseau est de base + K et saforme normale, partielle ou totale, est égale a
F[U]k. L' équation < F|A © B>=< F[A]|B > vient de la construction de
F[A], et ladéfinition de la normalisation.



[B]F On forme un réseau de coupures entre ¥« €t les B; dans J. Sa base
est - K — J, et saforme normale, partielle ou totale, définit [B] &« s I'on
change |’ action initiale de toute chronique (), K — J) par (), K) afin de
changer labase en + K. L’ éguation < &|UA © B >=< A|[B]F > provient
de laconstruction de [ 8], et de la définition de la normalisation.

Onaalors:

Proposition 21. L’ opération © est associative et son éément neutre est n.
Corollaire21.1. LA s et seulement si la chronique (), 0)) appartient a F[].

Lerésultat est identique en remplacant F[2] par [A]F.
Il vient de |’ égalité

<F|U>=<F|A © Un>=< F[A] | Un>
Corollaire 21.2.

s8] = Ao Y (4.1)
[A[B]F = [Ae B]F (4.2)
[BIGAD) = ([(BI)NA] (4.3)

Par exemple, laderniere égalité se démontre ains :
<[B](FAPIC>=<«F|A S (€ B)>=<F|(A S €) © B>=<([B]F)[Y]|€>

Définition 37. S G et H sont des comportements positifs, on définit :
GoH={AoB|AeG,BecHIM
S G et H sont des comportements négatifs, on définit :
GxH={AoB|Ac G, BecH}"
Proposition 22. Soient G et H deux comportements negatifs, on a :
FeGxH o VAU e G - F[U € H)
FEGCGxH o VB(BeH" - [B]F i)
Théoréme 23. Le connecteur © est strictement associatif, son élément neutre est
1 et son élément absorbant 0. 11 distribue sur le connecteur locatif .

Le connecteur < est strictement associatif, d' é ément neutre L et d’ éément absor-
bant T. Il distribue sur I’intersection .

On prouve le résultat pour <, ce qui est suffisant par dualité.
Ona: e Gx(G'<G"”)d etseulement s tout A € G+, A7 € G+, [A”(F[A]) €
G,eaFe(GxG)=<G”detseulement si tout A € G+, A’ € G+, ([A']F)[A] €
G’. L' associativité est donc une consequence immediate de I’ équation 4.3.
Deplus, § € G < N Hk s et seulement si pour tout 2 € G+, F[A] € N Hk, donc
F[A] € Hy, d’ou on déduit la distributivité a droite. La distributivité a gauche se
montre de maniére équivalente en utilisant [2U] &.
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Un tenseur commutatif

Définition 38. Soient A et B deux designs positifs. On définit e produit tensoriel
A © B dela maniére suivante :

1. S A ouB est un Daemon, A © B = Dai.

2. Snon, 2A et B ont pour actionsinitiales (), 1) et (), J). S 1 NnJ # 0, on pose
AE B = Dai. Snon,0naA O B = AL B.

Théoréme 24. Soient &, A et B des designs, F négatif, A et B positifs. alorsiil
existe un unique design (&) ne dépendant pas de B tel que

< FIUAO B>=<(F)UAIB>

Lapreuve est la méme que pour le théoreme 20 page 44 :
INJ=0: Onpose(F)Ak = F[Ax = [AF«.
I NJ#0: Onpose(F)UAx = Dai.

Proposition 25. L’ opération ® est commutative, associative, et son éément neutre
est égal a Un.

Corollaire25.1. LA s et seulement si la chronique (), 0)) appartient a (F)A.
Corollaire 25.2.

(FWB = ((F)B)A=(HA0B =(F)BoN
Définition 39. Soient G et H des comportements positifs. On définit :
GOH={AO0B|AeG,BeH}
Soient G et H des comportements négatifs, on définit :
GuH=(A0B|AecG*,BeH}"
Proposition 26. Soient G et H des comportements négatifs. On a :

FeGxH o VAU e Gt - (F)AeH)
FeGruHoVYBBeH" - (F)BeG)

Théoreme 27. Le connecteur © est strictement commutatif, associatif, d’ € ément
neutre 1 et absorbant 0. 1l distribue sur I’ union locative .
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Un autretenseur commutatif

Définition 40. Soient A et B des designs positifs. On définit le produit tensoriel
AO B par :
1. S A ouB est égal au Daemon, on définit A © B = Dai.

2. Snon, A et B ont pour premiére action (), 1) et ({), J). On remplace dans
chaque chronique de 2l et B les actions (), |) et (¢), J) par ({), 1 U J), afin
d obtenir A’ et B’. A © B est le sous-ensemble de A’ U B’ comprenant :
a. Leschroniquesde A’ dont la seconde action (i, 1) est telle quei ¢ J.
b. Leschroniquesde B’ dont la seconde action (j, J’) esttelleque j ¢ I.

Définition 41. Soient G et H des comportements positifs. On définit :
GOH={A0B|AeG,BeH}

Soient G et H des comportements négatifs, on définit :
GooH = (A0 B|A € G+, B e H Y}

Nous avons, comme pour les autres tenseurs, une adjonction (commutative,
comme dans le cas de ©), que nous noterons {F}2. On obtient alors le théoréme
suivant :

Proposition 28. Soient G et H des comportements négatifs. On a :

F € GooH & VAU € G+ — {F}A € H)
Fe€GooH & ¥VB(BeH" - {(FBeG)

Théoréme 29. Inclusions.

GoOHcGoHCcGOH
GooHc GxHcCcG~H

Preuve. A partirdeA 0B <A B <A B.
Proposition 30.

(G oH) = Gy
UG OH) = (GIH
WGoH) = {1UJ]l €1G,IeqH,InJ =0}

Définition 42. Deux comportements G et H de méme polarité sont étrangers
lorsque leurs réservoirs® ont une intersection vide : §G N §H = 0.

Remarque 8. Pour deux comportements étrangers, les quatre connecteurs multi-
plicatifs sont équival ents.

SDéfinition 33 p.42.
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Sur la constante 1

Il faut remarquer que la constante 1 pose probléme. En effet, I’ extranéité n’im-
plique pas nécessairement ladigonction— ¢’ est-a-dire §GN§H = 0 —+ GNIH =
0, a cause de la ramification vide. Le comportement 1 pose donc un probleme,
puisqu’il est étranger a lui-méme mais n'est pas digoint avec lui-méme. 1 ne
pourra pas étre traité comme une formule usuelle car ¢(1) @ (1) N’ est pas défini
pour des délocalisations ¢, i.

Nous n’aurons donc pas d’ élément neutre multiplicatif. Cela ne posera pas trop
de probléme pour |a définition des booléens — que I’ on ne peut évidemment plus
définir par 1 & 1 — puisque nous pourrons prendre ¢(U) & y(U), ou U ={11.

4.4.2 Séquentsde comportements

Définition 43. Soit = + A unefourchette et = et A des comportements positifsG
de bases respectives + o pour oo € Z, A. On définit le comportement E + A de
base = + A comme |’ ensemble des familles (€,) desdesigns €, € G, pour o € =
(resp. €, € G pour o € A).

Théoreme 31. Ona:

1. Le séquent de comportements + est égal a 0 = {Dai}, le seul comportement
de basetr.

Le séquent de comportements+ G est égal a G.

Le séquent de comportements G + est égal a G+.

D e G Asietseulement si pour tout € € G, [D, €] e+ A.
DeErG,As etseulement si pour tout € € G+, [D,€E] € E+ A.

ok wb

4.5 Lesquantificateurs

45.1 Définitions

Définition 44. Soit G4 une famille de comportements de méme polarité, indexée
par un ensemble D de cardinalité quelconque. On définit Yde D G4 comme I’in-
tersection (M yep Ga.

L’ ensemble D peut étre de cardinalité quelconque, par exemple 0 — ce qui
donnerai T¢, ou 8y — quantification du premier ordre, ou encore 2% —une quan-
tification du second ordre.

Définition 45. Soit G4 une famille de comportements de méme polarité, indexée
par un ensemble D de cardinalité quelconque. On définit AdeD Gy par (Ugep Ga)*-
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45.2 Reésultatsde commutations

Théoréme 32. Yd commute avec toutes les opérations.

Commutationsde V¥

Vd |Gy =lvd Gy  Vd 1G4 =1vd Gq
Vd (Gg@® Hg) = (Vd Gg) ® (Yd Hg)  Vd (Gg ® Ha) = (¥d Gg) ® (Vd Hg)
Vd (Gg & Ha) = (Vd Gg) & (Vd Ha)  Vd (Gg B H) = (Vd Gg) B H

Commutationsde 3

Ad 1Gy =13d Gy  Id |Gq =13d G4
(Ad Gy) & (Ad Hg) = Ad (Gg & Hg)  (3d Gy) B (Ad Hy) = 3d (Gyg & Hy)
(AdGy)® (AdHy) = Ad (GgdHy) (Ad Gg) @ H = 3d (Gg® H)

45.3 Sur |I'existentiel

Nous n’ avons pas de moyens de donner une éthique compléte pour dd. Cette
incompl étude correspond al’impossibilité de faire disparaitre le bi-orthogonal in-
duit par le quantificateur existentiel desque #D > 2. On peut aussi remarquer que
pour toute éthique E ona:

E** =3€ € E,{¢'|€ < ¢}

L e bi-orthogonal n’ est donc rien d’ autre qu’ une instance d’ un quantificateur exis-
tentiel.
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Chapitre5

Résultats de complétude

Dans ce chapitre nous commencons par présenter lanotion de projection, puis
celle d’indépendance. Apres avoir définit de maniére précise ce qu’ est I’ ensemble
des designs partiels d’un comportement, nous définirons les bi-comportements,
qui, comme nous |’ avons expliqué brievement dans I’ introduction, sont des com-
portements auxquels I’ on ajoute une relation d’ équivalence partielle qui permet
de faire la distinction entre les designs partiels et les designs totaux a travers la
normalisation. En effet, cette relation permettra de faire ladistinction entre lesre-
seaux clos qui convergent ([R] = Dai) et ceux qui échouent ([R] = Fid), et sera
indispensable dans |a définition ultérieure d’ uniformité. Nous présentons quel ques
résultats pour les bi-comportements, qui sont équivalents aux résultats pour les
comportements. Nous terminons par la définition de la vérité, et les résultats de
complétude de MALL,.

5.1 Ethiquescompléetespour les connecteurs.

511 oet&

Définition 46. Deux comportements G et H sont dit digoints lorsque leur ré-
pertoires sont digoints. Un comportement est dit connexe lorsque son répertoire
JG est un singleton {1}, et nous dirons dans ce cas que | est la ramification du
comportement.

On notera les opérations W et [ par P et & lorsqu’ elles seront effectuées
sur des comportements disjoints deux a deux.

Proposition 33. Deux comportements positifs sont digoints si et seulement si
GNH =0, o000 = {Dai}. Deux comportements négatifs G et H sont digoints
s etseulement S VD € G, V€ € G, |D|g N |E|y = 0.
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Le résultat suivant semble étrange au premier coup d’oeil du fait de la non-
commutativité du produit cartésien et de la commutativité du connecteur &. En
réalité, nous choisissonsla meilleure définition du produit parmi toutes les défini-
tions (isomorphes) possible. On choisit la définition suivante :

XMWY = {xuy|xe X yeY}
Théoréme 34. Le mystere del’incarnation.
IG & H| = |G| x [H|

Preuve. Supposonsque ® € G & H est matériel. Alorslesincarnations | D|¢ et
|D|y sont incluses dans ©. On adonc que |D|g U Dy € D.
Inversement, si € et & sont des incarnations respectivement dans G et H, alors la
proposition 33 montre qu’ elles sont disjointes, et donc leur union est un design .
Si D n'éait pasuneincarnation dans G & H, onaurait que €’ U g’ ¢ D pour ¢ et
&’ appropriés. Maisaors € ou § ne serait pas une incarnation.

Théoreme 35. Propriété de la disonction.

S K est non-vide:
Pe-Jo
keK keK

Onlemontrepour K = {1, 2}, cequi est suffisant. Si ® € (GUH)*+ - (GUH),
alors D est orthogonal aun € € G* et un § € H+, et I’on peut supposer € et &
matériels. Or nous savons (proposition 33) que ENg = (. Donc €U F est un design
dans|’intersection G+ U H+, non orthogonal a D, ce qui est une contradiction.

Décomposition additive

Proposition 36. Tout comportement positif peut s’ écrire de maniére unigue sous
la forme d’'un €5 de comportements connexes.

Corollaire 36.1. Tout comportement négatif peut étre écrit de maniére unique
comme un &, de comportements connexes.

G=&G

1€9G
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51.2 Lestenseurs
Lelemme de projection

Définition 47. Soit X c N un réservoirl. Chaque design U positif de premiére
action (¢), K) peut étre écrit de maniére unique sous la forme du produit tensoriel
DRV desdesigns © commencant par ({), KNX) et B commencant par (), K—X).
Ledesign D est appelé la projection de 2 sur X et noté A X. On définit également
DaiX = Dai.

S E est une éthique, {2X | A € E} est la projection de E sur X, notée EX.

Théoréme 37. Soit E connexe?. La projection commute avec |e bi-orthogonal :
EIX = (EIX)

Soit (¢), K) lapremiere action de E. On peut supposer, sans perte de généralité,

queX =1 cK.

EH X c(EMX)H: Soit § € (ET1)*. Supposons que & est matériel. On
peut remplacer son unique premiere action négative ({), ) par (), K) afin
d’ obtenir §’. Si © = AT, il est immédiat que < A|F >=< D|F >, e
en laissant A parcourir E on en conclue que §’ € E+. On effectue la méme
opération pour 2 € E++, on en conclue que DL §, C' est-a-dire ® € (E[1)**.

(E rX)J‘J‘ CEX: Soity € EL, et posons § = (C&’)%, ouyB = ERClm(()’K_D.
SAecEetD =AM, aorsA < Do Bdonc F LD O B, cequi donne par
adjonction LD, et on peut conclureque § € (ET1)*. S D € (ETI1)* on
peut maintenant conclure que ® @ B_LF’, et par conséquent D © B € E*++.
Comme (D © B)MN = D, on en déduit que © € E++]I.

Indépendance

Définition 48. Deux comportements G et H de méme polarité sont dits indépen-
dantslorsquel’ona:

VI, e (G V(L) e@H)ZI1UI=1UT - 1=1"AJ=T

Nous notons @ pour signifier que I’ on considere I’ un quel conque des tenseurs
définis dans la section 4.4 p.43. Toutes les définitions sont de la méme forme, a
savoir

GoeH={AdB|AcG,BecH"
Nous noterons alors

GOH = {AeB|A € G, B € H}. (5.1)

INous rappelons qu’ un réservoir est un ensemble de biais, fini ou infini.
2Définition 46, p.50.
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Théoréme38. S G et H sont positifset indépendants, alors GOH est une éthique
compléte pour G @ H.

On écrit GOH = Uk (Ujui=k Gi ® Hj;). En utilisant la propriété de la dis-
jonction (théoreme 35, p.51), il nous suffit de montrer que (J,,;-x G| ® H; est
un comportement. Mais la condition d’ indépendance nous dit que cette union est
réduite alaforme G, ® H;, ce qui nous raméne au cas connexe. Supposons alors
G et H connexes.

©: SiletJnesontpasdigoints,adorsGoH =0.Si | et J sont digoints, et

SA=D0BcGoH,onaque® e G=G"*eBeH=H"graceau
théoréme ??. DoncA = Do B € GOH.

©: GOH = (GIK — J)©H. Le théoreme 37 nous assure que G[K — J est un

comportement, et nous nous retrouvons dansle cas ou | etJ sont digjoints.
®: On obtient
GoH = (Gl - J)OT,,OHN-1)

La partie centrale est un sconse positif, dont le seul habitant matériel est
St(y.1ng)- On en déduit que |G © H| = GOH.

5.2 Bi-comportement

5.2.1 Designspartiels

Définition 49. Comportements partiels

Soit E une éhique. L’ éthique partielle associée avec E est I'ensemble EP de tous
les designs (totaux ou partiels) inclus dans un design de E. Les éléments de EP
sont les designs partiels de E

Définition 50. On définit la relation d’ équivalence =g sur GP par :
D= D & VEe (GHP,<D|E>=<«D'|C>

Définition 51. L'incarnation |D|g de D par rapport a G est le plus petit design
CcDted que€ =g .

Proposition 39. Soient ©, ©’" € GP. Alors:

D=7 <Dl =?le

5.2.2 Bi-comportements

Définition 52. On définit une relation d’ équivalence partielle (REP) comme une
relation binaire symétrique et transitive.
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Une des conséguences immeédiates de cette définition est que la relation est
faiblement réflexive :

Xzy—->(XzX)A(y=y)
Définition 53. Une bi-éthique est une paire (E, =), ou E est une éthique et = est
une REP telle que:
Base Positive: S D = €, alors:

1. S € = Fid, alorsD = Fid.
2. S D = Dai, alors € = Dai.
Base Négative: Gt = Gt et Dai™ = Dai™.

Définition 54. Soit (E, =) une bi-éthique. Son orthogonal est la paire (E+, =*)
dont la REP est définie par :

C=' ¢ oVD 2D, <DE>=<D|¢>
Proposition 40. (E*, =*) est également une bi-éthique.
Définition 55. Un bi-comportement est une bi-éhique (G, =) égale a son bi-
orthogonal.
Proposition 41. Soit (G, =) un bi-comportement. Alors, pour tout D, € € GP,
D=D o |D =D

Définition 56. S (G, =) est un bi-comportement et © = D € GP. Labi-incarnation
de D, notée || D|| est le plus petit design € € GPtel que€ c D et € = D. Undesign
égal a sa bi-incarnation est dit bi-matériel (ou bi-incarné).

Proposition 42. Soit © undesign debaser (). On peut trouver un bi-comportement
(D, =) td que:

1 SCeDtesttel que€ = €, alors|€| = D.

2. D est bi-matériel dans (D44, =).

Preuve. Définissons = comme le bi-orthogonal de larelation € ~ ¢ « € =
¢ c D. On peut remarquer que comme = est plus large que =4.., ~* est plusfin
que =4, en particulier § ~* § pour tout § € D*.

1. Supposons que € € D+ — C'est-a-direque © < € avec |€| # D, dorsil
existe une chronique ¢ x k € D seterminant sur une action positive propre ,
telle que ¢ x * € €. Alors|’anti-design § = Opp. est tel que [€, F] = Dai
et [D, &] = &id. De plus, Opp, € Opp,,, € D, etdonc § € (D)P. Ona
donc § ~* St puisque [/, §] = [?’, St = Fid pour tout D’ ¢ D. Puisque
[€, &] = Dai et [€, SF] = Fidb on conclue que € # €.

2. Supposonsque € ¢ D. Alorsil existeun anti-design § € D+ — €. § ~* §,
mais [D, §] = Dai et [€, F] = Fid donc D # E.
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5.3 Connecteurs

53.1 Additifs

Définition 57. S (G, =) est négatif, un répertoire N est saturé par rapport a
(G, =) lorsgue Diry, est bi-matériel dans (G, =).

Théoreme 43. Bi-répertoire. S G est négatif, il existe une REP ~ g ~) sur G telle
que lesrépertoires saturés par rapport a (G, =) sont exactement les ensembles N/
qui peuvent étre écrit sous la forme d’ une union |, Nk des classes d’ équivalence
modulo ~(G =).

Si (G, =) est négatif, disons que deux ramifications | et |’ sont parentes lors-
gu'il existe des designs partiels € et €’ de (G*)P dont les premiére actions sont
(O, 1) et (), ") et tels que € ~* ¢'. Définissons la REP ~g sur G comme la
cloture transitive de larelation "étre apparentés’. Pour la suite, faisons remarquer
que lorsque € positif commence par (), 1), [Diry, €] converge s et seulement si
| e N.

1. S Diry # Diry il existe €, €’ € (GH)P telsque < Diry |E>#< Diry |E >,

et il est clair que € et €’ ne sont pas égaux a Dai ou Fid. Soient (), 1) et
(), 1) les premiéres actions de € et ¢’. Alors| € N s et seulement s
I” ¢ N.Si Diry ~ Diry et que Diry N’ est pasbi-matériel, il existel € N tel
gue Diry =~ Diry_,. Dans ce cas, aucun € € (G+)P commencant par ({), |)
ne peut étre apparenté avec lui-méme.

2. S Diry est bi-matériel, aors on peut facilement montrer qu’il est clos pour

larelation "étre apparentés’. De plus, comme | € N n’est apparenté a per-
sonne, alors Diry ~ Diry_.

Corollaire43.1. Soit G négatif. Le support G de ~¢ est caractérise par |’ équation
[ Dai|| = Dirg

On redéfinit maintenant des additifs localisés. La seule différence est dans la
définition des REP.
a. (ﬂk Gy, 2ﬂka) est défini par D =M, Gy Ceo KD =G, ¢.
b. L’'éhique (|, Gk, =) est définie par : ~ est la cl6ture transitive de I’ union
des ~g,, et (WkGy, ~uc,) est son bi-orthogonal.
On obtient les égquivalents des propositions 16 p.43 et 17 p.43.

5.3.2 Multiplicatifs
Définition 58. S (G, ~g) €t (H, ~y4) sont négatifs, on définit § ~g..q4 ® par :
VU B (A =g B) - (F)A =y (6)B
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On définit de maniéere analogue |les REP des autres connecteurs multiplicatifs.
On aun résultat de complétude, avec I’ hypothése que G et H soient étrangers,
i.e.. §G N §H = 0. Dans ce cas, on utiliseles symboles® et 7.

Proposition 44. S G et H sont étrangers et positifs,

DRD 2gen ERE & (D =g D) A(C =y E)

5.4 Véritéet complétude

5.4.1 Définition delavérité

Définition 59. Uniformité
D € G est uniforme lorsgque ® ~ D.

Pour comprendre I’ uniformité, il faut comprendre que le théoreme de la full
completeness de la ludique dépend de deux résultats : la complétude interne, et
I”uniformité.

La complétude interne signifie qu’il n’existe pas de bi-orthogonaux, ¢’ est-a-dire
gue tout comportement composé nait égal a son bi-orthogonal. Comme le bi-
orthogonal n’goute aucun objet, on a une description compléte de tous les de-
signs du comportement. Par exemple, A ® B est défini par (A©B)*+,00A®GB =
{ARB|A € A, B € B}. On sait alors que pour tout D € A®B, on peut décomposer
D = Da ® Dp, avec Dy, €t Dy € B.

L’ uniformité, quant a elle, est nécessaire dans la preuve de full completeness dont
la preuve peut se résumer au principe "trouver la derniére regle”. Dans le cas po-
sitif, la complétude interne suffit, mais dans le cas négatif la notion d uniformité
est indispensable.

Définition 60. Obstination
D € G est obstiné lorsqu’il ne fait pas usage du Daemon.

Définition 61. Exactitude
Une regle est dite exacte lorsgue::
Daemon : Pasderestrictions.
Régle Positive: Lorsque A = |J; Aj.
Régle Négative: Lorsgque A; = A pour tout | € .
Un design est exact lorsgu’il peut s écrire sous la forme d’ un dessin exact, ¢’ est-
a-dire un dessin dont toutes les régles sont exactes.

Remarque 9. Un design exact est un design ne faisant pas usage de I’ affaiblisse-
ment.
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Définition 62. Parcimonie

D e G est parcimonieux lorsque pour tout € € G+ la tranche D¢ ¢ D qui a été
utilisée/consumée lors de la normalisation, définie par [D = €] = De U €, est
exacte.

Définition 63. Un design © € (G, =) est gagnant lorsqu’il est uniforme, obsting,
et parcimonieux. Un design est perdant lorsqu’il n’ est pas gagnant.

Théoréme 45. Le gain est préserve par la normalisation.

Par exemple, s D, € sont gagnants dans + (G, ~) et (G, =) + (H,~’), dors
[®, €] est gagnant dans+ (H, ~').

Proposition 46. S D est gagnant, alorsil reste gagnant danstout bi-comportement
supérieur3. Son incarnation est également gagnante.

Définition 64. Vérité

Un bi-comportement G est vrai lorsgu’il contient un design gagnant, il est faux
lorsque G+ contient un design gagnant.

Corollaire46.1. G, G* ne peuvent étre tous deux gagnants — ni perdants.

Si D et € sont gagnantsdans G et G+, alors leur forme normale est gagnante,
Cc'est-&-dire [D, €] = Dai est gagnant, donc obstiné, ce qui est clairement faux.

5.4.2 Calcul desséquentsde MALL,

Nous présentons le calcul des séquents de MALL,. C'est un calcul des sé
quents focalisé, avec un bénitier, dont les séquents ne contiennent que des for-
mules positives. On remarquera I’ absence du 14,

Cut

I'-A; P I',PrA; cut I'rAP; I',PrA ut
IV AN, ' LIV AN ’

Atome

XX X

31’ ordre considéré est I inclusion, définie de maniére évidentepar © ~¢ ' & D ~g D'.
4Voir 4.4.1 p.48.
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Focalisation

I'rA; P .
I'rAP; o
Shift
IPFA; o 't AP "
't A; [P+ I, PtrA;
Tenseur
I'rA;P I'A;Q ILPRQrA o
L' AN PRQ ILP®QFA
Zéro
T.OrA O
Plus
I'rA; P
I“FA'P@QFQeB
' ILPFA; IQFrA; o
_reAaQ o TLPoQrA;
I'rA;PeQ
Existence
'+ A;P[Q/X] IP+A; ;
T+ A, IXP LLAXPr A,

54.3 Complétude

La complétude et |’ adéquation peuvent se définir de la maniére suivante :
Adéquation : Soit A uneformule close. Si A est prouvable, alors A est vraie.
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Complétude: Soit Auneformulecloseet IT;. Si Aest vraie, alors A est prou-
vable.
Or, en ludique, une formule A sera interprétée par un bi-comportement A, et une
preuve  de A sera interprétée par un design 7 € A. On peut alors formuler les
deux propriétés de maniére suivante :
Adéquation : Si r est une preuve de A uneformule close. Alors est gagnant
etreA.
Complétude: Soit AuneformulecloseIl;. Si D € A est gagnant et matériel,
alors ® = 7 pour une certaine preuve s sans coupures de A.
Ce résultat est démontré pour MALL,. Nous nous contentons d’ énoncer le
résultat et n’en donnons pas la démonstrationici, maisil est possible de latrouver
dans [Gir01].
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Conclusion

Nous avons donc présenté lalogique ludique, ou du moins une partie de celle-
ci. Nous avons, dans la premiére partie, expliqué comment plusieurs résultats de
logique linéaire nous permettent de définir les designs de maniére presgue natu-
relle, puis, apres les quel ques théorémes importants sur la normalisation qui per-
mettent de faire le lien entre la ludique et les semantiques dénotationelles, nous
avons présenté la construction des connecteurs.

Cette partie sur les connecteurs n’ est pas exhaustive, et nous avons choisi de par-
ler principalement des connecteurs localisés, qui sont les connecteurs de la lu-
digue ayant une réelle importance. En effet, les connecteurs spirituels, qui nous
permettent de retrouver les connecteurs habituels de lalogique linéaire (a part la
constante 1) et de démontrer des résultats de complétude, sont définis a partir des
connecteurs localisés a travers des dél ocalisations.

Nous n’avons pas eu |’ occasion de présenter la complétude du premier ordre de
laludique, mais nous renvoyons al’ article [FleO4]. De méme, laquestion del’in-
teractivité est un sujet a part entiere que nous N’ avons pas pu développer ici, mais
nous renvoyons aux travaux de C.Faggian, [Fag02a] et [Fag06] par exemple.

L’idée de départ de la ludique était de surmonter |a différence entre syntaxe
et sémantique, avec |’ espoir de retrouver la logique linéaire. Cependant, comme
nous avons pu le constater, la ludique ne nous permet pas de retrouver la logique
linéaire, mais une version de celle-ci un peu modifiée. En effet, la constante 1
N’ existe pas en ludique. De plus, certains résultats sont contradictoires avec la
logique classique, on peut penser par exemple ala commutation du quantificateur
universel avec le connecteur @ :

Yd(Gyg @ Hy) = (YdGy) & (YdHy)

Nous nous trouvons donc finalement face a une nouvelle logique, dont la
grande innovation est la locativité qui permet la définition de connecteurs loca-
lisés, des connecteurs partiels, mais permettant d’ obtenir des égalité, et non de
simplesisomorphismes. La ludique offre de plus un cadre dans lequel lanotion de
polarité apparait réellement, et n’est plus un simple typage des formules comme
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nous I’ avons introduit dans e premier chapitre.
Cependant, laludique ne prends pas encore en compte les exponentiels, et MALL,
possede donc un pouvoir expressif réduit, tout comme MALL aun pouvoir expres-

sif réduit par rapport aLL.
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