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Théorie des ensembles 18 mars 2014

Feuille d’exercices n°3
Cardinalité infinie

Dans cette feuille d’exercices on appelle

— ensemble dénombrable un ensemble en bijection avec ’ensemble N des entiers naturels ;

— ensemble infini un ensemble dont un sous-ensemble est dénombrable.
Deux ensembles A et B qui sont en bjection sont dit équipotents, on note A ~ B. On dit aussi que A et
B ont méme cardinal.

Exercice 1. Trouver a chaque fois une fonction bijective :
1. de N dans N*; de N dans {z € N / x > a} pour un entier a donné;
2. deNdans {z € N / x est pair};de Ndans {z € N / x est impair} ; de N* dans {z € N / x est impair};
de Z7* dans N*; de Z dans N (se servir de ce qui précéde) ;
3. de | — 7/2,7/2[ dans R puis de de | — 1,1[ dans R; de R dans |0, +-00[;
4. de R dans R* (on peut par exemple se servir d’une bijection de N dans N*);
5. de R* dans |0, +o0[ (se servir de questions précédentes), puis de R dans [0, +o0o[, puis de R dans
[0, 1].
Exercice 2. 1. Rappeler pourquoi P(N), 'ensemble des parties de N, et {0, 1}N I’ensemble des fonc-
tions de N dans {0, 1}, ont méme cardinal.

2. Montrer que si E est infini est A est une partie dénombrable de E telle que E \ A est infini, alors
E a méme cardinal que E \ A (indication : utiliser une partie dénombrable de E \ A).

3. Montrer que ’ensemble de parties finies de N est dénombrable.
4. En déduire que I’ensemble des parties infinies de N est de méme cardinal que P(N).

5. En se servant de la numérotation binaire, établir une bijection entre |0,1] est ’ensemble des parties
infinies de N.

6. En déduire que P(N) et R ont méme cardinal.

Exercice 3. Utiliser le théoréme de Cantor-Bernstein pour montrer que les ensembles suivants ont la
puissance du continu, c’est-a-dire qu’ils ont méme cardinal que R.

1. Les ensembles R", pour n € N*. Indication : utiliser I'équipotence R ~ {0, 1}V,

no

L’ensemble RY des fonctions f : N — R. Indication : utiliser 'équipotence R ~ {0, 1},
3. L’ensemble NV des fonctions f : N — N.
4. L’ensemble des fonctions continues f : R — R. Qu’en est-il de R¥ ?

Exercice 4. On nomme C 'ensemble des fonctions croissantes (au sens large) de N dans N, c’est-a-dire
que
feC sietseulementsi Vo e Nf(z) < f(z+1).

1. Montrer que l'ensemble C' est infini. On rappelle qu'un ensemble est infini si et seulement si il
contient un sous-ensemble dénombrable, c’est a dire un sous-ensemble en bijection avec N.

Soit (fn)nen une suite d’éléments de C' indexée par n. Soit g la fonction de N dans N définie, pour n € N
par :

g(n) =1+ (fo(0) + -+ fa(n)) (ouencore g(n) =1+ fi(i)).
=0

2. Montrer que g € C.
3. Montrer que pour tout n € N g # f,,.
4. En déduire qu’il n’existe pas de bijection de N sur C.

Exercice 5. Soit C I’ensemble des fonctions croissantes (au sens large) de N dans N. Etablir une bijection
entre C' et N, et en déduire que C a la puissance du continu (donc n’est pas dénombrable, par une autre
méthode qu’a l'exercice précédent).



