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i
es n◦2Relations entre les axiomes, entiers, ensembles �nisExer
i
e 1 (S
héma de rempla
ement). On trouve dans 
ertains livres (Cori-Las
ar, Kri-vine, . . .) une version du s
héma d'axiomes de rempla
ement un peu plus générale que 
elle donnéeen 
ours : l'hypothèse de fon
tionnalité est a�aiblie de la façon suivante. On va dire que la formule
Φ(x, y, ~p) est une fon
tionnelle partielle en x (à ~p �xés) quand :

∀x∀y∀y′(Φ(x, y, ~p) = Φ(x, y′, ~p) ⇒ y = y′) .On modi�e le s
héma de rempla
ement en remplaçant l'hypothèse que Φ(x, y, ~p) est une fon
tion-nelle (dé�nie sur tout l'univers), par 
elle que Φ(x, y, ~p) est une fon
tionnelle partielle :
∀~p[∀x∀y∀y′(Φ(x, y, ~p) = Φ(x, y′, ~p) ⇒ y = y′) ⇒ ∀a∃b∀y(y ∈ b ⇔ ∃x(x ∈ a ∧ Φ(x, y, ~p)))] (SR′)1. Montrer que 
ette version du s
héma de rempla
ement (SR') a pour 
onséquen
e le s
hémade 
ompréhension restreint (SCR).2. Soit Φ(x, y, ~p) une formule qui est une fon
tionnelle partielle en x, et a un ensemble telque ∃x (x ∈ a ∧ Φ(x, y, ~p)). Montrer que l'on peut alors montrer en utilisant (SR) (le s
hémade rempla
ement du 
ours) l'existen
e d'un ensemble b véri�ant ∀y(y ∈ b ⇔ ∃x(x ∈ a ∧

Φ(x, y, ~p))).3. En déduire que (SR') est 
onséquen
e de (SR) et de l'axiome de l'ensemble vide ∃x∀y y /∈ x,don
 de (SR) et de (SCR).Exer
i
e 2. Montrer que l'axiome de la paire se déduit des autres axiomes de la théorie desensembles : utiliser l'ensemble vide (SCR), et l'axiome de l'ensemble des parties, pour 
onstruireun ensemble 
ontenant deux éléments distin
ts, puis le s
héma de rempla
ement.Un ensemble N , muni d'une 
onstante 0 ∈ N et d'une fon
tion s (su

esseur) de N dans N estappellée stru
ture de Peano quand elle véri�e :su

esseur non nul ∀x ∈ N s(x) 6= 0 ;inje
tivité du su

esseur ∀x, y ∈ N (s(x) = s(y) ⇒ x = y) ;Ré
urren
e Pour tout ensemble d'entiers I :
[0 ∈ I ∧ ∀y ∈ N (y ∈ I ⇒ s(y) ∈ I)] ⇒ N = I .Exer
i
e 3. On admet provisoirement l'existen
e d'une stru
ture de Peano soit N. Une suitese dé�nit 
omme une fon
tion dont l'ensemble de départ est N. On utilise les notations usuelles.Montrer que, dans la théorie des ensembles de Zeremlo ave
 axiome de Fondation, il n'existe pasde suite in�nie dé
roissante pour l'appartenan
e.Exer
i
e 4 (entiers de von Neumann). Déduire de l'axiome de l'in�ni qu'il existe une stru
-ture de Peano, pour laquelle le 0 est l'ensemble vide, et la fon
tion su

esseur : x 7→ x ∪ {x}.Dans la suite, l'ensemble ainsi 
onstruit est noté N, 
'est l'ensemble des entiers de von Neumann.Exer
i
e 5. Montrer que l'ensemble N des entiers naturels (dé�nition de von Neumann) estexa
tement l'ensemble des ordinaux �nis (exer
i
e 7 de la feuille 1). En déduire l'équivalen
e entreles dé�nitions d'ensemble �ni donnée dans la feuille 1 et la suivante : un ensemble A est �ni s'ilexiste un entier naturel n tel que A soit en bije
tion ave
 l'ensemble {0, . . . , n − 1} des entiersnaturels stri
tement plus petits que n.Exer
i
e 6 (dé�nition par ré
urren
e sur les entiers). Le prin
ipe de dé�nition par ré
ur-ren
e sur N est le suivant : soit A un ensemble non vide, a ∈ A, une fon
tion h : A → A, alors ilexiste une unique fon
tion f : N → A véri�ant :

f(0) = a ; f(s(x)) = h(f(x)) . (∗)
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i
es n◦2 21. Montrer l'uni
ité par ré
urren
e.2. Montrer l'existen
e d'une telle fon
tion. On peut dé�nir f 
omme l'interse
tion des sous-ensembles R de N × A véri�ant :
(0, a) ∈ R ; ∀x, y [(x, y) ∈ R ⇒ (s(x), h(y)) ∈ R]Montrer que 
ette dé�nition est 
orre
te, que f ainsi dé�nie est bien une fon
tion, et véri�e

(∗).Remarque : la théorie de Zermelo su�t, 
ela peut se montrer pour n'importe quelle stru
turede Peano, les deux premiers axiomes sont indispensables.3. Montrer que toute stru
ture de Peano est isomorphe à N.Vous verrez plus tard en 
ours des versions plus générales de la dé�nition par ré
urren
e, d'unepart on peut étendre aux fon
tionnelles (
e
i utilise le s
héma de rempla
ement), d'autre part laré
urren
e s'étend aux ordinaux.Exer
i
e 7 (ordre sur les entiers). La relation d'ordre ≤ peut se dé�nir par ré
urren
e surles entiers, en utilisant :� ∀x ∈ N (x ≤ 0 ⇔ x = 0) ;� ∀x, y ∈ N [x ≤ s(y) ⇔ (x ≤ y ∨ x = s(y))].1. Expliquer pré
isément 
omment dé�nir ≤ par ré
urren
e sur les entiers, en utilisant le ré-sultat de l'exer
i
e 6.2. Montrer que 
ette relation est bien une relation d'ordre large.3. Véri�er que pour les entiers de von Neumann, la relation ≤ 
oïn
ide ave
 l'in
lusion, et larelation d'ordre stri
t < ave
 l'appartenan
e.Exer
i
e 8. Montrer que tout sous-ensemble des entiers est soit borné et en bije
tion ave

{0, . . . , n − 1} pour un 
ertain n, soit non borné et en bije
tion ave
 N (on peut utiliser le ré-sultat de l'exer
i
e 6).Exer
i
e 9 (prin
ipe des tiroirs).1. Montrer que, pour tout entier naturel n et p, s'il existe une inje
tion de {0, . . . , p − 1} dans

{0, . . . , n − 1}, alors p ≤ n.2. En déduire que si A est un ensemble �ni, il existe un seul entier n tel que A soit en bije
tionave
 {0, . . . , n − 1}. Cet entier est appelé 
ardinal de A, et noté 
ardA.3. Montrer que s'il existe une inje
tion d'un ensemble �ni A de 
ardinal p dans un ensemble�ni B, de 
ardinal n alors p ≤ n, ou en
ore (prin
ipe des tiroirs de Diri
hlet) pour tousensembles �nis A et B, si 
ardA > 
ardB, il n'existe pas d'inje
tion de A dans B.Exer
i
e 10. Dans 
et exer
i
e les entiers naturels sont les entiers naturels intuitifs). Soit Pf(N)l'ensemble de parties �nies de N et φ une bije
tion de Pf (N) sur N (il en existe, par exemple
ϕ : Pf (N) → N

X 7→
∑

i∈X

2i

)On dé�nit sur N une relation binaire ∈ϕ par :
n ∈ϕ m ssi n ∈ ϕ−1(m) .Montrer que (N,∈ϕ) est un modèle des axiomes de ZF ex
epté l'axiome de l'in�ni.


