
M1 � M6406 10-11Théorie des ensembles 27 janvier 2011Langage de la théorie des ensembles, ensembles �nisDans 
ette feuille, sauf pré
ision éventuelle, on travaille dans la théorie de Zermelo moins l'axiome de l'in�ni, etsans l'axiome du 
hoix.Exer
i
e 1 (
ouples de Kuratowski).1. Montrer en théorie des ensembles, en pré
isant le ou les axiomes utilisés que, pour tous, x, y, x′, y′ :
{x, y} = {x′, y′} ssi [(x = x′ ∧ y = y′) ∨ (x = y′ ∧ y = x′)]2. Justi�er l'existen
e pour tous x et y de l'ensemble (x, y) = {{x}, {x, y}}, et montrer que :

(x, y) = (x′, y′) ssi (x = x′ ∧ y = y′) .Exer
i
e 2 (représentation des 
ouples).1. Véri�er que les dé�nitions suivantes auraient pu 
onvenir pour le 
ouple. (0 désigne ∅ et 1 désigne {∅}).a. (x, y)1 = {{0, x}, {1, y}} ; b. (x, y)2 = {{x}, {0, y}} ; 
. (x, y)3 = {{{x}, 0}, {{y}}}.2. Peut-on dé�nir le triplet (x, y, z) par (x, y, z) = {x, {y, z}, {x, y, z}} ?Exer
i
e 3 (produit 
artésien).1. Justi�er l'existen
e, pour tous ensembles a et b duproduit 
artésien de a et b, 
'est-à-dire montrerl'existen
e et l'uni
ité d'un ensemble, a × b véri-�ant :
z ∈ a × b ssi ∃x∃y (x ∈ a ∧ y ∈ b ∧ z = (x, y)) .2. Véri�er que (1 × 1) × 1 6= 1 × (1 × 1).

3. A-t-on en général : (a×a)∪(b×c) = (a∪b)×(a∪c) ?
(a × a) ∩ (b × c) = (a ∩ b) × (a ∩ c) ?4. A-t-on en général : a×b = c×d ⇒ (a = c∧b = d) ?Trouver une 
ondition su�sante non triviale pourque 
ette propriété soit véri�ée.Exer
i
e 4 (relations, fon
tions). Une relation binaire est par dé�nition un ensemble de 
ouples.1. Soit R une relation binaire. Dé�nir (montrer l'existen
e et l'uni
ité) son ensemble de départ dom(R) et sonensemble d'arrivée rg(R).2. Une relation binaire R est fon
tionnelle quand [(x, y) ∈ R ∧ (x, y′) ∈ R] ⇒ y = y′. Est-il possible que la
omposée de deux relations qui ne sont pas fon
tionnelles soit fon
tionnelle ?Exer
i
e 5 (langage de la théorie des ensembles). Montrer 
omment exprimer dans le langage de la théoriedes ensembles (
al
ul des prédi
ats du premier ordre égalitaire de signature {∈}) les expressions suivantes :1. sans utiliser d'abréviations : "x est un 
ouple" ; "u est un ensemble de 
ouples".2. "r est une relation binaire sur a" ; "r est une relation d'équivalen
e sur a" ; "r est une relation d'ordre sur

a" ; "r est une relation de bon ordre sur a".3. "r est une relation d'équivalen
e et c est une 
lasse d'équivalen
e de r".4. "s est la restri
tion de r à a" où r est une appli
ation donnée dont le domaine 
ontient a.Exer
i
e 6 (ensembles et 
lasses). Dans 
et exer
i
e on appelle � 
lasse � une partie de l'univers ensemblistedé�nie par une formule du langage de la théorie des ensembles (ave
 éventuellement des paramètres). Par exemplela 
lasse de tous les ensembles est dé�nie par x = x, 
elle des ensembles qui ne s'appartiennent pas à eux mêmespar x 6∈ x. On dit qu'une 
lasse dé�nie par Φ[x, ~p] à une variable libre est un ensemble quand :
∀~p∃a∀x (Φ[x, ~p] ⇔ x ∈ a)1. Rappeller pourquoi les deux 
lasses dé�nies 
i-dessus ne sont pas des ensembles.2. Montrer que 
i-dessous on dé�nit bien des 
lasses (
f. exer
i
e 5), et 
es 
lasses sont des ensembles.a. les relations d'équivalen
e sur un ensemble a ;b. les 
lasses d'une relation d'équivalen
e r sur unensemble a ; 
. la plus petite partie de a qui 
ontient l'élément

b ∈ a et qui est stable par l'appli
ation f ;d. les P(u) pour u ∈ a.3. Montrer que l'on dé�nit 
i-dessous des 
lasses qui ne sont pas des ensembles :a. les P(u) où u dé
rit tous les ensembles. b. les singletons. 
. les ensembles dont a est élément.
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i
es n◦1 2Exer
i
e 7 (ordinaux �nis). Un ensemble a est dit transitif quand : ∀x ∈ a x ⊆ a . Un ordinal est un ensembletransitif bien ordonné par l'appartenan
e (en tant qu'ordre stri
t). Les ordinaux seront étudiées en 
ours. On nevoit i
i que les propriétés utiles pour les exer
i
es suivants.1. Montrer 
omment exprimer 
ette propriété dans le langage de la théorie des ensembles.2. Montrer que ∅ est un ordinal.3. Montrer que si α est un ordinal α ∪ {α} est un ordinal. Celui-
i est appelé su

esseur de α, et noté α+.4. Montrer que tous les éléments d'un ordinal sont des ordinaux.5. Montrer que pour tous ordinaux α et β, α ∪ {α} = β ∪ {β} ⇒ α = β . En déduire que α est le su

esseurd'au plus un ordinal. Celui-
i est appelé (quand il existe) le prédé
esseur de α.6. Donner un exemple d'ordinal qui n'a pas de prédé
esseur. Montrer que si un ordinal a un prédé
esseur 
elui-
iest le plus grand parmi ses éléments.Un ordinal �ni est soit 0, soit un ordinal qui a un prédé
esseur et dont tous les éléments sauf le plus petit ont unprédé
esseur.7. Montrer 
omment exprimer 
ette propriété dans le langage de la théorie des ensembles.8. Montrer que ∅ est un ordinal �ni, que le su

esseur d'un ordinal �ni est un ordinal �ni, et que tout élémentd'un ordinal �ni est un ordinal �ni.9. Soit Φ[x, a1, . . . , an] une formule de la théorie des ensembles ayant au plus x, a1, . . . , an pour variables libres.Montrer la propriété de ré
urren
e pour les ordinaux �nis :
∀a1 . . . an

(

Φ[∅, a1, . . . , an], ∀y(Φ[y, a1, . . . , an] ⇒ Φ[y+, a1, . . . , an]) ⇒ ∀α ordinal �ni Φ[α, a1, . . . , an]
)(Indi
ation : pour un ordinal �ni α donné, étudier {β ∈ α+ / Φ[β, a1, . . . , an]}).Exer
i
e 8 (bon ordre �ni). Une relation < dé�nit un bon ordre �ni a, quand (a, <) est un bon ordre stri
tqui véri�e de plus que tout sous-ensemble de a non vide possède un plus grand élément, ou en
ore 
'est un bonordre dont l'ordre ré
iproque est aussi un bon ordre.1. Montrer 
omment exprimer la propriété : � l'ensemble R dé�nit un bon ordre �ni � dans le langage de lathéorie des ensembles.2. Montrer qu'un ordinal α est �ni, si et seulement si (α,∋) est un bon ordre. En déduire qu'un ordinal α estun ordinal �ni si et seulement si (α,∈) est un bon ordre �ni.3. Soit (a,≤) un bon ordre stri
t. Si x ∈ a, on note S+

x
(a) = {z ∈ a / z ≤ x}. Montrer que ≤ dé�ni un bonordre sur S+

x
(a), et que si (a,≤) est un bon ordre �ni, (S+

x
(a),≤) est un bon ordre �ni.4. Soit (a,≤) un bon ordre �ni, (a 6= ∅). Soit b l'ensemble des éléments x de a, tels que S+

x
(a) est isomorphe àun ordinal �ni.a. Montrer que b 6= ∅.b. Montrer que si x ∈ b, et si x a un su

esseur x′ dans a, alors x′ ∈ b.
. En déduire que tout bon ordre �ni est isomorphe à un ordinal �ni.Exer
i
e 9 (ensembles �nis). Voi
i quatre dé�nitions possibles pour les ensembles �nis.i. a est en bije
tion ave
 un ordinal �ni.ii. il est possible de dé�nir sur a un bon ordre �ni.iii. a appartient à tout ensemble X tel que :

∅ ∈ X ; y ∈ X, x ∈ a ⇒ y ∪ {x} ∈ X .iv. tout ensemble non vide de parties de a possède un élément minimal pour l'in
lusion.1. Véri�ez que 
es dé�nitions s'expriment bien dans le langage de la théorie des ensembles.Le but de la suite de l'exer
i
e est de montrer qu'elles sont équivalentes.2. Déduire de l'exer
i
e pré
édent que (i) ⇔ (ii).3. Montrer que tout ensemble en bije
tion ave
 un ensemble véri�ant (iv) véri�e (iv).4. Montrer que ∅ véri�e (iv) et que si x véri�e (iv), alors pour y quel
onque, x ∪ {y} également.5. Montrer que tout ordinal �ni véri�e (iv), et que (i) ⇒ (iv).6. Montrer que (iv) ⇒ (iii) (passer au 
omplémentaire).7. Pour un ensemble a donné, montrer que l'ensemble des parties de a en bije
tion ave
 un ordinal �ni véri�entles 
onditions de (iii). En déduire que (iii) ⇒ (i).Un ensemble est dit �ni s'il véri�e l'une des dé�nitions pré
édentes.Exer
i
e 10. En utilisant l'une des dé�nitions pré
édentes montrer que :1. tout sous-ensemble d'un ensemble �ni est �ni.2. La réunion de deux ensembles �nis est �nie.3. Une réunion �nie (au sens intuitif) d'ensembles �nis est �nie.


