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Feuille d’exercices n°6
calcul des prédicats

Exercice 1. Soient A(z) et B(x) des formules qui ont
toutes deux une seule variable libre.

1. Montrer pour tout connecteur ¢ € {V, A, —}
Vo3y(A(z) ¢ B(y)) = Jyvz(A(z) ¢ B(y)) .

Donner a chaque fois une formule équivalente qui
soit combinaison propositionnelle des formules A
et B quantifiées.

2. Montrer que ce résultat est faux pour ¢ =<, et
pour ¢ = @ la disjonction exclusive.

Exercice 2. Soit £ un langage du premier ordre. Pour
toute formule F' de £, on note 3!z F la formule :

3x(F AVy(Fly/z] —y = x))

Comment lit-on usuellement cette formule? Préciser le
cas ol x n’apparait pas libre dans F'.
1. Soit le langage £ comportant le symbole de prédi-
cat binaire R. Les trois formules suivantes

lx3lyRry ; VedlyRxy ; aVyRry .

sont elles satisfaites dans les structures (N, <) et
({0,1},<)7

2. Montrer que pour une formule F dont les variables
libres sont parmi x et y les formules laxIlyF et
FlyIlx F' ne sont en général pas logiquement équi-
valentes.

3. Ecrire une formule signifiant “il existe un unique
couple (z,y) tel que F”, et comparer cette formule
aux deux formules Jlx3lyF et Jly3IlaxF.

4. Ecrire une formule équivalente a la négation de
JlxF', dont tous les quantificateurs sont en téte
(forme dite prénexe).

Exercice 3. Soit L le langage égalitaire de signature
(0,s,+) ou 0 est un symbole de constante s un symbole
de fonction unaire, + un symbole de fonction binaire.

Soit S ’ensemble de formules suivant :

Ay YVaVy(sz = sy — x =1y);

Ay Va sz #0;

Az Ve(x #0— Jy z = sy);

Ay Ve +0=ux;

As VaVy z + sy = s(z +y);

Ag VaVyVz x + (y+ 2) = (x + y) + 2;
Bien-str (N, Oy, sy, +n) est un modéle de S.

1. La structure M a pour ensemble de base M =
({0} x N) U (N* x Z). La constante 0 est interpré-
tée par (0,0), la fonction successeur par (z,y) —
(z,y+1) (vérifier que cette opération est stable sur
M), Paddition par I'addition sur chacune des com-
posantes du couple (vérifier que cette opération est
stable sur M). Montrer que M est modéle de S.

2. Trouver un énoncé du langage vrai dans N et faux
dans M (indication : on peut commencer par ex-
primer des énoncés du langage £ exprimant dans N
qu’un nombre est pair, et quun nombre est impair
et utiliser ces énoncés).

3. Montrer que M n’est pas modéle du schéma de
récurrence, c’est a dire de ’ensemble des formules
qui s’écrivent (les variables libres de la formule F'
sont parmi x, x1,...,T,)

4. Montrer que le modéle M ne peut s’enrichir dans
le langage de signature £ U {.} en un modéle de S
plus les axiomes définissant la multiplication :

Ve x.0=0 VaVyz.(sy)=zy+z

(on pourra d’abord remarquer que ces axiomes au-
raient pour conséquence dans M que (a,b).(m,r+
p) = (a,b).(m,r) + (pa,pb)).

Exercice 4. Soit £ un langage comportant un sym-
bole de relation binaire <, des symboles de fonction +
(a 2 places) et — (a 1 place) et un symbole de constante
0. Dans la suite, nx est une abréviation pour le terme
zr+ 2+ ..+ 2z (n fois) et x < y pour la formule
(x < yA—z =y). Un groupe abélien totalement ordonné
est une structure M = (M, <, +,—,0) qui satisfait un
ensemble T de formules closes exprimant que :

- (M, +,—,0) est un groupe abélien dont I’élément
neutre est 0 et — la fonction qui & tout élément
associe son opposé pour + ;

— (M, <) est un ensemble totalement ordonné;

- MEVaVYz (z<y—z+z2<y+2)

1. Les structures suivantes sont-elles des groupes abé-
liens totalement ordonnés ?

a. Z2=(Z,<,+,—,0) (le groupe additif ordonné
usuel),

b. Q= (Q,<,+,—,0) (le groupe additif ordonné
usuel),

c. R=R*<,.,()"41) (le groupe multiplicatif
ordonné usuel).

2. Toute sous-structure d’un groupe abélien totale-
ment ordonné est-elle un groupe abélien totalement
ordonné ?

3. On considére les formules suivantes :
F VaVy (z<y— Fz(z <zAz<y))
F, : Vy(0<y—3200<2zAz2<y))
F; : Vz (0<z < —x<0)
Fy : 3 (0<zAVy(0<y—z<y))

a. Chacune des formules F; (i = 1,2,3,4) est-
elle conséquence de T'?

b. Pour chacune des formules F; (i = 1,2,3,4),
existe-t-il un modele de T'U F; ?

c. Montrer que la formule (F; < F5) est consé-
quence de T

4. Montrer que pour tout entier n > 0, la formule
Gp : Vo (0 <z — 2 < nz) est conséquence de T'.
En déduire que pour tout entier n > 0, la formule
H, : Vx (nx =0 — x = 0) est conséquence de T,
ainsi que la formule Y23y (mx =0 — z < y).

5. Déduire de la question précédente que les groupes
abéliens suivants ne sont pas ordonnables, c’est-a-
dire qu’il n’existe pas d’ordre telle que la structure
obtenue soit un modéle de T'.

(R*,.,71, 1), (C*,.,~%,1), (Z/nZ,+,—,0).

Yy ...V, (F[0/z] = Yy(Fly/z] = F[sy/x]) = VzF)



