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(durée: 3 heures)

Exercice 1. i Vo -z <uz;

ii.
iii.
iv.

V.
vi.

1.

VaVyVz(z <y =y <z=x < 2);

VaVy(e <yVez=yVy<z);

Ver<sux;

VaVz(z <z = sx < 2);

Vedy x = sy.

L’ensemble des entiers relatifs Z muni de 'ordre et du successeur usuel : a — a + 1 est un
modéle de T'. L’ensemble QQ des rationnels muni de I'ordre usuel est totalement ordonné, on

ne peut définir de fonction successeur, par exemple si on interpréte s par : a — a + 1, on
n’obtient évidemment pas un modéle de 7.

VaVy(x <y = sx < sy)

Soient z et y tels que z < y. D’aprés v sz < y, d’aprés iv et par transitivité sz < sy.

Vodd!' (' < 2 AVz(z <z = 2 < 7)) (vi')

Soit x quelconque. D’aprés vi, il existe 2 tel que s’ = x. On a bien d’aprésiv, 2’ < s’ = .
Soit z quelconque tel que z < z. Par totalité on a 2’ < z ou z < 2. On ne peut avoir 2’ < z,
car sinon par v on aurait x = sz’ < z, et par transitivité z < z ce qui contredit i. Donc
z < .
Soit Ty la théorie dans le langage £ qui contient les axiomes i & v de T', soit 7" la théorie
To plus la propriété (vi') de la question précédente, soit 7" la théorie Ty plus I'axiome
Vedy y < x.
a. La structure (N, <M s) ot <N et s sont l'ordre et le successeur usuels vérifie les
axiomes d’ordre total, les propriétés iv et v, donc Ty mais pas la propriété vi, puisque
0 n’est pas un successeur. Les théories T' et Tj ne sont donc pas équivalentes.
b. On a vu (question 3) que la théorie T" a pour conséquence la théorie T". Réciproquement
supposons (vi'), soit x quelconque et x’ tel que

r<z(l) et Vzz<z=2<7) (2

On a alors sa’ < z (car 2’ < z (1) et v). Supposons sz’ < z, on a alors d’aprés (2),
sx’ < 2’ ce qui contredit 'axiome iv (et antisymétrie). On a donc bien sz’ = z. La
théorie T” a pour conséquence la théorie T'.

c¢. On considére la structure M = (M, <M, sM) d’ensemble de base M = {0} x ZU{1} xN.
On définit

a<c
(a,b) <M (c,d) =4 ou sM(a,b) = (a,b+ 1)
a=cetb<d

Cette structure définit un ordre total (ordre lexicographique). La fonction s définit bien
un successeur pour 'ordre : (a,b) < (a,b+ 1), et si (a,b) < (¢, d), alors soit a < ¢ et
donc (a,b+ 1) < (c¢,d), soit a = c et b < d et donc (a,b+ 1) < (¢,d). On a bien
Va3dy y < x : pour (0,b), on a (0,0 —1) < (0,b), pour (1,b) on a (0,0) < (1,b). C’est
donc un modéle de 7”. Mais (0,0) n’est pas un successeur donc ce n’est pas un modéle
de T'. Les théories T' et T” ne sont pas équivalentes.



Exercice 2 (déduction). 1.

FrVaVyVz(z Sy=y<z=1z<2)
Par trois introductions du V et deux de I'implication, il suffit de montrer
r<y,y<zhkrz<z

par élimination de la disjonction a partir de ’axiome de la déduction x < y F z < v, il suffit
de montrer
r<yy<zkrr<z e rx=yy<zkrr<z

Par transitivité (axiome ii, trois éliminations du V et deux de l'implications sur les axiomes
de la déduction z < yFx <yet y < zk y <z, on a bien

r<yy<zkrr<z.
Par regle de l'égalité de x =yFx =y et y < 2+ y < z on déduit
r=y,y<zFz<z.

Pour montrer
FrVaVy(z <y = sz < sy)

par deux introductions de V et une introduction de =, il suffit de montrer
r<ybrsr<sy (*)
On a d’apres 'axiome v par deux éliminations de V
Fre<y=sx<y
or x <yt x <y (axiome de la déduction) donc :
r<ybFrsr<y (1)
D’aprés 'axiome iv et une élimination de V :
Fry<sy (2)
D’aprés le résultat de la question précédente et par trois élimination de V on a :
Frse<y=y<sy=sxr<sy

d’ott par deux éliminations de = avec (1) et (2) on a (x).

Exercice 3 (élimination des quantificateurs).

1.

a. VaVy(sz <sy=x<y);
Soient x et y quelconques tels que sx < sy. On a d’aprés iv x < sy. Par totalité z < y
ouy <z Siy <z, daprés v sy < x, ce qui contredit x < sy (anti-symétrie). Donc
T <Y

b. VaVy(sz =sy=z=y).
Soient x et y quelconques tels que sz = sy. On a alors sz < sy et sy < sx. D’aprés
la question précédente x < y et y < x, et par anti-symétrie x = y.



c. VaVy(sz<sy=uz<y);
Soient x et y quelconques tels que sz < sy. D’aprés l.a, sz < sy. On a sz # sy, or
siz=vy, sx=sy. Donc x # y donc z < y.
les termes sont de la forme sP z, les formules atomiques de la forme sPx = sy ot p,q € N
et x et y sont deux variables du langage qui peuvent étre identiques.

Commengons par les égalités. On a x = y < sz = sy (régles de I'égalité pour le sens
direct, question 1.b pour la réciproque). On a donc sin > m, s"xz = s"y < " "x =y
(récurrence immeédiate sur m). De méme si m > n, s"x = sy & v = s" "y, et donc
st =s"y& sy = .

On a une situation analogue pour les inégalités : d’apres les résultats de la question 2 de
I'exercice 1 et d’aprés l.c, v <y < sz < sy. Doncsin > m, s"x < sy & s" "x <y
(récurrence immédiate sur m) et sim > n, " < s™y < x < s™ "y (récurrence immeédiate
sur n).

On a bien montré que toute formule atomique est de 'une des trois formes suivantes :

sfr=y (peN)
sPr <y (pe€N) x ynon nécessairement distinctes
r<sPy (peN)

Une égalité utilisant une seule variable est équivalente & une formule de la forme s x = «,
formule démontrable si p = 0, de négation démontrable si p > 0 car alors Fr z < sPx
(récurrence immeédiate sur p € N*) et par irreflexivité Fp -z = sP .
Une inégalité utilisant une seule variable est de la forme sP x < x ou x < s” x.
Dans le premier cas on peut démontrer Fr x < sPz pour p € N, donc (anti-symétrie,
irréflexivite) Fr —sP o < .
Dans le second cas, si p = 0 on a Fp ~z < x (irreflexivité), et si p > 0, comme on 'a déja
vu, Fprx < sPx.
D’aprés la question précédente o =7 L ou o« = T. Dans le premier cas (¢ A A) = L donc
Jz(a A A) =r L. Dans le second cas (¢ A A) =r A donc Jz(a A A) =r Jz A.
Onadz(sPy=axANA)=Tx(sPy=axANA|(sPy/x]) = A[(sPy/z] (A](sPy/z] ne contient pas
D’aprés les propriétés montrées a ’exercice 1, question 2, et celles montrées en 1.b et 1.c, on
a:

Fr VeV (sz =52 & 2=2") mboxet FrVaVe(sz<sz & 2 <2)

d’ott 'on déduit par récurrence sur p :

sy = s"w=p sy = s"Pw mboxet s v < s™Mw =p s Y < S .
On en déduit que 'opération qui passe de A & AP remplace chaque occurrence de formule
atomique de A (sans quantificateurs) par une formule atomique équivalente. On a donc
A =T AP,
On a donc (proprié¢tés de l'égalité), Jx(sPx = y AN A) =r Ja(sPa = y AN APly/sP z]) =
APly/sP x| (AP[(s? y/z] ne contient pas x).
L’ordre est total sans plus grand élément (axiome iv) donc Fr Jz A, s” ; < z, et sans
plus petit élément (question 3 de I'exercice 1) donc b Iz A\, x < sPi x;.
Soit = tel que \T", & < sPiy; et \i_; 87 z; < . On a donc d’aprés 'axiome v A7, 7! a; <
x et donc par transitivite A\, AT, sPF ;< sy



10.

11.

12.

Réciproquement, supposons un modeéle de T, et un environnement réalisant

n m
A<y,

i=1j=1

L’ordre étant total il existe un plus grand élément parmi les s x;, soit sPo x;,, et un plus
petit élément parmi les sP7 y;, soit sP% y;,. On a par hypotheése sPio™ z; < sPioy;. On a
donc sPio a;, < sPiott ;< sPioy; . Par choix de ig et jo, on a bien trouvé z, soit sPiot!z;
(x n’est pas I'un des z;, ni 'un des y,) tel que /\T:1 r<sPiyjet NI sPa; <.

Montrons par récurrence sur [ que pour toute conjonction C' de formules atomiques de
longueur inférieurer ou égale a [, dx C' équivaut a une formule sans quantificateurs. Par
convention la seule conjonction de longueur 0 est T (“neutre” pour la conjonction).

[=0:0OnadaT =T.

[ — 1+ 1 On suppose le résultat pour toute conjonction de longueur inférieure ou égale a
[. On sait qu’il existe une conjonction de formules atomiques de la forme décrite en
3, équivalente & C' et de méme longueur que C' d’aprés le résultat de la question 3,
appelons-la C.
Si Cy contient une formule atomique qui ne contient pas x, soit o, 3x Cy = Jx(aAC’) =
a A dx C'; ou C" est une conjonction de formules atomiques de longueur [. Le résultat
suit par hypothése de récurrence sur C’.
Si Cy contient une formule atomique qui ne contient que x comme variable libre, alors
d’aprés la question 5, soit dx C' = L, soit il existe une formule C’ de longueur [ telle
que dz C' =7 Jx ', et on conclut par hypothése de récurrence.
Si C contient une égalité sPy = x, on a vu a la question 6 que Jx Cj équivaut a une
formule sans quantificateurs.
Si C contient une égalité sP x = y, on a vu a la question 7 que Jx Cj équivaut a une
formule sans quantificateurs.
Si aucun des cas précédents n’est réalisé, on peut supposer que Cy ne contient que
des inégalités ou x apparait d'un seul c6té dans chaque inégalité. On distingue suivant
que x apparait toujours a droite, toujours a gauche ou des deux cotés. Dans les deux
premiers cas, on a montré a la question 8 que dz Cy = T. Dans le troiséme cas on a
montré & la question 9 que dz Cy équivaut a une formule sans quantificateurs.

On pose C' = V_, C; ou chaque C; est une conjonction de formules atomiques. On sait que

Jet V “commutent” : . .
Jz \/ C;, = \/ dx ¢
i=1 i=1

et on conclut d’apres la question précédente appliquée a chacune des dz C; que dx C' équivaut
a une formule sans quantificateurs.
On rappelle que toute formule est équivalente a une formule sous forme prénexe. On montre
par récurrence sur le nombre k de quantificateurs d’une forme prénexe de F' que F équivaut
dans T" a une formule sans quantificateurs.
k=0 : F est sans quantificateurs.
kw— k+1: Soit F = 3JzF’, soit F' = VaF".
Dans le premier cas on applique I’hypothése de récurrence a F’. On obtient une formule
C sans quantificateur, et d’aprés la question précédente F' équivaut a une formule sans
quantificateurs.
Dans le second cas F' = =Jx—F"’. On applique I'hypothése de récurrence a —F’, et on
conclut comme au premier cas.



