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Premiere partie

Eléments de Théorie des Ensembles.

En mathématique, toutes les notions, ou presque, sont définies a partir de la notion d’en-
semble. On ne peut donc pas espérer définir ce qu’est un ensemble. Néanmoins, on voudrait
pouvoir utiliser les ensembles et faire des démonstrations avec eux sans avoir de doute sur la
rigueur. Pour cela, on va se baser sur I'idée intuitive que chacun posséde plus ou moins, sur
les ensembles, en la précisant quelque peu.

On peut admettre sans difficulté que certaines choses méritent d’étre appelées « ensemble »
et certaines non : silanotion d’ensemble recouvrait n'importe quoi, ce n’aurait pas été la peine
de lui donner un nom. Les ensembles décrivent donc un certain domaine que nous nous pro-
posons d’étudier.






Chapitre 1

Ensembles, relations, fonctions.

1.1 Axiomes de Zermelo

Il y a deux relations fondamentales entre les ensembles : I'égalité et 'appartenance. Nous ne les
définissons pas : on considere que chacun sait ce que veut dire « les ensembles a, b sont égaux (ou
identiques) » (ce qu’'on écrit a = b bien entendu) et « 'ensemble a appartient a 'ensemble b », (ce
qu’on écrit a € b, on dit aussi « a est un élément de b »). Toutes les autres relations seront, elles, définies
a partir de ces deux-la.

Par exemple, on dira que «'ensemble a est une partie (ou un sous-ensemble) de 'ensemble b » ou
encore que « a est contenu dans b » si chaque élément de a est aussi élément de b. La notation est a < b.

Nous allons, dans ce qui suit, énoncer certaines propriétés des ensembles, sous forme de regles :
comme on ne peut pas définir les ensembles, on se contente de dire ce qu'on peut faire et ce qu’'on ne
peut pas faire avec eux. Ces régles constituent donc le « mode d’emploi » de la notion d’ensemble. On
les appelle « axiomes de la théorie des ensembles » ou « axiomes de Zermelo ». A part le premier, tous ces
axiomes ont I'allure générale suivante : certains ensembles étant donnés, il existe un ensemble ayant
telle et telle propriété vis-a-vis des ensembles donnés. Traditionnellement, ils portent les noms sui-
vants : axiome d'extensionnalité, axiome de compréhension (ou séparation), axiome de la paire, axiome
de la réunion, axiome de l'ensemble des parties, axiome de l'infini, axiome du choix.

IIs expriment des propriétés plus ou moins évidentes de la notion d’ensemble, ce qui fait qu’a pre-
miére vue on ne voit pas, au moins pour plusieurs d’entre eux, I'intérét qu’il y a a les énoncer. Lintérét
existe néanmoins, pour la raison suivante : les axiomes de Zermelo expriment, de facon exhaustive,
les propriétés des ensembles. Ce qui fait que chaque fois que I'on aura un doute sur la validité de la
construction de tel ou tel ensemble, c’est aux axiomes qu’il faudra se référer pour voir s’ils permettent
de faire cette construction. Or, en mathématiques, en toute rigueur, il faudrait avoir un doute a chaque
pas en avant qu’on se propose de faire ...

AXIOME 1 (AXIOME D’EXTENSIONNALITE)
Pour que l'ensemble a soit égal a I'ensemble b, il faut et il suffit que tout élément de a soit élément de b et
inversement. Autrement dit,

a=be (acbetbca)

AXIOME 2 (AXIOME DE SEPARATION (OU DE COMPREHENSION))
Etant donné un ensemble a et une propriété P(x) (portant sur un ensemble variable x) il existe un en-
semble b dont les éléments sont ceux, parmi les éléments de a, qui ont la propriété P(x).

Notons que d’apres 'axiome d’extensionnalité, un tel ensemble b est déterminé de facon unique.
Remarque. On a pensé a énoncer I'axiome suivant : étant donné une propriété P(x), il existe un en-

semble b dont les éléments sont les ensembles qui ont la propriété P(x).
Mais cela meéne a une contradiction quand on prend comme propriété P(x) : x ¢ x (autrement dit la
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propriété pour un ensemble de ne pas s’appartenir a lui-méme). En effet, I'énoncer précédent donne
alors un ensemble b tel que pour tout ensemble x on ait x € b & x ¢ x. En particulier, pour x = b on
obtient be b & b ¢ b ce qui est évidemment faux.

Cette remarque a été faite par B. Russell (d’ou1 son nom : le paradoxe de Russell) et aimposé 'axiome de
compréhension tel que nous 'avons énoncé.

Ensembles et propriétés. L'ensemble des éléments de I'ensemble a qui ont la propriété P(x) est noté :
{xea; P(x)}

Il existe un ensemble et un seul qui n'a aucun élément, on le note @ et on I'appelle « ensemble
vide ». Pour montrer son existence, on prend n'importe quel ensemble a et on considére {x € a; x # x};
cet ensemble n’a aucun élément. L'unicité est due a I’axiome d’extensionnalité.

Il n’existe aucun ensemble qui ait tous les ensembles comme éléments : en effet, si a est un tel
ensemble, on pose b ={x € a; x ¢ x}. Alors pour tout ensemble x, ona x € b & x ¢ x, d'ol1 une contra-
diction comme pour le paradoxe de Russell.

AXIOME 3 (AXIOME DE LA PAIRE)
a, b étant des ensembles, il existe un ensemble qui a comme éléments a, b et eux seulement.

D’apres I'axiome d’extensionnalité, il existe un seul ensemble ayant cette propriété, on le note {a, b}.
En particulier, lorsque a = b, on voit qu’il existe un ensemble dont a est le seul élément. On le note {a}.

AXIOME 4 (AXIOME DE LA REUNION)
Etant donné un ensemble a, il existe un ensemble b dont les éléments sont les ensembles qui appar-
tiennent a un élément de a.

Cet ensemble b (unique d’apres ’axiome d’extensionnalité) est appelé « réunion des éléments de a » et
noté |_J x.

Xea
Etant donné deux ensembles a, b, on appelle réunion de a et b (et on note a U b) la réunion des
éléments de '’ensemble {a, b}. Pour tout ensemble x, on a donc

xXeaube (xeaouxeb).
ATlaide de 'axiome d’extensionnalité, on voit aisément que
aub=bua;aubuc)=(aub)uc.

Ce dernier ensemble est noté a U b U ¢ et est appelé réunion des ensemble a, b, c. On définit de méme
la réunion de quatre ensemble a, b, c, d, etc.

Etant donné trois ensemble a, b, c, il existe un ensemble qui a comme éléments a, b, ¢ et eux seule-
ment : c’est {a} U {b} U {c}. On le note {a, b, c}. On définit de méme I'ensemble {a, b, c, d}, etc.

Ftant donné deux ensembles a, b, on appelle intersection de a et b (et on note an b) I'ensemble
{x € a; x € b} (défini grace a'axiome de compréhension). On a donc pour tout ensemble x,

xeanbe xeaetxeb.
On voit immédiatement, a I’aide de I’axiome d’extensionnalité que
anb=bna;anbnc)=(@nb)nc.

Ce dernier ensemble est noté an bn c et appelé intersection des ensemble a, b, c. On défini de méme
I'intersection de quatre ensemble a, b, c, d, etc. Toujours a 'aide de 'axiome d’extensionnalité, on voit
que

au(bnc)=(aub)n(auc) et an(buc)=(anb)u(anc).

Ftant donné un ensemble A et une partie X de A, I'ensemble {x € A; x ¢ X} (défini grace a I'axiome de
compréhension) est appelé complémentaire de X par rapport 4 A et noté C4X (ou encore A— X). On
voit aisément, a I’aide de I’axiome d’extensionnalité que si X,Y < A, on a

[:A(XU Y) ZCAXQ[:AY et [:A(Xﬂ Y)ZCAXUEAY.
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AXIOME 5 (AXIOME DE ’ENSEMBLE DES PARTIES)
Pour tout ensemble a, il existe un ensemble b dont les éléments sont les sous-ensembles de a.

Cet ensemble b (unique d’apres 'axiome d’extensionnalité) est appelé ensemble des parties de a et
noté & (A).

Nous énoncerons plus tard les deux derniers axiomes de la théorie des ensembles : I'axiome de
I'infini et 'axiome du choix.

1.2 Quelques notions élémentaires.

1.2.1 Couple ordonné.

Etant donné deux ensembles a, b, on appelle « couple ordonné dont le premier élément est a et le
second b », I'’ensemble {{a}, {a, b}}. On le note (a, b).

THEOREME 1.2.1
Si(a,b)=(ad',b"),alorsa=ad etb=10'.

On a en effet {{a}, {a, b}} = {{a'},{d’, b'}} etil y a donc deux possibilités :
1. {a}={atet{a, b} ={a',b'};dova=d etb="b.
2. {a}={d,bYetad ={a,b};doud =b'=aeta=b=>b',donca=a =b=">".

C.Q.ED.

Etant donné trois ensembles a, b, ¢, on appelle « triplet ordonné dont le premier élément est a, le second
b et le troisieme ¢ » 'ensemble (a, (b, ¢)). On le note (a, b, c).

THEOREME 1.2.2
Si(a,b,c)=(a',b',c") alorsa=ad',b=b"etc=c'.

En effet on a (a, (b,¢)) = (a',(V/,¢)) donc a = a’ et (b,c) = (V/,¢) d’apres le théoréme précédent. D’olt
b=b'etc=c. C.Q.ED.

On définit de méme le quadruplet ordonné (a, b, ¢, d) en posant (a, b, ¢, d) = (a, (b, c,d)). Doncsi (a, b, ¢, d) =
(d,b',c,d)alorsa=d,b="b',c=c"etd=d'. Etainsi de suite.

1.2.2 Ensemble produit.

FEtant donné deux ensembles A, B, il existe un ensemble P donc les éléments sont les couples ordonnés
(x,y) avecxe Aety€B.

En effet, si x € A, y € B, alors {x}, {x, y} appartiennent a 22(AU B). Donc {{x},{x, y}} € 22(AU B) et
donc {{x}, {x, y}} € 2(22(A U B)). On définit alors P a I'aide de I'axiome de compréhension, en posant

P={zeP(P(AUB))}; zestun couple (x,y) avec x€ A,y € B}

etil est clair que P est 'ensemble cherché. Cet ensemble P est appelé produit de A et B, et noté A x B.
Etant donné trois ensemble A, B, C, I'ensemble des triplets (x,y,z) avec x € A, ye Bet z€ C est
I'ensemble A x (B x C). On le note A x B x C et on 'appelle produit des ensembles A, B, C.

1.2.3 Relations binaires.

Une relation binaire R sur un ensemble E est, par définition, un sous-ensemble de E?, c’est-a-dire
un ensemble de couples (x, y) avec x, y € E.

— Restdite réflexive si (x,x) € R pour tout x € R.

— Restdite symétriquesi (x,y) e R= (y,x) €R

— Restdite antisymétrique si [(x,y) € Ret(y,x) €eR] =>x=.
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— Restdite transitive si [(x,y) € Ret(y,2) € R] = (x,2) € R.

— Restdite totalesi x,y€ E= [(x,y) € Rou(y,x) € R].
Si R est une relation binaire sur E, réflexive, antisymétrique et transitive, on dit que R est une relation
d’ordre sur E. Si, de plus, R est totale, on dit que R est une relation d’ordre total sur E.
Si R est une relation binaire sur E, réflexive, symétrique et transitive, on dit que R est une relation d’équi-
valence sur E.
Siac€ E,I'ensemble {x € E; (x,a) € R} est appelé classe d’équivalence de a (mod R).
Notons a la classe d’équivalence de a. Il existe un ensemble E’ qui a comme éléments les classes d’équi-
valence des éléments de E.
En effet, si a € E, alors a c E, donc a € 2(E). Donc, si on pose

E'={Xeo(E); ilexiste ac E tel que X = a}

(E' est défini grace a 'axiome de compréhension) E’ est 'ensemble cherché. On I'appelle ensemble
quotient de E par la relation d’équivalence R, et on le note E/R.
On appelle « partition de E » un sous-ensemble P de 22(E) tel que :

— XeP=2>X#9

— X, YeEPetX#Y=>XNnY=9

— UxepX=E
Alors, E/R est une partition de E, comme on le voit immédiatement. Inversement, si P est une partition
de E, on lui associe une relation d’équivalence R sur E définie par :

(x,y) € R & il existe un élément X de P tel que x,y € X

Les relations d’équivalence sur 'ensemble E correspondent donc canoniquement aux partitions de E.

1.2.4 Fonctions.

Une application de I'ensemble A dans I'ensemble B (ou encore une fonction définie sur I'ensemble
A avaleurs dans B), est par définition, un sous ensemble f de A x B qui a la propriété suivante : pour
tout élément x € A, il existe un élément y € B et un seul tel que (x, y) € f. On écrit alors y = f(x) au lieu
de (x,y) € f. On écrit f: A— B pour « f est une application de A dans B ».

1l existe un ensemble C dont les éléments sont les applications de A dans B. En effet, si f est une
application de A dans B, alors f < A x B, donc f € 22(A x B). On peut donc (au moyen de I'axiome de
compréhension) définir 'ensemble

C={fe2(AxB); f estune application de A dans B}

qui est 'ensemble cherché. Lensemble des applications de A dans B est noté B*.

Par exemple, si A= @, B4 = {@} (¢ est une fonction de domaine @ et c’estla seule). SiB= @ et A# @
ona B4 =gl n'y a aucune fonction de domaine A # @ a valeur dans @).

Une application f: A — B estdite:

— injectivesix,x' € A, x#x' = f(x) # f(X)

— surjective si pour tout y € B, il existe x € Atel que y = f(x)

— bijective (ou biunivoque de A sur B) si elle est a la fois injective et surjective.
Si f est une application biunivoque de A sur B, I'ensemble des couples (y,x) avec x € A, y € B et
(x,7) € f est alors une application de B sur A qu'on note f~! et qu'on appelle application inverse (ou
réciproque) de f.

1.2.5 Applications composées.

Soit f: A— Bet g: B— C. Désignons par ¢ 'ensemble des couples (x, z) avec x € A, z € C, tels qu’il
existe y € B avec (x, y) € f et (y,z) € g. Il est facile de montrer que ¢ est alors une application de A dans
C. On l'appelle « application composée de f et de g » et on la note go f. Pour tout x € A, on a donc

go f(x)=g(fx).
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Soient f:A— B,g:B— C, h:C— D on aalors
ho(gof):(hog)of,
En effet, ona:

(x,f)eho(gof) e ilexiste ze Ctel que (x,z) € go f et (z, 1) € h.

o ilexisteze Cet ye Btelsque (x,y) € f, (y,2) e get(z,t) € h.

< ilexiste ye Btelque (x,y)€ fet(y,t) e hog.

o (x,t)e(hog)of. C.Q.ED.

Soit f une application de A dans B; on lui associe deux applications : f : (A) — 2 (B) et f~' : (B) —
22(A) (a ne pas confondre, malgré la notation identique, avec I'application réciproque de f, qui n’est
définie que lorsque f est biunivoque). Elles sont définies de la facon suivante :

— si X egp(A), f(X) ={yeBilexiste x€ X tel que y = f(x)}

— siYe®B), fHY)={x€A; f(x) e Y}
f(X) est appelé 'image de X par la fonction f et f~!(Y) I'image réciproque de Y par la fonction f. En
particulier, f(A) est appelé 'image de la fonction f.

Soient X, X’ = AetY,Y' c B, on a les propriétés suivantes :

fxux) = fXOufXx) | flyuy) ffrmu i
fXnx) c fXOnfX)| fFAyny) Fon iy
fiCsy)y = Caft(v)

1.2.6 Familles d’ensembles.

Ftant donné un ensemble I, une fonction de domaine I (a valeur dans un ensemble quelconque
A) est aussi appelée famille d’ensembles indexée par I. On la note alors (a;);es; I est appelé 'ensemble
d’indices de la famille 1.
On appelle réunion de la famille (a;);c; (et on la note Ujes a;) la réunion d’éléments de I'image de la
fonction f (on utilise ici 'axiome de la réunion).
En particulier, si I = @, on a f = @. Limage de f est donc ¢ et donc aussi la réunion des éléments de
I'image de f. Donciln’y a qu'une seule famille dont I'’ensemble d’indices est vide (on I'appelle la famille
vide). Sa réunion est @.
Supposons maintenant I # @. Alors il existe un ensemble C dont les éléments sont les ensembles qui
appartiennent a tous les éléments de 'image de f. En effet, puisque I # @, on prend ip € I. Un ensemble
qui appartient a tous les a; appartient en particulier a a;,.

On peut donc définir C en posant

C ={x € a;, ; x appartient a tous les éléménts de I'image de f}

(on utilise ici I'axiome de compréhension).

Cet ensemble C est appelé « intersection de la famille (a;);c; » et noté ﬂ a;. Notons que cette intersec-
iel

tion n’est définie que pour une famille non vide.

Ftant donné une famille d’ensemble (a;) ¢, il existe un ensemble C dont les éléments sont les fonctions

¢ de domaine I telle que ¢(i) € a; pour tout i € I.

En effet, une telle fonction ¢ est une application de I dans |_J a; donc un éléments de (|_J a;)"'. On peut
i€l i€l
donc poser, en utilisant 'axiome de compréhension :

C={pelJ a)’; g(i) € a; pour tout i € I} .

iel

Cet ensemble est appelé « produit de la famille (a;);e; » et noté ]_[ ai.
iel
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Chapitre 2

Entiers Naturels.

2.1 Définition des entiers naturels.

On commence par définir chacun des entiers naturels 0, 1, 2, ... Lidée de la définition est la sui-
vante : I'entier 5, par exemple, doit étre un ensemble qui a cinq éléments. Si on a déja défini 0, 1, 2, 3, 4,
il est alors naturel de poser 5 =10,1,2,3,4}.

On définit donc successivement :

0=9;1={0};2=1{0,1};3=1{0,1,2}; ...

Onadonc:
1={a}; 2={g,{l}; 3={a,{g},{a,{a}}}; ...

Lopération qui permet de passer d'un entier au suivant est une opération tres simple sur les en-
sembles : celle qui, a ’ensemble x, associe '’ensemble x U {x} (c’est-a-dire I'ensemble dont les éléments
sont x et les éléments de x). En effet on a, par exemple, 12 =1{0,1,2,...,11} et 13=1{0,1,2,...,11,12} donc
13=12uU{12}.

Dans la suite de ce chapitre on utilisera la notation x* pour désigner I'ensemble x U {x}.

On se propose de définir 'ensemble des entiers. Cet ensemble A doit avoir les propriétés suivantes :

Q€eEA
{ sixe Aalorsx* € A. (+)

On ne peut pas déduire des axiomes déja énoncés 'existence d'un ensemble A ayant les propriétés

(*). On énonce donc un nouvel axiome :

AXIOME 6 (AXIOME DE L'INFINI)
Il existe un ensemble A tel que € A et si x € A alors xU {x} € A.

On montre alors le théoreme suivant :

THEOREME 2.1.1
Il existe un ensemble et un seul qui a les propriétés (x) et qui est contenu dans tout ensemble A qui a les
propriétés (x).

On considéere un ensemble A qui a les propriétés (), il en existe un d’apres I'axiome de l'infini. Soit B
I'intersection de tous les sous-ensembles de A qui ont les propriétés (x). Il estimmédiat que B a encore
les propriétés (x).

Soit C un ensemble quelconque ayant les propriétés (x); alors Cn A a encore cette propriété et c’est
un sous-ensemble de A; donc B c Cn A, par définition de B. Par suite B c C, ce qui montre que B est
I’ensemble cherché.

Si B’ ala propriété (x) et est inclus dans tout ensemble ayant la propriété (x), alors B’ c B et B< B’
donc B=RB'. C.Q.ED.

13
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L'ensemble défini par le théoreme précédent est appelé ensemble des entiers naturels et désigné par
N. Par définition un entier naturel est donc un élément de N, autrement dit un ensemble qui appartient
a tout ensemble ayant la propriété ().

2.2 Relation d’ordre sur les entiers.

Il s’agit maintenant de démontrer pour '’ensemble N ainsi défini, les propriétés que 'on sait intui-
tivement étre vraies pour I'ensemble des entiers naturels. Pour cela on va définir sur N une relation
d’ordre et montrer qu’elle a les propriétés suivantes :

1. N est totalement ordonné et a pour plus petit élément 0.

2. Tout élément n de N a un successeur n* = nu{n} (autrement dit’ensemble des majorants stricts
de n a un plus petit élément qui est n*).

3. Tout élément n # 0 de N a un prédécesseur (c’est-a-dire un entier m tel que m* = n).

4. Si une propriété P(x) est vraie pour 0, et si P(n) = P(n*) pour tout n € N, alors P(n) est vraie
pour tout 7 € N.

On montre d’abord la propriété (4) : Soit A'’ensemble des entiers qui ont la propriété P(x) (A={xe
N: P(x)} est défini a 'aide de I'axiome de compréhension). Alors 0 € A etsi x € Aalors x* € A. Donc Aa
les propriétés (x) et (par définition de N) on a N < A. Tout entier a donc la propriété P(x). La propriété
(4) s'appelle le principe d’induction; on va l'utiliser constamment dans toutes les démonstrations sur
N.

Montrons maintenant la propriété (3). Soient B = {n € N ; il existe m € Ntel que m* = n} et A =
BuU{0}. Alors 0 € A, si x € Aon aévidement x* € B, donc x* € A. Donc A a les propriétés (*) et par suite
N c A; cela veut dire que tout entier non nul a un prédécesseur.

LEMME 2.2.1
SineN et me n alors meN (tous les éléments d’'un entier sont des entiers).

On le montre par induction sur n. La propriété est vraie si n = 0 (n n’a pas d’élément). Supposons-la
vraie pour n. Si m € n* comme n* = nU{n} on a ou bien m € n donc m est entier (hypothese d’'induc-
tion), ou bien m = n et m est encore entier. C.Q.ED.

LEMME 2.2.2
Sin estentieretsime n, alorsmc n.

Par induction sur n. C’est évident si n = 0. On suppose que c’est vraie pour n et soit m € n U {n}. Alors
ou bien m € n donc m c n (hypothése d’'induction) donc m c nuU {n}; ou bien m = n, donc mc nu{nj.
C.Q.ED.

LEMME 2.2.3
Si n estentier, n ¢ n.

C’est évident si n =0 (n n’a pas d’élément). Supposons que n ¢ n et que nU {n} € nuU {n}. On a alors ou
bien nuU {n} = n ou bien n U {n} € n. Dans le premier cas on a n € n (car n € nU {n}) ce qui contredit
I'hypothése. Dans le second, on a nU {n} c n (lemme 2.2.2). Or n € nU {n}, donc n € n contrairement a
I'hypothése. C.Q.ED.

LEMME 2.2.4
Si m, n sont entiers et m < n alors m = n ou bien m € n.

On le montre par induction sur 7 : la propriété P(n) est alors « pour tout entier m, si m < n alors m=n
OuMmE n».

C’est évident si n =0 (car m < n = m = 0). Supposons que I'on ait P(n) etsoit mc nu{n};singm
alors m c n et donc (hypothese d'induction) m = noume n;danscecas me nu{n}.Sine mona
nc m (lemme 2.2.2) et {n} € m (car cela équivaut a n € m). Donc nU {n} € m et comme par hypothese
on al’inclusion inverse, m = nu {n}. C.Q.ED.



2.3. FONCTION SUR LES ENTIERS. 15

LEMME 2.2.5
Si m est un entier non nul, alors0 € m.

On montre par induction sur m que m = 0 ou 0 € m. C’est évident si m = 0, si c’est vrai pour m on a
nécessairement 0 € m U {m} : car ou bien m = 0 et on sait que m € m U {m} ou bien m # 0 donc 0 € m
(hypothése d’induction) et 0 € m U {m}. C.Q.ED.

LEMME 2.2.6
Si m, n sont entiers, alors un et un seul de trois cas suivants est réalisé : n€ m, n=m ou me n.

Montrons d’abord I'unicité : si n € m et n = m on a m € m ce qui est impossible (lemme 2.2.3);sine m
etmenonancm(lemme2.2.2) et comme m € n, ona m € m ce qui estimpossible.

On montre alors, par induction sur #n, la propriété P(n) : « pour tout entier m, m € n, m = n ou
nem.»

Si n =0 c’est vrai d’apres le lemme 2.2.4.

Supposons P(n) et considérons n U {n} et un entier quelconque m. Par hypothése on a donc m € n,
m=nounem.

— Simenoum=nalors me nu{n}.

— Sine monancm(lemme2.2.2) et {n} € mdonc nu{n} c m. Par suite (lemme 2.2.4) nu{n} = m

ounuin}em.
C.Q.ED.

On définit alors une relation d’ordre sur N en posant m < n si et seulement si m < n. D’apres le lemme
2.2.4,onam < nsietseulementsi m € n. D’apres le lemme 2.2.6 cette relation d’ordre est totale. D’apres
le lemme 2.2.5, elle a 0 pour plus petit élément (propriété (1)).

Sim, nsontentiersonam<n<omenetm<sn<omcn,doncm<n< (menetmcn), cest-a-
dire m<n e mu{m}cn,etdonc m< n < mu{m} < n. Lensemble des majorants stricts de m a donc
un plus petit élément qui est m U {m}. On a ainsi terminé la démonstration des propriétés (1), (2), (3) et
(4). C.Q.ED.

Dans toute la suite, nous ne nous servirons plus explicitement de la définition de N, mais seulement
du fait que N satisfait les propriétés (1), (2), (3) et (4).

THEOREME 2.2.7
SimneNetmt =n't, alorsm=n.

En effet, si m # n, on a par exemple m < n. Donc m* < n (par définition du successeur). Comme n < n™,
onam* <n* ce qui contredit I'hypothese. C.Q.ED.

THEOREME 2.2.8
Tout ensemble d’entier qui est non vide a un plus petit élément.

Soit X un sous-ensemble de N qui n’a pas de plus petit élément. On considere la propriété P(n) : « n est
un entier et aucun entier m < n n'est élément de X ».

Comme X n’a pas de plus petit élément, en particulier 0 ¢ X et donc P(0). De plus P(n) = P(n™")
pour tout entier 7 : car n n’étant pas le plus petit élément de X, si aucun entier inférieur ou égal a n
n’est élément de X, aucun entier inférieur ou égal 2 n* ne peut étre élément de X.

D’apres le principe d’'induction, P(n) est donc vrai pour tout entier » mais cela implique que X est
vide. On en déduit le résultat par contraposée. C.Q.ED.

2.3 Fonction sur les entiers.

On considére un ensemble quelconque E # @, un élément a de E et une application H:Nx E — E.
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THEOREME 2.3.1
Il existe une application f deN dans E, et une seule, telle que f(0) = a et f(n*) = H(n, f(n)) pour tout
entier n.

Unicité. Considérons deux fonctions f, g ayant cette propriété. Si f # g, 'ensemble {n e N; f(n) #
g(n)} est non vide, donc a un plus petit élément m; m # 0 car f(0) = g(0) = a. Donc m a un
prédécesseur p; on a f(p) = g(p), donc H(p, f(p)) = H(p, g(p)) soit f(p*) = g(p*) c’est-a-dire
f(m) = g(m), ce qui contredit la définition de m.

Existence. On considere les sous-ensembles M de N x E qui ont les propriétés suivantes :

0,a)eM
si(n,y)€ M alors (n*,H(n,y)) e M

Il est clair que 'intersection My de tous ces ensembles M de N x E a encore ces propriétés. C’est
donc le plus petit sous-ensemble de N x E qui a ces propriétés. On va en déduire que c’est le
graphe d’'une application de N dans E.
Pour tout entier n, il existe y € E tel que (n, y) € My : c’est vrai pour n = 0, puisque (0, a) € My; si
C’est vrai pour n, ¢’est vrai pour n* d’aprés la deuxiéme propriété satisfaite par M.
Pour tout entier n, si (1, y) € My et (n, z) € My alors y = z. On raisonne par I"absurde et on consi-
dere le premier entier m tel qu'il existe y,z€ E, y # z, (m, y) € My, (m, z) € M.
Si m = 0, on a par exemple y # a; soit M| I'ensemble obtenu en 6tant (0, y) de My (M|, = M —
{(0,}); Alors M(’) ales deux propriétés ci-dessus. et est strictement inclus dans My, ce qui contre-
dit la définition de M.
On a donc m # 0 et par suite m = p*. D’apres la définition de m, il existe un élément ¢ et un
seul de E tel que (p, t) € My; alors (p*, H(p, t)) € My et on a, par exemple y # H(p, t). On pose
M = My —{(m, )} = My —{(p*, y)}. Alors M, a les deux propriétés ci-dessus : car (0,a) € M et
(0,a) # (m,y), donc (0,a) € M. Si (n,u € M alors (n*, H(n,u)) € My et (n*, H(n,u)) # (m,y) :
C'est évident si n™ # metsi n* = malors n=p,donc u=tety# H(p,t). Donc (n*, H(n,u)) €
M(’). Comme M(’] est strictement inclus dans M, , on a encore contredit la définition de M,.
M, est donc le graphe d’une application f de N dans E et on a bien f(0) = a, f(n*) = H(n, f(n))
pour chaque entier n.

C.Q.ED.

Quand on utilise ce théoréme pour définir une fonction f, on dit que f est définie par induction sur
les entiers.

2.3.1 Laddition des entiers.

Elle est définie par induction. Etant donné un entier k, on défini k + n par induction sur n par les
conditions :

k+o = &k

{ k+n* (k+m*

D’apres cette définition ona k+1 = k™, et nous utiliserons la notation k+1 pour le successeur de I'entier
k.

Associativité de 'addition. k+ (n+p) = (k+n)+ p, ce qu'on montre par induction sur p. C’est évident
sip=0,etona

k+(n+pH=k+n+p)t=lk+(n+pl*

D’apres I'hypothese d’induction, k+ (n+ p) = (k+ n) + p et donc

k+(n+pH=lk+m+pl"=(k+nm)+p*.
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Commutativité de 'addition. On montre d’abord, par induction sur k, que 0+ k = k+0 = k. Cest
évidentsi k=0,etona

0+k*=0+k"=k"=k"+0.
On montre ensuite 1 + k= k+1; c’est évidentsi k=0, eton a
I+ =1+ " =k+D " =k"" =k +1.
On montre alors, par induction sur k que k+n=n+k:cestdéjafaitsik=0;etona

K'+n =k+D)+n=0+k+n=1+k+n=1+(n+k
=1+n+k=m+D+k=n+1+k=n+k".

2.3.2 Leproduit de deux entiers.

1l est aussi défini par induction. Etant donné un entier k, on définit n.k par induction sur k, par les
conditions suivantes :

n-0 = 0

{ n(k+1) n-k+n

Distributivité du produit par rapport a 'addition. On montre par induction sur k que n(m+ k) =
n-m+n-k.Cestévidentsik=0,etona:

nim+k") =nl(m+k)+1]
=n(m+k)+n
=nm+nk+n (hypothése d’'induction)
=nm+nk*.

associativité du produit. On montre par induction sur k que n(mk) = (nm)k. C’est évident si k =0, et
ona
(mm)kt =(mm)k+nm
=n(mk)+nm (hypotheése d'induction)
=n(mk+m) (distributivité)
=n(mk").

Commutativité du produit. On montre d’abord par induction sur k que 0- k = k-0 = 0. C’est évident
sik=0,et:
0-k" =0-k+0-1 (distributivité)
=0.

On montre ensuite, par induction sur k, que (n+ 1)k = nk+ k. C'est évidentsi k =0; etona:

(n+Dk* =m+Dk+(n+1) (distributivité)
=nk+k+n+1 (hypothese d’induction)
=mk+n)+(k+1)
=nk+1)+(k+1).

On montre enfin que kn = nk par induction sur k. C'est évidentsik=0etona:

nkt =nk+n
=kn+n (hypothese d’induction)
=(k+1)n (d’apres ce qu’on vient de montrer).
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2.3.3 Exponentiation.

Ftant donné un entier k, on définit k”* par induction sur n par les conditions :

K =1
kn+1 = k" k.
On montre aisément par induction sur p les propriétés :

K" = kKPS (KM = kP



Chapitre 3

Ensembles finis et dénombrables.

3.1 Ensembles finis.
Un ensemble a est dit fini s’il existe une bijection de a sur un entier.

THEOREME 3.1.1
Si a est un ensemble fini, il existe un et un seul entier qui puisse étre mis en bijection avec a. Cet entier est

appelé le cardinal de a ou encore le nombre d’éléments de a. 1l est notéa
On montre d’abord le lemme suivant :

LEMME 3.1.2
Soient a un ensemble non vide, xy € a, f une bijection de a sur un entier n. Alors n # 0 et il existe une
bijection de a — {xp} surn—1.

Ilestclairque n#0,doncn=p+1=puip}.Si f(x) = p, larestriction de f a a—{xp} est une bijection
de cet ensemble sur p = n—1. Sif (xp) = m < p, soit yy I'élément tel que f(yp) = p; ondéfinitg: a — nen
posant g(xo) = p, g(y0) = m et g(x) = f(x) pour tout élément x € a, x # Xp, yo. Alors g est une bijection
de a sur n et g(xp) = p, on est ramené au cas précédent. C.Q.ED.

On montre alors le théoreme par I'absurde.

Pour cela, on choisit le plus petit entier 7 tel qu'il existe un ensemble a, en bijection avec 7 et avec un
entier n’ # n. On a alors n < n’ donc n’ # 0 et donc a # @ (car a est en bijection avec n); donc n # 0.
Onposen=p+1,n' =p'+1,donc p < p’. On prend xg € a, d’apres le lemme précédent a — {xo} est en
bijection avec p et avec p’. Comme p < n, on a une contradiction avec la définition de n. C.Q.ED.

THEOREME 3.1.3 - -
Si a est un ensemble fini et b une partie de a, alors b est fini et b < 'a. De plus, si b # a, alors b < a.

On le montre par induction sur sur le cardinal n de a. Si n = 0, a = @ et le théoréme est évident.
Supposons-le vrai pour un entier z et soient a un ensemble fini de cardinal n+1, bc a.Si b = a, le
résultat est évident. Si b # a, on choisit xo € b— a. Alors b © a— {xy} et a— {x} a pour cardinal n, d’apres

le lemme précédent. Donc b < n (hypothese d’induction) et par suite b < a. C.Q.ED.

THEOREME 3.1.4 _ =
si a, b sont deux ensembles finis disjoints, aUb =a+ b. Si a,b sont deux ensembles finis quelconques,

axb=a.betPa)=2°

Démonstration par induction sur n = a.

19
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3.2 Equipotence

Deux ensembles quelconques a, b seront dit équipotents s'il existe une bijection de a sur b. On dit
aussi que a et b ont le méme cardinal ou encore la méme puissance. Mais on ne définira pas, comme
dans le cas des ensembles finis, le cardinal d'un ensemble quelconque a. On utilisera provisoirement la
notation a ~ b pour « a est équipotent a b ». On a évidemment les propriétés suivantes :

a~a
a~boeb~a
(a~betb~c)=>a~c

Un ensemble est donc fini si et seulement s’il est équipotent a un entier. Dans le cas contraire, il est
dit infini.
3.3 Ensembles dénombrables.

Un ensemble est dit dénombrable s'il est équipotent a N. Notons qu'un ensemble dénombrable est
nécessairement infini (sinon N lui-méme serait un ensemble fini, donc équipotent a un entier n. Or
n+1cN, donc le cardinal de N est supérieur ou égal a n+1 d’olt n = n + 1; contradiction.

THEOREME 3.3.1
Tout sous ensemble d’'un ensemble dénombrable est fini ou dénombrable

On peut supposer que 'ensemble dénombrable considéré est N lui-méme. On a donc un ensemble
A cN:supposons A infini. On définit par induction une bijection f:N — A. Pour cela on pose :

f(0) le plus petit élément de A
f(n+1) = leplus petit élément de A qui est strictement supérieur a f(n)
(il existe un tel élément dans A sinon Ac {xeN; x < f(n)} donc A est fini).

Onadonc f(n+1)> f(n) pour tout n €N, donc f est une injection de N dans A.

La fonction f est surjective. En effet soit xj le plus petit élément de A non atteint par f, s'il en existe;
I'ensemble {x € A; x < xo} a un plus grand élément x; = f(n) (il est atteint par f). Mais xq est le plus
petit élément de A qui est strictement supérieur a f(n) donc xp = f(n+1). C.Q.ED.

THEOREME 3.3.2
S'il existe une injection de A dansN ou bien une surjection deN dans A alors A est fini ou dénombrable.

Si f estune injection de A dans N, I'image de f est un sous ensemble de N qui est équipotent a A. Donc
A est fini ou dénombrable d’apres le théoreme précédent.
Soit g une surjection de N sur A. On définit une injection #: A — N en posant

h(x) = le premier entier n tel que [g(n) = x] .
C.Q.ED.

THEOREME 3.3.3
N x N est dénombrable.

Comme N x N n’est pas fini, il suffit, d’apres le théoreme précédent de trouver une injection f:NxN —
N. On peut poser, par exemple f(x,y) = 2%.3” (unicité de la décomposition d'un nombre en facteurs
premiers). C.Q.ED.

COROLLAIRE 3.3.4
Le produit de deux ensembles dénombrables est dénombrable.
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COROLLAIRE 3.3.5
NP est dénombrable, pour tout entier p = 1.

Démonstration par induction sur p.

COROLLAIRE 3.3.6
Z et Q sont des ensembles dénombrables.

On définit une surjection f:N3 — Q en posant
f(x,y,2) =€‘X siz#0 avece =1sixestpaire =—1sinon; f(x,),0)=0.
z
Donc Q est dénombrable, ainsi que Z puisque Z c Q. C.Q.ED.

Définition. Une famille d’ensembles (a,) ,en indexée par N (autrement dit une fonction de domaine
N) est aussi appelée une « suite d’ensembles ». Au lieu d’écrire « la suite d’ensembles (a;) ,en » On écrit
souvent « la suite d’ensembles ay, a1, ..., a;,... ». On a donc trois noms (et trois notations) différents
pour la méme notion :

— une fonction de domaine N, notée f:N— E

— une famille d’ensembles indexée par N, notée (a;) nen

— une suite d’ensembles, notée ay, ay, ..., ay,...
Lorsqu’on a un ensemble dénombrable E, on choisit souvent une bijection f =N — E qui est donc aussi
une suite ao, ay, ..., an,.... On dit que cette suite énumere E et on écrit :

E={ay,a,...,a,,...}.
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Chapitre 4

Comparaison des ensembles infinis

4.1 Axiome du choix.

A l'aide des axiomes de la théorie des ensembles énoncés jusqu’ici, on ne parvient pas a rendre
compte correctement des propriétés intuitives des ensembles infinis. Par exemple, on n’arrive pas a
prouver que tout ensemble infini contient un sous-ensemble dénombrable. Nous énong¢ons donc main-
tenant le dernier axiome de la théorie des ensembles.

AXIOME 7 (AXIOME DU CHOIX)
Pour toute famille (A;) i1 d'ensembles non vides, il existe une fonction f de domaine I telle que f (i) € A;
pour touti€l.

Autrement dit : le produit d'une famille d’ensemble non vides est non vide.

Etant donné un ensemble E, on appelle fonction de choix sur E une application f dont le domaine
est 'ensemble des parties non vides de E (c’est a dire 22(E) — {@}) a valeur dans E, telle que f(X) € X
pour toute partie non vide X de E

COROLLAIRE 4.1.1
Sur tout ensemble E, il existe une fonction de choix.

En effet, il suffit d’appliquer I'axiome du choix a la famille des parties non vide de E (c’est a dire I'appli-
cation identique dont le domaine est '’ensemble des parties non vides de E). C.Q.ED.

THEOREME 4.1.2
Tout ensemble infini posséde un sous-ensemble dénombrable.

Soit E un ensemble infini. Il s’agit de trouver une application injective ¢ : N — E. soit f : 22(E) — E une
fonction telle que f(X) € X pour toute partie X non vide E (il en existe d’apres ce qui précede).
On défini ® : N — 2 (E) par induction :

d(0) {f(E)}
dn+1) = DPMUIfE-D(n)}

®(n+1) est donc une partie de E, obtenue en ajoutant a ®(n) un élément de E. Il en résulte que ®(n) est
fini pour tout n € N. Comme E n’est pas fini, E — ®(n) # @, donc (par définition de f) f(E - ®(n)) € d(n)
et, par suite, ®(n + 1) — ®(n) posséde un élément et un seul. On peut alors définir ¢ : N — E en posant

¢(0) = f(E)
pn+1) le seul élément de ®(n+ 1) — ®(n)

Il est clair que ¢ est injective. C.Q.ED.

Le corollaire suivant donne une caractérisation des ensembles infinis.

23
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COROLLAIRE 4.1.3
Un ensemble est infini si et seulement s'il est équipotent a une partie propre.

On avu que : si E est un ensemble fini et F une partie propre de E (F c E, F # E) alors le cardinal de F
est strictement inférieur a celui de E, donc E n’est pas équipotent a F.
Soit maintenant E un ensemble infini; on prend une partie D dénombrablede E, D = {ay, ay, ..., an,...}.
On définit f: E — E en posant :
fx) = xsixeE-D
flay) aijry pourieN

Il est clair que f est une bijection de E sur E — {ay}; donc une bijection de E sur une partie propre de E.
C.Q.ED.

THEOREME 4.1.4
La réunion d’'une suite d’'ensemble dénombrables ou finis est un ensemble dénombrable ou fini.

Soit (A;) nen une suite d’ensemble dénombrables ou finis. Il suffit de trouver une application surjective
de N sur Uen An-

Pour chaque n € N, soit S,, 'ensemble des applications surjectives de N sur A,. Par hypothese, S, #
@ pour chaque n € N. D’apres I'axiome du choig, il existe une fonction ¢, de domaine N, telle que ¢(n) €
S, pour tout n € N. Autrement dit, ¢(n) est, pour chaque entier n, une surjection de N sur A,,.

On définit @ : NxN — U,en Ap en posant @(n, p) = @(n)(p). Alors @ est surjective. car si x € Upen An,
onaxe A, donc x = ¢(m)(a) pour un certain entier g, puisque ¢(m) est surjective.

Comme N x N est dénombrable, on a le résultat cherché. C.Q.ED.

On en déduit immédiatement que I'ensemble des suites finies d’entiers — autrement dit'ensemble
| NP) — est dénombrable.
peN

Lensemble P des polynomes a une variable, a coefficient dans Z est dénombrable : si Py est 'en-
semble des polynomes de degré < k, Py est équipotent 2 Z¥*1 (un polynome de degré < k est une suite
de k + 1 entiers relatifs) donc est dénombrable. Lensemble considéré est P = e Pr donc est dénom-
brable.

Lensemble des nombres algébriques réels (nombres réels qui est racine d'un polynéme a une va-
riable a coefficient dans Z) est dénombrable. En effet, a chaque polynéme u € P, associons I'ensemble
fini R, de ses racines réelles. Lensemble étudié est |, cp R,,. Comme P est dénombrable c’est la réunion
d’une suite d’ensemble finis, donc un ensemble dénombrable d’apres le théoreme précédent (ce n'est
évidemment pas un ensemble fini).

4.2 Ensembles non dénombrables.

Tous les ensembles infinis rencontrés jusqu’ici se sont révélés dénombrables. Les deux théorémes
suivants, dus a Cantor, montrent qu’il existe des ensembles infinis non dénombrables.

THEOREME 4.2.1
2 (N) n'est pas dénombrable.

Supposons qu’il existe une application surjective f : N — 22(N). On définit X € 22(N) en posant X =
{neN; n¢ f(n)}. Puisque f est surjective, il existe ny € N tel que f(ny) = X. Par définition de X, on a
ng € X © ny € f(ng). Autrement dit ng € X © ng € X, ce qui est une contradiction. C.Q.ED.

THEOREME 4.2.2
Lintervalle [0,1[ de R n'est pas dénombrable.

Soit f une application surjective de N sur [0,1]. Le réel f(n) posséde une représentation décimale

0, a(,)la,l1 ---a',g --- et une seule (ol a’,ﬁ €1{0,1,...,9}), la suite (aﬁ)keN n’'étant pas formée de 9 a partir d'un

certain rang. On définit alors une suite (by) ey d’entiers (0 < by < 9), en posant by = 0 si a,’j #0etbp =1
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si a,’i = 0. La suite by n’est pas formée de 9 a partir d'un certain rang (elle ne contient en fait pas de 9).

Leréel 0,b1 b, --- by -+ estdonc un élément de [0,1[, et comme f est surjective, il existe un entier ny tel
que f(ng) =0,b1b2---by---.Onadonc:

1 2 k
O’a}’loano”.ano”.:0’b1b2”.bk”.'

En particulier by, = aZg, ce qui contredit la définition de by,. C.Q.ED.

Bien entendu, il en résulte que R lui-méme n’est pas dénombrable puisque R > [0, 1].

Comme on a démontré plus haut que I’ensemble des nombres algébriques réels est dénombrable
on a ainsi prouvé :

il existe un nombre réel transcendant (c’est-a-dire non algébrique),
et méme : '’ensemble des nombres réels transcendants est non dénombrable (car la réunion de deux
ensembles dénombrables est dénombrable).

THEOREME 4.2.3
Si E est infini et F est dénombrable ou fini, alors EU F est équipotent a E.

En effet on a un ensemble dénombrable D c E. Donc EUF = (E—D)U(DUF). Mais DUF est équipotent
a D (tous deux sont dénombrables) donc EUF ~(E—D)UE =E. C.Q.ED.

THEOREME 4.2.4
Si E est infini non dénombrable, on obtient un ensemble équipotent en lui retranchant une partie dé-
nombrable ou finie.

En effet, si A < E est dénombrable ou fini, E' = E — A est infini donc d’apres le théoréme précédent,
E'~E'UA=E. C.Q.ED.

On en déduit que les divers ensembles non dénombrables rencontrés jusqu’a présent sont tous
équipotents :

THEOREME 4.2.5
R, 22(N), les intervalles [a, b], [a, b[, 1a, bl deR (a < b) sont des ensembles équipotents.

1l est clair que [a, b], [a, b, ]1a, b[ sont équipotents (d’apres le théoréme 4.2.4). Or] — 1, 1[ est équipotent
ala, bl (considérer la fonction y = a+ %(b —a)(x+1)et]—1,1[ est équipotent a R (considérer la fonction
V=12

11 suffit donc de montrer que 22(N) est équipotent a un intervalle [a, b[, par exemple a [0,1[. On
définit une application ¢ : [0, 1[— 272(N) de la fagon suivante : si r € [0, 1[, r posséde une développement
binaire et un seul, soit 0,e9e1---€, -+ qui ne doit pas formé exclusivement de 1 a partir d'un certain
rang.

On pose ¢(r) = {n € N; &, = 0}. On montre aisément que ¢ est injective et que I'image de ¢ est
I'ensemble 22, (N) des parties infinies de N. Il en résulte que [0, 1] est équipotent a Z2 (N).

Or 2, (N) est obtenu en retranchant de 22(N) un ensemble dénombrable (I'ensemble des parties
finies de N) donc (théoréme 4.2.4) 22, (N) est équipotent a Z2(N). C.Q.ED.

THEOREME 4.2.6
R, 92(N)"* sont équipotents a R pour tout n € N.

On montre d’abord que 22(N)? est équipotent & 22(N) : soient A, B deux ensembles dénombrables
disjoints. 1l est clair que 22(N) est équipotent a 22(A), 2(B), 2#(AU B) (car AU B est aussi dénom-
brable). Or, se donner une partie de AU B revient a se donner une partie de A et une partie de B, donc
P(A) x 2(B) ~ (AU B). Il en résulte que 22 (N)? ~ 2 (N).

Il en résulte que R? est équipotent a R. On montre alors immédiatement par induction sur n, que
R"” ~R pour tout n € N C.Q.ED.
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Définition. On dit qu'un ensemble a la puissance du continu s’il est équipotent a R.

Les ensembles infinis rencontrés jusqu'’ici se rangent en deux classes : ceux qui sont dénombrables,
ceux qui ont la puissance du continu. Nous allons voir qu'il existe des ensembles infinis qui ne se
rangent dans aucune de ces classes. Pour pouvoir comparer entre-eux les divers ensembles infinis on
introduit la définition suivante :

Définition. On dit que le cardinal (ou la puissance) de I'’ensemble E est inférieur ou égal a celui de F
sil existe une injection de E dans F. On écrit alors E < F.

On a immédiatement les propriétés suivantes :

— Sifsl?etl?s_a, alorsl__:“sg

— Si E~ Falors E < F et F < E. La réciproque est vraie (mais non évidente) et sera démontrée un

peu plus loin (théoréme 4.2.8 de Cantor-Bernstein).
—Sifsﬁetﬁsﬁ,alorsExE’stF’ .
— Si E et E' sont des ensembles disjoints, ainsi que F et F', et siE<FetE < F, alorsEUE'<FUF'.

THEOREME 4.2.7 .
Soient E et F deux ensembles tel que E # @. Alors E < F si et seulement s'il existe une surjection de F sur
E.

Si E < F, on a une injection f : E — F. Comme E # @, on prend a € E, on définit g : F — E en posant
g(y) =le seul élément x de E tel que y = f(x) s’il existe; g(y) = a sinon. Alors g est une surjection de F
sur E.

Inversement, soit g : F — E, surjective. D’aprés I'axiome du choix, il existe une application ¢ :
9 (E) — E telle que ¢(X) € X pour toute partie X non vide de E. On définit alors f : E — F en po-
sant f(x) = (p(g’l({x})) (g’l({x}) ={y e F; g(y) = x} est non vide puisque g est surjective). Alors f est
une injection de E dans F. C.Q.ED.
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THEOR

1E ME 4.2.8 (CANTOR-BERNSTEIN)
SiE<

et F <E, alors E est équipotent a F.

=l

Ce théoréme justifie qu'on emploie a partir de maintenant la notation E = F au lieu de E ~ F. Le
symbole < se comporte alors comme une relation d’ordre.
Pour montrer le théoreme, il suffit de montrer le lemme suivant :

LEMME 4.2.9
Si AcE, ets’il existe ¢ : E — A injective, alors A~ E.

(Théoreme 4.2.8.) En effet, en admettant le lemme, considérons deux ensembles E, F tels que E<Fet

F <E.Onadonc deux injections f: E— Fet g: F— E.Si Ac E est'image de g, F est équipotent a A.
Or go f estune injection de E dans A. D’apres le lemme 4.2.9, E est équipotenta A, donca F C.Q.ED.

(Lemme 4.2.9.) Pour chaque x € E, on définit par induction ¢" (x) pour tout n € N :

) =0
(pn+l(x) — (p((pn(x))

On désigne par B 'ensemble des éléments de E de la forme ¢ (x), n décrivant N et x décrivant E— A
(on obtient cet ensemble a 'aide de 'axiome de compréhension: B={ye€ E; ilexiste xe E— Aetne
N tels que y = @™ (x)}).

Evidemment, B > E— A (puisque ¢°(x) = x. De plus ¢ envoie B dans B et comme ¢ est une injection
de E dans A, on voit que la restriction ¢p de ¢ a B est une injection de B dans Bn A.

En fait, tout élément de BN A est atteint par ¢ :siue BnA,onau=¢"(x),xe E— A;doncn#0
(sinon u ¢ A) soitn=p+1etu=@), v=¢P(x)donc v e B. On a ainsi montré que ¢p est une bijection
de Bsur Bn A.
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Donc B est équipotent a BN A. Il en résulte que (E — B) U B est équipotent a (E — B) U (BN A) (car
E - B et B sont disjoints ainsi que E — B et BN A).

Comme (E—-B)UB = E on aura le résultat cherché si on montre que (E-B)U(BNA) = A.Or B> E-A,
donc E-Bc Aetcomme BNAc A,ona (E—B)uU(BnA) c A. Inversement, si x € A, ou bien x € B d’ou
x€ AnB,oubienx¢Betxe E—B.Donc(E-B)U(BnA)>A. C.Q.ED.

A titre d’application du théoreme de Cantor-Bernstein, notons le théoréme suivant :

THEOREME 4.2.10
LensembleNN des fonctions définies sur les entiers a valeur entieres a la puissance du continu.

Si, a chaque partie de N, on associe sa fonction caractéristique, on obtient une injection de 22(N) dans
NN,

D’autre part, une fonction f : N — N est un ensemble de couples d’entiers donc NN c 92(N?). Comme
P (N?) est équipotent a 22(N) (puisque N? est dénombrable) on en déduit une injection de NN dans
2(N).

D’apres le théoreme de Cantor-Bernstein, NV est équipotent a 2(N). C.Q.ED.

On dira que I'ensemble E a une puissance strictement inférieure 2 celle de F (ce qu’on écrit E < F)

si E < F et E # F. Autrement dit, s'il existe une injection de E dans F mais pas d’injection de F dans E.
Par exemple, R a une puissance strictement supérieure a celle de N.

Le théoréeme suivant montre que , pour tout ensemble, il en existe un de puissance strictement
supérieure.

THEOREME 4.2.11 (CANTOR) —
Pour tout ensemble E, 2?2 (E) > E.

Lapplication x — {x} de E dans 22(E) est injective. Donc E<® ).

Si f est une bijection de E sur &2(E), on définit X € 22(E) en posant X = {x € E; x ¢ f(x)}. Alors il existe
X € E tel que f(xp) = X. Par définition de X on a xp € X © xp & f(xp) soit xg € X © xp ¢ X ce qui est une
contradiction. C.Q.ED.
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Chapitre 5

Le théoreme de Zorn.

Grace au théoreme de Cantor-Bernstein, on a montré que les notations E < F et E = F (qui, rappelons-
le, signifient respectivement « il existe une injection de E dans F » et « il existe une bijection de E sur
F ») se comportent comme une relation d’ordre, c’est-a-dire :

=3
< 5) =
11 serait maintenant intéressant de montrer qu'on peut comparer les puissances de deux ensembles

quelconques. Autrement dit : étant donné deux ensembles E et F, ou bien E < F ou bien F < E. Ce ré-
sultat sera obtenu comme application d'un théoréme trés important de théorie des ensembles attribué
aZorn.

5.1 Théoreme de Zorn.

THEOREME 5.1.1 (ZORN)
Soit E un ensemble ordonné qui a la propriété suivante : tout sous-ensemble de E qui est totalement
ordonné a un majorant. Alors E a un élément maximal.

Rappelons que, si E est un ensemble ordonné et X une partie de E, un majorant de X est un élément
m de E tel que m = x pour tout x € X. Si, de plus, m ¢ X, on dit que m est un majorant strict de X.

Un élément maximal de E est un élément a de E qui n'a pas de majorant strict (pour aucun x de E,
onnax>a).

Avant de prouver le théoréme de Zorn, donnons I'application indiquée a la comparaison des puis-
sances de deux ensembles.

THEOREME 5.1.2
Quels que soient les ensembles E, F, il existe ou bien une injection de E dans F, ou bien une injection de
F dansE.

(Théoreéme 5.1.2.) Soit & I'ensemble des applications f injectives donc le domaine est une partie Ay de
E etl'image une partie By de F. On met sur & une relation d’ordre en posant :

f<ge(ArcAg et festlarestrictionde ga Ay)

autrement dit, f < g si et seulement si g est un prolongement de f.

Lhypothese du théoreme de Zorn est alors satisfaite : en effet, soit Z une partie de & totalement
ordonnée. On pose A = Urcq Ay et on définit une fonction ¢ de domaine A en posant pour chaque
X€EA:

@(x) = f(x) pour n'importe quel € & tel que x€ Ay .

29
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En effet, si x € Ay Ap, avec f, f' € Z, comme & est totalement ordonné on a par exemple f < f7,
donc f(x) = f'(x)); ¢ est le prolongement commun de tous les éléments de &', donc est un majorant
de &.

Soit fp: Ag — Bp un élément maximal de &; il en existe d’apres le théoreme de Zorn. Si Ag = E, fy est
une injection de E dans F. Si By = F, fo‘1 est une injection de F dans E.

Supposons alors que Ay # E, By # F. On prend xp € E — Ag, y € F— By et on définir gy : Ag U {xp} —
By U {yp} comme le prolongement de f qui donne a xj la valeur y,. On a alors gy € & et gy > fp ce qui
contredit la maximalité de fj. C.Q.ED.

Démonstration du théoreme de Zorn.

Soient E un ensemble ordonné, X une partie de E. Si’ensemble des majorants de X a un plus petit
élément, on I'appelle borne supérieure de X et on le désigne par sup(X). De méme, si I'’ensemble des
minorants de X a un plus grand élément, on 'appelle borne inférieure de X et on le désigne par inf(X).

Un élément minimal de X est par définition, un élément de X qui n’a pas de minorant strict dans X.

Une partie de E qui est totalement ordonnée est appelée une chaine de E. Deux éléments x, y de E
sont dits comparablession a x < y ou y < x. Une chaine de E est donc une partie de E dont les éléments
sont deux a deux comparables.

On montre d’abord ce théoreme.

THEOREME 5.1.3
Soit E un ensemble ordonné ayant les propriétés suivantes :

— toute chaine de E a une borne supérieure;

— si x € E a un majorant strict, l'ensemble des majorants stricts de x a un élément minimal.
Alors E a un élément maximal.

Onraisonne par I"absurde, en supposant que tout élément de E a un majorant strict. En utilisant 'axiome
du choix, on considere une fonction f : 2(E) — E telle que f(X) € X pour toute partie non vide X de E.

Pour chaque x € E, soit M, I'ensemble des majorants stricts minimaux de x. Par hypothese My # @
pour tout x € E.

On définit 'application p : E — E en posant u(x) = f(M,). il en résulte que p(x) est un majorant
strict minimal de x; autrement dit, x < u(x) et,si ye Eesttel que x < y < p(x),ona x =y ou y = pu(x).

Soit & I'ensemble de toutes les parties X de E ayant les propriétés suivantes :

— si Y c X est une chaine, alors sup(Y) € X;

— sixeX,ux)eX.
On désigne par Xp l'intersection de tous les X € &, qui est non vide car E € & . On vérifie immédiate-
ment que Xp € &'; Xp est donc le plus petit élément de & (c’est-a-dire qu’il est inclus dans tout élément
de ).

Si on montre que Xy est une chaine, on aura la contradiction cherchée : en effet, d’apres les pro-
priétés définissant les éléments de &', on aura alors sup(Xy) = a € Xy d’out y(a) € Xp. Or u(a) est un
majorant strict de sup(Xp), donc de Xj et ne peut étre élément de Xj.

Soit x € Xy, x étant comparable a tout élément de Xy ; alors pour toutye Xoonay < x ouy = u(x).

Soit X ={y€ Xp; y <xouy=pu(x)}. Onmontre que X €  etdonc X > Xp, ce qui est le résultat cherché.

En effet, soit Y c X, Y étant une chaine. Si tout élément de Y estinférieur ou égala x onasup(Y) < x,
donc sup(Y) € X; si 'un des éléments de Y est supérieur ou égal a u(x), on a sup(Y) = p(x), donc
sup(Y) € X.

Soit y € X.
— Siy=pu(x),onap(y)>y=pu(x),donc u(y) € X.
— Si y < x, on remarque que p(y) € Xp (car y € Xp) donc p(y) est comparable a x; si yu(y) <xona
M eX;sip(y)=x,onay<x<pu(y) etdonc y=xoux=pu(y. Donc u(y) = u(x) ou u(y) = x.
Dans les deux cas p(y) € X.
On a ainsi montré que :
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si x € Xo est comparable a tout élément de Xy, il en est de méme de p(x).

Soit alors Z = {x € X ; x est comparable a tout élément de Xp}. On a donc x € Z = u(x) € Z. D’autre
part, soit Y une chaine incluse dans Z et u € Xp. Tout élément de Y est comparable a u. Si y < u pour
tout y€ Y onasup(Y) < u.Sil'undes y € Y vérifie y = u on a sup(Y) = u. Dans les deux cas, sup(Y) est
comparable a u. Comme u est un élément quelconque de Xy, on asup(Y) € Z.

Finalement, on a montré que Z € & donc Z > Xj. Cela prouve que tous les éléments de Xj sont
comparables, autrement dit que X est une chaine. C.Q.ED.

THEOREME 5.1.4 (HAUSDORFF)
Soit C un ensemble ordonné. Alors I'ensemble des chaines de C (ordonné par inclusion) a un élément
maximal.

Soit E 'ensemble des chaines de C. Il suffit de prouver que E satisfait aux hypotheses du théoreme
précédent.

Soit X c E une chaine de E, donc si A,B € X A et B sont des chainesde Cetona Ac Bou Bc A.il
est alors immédiat de voir que e x A est une chaine de C qui est la borne supérieure de X.

Soit A € E, A ayant un majorant strict B. On a donc A < B, A # B, A,B étant des chaines de C. On
choisit a € B— A; alors AU {a} est un majorant strict minimal de A. C.Q.ED.

On peut alors montrer le théoréme de Zorn (théoreme 5.1.1) :

Soit E un ensemble ordonné, dont toute chaine est majorée. Soit A < E une chaine maximale de E
(obtenue a 'aide du théoreme précédent). A a un majorant a € E. Si a n’est pas maximal, on prend
beE, b> a.Alors b ¢ Aet Au{b} est une chaine qui contient strictement A, ce qui est impossible. Donc
a est maximal. C.Q.ED.

5.2 Applications du théoréme de Zorn.

Les théoremes suivants, qui sont des applications du théoreme de Zorn, permettent d’évaluer la
puissance de la réunion et du produit de deux ensembles infinis.

THEOREME 5.2.1
Soient E,, E, deux ensembles équipotents a un ensemble infini E. Alors

=l

E\UE; =

Supposons d’abord Ej, E, disjoints. On prend des bijections f; : E — Ej, f>: E — E». Pour chaque partie
X de E, on désignera par X; (resp. X) 'image de X par f; (resp. f2).

Soit & 'ensemble des bijections ¢ : X — X; U X;, X décrivant 2(E). Si ¢, ¥ € & on pose ¢ < siy
est un prolongement de ¢.

L ensemble & est alors ordonné, non vide; car E est infini, donc il y a une partie dénombrable X,
alors X; et X» sont dénombrables aussi, donc aussi X; U X» et il existe une bijection de X sur X; U X».

Lensemble & satisfait 'hypotheése du théoreme de Zorn : en effet si & est une partie totalement
ordonnée de &, on voit aisément que les ¢ € Z ont un prolongement commun qui est un majorant (et
méme la borne supérieure) de &'

Soit alors 1 : A — Aj; U Az un élément maximal de . Comme p est bijective, on a A=A UA,.
On va montrer que E — A est un ensemble fini, donc aussi E; — Ay, E» — Ay. 1l en résulte, d’apres le

théoréme 4.2.4, que E=A, E UE, = A U A, d’oli le résultat cherché.

Supposons que E — A soit infini et soit D une partie dénombrable de E — A. On pose B= Au D; on
a By = A;UD, B, = A2 UD,. Comme D, D; et D, sont dénombrables, il existe une bijection v: D —
D1 U D;. La fonction u’ : B — By U By, égale a usur A eta v sur D est bijective, donc p € & et ' est un
majorant strict de u ce qui est une contradiction.

Le cas ou E) et E, ne sont pas disjoints est conséquence du corollaire suivant. C.Q.ED.
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COROLLAIRE 5.2.2 . _ —
Soient Ey, ..., E, des ensembles tels que Ey = E», Ey = Es, ..., Ey = E,, , E; étant infini. Alors :

ElUE,U---UE, =E; .

Onle montre d’abord lorsque 7 = 2. On choisit un ensemble E} équipotent a E et disjoint de E;. D’aprés
le théoreme précédent E; U E;, est équipotent a Ej.
Comme E; < E_é = F,, il existe une surjection de Eé sur E», donc une surjection de E; U Eé sur E;UE,.

Donc E; UE <E1UE;_=E_1.

Comme E; < E; UE, de facon évidente, on a bien E; U E, = E.
On montre alors aisément le résultat par induction sur n. C.Q.ED.

THEOREME 5.2.3 _
Soient E un ensemble infini, Ey, E» deux ensembles équipotents a E. Alors E = E} x E5.

On choisit deux bijections fi : E — E1, f>: E — E5; pour chaque partieX de E, on désignera par X; (resp.
X,) 'image de X par fj (resp. f2).

Soit & I'ensemble des bijections ¢ : X — X; x X, (X décrit 'ensemble des parties de &).Si g, y € &
on pose ¢ < ¥ si ¥ est un prolongement de ¢.

Lensemble & est alors ordonné non vide, car & étant infini, il a une partie dénombrable X, alors X,
X, sont dénombrables aussi, donc aussi X; x X et il existe une bijection de X sur X; x X».

Lensemble & satisfait 'hypothese du théoreme de Zorn : en effet si & est une partie totalement
ordonnée de &, on voit aisément que les ¢ € & ont un prolongement commun qui est un majorant de
Z.

Soit alors p: A — A; x A2 un élément maximal de &. Comme p est bijective, on a A=A xA,.On

va montrer que E— A < A. Il en résultera que E = (E — A) U A = A (théoréme précédent). Donc A= A; =

‘A, =E, =E, = E. Comme A = A] x Ay, on aura bien montré queE =E; x Es.

Supposons alors que E — A = A. Il en résulte qu'il existe Bc E— A, B= A. On a alors :
BicE1— Ay, BocE— Ay
doncsionpose C=AUB,ona:
C1xCor=(A1 xA2)U(A]; xBo) U(A2 x B1)U (B x B>) .

Les ensembles A, A;, Ay, Ay x A, B, B, sont équipotents. Donc ils sont aussi équipotents a A; x By,
A2 X Bl, B1 X Bg.

D’apres le théoréme précédent, ils sont aussi équipotents a (A; x B2) U (A2 x B1) U (B1 x By). Soit alors
v une bijection de B sur ce dernier ensemble. La fonction y’ de domaine C qui est égale a u sur A, et a
v sur B est donc une bijection de C sur C; x C,. Donc u’ € & et ¢’ est un majorant strict de u ce qui est
une contradiction. C.Q.ED.

COROLLAIRE 5.2.4 o o
Soient Ey, ..., E, des ensembles non vides tels que E| = E,, E = Es, ..., Ey = E,, , E) étant infini. Alors

EyxEyx---xE,=E] .

On le montre par induction sur 7z : en admettant le résultat pour n—1,ona Ey x E» x---x E_1 = E.
Donc

Eyx--xE,=E1xE,<E; xE; (puisqueE:nsEl).

Donc E; x---x E < E. Linégalité inverse est évidente (parce que Ey, ..., E, sont non vides). C.Q.ED.
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