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Chapitre 1

Modeles de calcul

AVERTISSEMENT : version préliminaire des notes du cours fondamental 2, susceptible de corrections et
d’ajouts.

Lobjet de cette partie est de préciser les notions d’effectivité en mathématiques en proposant plu-
sieurs modélisations de la notion de fonction et d’ensemble calculables. On va introduire essentielle-
ment trois modeles différents, a savoir :

— la définition de Kleene des fonctions calculables : les fonctions p-récursives;
— les fonctions calculables par machines a registres;
— les fonctions calculables par machines de Turing.

On montre ensuite que ces trois approches de la calculabilité (il en existe bien d’autres), qui a priori
mettent en jeux des notions de ressources différentes, menent a des notions de fonction calculable
équivalentes. Les notes se poursuivent ensuite par une introduction aux résultats de base de la théorie
de la calculabilité.

La premiere approche présentée est celle des fonctions u-récursives. Les objets de référence sont
les fonctions sur les entiers naturels. On considere dans ce cadre qu'une fonction est calculable si elle
appartient a un certain ensemble de base (fonctions constantes, successeur, ...) ou si elle peut étre obte-
nue a partir de 'ensemble de fonctions de bases par composition, définition par récurrence ou d’autres
schémas que I'on détaillera. Ces fonctions sont intuitivement calculables, mais, contrairement aux dé-
finitions que I'on verra ensuite, le calcul reste implicite. Cette approche élégante, fournit un intermé-
diaire commode pour montrer que les diverses notions de fonctions calculables sont équivalentes. Mais
la formalisation du calcul devient tres vite indispensable pour prolonger1’étude. Il s’avere que n'importe
quel modéle de calcul convient et conduit aux mémes résultats, pourvu qu'il soit suffisamment riche.

Les fonctions récursives primitives sont essentiellement les fonctions qui se calculent par récur-
rence sur un argument entier, et les composées de celles-ci. Elles ont été introduites dans les années
1920, et les mathématiciens se sont rendu compte assez vite qu’elles ne pouvaient représenter toutes
les fonctions calculables (Ackermann, 1926), méme si « beaucoup » de fonctions calculables « usuelles
» sur les entiers sont récursives primitives.

Conventions et notations

Dans le contexte de la calculabilité, les entiers considérés sont les entiers naturels. Les fonctions
étudiées sont des fonctions a un ou plusieurs arguments entiers et a valeur entiere, ce qu'on ne précisera
pas toujours. Dans un tout premier temps on ne s’occupe que de fonctions partout définies sur NF pour
un certain k. Ensuite, on s’intéressera aux fonction partielles, définies sur une partie de NF,

Par commodité, un vecteur de parametres (x1,..., Xp) sera parfois noté x suivant les situations. On
parle d’arité pour désigner le nombre de parametres des fonctions et relations.
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1.1 Fonctions récursives primitives

Définition 1.1.1 L'ensemble des fonctions récursives primitives est le plus petit sous-ensemble de 'en-
semble des fonctions a plusieurs arguments entiers a valeurs entieres (Uyen* NNk) qui satisfait les condi-
tions suivantes :
i. il contient la fonction nulle Ax.0 : N — N, la fonction successeur s : N — N et les projections pf :
NK = N (1 < i < k), définies par pf(xl,...,xk) =Xx;;
ii. il est clos par le schéma de composition :
sih:NP —N,etgi,...,gp: N" — N sont récursives primitives, alors f : N — N définie par
fxa,..,xp) = h(g1(x1,..., Xn), ..., &p(X1,..., X)) est récursive primitive.
iii. il est clos par le schéma de récurrence primitive :
si g:NP — N et h:NP™2 — N sont récursives primitives, alors f : NP*! — N est récursive primi-
tive, f définie par :
flay,...,ap,0) = glay,..., ap)
flay,...,ap,x+ 1) =h(ay,...,ap,x, f(ai,...,ap,x)).
On parlera de définition récursive primitive d'une fonction, pour une définition de la fonction qui utilise
ces trois clauses.

Un prédicat P sur N¥, respectivement un sous-ensemble E de N, est un prédicat récursif primi-
tif, respectivement un sous-ensemble récursif primitif, quand sa fonction caractéristique est récursive
primitive.

On rappelle que la fonction caractéristique d'un ensemble est définie par y4(x) =1sixe€ Aet y4(x) =0
sinon; la fonction caractéristique d'un prédicat est celle de I’ensemble des uples pour lesquels le prédi-
cat est vrai.

Plus généralement on dira d'un sous-ensemble de Uyen> NV qu'il est clos par opérations récursives
primitives s'il satisfait les trois clauses i, ii et iii ci-dessus, sans étre nécessairement le plus petit. Intui-
tivement, 'ensemble de toutes les fonctions calculables, doit étre clos par opérations récursives primi-
tives. Ceci sera démontré quand nous aurons une caractérisation satisfaisante de la notion de fonction
calculable.

1.1.1 Exemples de fonctions récursives primitives

Fonctions constantes Pour n € N, on note s” la fonction successeur composée n fois. La fonction

constante ¢, : N — N telle que ¢, (x) = n se définit par ¢, (x) = s"(1x.0(x)), en utilisant donc n fois le

schéma de composition.

Addition, multiplication, exponentiation Une définition par récurrence de I'addition est :

x+0=xetx+(y+D)=x+y) +1.

et cette définition est récursive primitive. De facon plus explicite, la fonction + : N? — N est définie par

+(x,0) = pi(x) et +(x,y+1)= s(pg (x,y,+(x,y))) .

Laddition est bien obtenue a partir des fonctions initiales p%, pf, pg‘, s, d'une occurrence du schéma
de composition, et d'une occurrence du schéma de récurrence primitive.

De méme la fonction multiplication x : N> — N, définie par récurrence par
x-0=0etx-(y+)=x+x-y
est aussi récursive primitive :
x(x,00=0 et x(x,y+1)=+ (p:f (x,3,+(x, 1), P53 (%, 3, X(x,y)))
ainsi que la fonction d’exponentiation définie par

X=let ¥ '=xx.
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Exercice 1 Montrer plus formellement qu la fonction d’exponentiation est récursive primitive.

Les appels a certaines des variables d’entrée se traduisent systématiquement par des appels aux fonc-
tions de projections, les appels a des constantes se traduisent par composition de fonctions de projec-
tion et de fonctions constantes. Dorénavant on n’effectue plus systématiquement cette traduction, et
on se contente d'une justification analogue a celle donnée pour la fonction d’exponentiation.

Définitions par récurrence primitive de fonctions a un argument Le schéma de récurrence primitive
donné en définition ne permet pas de définir directement des fonctions a un argument. Cependant, on
montre facilement qu’il s’étend par :

iiig SibeN, h:N? — N est récursive primitive, alors f est récursive primitive, f : N — N définie par

fO=b
fx+1)=hx, f(x).

En effet il suffit de définir par récurrence primitive une fonction auxiliaire aux : N> — N, avec un second
argument inutile :

aux(a,0) = cp(a) et aux(a,x+1) = h(pg (a,x,f(x)), P} (a, x,f(x))) ;fo) = aux(p%(x),p}(x)).
Par exemple la fonction factorielle définie par
Ol=1let (x+D!'=(x+1)-x!

est récursive primitive en suivant iiip. Ce schéma est utilisé au paragraphe suivant pour les fonctions
de signe et le prédécesseur.

Signe, prédécesseur, soustraction Les deux fonctions de signe sg et sg qui suivent sont récursives
primitives

sg(0)=0 et sg(x+1)=1; sg(0)=1 et sg(x+1)=0

(sg(x+1) = c1(p(x,58(x))).
Les fonctions récursives primitives sont partout définies. On définit un prédécesseur nul en 0 et une
soustraction tronquée :

pred(0) =0 et pred(x+1)=x; x~-0=x et x = (y+1) =pred(x = y).

avec pred(0) =0 et pred(x +1) = pf (x,pred(a, x)).

Des quel’on a une définition par récurrence sur un argument a partir de fonctions récursives primitives,
la fonction obtenue est récursive primitive. Cette restriction aux récurrences a un argument ne peut
étre levée en toute généralité : on verra qu'il existe des fonctions comme la fonction d’Ackermann (voir
1.2.2 page 14) qui se définissent par récurrence double et ne sont pas récursives primitives. Ainsi une
définition naturelle de la fonction — par récurrence double est

“(x+Ly+1)==(xy), ~(x,00=x et =(0,)=0.

cette définition induit manifestement un calcul de la fonction =, qui est d’ailleurs assez naturel et plus
efficace, mais elle ne met pas en évidence que cette fonction est récursive primitive (voir cependant
I'exercice 10 page 12).

Comparaison Les prédicats de comparaison <,=,<,>,=,# sont récursifs primitifs, c’est-a-dire que
leurs fonctions caractérisques le sont. En effet: - (x, y) = sg(x = ), x<(x, y) =sg(x - y),etdonc y=(x,y) =
Sg(x = ¥)-58(y = 1), x#(x, ) =58 (x=(x, ).
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1.1.2 Propriétés de clotures

Au dela de la définition, ’ensemble des fonctions récursives primitives, et plus généralement tout
ensemble clos par opérations récursives primitives, satisfait un grand nombre de propriétés de cloture.
On a déja vu la définition par récurrence primitive des fonctions a un argument. On en détaille quelques
autres ci-dessous. Pour simplifier I'expression elles sont données pour les fonctions récursives primi-
tives, mais en fait valides pour n'importe quel ensemble de fonctions clos par opérations récursives
primitives.

Définition par itération On peut ne pas utiliser tous les arguments dans la récurrence. Par exemple
I'addition et la multiplication utilisent le schéma de définition par itération qui est de la forme

fGoO=g@et f&y+D=h(x fX).

On montre facilement que les fonctions définies ainsi sont récursives primitives.

Sommes et produits bornés Si f de NP*! — N est une fonction récursive primitive, les fonctions g et
h de NP*1 — N définies par

y y
g, xp, )= X1, xp,0) €t R(x1,..,xp, ) =[] f(x1,..0, Xp,0)
i=0 i=0

sont récursives primitives. Par exemple pour la somme on a bien :
g(x,0=f(x,0) et gx,y+1)=fXy+D+gXy)

(c’est une définition par récurrence primitive qui n’est pas une définition par itération).

Opérations logiques L'ensemble des prédicats récursifs primitifs d’arité quelconque est clos par opé-
ration booléennes (conjonction, disjonction, négation). Ainsi, si A et B sont des prédicats récursifs pri-
mitifs, alors le prédicat défini par P(x,¥) A Q(X,2), de fonction caractéristique xp(x,¥) - xo(X,%)), est
récursif primitif. La fonction sg permet d’obtenir la négation, et donc la disjonction.

Opérations ensemblistes Les résultats précédents se traduisent immédiatement de facon ensem-
bliste : la classe des sous-ensembles récursifs primitifs de N”, p fixé, est close par intersection, réunion
et passage au complémentaire. La classe des ensembles récursifs primitifs est close par produit carté-
sien.

Définition par cas Soient f et g deux fonctions récursives primitives et A un ensemble récursif primi-
tif, alors la fonction / suivante est récursive primitive :

h(x) =f(x)sixeA
h(x) = g(x) sinon.

1l suffit de remarquer que h(X) = f(%)-y (%) + f (X)- iy 4 (X). Plus généralement, si Ay, ..., A, sont des en-
sembles récursifs primitifs deux a deux disjoints et fi, ..., fu, g des fonctions récursives primitives alors
la fonction h suivante est récursive primitive :

h@® = fi@siTeA
h® =hH@siTeA

h(x) =fu(x)sixe A,
h(X) =gX@six¢ AjUu---UA,.
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Minimisation bornée Soit 2 une fonction récursive primitive. Une fonction f est obtenue par schéma
de minimisation bornée a partir de h si elle est définie par :

f(x1,...,xp,y) = lepluspetit entier 7 < y tel que h(xy,...,xp, 1) =0 s'il existe un tel entier,
flx1,...,xp,y) = O¢iln’existe pas de tel entier.

On note ainsi 'opération de minimisation bornée :
fe,y=pt=<ylh 1)=0].
La fonction f ainsi obtenue est récursive primitive. En effet :

f@0) =0
fEy+D = sg(hE0) (f&y+5E(f&E ) -5E(hE y+D)-(y+1)

Par composition, si k est récursive primitive, alors f définie par f(x) = ut < k(x).[h(x, ) = 0] est aussi
récursive primitive.

Quantifications bornées Si P est un prédicat récursif primitif alors les deux prédicats P, et P, définis
comme suit sont récursifs primitifs :

Pexy...xpy=3z<yPx1..xpy
Pyxy.xpy=VzsyPx1..xpy .

En effet
xp. X, y) =sg(X)_  xp(X, 2)
xe, &) =Ty xp & 2)

Par composition avec les fonctions de projections, les prédicats (dépendants des mémes variables que
P)

dz=x; PX1...Xp

Vz=xiPx1..xp .

sont aussi récursifs primitifs. Plus généralement, on montre par composition que les prédicats

Jz< f(X) PX
Vz< f(%) PX

sont récursifs primitifs des que le quantificateur est borné par une fonction récursive primitive f.

Comme annoncé en introduction, les propriétés de cloture de ce paragraphe se généralisent évi-
demment a tout ensemble de fonctions arithmétiques clos par opérations récursives primitives, puisque
seul cette partie de la définition des fonctions récursives primitives a été utilisée.

Exercice 2 Montrer que les sous-ensembles finis et cofinis des N, k € N, sont récursifs primitifs.

Exercice 3 On avu que 'ensemble des prédicats récursifs primitifs d’arité quelconque est clos sous les
opérations booléennes (conjonction, disjonction, négation), (voir page 6). Détailler la démonstration et
en déduire que la classe des ensembles récursifs primitifs est close par réunion, intersection, produit
cartésien et passage au complémentaire.

1.1.3 Prédicats définissables au premier ordre par quantification bornée

On considere ici un sous-ensemble de prédicats récursifs primitifs qui contient la plupart des prédi-
cats arithmétiques naturels. Appelons Z le plus petit ensemble de prédicats sur les entiers contenant les
singletons, les prédicats d’addition, de multiplication et clos par opérations booléennes et quantifica-
tion bornée par un polyndme. En d’autres termes un prédicat R(xy, ..., X;) est dans Z s'il est définissable
dans N par une formule du premier ordre sur la signature (0,s, +, x) et dont toutes les quantifications
sont bornées par un terme du langage.
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Tout prédicat de Z est récursif primitif, d’apres les propriétés de cloture déja démontrées, La classe
Z fournit un moyen simple de montrer que certains prédicats sont récursifs primitifs, simplement en
donnant leur définition logique. Par exemple, un nombre p est premier s’il satisfait :

p estpremier = p=2AVx<pVy<p (x-y=p—(x=1vx=p)).

De méme, x divise y, noté x|y s’écrit: x|y =3z < y x- z = y. De facon générale, la plupart des prédicats
arithmétiques naturels sont dans %.

Il n'y a pas de raison particuliere de restreindre les opérations de la signature au successeur, a I’addi-
tion et a la multiplication : on peut y ajouter n'importe quel fonction ou prédicat dont on sait déja qu'’il
et récursif primitif.

Enfin, en utilisant la cloture par minimisation bornée et par récurrence primitive on montre a partir
de I'exemple précédent que la fonction p : N — N qui a n associe p(n) (noté p,,) le n + 1-eme nombre
premier est bien récursive primitive (p, = 2, p; = 3, ...). Il suffit de remarquer que la démonstratin clas-
sique d’Euclide du fait qu’il y a une infinité de nombres premiers permet de montrer que le n + 1-eme
nombre premier est borné par p,!+ 1. Or on a vu page 5 que la factorielle est récursive primitive. La
définition de p se fait alors par récurrence :

p0) =2 et p(n+1)=pux<p(n)!+1.[x est premier A x>p(n)].

Exercice 4 (division euclidienne) Montrer que les fonctions quotient : N2 - N (quotient de la division
de n par p), reste : N> — N (reste de la division de n par p) sont des fonctions récursives primitives.

1.1.4 Premiers codages

Les parametres des fonctions récursives pri- 20
mitives sont des entiers, et ce sera encore le cas r —e— La bijection de Cantor @ :NxN— N
pour les diverses notions de fonctions calculables
que nous allons étudier. Il est cependant bien évident 4 19

que la notion de calcul dépasse de loin ce cadre
restreint. Dans un sens, un modele de calcul gé-

néral doit pouvoir prendre en entrée des objets NG 18 |
finis de natures tres différentes : nombres autres 13

qu’entiers, mots sur un alphabet fini, structures

algébriques finies, graphes, hypergraphes, arbres,... e 12 17 |

La notion de calcul a intuitivement un sens dans
tous ces contextes. De méme, clairement, les fonc-
tions calculables doivent pouvoir, a travers une 18 S 7 11 16 |
représentation finie (les programmes qui les cal-
culent) étre considérées comme des parametres
valides d’autres fonctions calculables. 08 ol o ¢
Dans cette section, on va montrer comment : ? n
représenter al’aide d’entiers (on dira souvent « co-
der »), tout d’abord les couples et n-uplets, puis les listes — c’est-a-dire les suites finies — d’entiers. Ces
codages se manipulent par des fonctions récursives primitives, c’est-a-dire que les fonctions usuelles,
par exemple sur les listes (longueur, i-eme élément, sous-liste, etc) sont représentées par des fonctions
récursives primitives. De plus ces codages permettent d’établir de nouvelles propriétés de cloture pour
les fonctions récursives primitives, définition par récurrence en fonction d’'un entier strictement plus
petit (qui n'est pas nécessairement le prédécesseur) par exemple. La méthode utilisée pour les listes se
généralise a des structures plus complexes comme les arbres étiquetés, ce que I'on verra dans la partie
3.2.
La bijection de Cantor

e
&

Les codages qui suivent vont utiliser la bijection de Cantor a, de N x N dans N, définie par :

n+p

+p+1(n+
a(ﬂ,p)Z(Z i)+pzw+p
i=0
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Les propriétés utiles de a sont résumées dans le lemme suivant.

Lemme 1.1.2 (propriétés de la fonction de Cantor)
i. «a est bijective;
ii. a est récursive primitive;
iil. « est strictement croissante sur chacune de ses entrées;

iv. Pour tousentiersnetp, n< a(n,p) et p < a(n,p).

Démonstration. Pour obtenir I'injectivité, il suffit de remarquer que si n+ p < n’ + p’ alors a(n, p) <
a(n',p), puisquesin+p=n'+p' et p<p’,alors a(n, p) < a(n, p'). Pour la surjectivité : on obtient
I'antécédent d’un entier ¢ en prenant d’abord le plus grand entier s tel que Y.;_, i < ¢, puis en posant
p=c-Y; ,i,etn=s—p,onaalorsc=a(n,p).

L'addition et la somme des s premiers entiers est récursive primitive (voir page 6), d’ou le résultat
pour a par composition. Les deux dernieres propriétés sont immédiates. ]

L'application étant bijective, on peut définir deux projections m; et 7o vérifiant pour tout entier c et
tout couple d’entiers (n, p) :

a(m(c),m(c)) =c,
mi(a(n,p))=n

ma(a(n,p))=p
qui sont également récursives primitives. En effet :

T (xX)=pz<x.[3t=x alz 1) =x]

To(x)=put < x.[3z<x alz, t) = x].
On peut alors définir par récurrence sur k > 1 les fonctions a : N — N par:

ai(n)=n

Ars1(N1,.. 0, Npr1) = a(ny, ag(ng, ..., nge1)) (enparticulier s = a) .

k

Par récurrence sur k, chaque ay, k € N*, est une bijection. Les projections correspondantes, notées 7’
k 1

pour 1 < i < k sont définies par :

pourl<i<k, nf:nlonzo---onz; JTI]g:][zo“-oT[z (enparticuliern?znl etﬂ'%:ﬂfz).
—_—— —_——

i-1 k-1

Chacune des fonctions a, de méme que les projections nif , sont récursives primitives par composition.
On pose a(x1,...,Xg) = {x1,..., Xx) et on utilisera le plus souvent cette derniére écriture.

Cette famille de fonctions ne permet pas, telle quelle, de définir une bijection de '’ensemble des
suites finies vers N puisque précisément chacune de ces fonctions est bijective. Par exemple : @3(1,0,0) =
az(1,a2(0,0)) = a2(1,0). On va modifier un tout petit peu I'approche pour obtenir un codage bijectif des
suites finies, les listes de I'informatique.

Un codage bijectif des suites finies

Pour coder les suites finies d’entiers de taille arbitraire, ou listes d’entiers, on
utilise a nouveau le codage des couples. Le principe du codage est illustré par le

schéma ci-contre. Le code de la liste vide (noté []) est 0, le code d’une liste non vide . /7 N\ .
est donné par le couple constitué de premier élément de la liste et du code du reste ! AR

. . A A
de la liste, et ce couple doit étre non nul. np

La fonction cons : N> — N associe & x et y 'entier noté x:: y, elle est définie par :

xzy=1l+a(x,y) ng ]
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On obtient ainsi une fonction récursive primitive bijective de N> — N*. On appelle hd (pour head) et tl
(pour tail) les fonctions vérifiant :

hd(0) =0 tl(0) =0
hd(x:y)=x txuy) =y

La fonction liste de I'ensemble .% des suites finies d’entiers dans N est définie inductivemement, on
note [ao;...; a,] = liste((ag,...,a,)) :

[1=0
lao;...;an]l = ap::lay;...;ayl

La fonction liste est bijective : on démontre par récurrence sur I’entier [ que celui-ci posséde un unique

antécédent, en utilisant que a» est bijective. La fonction :: est récursive primitive (car a» l'est). Les fonc-
tions hd et tl sont récursives primitives :

hd=m,0opred et tl=mp0pred .

La fonction nthl qui a [ et i associe la suite codée par [ a partie du i + 1-eme élément (0 sinon), et la
fonction nth qui a [ et i associe le i + 1-eme élément de la suite codée par / (0 sinon), sont récursives
primitives :

nthl(/,0) =1 puis nth(Z,0)=0

nthl(l, i+ 1) = tl(nthl(l, 1)) nth(l,i+ 1) = hd(nthl(l, 7)) .

Ce codage bijectif des listes se généralise facilement a d’autres types de données inductifs !, par exemple
celui des arbres binaires étiquetés de la section 3.2.1 page 69 (utilisé pour la démonstration du premier
théoréeme d’incomplétude).

Récurrence primitive sur la suite des valeurs On peut souhaiter faire dépendre la récurrence non
seulement de la derniere valeur obtenue pour la fonction f mais de tout (ou partie) des précédentes.
On parle de récurrence sur la suite des valeurs. Lensemble des fonctions récursives primitives est clos
par le schéma de récurrence sur la suite des valeurs. Méme si elle fait appel au codage des listes introduit
ci-dessus, la proposition suivante est pour une large part indépendante du codage choisi.

Lemme 1.1.3 Soient g : NP — N et h : NP*2 — N deux fonctions récursives primitives, alors la fonction
f :NP*! — N suivante est récursive primitive :

f(al)--'rap;o):g(al,...,ap)
flay,...,ap,x+ 1) =h(ar,...,ap,x,[f(a,...,ap, X);...; f(a1,...,ap,0)]) .

Le calcul pour £+ 1 fait appel a la suite des valeurs précédentes, donc peut faire appel a n'importe quel
d’entre eux avec la fonction nth du paragraphe précédente.

Démonstration. Appelons f@x) = [f(@ x);...; f(@,0)]. On montre tout d’abord que f est récursive
primitive. En effet, f(a,0) = g(a) ::0 et

F@x+1)=f@x+1):f@x=h (a, X f@, x)) : f(@ x)
On a alors f (@, x) = hd(f(a, x)). n
On aura besoin des fonctions suivantes dans la suite.

Lemme 1.1.4 Les fonctions qui suivent sont récursives primitives.
1. la fonction mem fonction caractéristique de l'appartenance d’'un entier n a une suite codée par 1 ;
2. la fonction @ vérifiant que l@1' est le code de la concaténation des suites codées parl etl',;

3. la fonctionlen qui a un entier | associe la longueur de la suite codée par [ ;

1. Ces codages sont empruntés a KOMARA et VODA 1999
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Exercice 5 Démontrer le lemme précédent.

Exercice 6 (Codage des listes par décomposition en nombres premiers) Un autre codage des listes s’ap-
puie sur la décomposition en nombres premiers. On note . I'ensemble des suites finies d’entiers. Soit
p :N — N la fonction qui a n associe le n + 1-eme nombre premier noté p,,. Cette fonction est récur-
sive primitive. La fonction de codage des listes seq : ¥ — N associe a chaque suite de longueur finie
(x1,...,Xxx) la valeur suivante
k X,

Seq(xlr---yxk) = po . pfl . p;CZ e pkk’

avec la convention pour la suite vide (), seq() = 1.

1. Montrer que ce codage est injectif mais pas surjectif (il construit des nombres trés grands ce qui
le rendrait difficilement utilisable en pratique).

2. Montrer que la fonction de N*> — N qui a (x, ) associe I'exposant de p,, dans la décomposition
en facteurs premiers de x est récursive primitive.

3. En déduire que

3.a. il existe une fonction récursive primitive qui calcule le n-iéme élément d’'une suite repré-
sentée par x, quand x représente une suite de longueur supérieure ou égale a n (on ne se
préoccupe pas de la valeur de la fonction dans les autres cas);

3.b. il existe une fonction récursive primitive qui calcule la longueur de la suite codée par x,
quand x représente une suite;

3.c. La fonction caractéristique de 'ensemble des codes de suites ('ensemble image de la fonc-
tion seq) est récursive primitive.

4. Montrer qu'’il existe une fonction récursive primitive qui, a deux entiers seq(x1, ..., Xi) etseq(y1, ..., Yr)

codant des suites renvoie le nombre représentant la concaténation des deux listes seq(xy, ..., Xk, Y1, .--» Yh)-

Exercice 7 (Définition par récurrences mutuelles) Utiliser la fonction a (voir p 9) pour montrer que
siles fonctions gi,..., gk :N" = N, et hy,..., hy : N*+k+1l _ N sont récursives primitives, alors, les fonc-
tions fi,..., fi définies ci-dessous sont récursives primitives (on écrit @ pour ay, ..., a,).

fl(a)x+1):hl(a)xyfl(a,x))--'rfk(a)x))) fk(ﬁ,x+1):hk(ﬁ,x,fl(a,x),...,fk(ﬁ,x)).

Exercice 8 (récurrence sur les listes) Le but de I'exercice est de montrer que la définition par récur-
rence naturelle sur la structure de liste se code de facon récursive primitive.

1. Montrer que I'’ensemble des fonctions récursives primitives est clos par le schéma de récurrence
sur les listes (préciser pourquoi f est bien définie) : si g :NP — N et i : NP3 — N sont récursives
primitives, alors f:NP*! — N est récursive primitive, f définie par

f(aly---)apy[])=g(a1)---vap)
flay,...,ap,x:D)=h(ar,...,ap, x,1, f(ai,...,ap D).

et I'utiliser pour montrer que la fonction mem fonction caractéristique de I'appartenance d'un
entier n a une suite codée par [, la fonction @ vérifiant que /@[’ est le code de la concaténation
des suites codées par [ et I, 1a fonction len qui a un entier [ associe la longueur de la suite codée
par [, sont récursives primitives.

2. Montrer que si f : NP*! — N est récursive primitive, alors la fonction map Fquiaa,...,ap,l
codant (u;);<, associe mapf(l) codant (f(al, oy Ap, u,-))l.sn est récursive primitive.

Montrer que la fonction concat qui a un entier / codant une liste de liste ((”i)isni)i <p associe

I'entier concat codant la suite des entiers de chaque suite (u;);<,, dans le méme ordre est récur-

sive primitive.

Montrer que la fonction subst qui a trois entiers /, k, v, associe le code la suite obtenue en rem-

placant dans la suite codée par [ toutes les occurrences de v par les entiers de la suite codée par

k est récursive primitive (on peut se servir des deux fonctions précédentes).
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Exercice 9 (récurrence avec substitution de parametre) On appelle schéma de récurrence avec substi-
tution de parameétre le schéma de récurrence suivant (énoncé ici avec un seul parametre) qui étant
données g, y:N — Net h:N® — N définit f:N? — N.

f(a,0)=g(a)
fla,x+1) = h(a,x, f(y(a),x)).

Intuitivement, ce schéma conserve le fait d’étre calculable (le calcul termine puisque la variable de ré-
currence décroit). La récurrence avec substitution de parameétre apparait naturellement avec des struc-
tures de données plus complexes que les entiers, par exemple quand on définit une fonction par récur-
rence sur la longueur d’une liste (le parametre est la liste elle-méme), ou sur la hauteur d'un arbre (le
parametre est 'arbre).

On montre que I'’ensemble des fonctions récursives primitives est clos sous ce schéma. On suppose
dans la suite g, y et h récursives primitives, et f définie comme ci-dessus. On note y” (x) =yo---oy(x)

——
p

(y° est I'identité).

1. Montrer que la fonction F définie ci-dessous est récursive primitive

F(p,a,0)=g(y"(a)
F(p,a,x+1)=h (Y”;(’””(a),x,F(p, a, x)) :

2. Montrer que :
Vx,a,peN (x =p—F(p,ax)= f(Y”;"(a),x))
et en déduire que f est récursive primitive.

3. Application : montrer que la fonctioninc: N2 — N quiaiet!=[ap;...;a;;...;a,] associeinc(i,l) =
[ag;...;a; +1;...;a,] quand i < n, inc(i, [) = [ sinon, est récursive primitive.

Exercice 10 (récurrence double sans imbrication) On verra que la récurrence double ne conserve pas
en général le fait d’étre récursif primitif (la fonction d’Ackermann, voir 1.2.2 page 14, est définie par ré-
currence double). On peut montrer que s’il n'y a pas imbrication des appels récursifs dans la récurrence
double, alors celle-ci reste « récursive primitive ».

On suppose que a et b sont des entiers, que h est une fonction récursive primitive a 4 arguments,
que hy est une fonction primitive récursive a 2 arguments.

Pour simplifier les notations, les schémas qui suivent sont donnés sans parametres, les démonstra-
tions étant essentiellement les mémes en présence de parameétres.

1. Montrer que la fonction f définie par:

fO,» = a,
fx+1,0) = b,
fx+1,y+1) = hx,yfxn, fx+1,y).

est récursive primitive (on peut utiliser le codage des couples et la récurrence sur la suite des
valeurs).

2. (généralisation, plus difficile) Montrer que la fonction f définie par :

fo,y = a,
fx+1,0) = b,
fx+1,y+1) = hx,y f(x ho(x, ), f(x+1,y).

est récursive primitive. On peut procéder comme a la question précédente, mais en cherchant
pour h,; donné une nouvelle fonction a’ de codage des couples (injective mais non nécessaire-
ment bijective) vérifiant :

dx+Ly<a(x+1,y+1) et a'(x,h(x,y)<a (x+1,y+1).

Roézsa Péter a étudié a partir des années 1930 de fagon assez systématique la cloture de I'ensemble des
fonctions récursives primitives sous divers schémas de récurrence dont ceux exposés ci-dessus 2.

2. voir PETER 1967
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1.2 Audela des fonctions récursives primitives

1.2.1 Evaluation des fonctions récursives primitives

Dans ce paragraphe, « fonction calculable » signifie « fonction calculable au sens intuitif ». Dit de
facon un peu moins sommaire : on entend par la qu’on dispose d'un procédé qui, pour une entrée don-
née, permet d’obtenir en un temps fini le résultat de la fonction appliquée a cette entrée. On va voir
que les fonctions récursives primitives ne résument pas a elles seules '’ensemble des fonctions calcu-
lables au sens intuitif, pour une raison qui tient au fait méme que les fonctions récursives primitives
sont calculables : on peut évaluer de facon calculable ces fonctions.

Pour s’en persuader, admettons tout d’abord qu'’il est possible de coder les définitions des fonctions
récursives primitives par des entiers, en utilisant par exemple les codages des suites (voir la section
partie 1.1.4), ces définitions étant des suites finies de lettres, de facon analogue aux codages que 'on
réalisera pour les machines en section 1.3 (ou mieux, ceux que I'on verra en section 3.2). Il est alors assez
simple de se rendre compte que la fonction caractéristique de 1'ensemble de ces codes est calculable
(et méme récursive primitive, sauf choix de codage aberrant), ce qui correspond a 'idée intuitive que
'on sait reconnaitre si un assemblage de lettres est bien la définition d’'une fonction récursive primitive.
De la méme facon on admet que 'arité de la fonction de code i se calcule en fonction de i (la fonction
étant méme récursive primitive, sauf, a nouveau, choix de codage aberrant).

La fonction d’évaluation des fonctions récursives primitives a un argument est alors une fonction
Eval a deux arguments, telle que, si i est le code d'une fonction f récursive primitive a un argument,
alors pour tout entier x, Eval(i, x) = f(x). Lafonction peut étre prolongée de facon arbitraire, par exemple
elle vaut toujours 0, quand i n’est pas un code de fonction récursive primitive a un argument.

Dire des fonctions récursives primitives qu’elles sont calculables, c’est bien dire que cette fonction
d’évaluation est calculable. Or cette fonction ne peut étre récursive primitive. On le montre par diago-
nalisation : si elle I'était, la fonction a un argument x — Eval(x, x) +1 le serait. Mais si cette fonction était
récursive primitive, elle aurait un code n, et on aurait Eval(n, n) + 1 = Eval(n, n).

On peut analyser la définition de la fonction Eval, pour observer a quel endroit elle ne rentre pas
dans le cadre des fonctions récursives primitives. Réaliser les codages qui permettent d’écrire en détail
la fonction Eval est un peu long mais ne présente pas de difficulté particuliére, et on verra ultérieure-
ment plusieurs exemples de tels codages. Contentons nous de définir une syntaxe pour les fonctions
récursives primitives, et de décrire I'évaluation pour cette syntaxe.

Les termes récursifs primitifs d’arité n (n € N*) sont définis inductivement, sachant que méme si,
pour simplifier, on reprend pour les termes des notations utilisées pour les fonctions, un tel terme n’est
qu’'une suite de lettres :

i. les lettres 1x.0 et s sont des termes récursifs primitifs d’arité 1; pour ke N*, 1 <i <k, pf.‘ estun
terme récursif primitif d’arité k;

ii. si h estun terme récursif primitif d’arité p et g1, ..., g, sont des termes récursifs primitifs d’arité
n, alors ho(gy,...,gp) estun terme récursif primitif d’arité n;

iii. si g et h sont des termes récursifs primitifs, g d’arité p et h d’arité p + 2, alors rec(g, h) est un
terme récursif primitif d’arité p + 1.
Linterprétation de ces termes par des fonctions récursives primitives est celle que I'on imagine, la fa-
mille de fonctions (Eval;) permet de I'expliciter (on retrouve la fonction Eval par Eval = Eval; et, grace
au codages de uples, il n’est pas difficile de définir (Eval,) a partir de Evaly).

i. Evaly (/lx.O,x) =0, Eval; (s,x) = x+ 1, Evaly, (p:.‘,xl,...,xk) =X;;

ii. Eval,(ho(g1,...,8p),X1,...,Xn) = Evaly, (h,Eval, (g1, X1,...,Xp), ..., Evaln(gp, x1,..., xn));
iii. Evalpi (rec(g, h), ai,...,a,,0) =Eval, (g, ai,...,ap)
Evalps1 (rec(g, h), a, ..., ap, x+1) =Eval s (B, au,..., ap, x,Eval i (rec(g, h), ay, ..., ap, x) ) .

On suppose donc que les termes récursifs primitifs sont codés par des entiers, et que de plus un entier
codant un terme est strictement supérieur aux entiers codant ses sous-termes stricts, ce qui est le cas
pour les choix naturels de codage.

On peut voir alors la définition des fonctions (Eval,;) comme une définition par récurrence mu-
tuelle, 'argument de récurrence, celui qui décroit, est le code de la fonction. En examinant celle-ci on
s’apercoit que :
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— Il’évaluation des fonctions initiales est récursive primitive : ce sont de simples compositions des
fonctions initiales;

— La condition donnée par I'évaluation de la composition reste dans le cadre récursif primitif :
c’est une généralisation de la définition par récurrences mutuelles (exercice 7 page 11);

— IP’évaluation de la récurrence primitive utilise une récurrence double, avec imbrication des ap-
pels aux fonctions Eval : c’est cette clause de la définition de I'évaluation qui fait que celle-ci
n’est pas récursive primitive.

1.2.2 Fonction d’Ackermann

La méthode qui précede est trés générale, mais lourde a mettre en ceuvre explicitement. Elle peut
se simplifier, non plus en énumérant toutes les fonctions récursives primitives, mais en énumérant une
suite Ack,, de fonctions récursives primitives d’arité 1, de facon que Ack,, soit supérieure a partir d'un
certain rang a toutes les fonctions récursives primitives utilisant moins de n occurrences du schéma de
récurrence 3. La fonction a deux arguments définie par Ack(n, x) = Ack, (x) énumere les fonctions Acky,,
et la fonction diagonale x — Ack(x, x) sera alors supérieure a partir d'un certain rang a toute fonction
récursive primitive, donc ne pourra étre récursive primitive.

Cette fonction est appelée fonction d’Ackermann®. Elle se définit par récurrence double avec imbri-
cation des appels récursifs :

Ack(0,x) =x+2

Ack(1,0)=0

Ack(n+2,0)=1

Ack(n+1,x+1) =Ack(n,Ack(n+1, x))

Chaque fonction Ack, : x — Ack(n, x) est bien récursive primitive : la fonction Ack,+; est obtenue en
itérant la fonction Ack;,
Acky1(x+1) =Ack, (Acky 41 (%)) .

Toutes les fonctions Ack,, sont croissantes, et cette croissance est de plus en plus rapide

.2
. X
Ackg (1) = 2x, Acky (x) = 2%, Acks(x) = 22 } s

On dit qu'une fonction f :N — N domine une fonction g : N” — N si f est supérieure a g a partir d'un
certain rang, i.e.
dKeNVXeN? g(x) < f(sup(x, K))

Alors on peut montrer que pour toute fonction primitive récursive f, il existe n tel que Ack,, domine f,
ce dont on déduit

Proposition 1.2.1 La fonction d’Ackermann r'est pas récursive primitive.

Quelques détails d'une démonstration sont donnés dans la section suivante, et a compléter en exercice.

Une hiérarchie des fonctions récursives primitives On définit une suite 6,, d’ensembles de fonc-
tions primitives récursives tous clos par composition, les fonctions de 6 ,, étant les fonctions qui uti-
lisent des suites imbriquées d’au plus n schémas de récurrence primitive. En voici une définition par
induction :
(i) 6, estlacloture par composition de I'ensemble des fonctions de bases : constantes, projections,
et successeur;
(ii) €41 est la cloture par composition de la réunion de 6, et des fonctions obtenues par une
seule occurrence du schéma de récurrence primitive a partir des fonctions de 6 ,.

3. La fonction Ack; est méme supérieure a partir d'un certain rang aux fonctions récursives primitives utilisant au plus n
occurrences imbriquées du schéma de récurrence, voir la définition des € n page 14.

4. La fonction originale avait 3 arguments, Rozsa Péter a donné une version a 2 arguments a laquelle celle donnée ici est
quasi-identique).
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1l est clair que €, = 6 41 et que U‘l?zo % ,, est 'ensemble de toutes les fonctions récursives primitives.
On vérifie facilement que Ack, € 6 ,,. On peut maintenant préciser I'énoncé du paragraphe précédent.

Proposition 1.2.2 Si f € € ,,, alors Ack,,11 domine f, en particulier Ack, 11 ¢ 6 .
La hiérarchie des % ,, est donc stricte, puisque Ack,,+1 € 6 41, mais Ack, 41 ¢ 6 5.

Remarque. En particulier, les fonctions de % », niveau 3 de la hiérarchie, sont connues sous le nom de
fonctions élémentaires au sens de Kalmar. La fonction Ackz n’est pas élémentaire.

Les démonstrations, en particulier celle de la proposition précédente, sont détaillées dans I'exercice qui
suit.

Exercice 11 (fonction d’Ackermann)

1. Vérifier qu'il existe bien une et une seule fonction de N> — N vérifiant les équations de la fonc-
tion d’Ackermann. Calculez explicitement les premiéeres valeurs de Ack, par exemple {Ack(#, x) |
0 <n <3, 0= x <3}, et donner un argument informel pour la calculabilité (au sens intuitif) de
Ack, c’est-a-dire la raison pour laquelle la suite des appels récursifs termine (indication : utiliser
I'ordre lexicographique sur les couples).

2. Montrer que
VneNVx>0Ack,+1(x) =Ack,o---oAck, (Ack,+1(0))
P —

X
et vérifier les expressions des fonctions Ack;, Ack; et Acks données ci-dessus.

3. Vérifiez que chacune des fonctions Ack;, est récursive primitive, et donnez en une définition
dont vous montrerez qu’elle utilise exactement 7 instances du schéma de définition par itération
vu en section 1.1.2 page 6. On peut remarquer que ces n schémas sont imbriqués.

4. Montrer que Vn € NVx € N* Ack,(x) > x.
5. En déduire que pour tout entier n, Ack,, est strictement croissante.

6. Déduire de la question 4 que, a partir de 2, Ack est croissante au sens large sur son premier
argument, le second étant fixé :

Vx=2VneNAck(nx)<Ack(n+1,x).

La hiérarchie %6 ,, des fonctions récursives primitives, ainsi que la définition de f : N — N domine
g :NP — N ont été données ci-dessus.
On pose pour k entier, Ack]fl =Acky 0---0Ack,.

[ L —

k
7. Montrer que : V7, k € NAckk € €,
8. Montrer que Vn,k,xeN Ack’f,(x) <Ack,+1(x+ k).

9. Montrer par récurrence sur la définition de ’ensemble des fonctions récursives primitives que :

si f € €, alors 3k € N AckX domine f.

10. Montrer que Ackﬁ est dominée par Ack,; (on pourra montrer que pour y > 0, Ack,+1(y) =2y,
puis que pour x > 2k, Ack;+1(x — k) = x).

11. En déduire quesi f € 6, alors Acky1 domine f.

12. En déduire que la fonction d’Ackermann n’est pas récursive primitive.

On peut également montrer que la fonction diagonale n — Ack(n, n) domine toutes les fonctions
récursives primitives.
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1.2.3 Fonctions partielles u-récursives

La méthode décrite (informellement) pour montrer que la fonction d’évaluation des fonctions ré-
cursives primitives n’est pas récursive primitive est trés générale. Elle permet de montrer par diagona-
lisation que la fonction d’évaluation de n'importe quel ensemble de fonctions calculables n’appartient
pas a cet ensemble, pourvu essentiellement que deux conditions soient réalisées :

1. lapremiere que I’on a déjaindiquée, c’est que I'on puisse reconnaitre de facon effective les codes
des fonctions de 'ensemble en question;

2. laseconde qui est restée implicite jusqu’a présent, c’est que ces fonctions soient partout définies.
En effet la contradiction n’arrive que si la fonction Eval est définie en (n, n), ce qui est forcément
le cas pour la fonction d’évaluation des fonctions récursives primitives.

Il est possible de remettre en cause la premiére condition. Mais le plus naturel du point de vue du calcul
est de remettre en cause la seconde condition, c’est-a-dire d’étendre la notion de fonction calculable
aux fonctions partielles. Lintuition est qu'une fonction partielle f n’est pas définie en une valeur x
donnée, quand le calcul de f(x) se poursuit indéfiniment sans jamais renvoyer une valeur. Dans les
langages de programmation usuels cela peut arriver dés que I'on utilise une boucle while. Dans ce
contexte, les fonctions habituelles sont appelées fonctions totales. Ce sont des fonctions partielles par-
ticulieres : celles qui sont partout définies.

Lintroduction de fonctions partielles calculables date des années 1930, bien avant les débuts de
I'informatique. Il se trouve qu'un programme dont I’exécution ne termine pas est une chose indispen-
sable en informatique. Par exemple une boucle interactive, qui attend une intervention de l'utilisateur
n'a pas a terminer (sauf sur ordre de l'utilisateur). A fortiori un systéme d’exploitation ne termine pas
sauf intervention extérieure. Cependant, méme si’activité des ordinateurs ne se résume pas, loin de 13,
au calcul de fonctions, c’est seulement celui-ci que formalise la calculabilité et la seule chose dont nous
nous préoccuperons ici.

Le schéma de minimisation On va donc d’une part considérer des fonctions partielles de N* dans N
C’est a dire des fonctions définies sur un sous ensemble A de N¥ (et non définies en dehors), d’autre
part introduire un nouveau schéma de définition, susceptible en particulier de produire des fonctions
partielles a partir de fonctions totales. Il sera également nécessaire de généraliser la composition et la
récurrence primitive aux fonctions partielles.

Notation : on écrira f(x) | pour f est définie en x, f(x) | pour f n’est pas définie en x.

Définition 1.2.3 L'opérateur u est défini par le schéma suivant dit schéma p ou schéma de minimisa-
tion. Soit f une fonction partielle :

fx,2)=0

wy.(fE ) =0) | etalors py. (f%,y)=0) =z ssi { pourtout y <z, f(x,y) | et f(x,y) #0.

Le schéma de minimisation ci-dessus introduit une fonction de x qui est a priori partielle, méme si la
fonction f est totale (récursive primitive par exemple). On trouvera forcément des fonctions calculables
f telles que que pour un certain uple X, f(x, y) # 0 pour toute valeur de y, et alors uy. (f(, y) =0) n'est
simplement pas défini.

Clairement, le schéma de minimisation doit étre défini de telle sorte que si f est une fonction par-
tielle « calculable » (au sens intuitif pour le moment), alors py. (f (X, y) = 0) est défini et prend une valeur
z quand on peut obtenir ce z par un calcul. C’est bien le cas ici : trouver z, revient a calculer successi-
vement f(x,0), f(x,1), ... et a s’'arréter au premier y tel que f(x,y) = 0. Vu ainsi, on a bien besoin que
chacune des valeurs intermédiaires soit définie pour que le calcul arrive a son terme.

Imaginons la version suivante du schéma de minimisation :

f&x,2)=0

miny. (f(%) = 0) | etalors miny. (f(y) =0) = z { pour tout y < z (F(%, ) 1= f(%,y) #0).

Si z est le plus petit entier tel que f(x,z) = 0 mais qu'il existe y < z tel que f(%, y) est non définie, il
n'existe pas de procédure évidente pour calculer z. De fait, on montrera que ce schéma ne peut pas
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convenir quand on aura une caractérisation satisfaisante de fonction partielle calculable (exercice 20
page 42).

Si on souhaite obtenir des fonctions totales a I'issue d’'une étape de minimisation, il faut imposer de
n'appliquer ce schéma qu’a des fonctions totales calculables f telles que :

vx3y f(x,y) =0.

Une telle fonction calculable f sera dite réguliere.

Le schéma de minimisation conserve le fait d’étre « calculable » (en un sens intuitif), pour les fonc-
tions partielles comme totales. Il s’avére, qu’en ajoutant le schéma de minimisation aux schémas de
clotures des fonctions récursives primitives, on obtient en fait une caractérisation satisfaisante de la
notion de fonction calculable (ceci sera précisé a la section 1.5.3).

On appelle pour 'instant fonctions p-récursives les fonctions calculables au sens de cette définition
qui a été introduite par Kleene. Plus tard on les appelera simplement fonctions calculables.

Définition 1.2.4 (fonction partielle y-récursive) Lensemble des fonctions partielles pi-récursives est le
plus petit sous-ensemble de fonctions partielles a plusieurs arguments entiers

i. contenant la fonction nulle, les projections et la fonction successeur

ii. clos par composition des fonctions partielles si #: NP — N, et g1,..., g : N — N sont des
fonctions partielles u-récursives, alors f : N — N définie ci-dessous est une fonction partielle
u-récursive.

si g1(x1,...,Xp) | ... 8p(x1,..., x0) | et h(gi(xy,..., Xn),..., 8p(X1,..., Xp)) |
alors f(xl;---;xn)l etf(X1,.--,xn):h(gl(xl’--"xﬂ)"'"gp(xl""’x”))
sinon f(xy,...,xp) 1

iii. clos par récurrence primitive pour les fonctions partielles si g : N — N et 1 : NP*2 — N sont
des fonctions partielles u-récursives, alors f : NP*! — N définie ci-dessous est une fonction
partielle u-récursive.

sig(ay,...,ap) | alors f(ay,...,ap,0) | et f(ay,...,ap,0) = gla,...,ap)
si flay,...,ap,x) | et h(ay,...,ap, x, f(ay,...,ap,x) |

alors f(ay,...,ap,x+1) | et f(a,...,ap,x+1)=h(a,...,ap, x, f(ay,..., ap, x))
sinon f(ai,...,ap,x+1) 1

iv. clos par le schéma de minimisation g : si g : N?*! — N est une fonction partielle u-récursive,
alorsla fonction partielle f : NP — N définie ci-dessous notée [, xp) = pz.gxy,..., xp, 2) =
0 est p-récursive.

$i3y0 [§(x1,..,Xp, Y0) =OAVZ < o8 (1., Xp, 2) L AGxL, .., Xp, 2) #0)]
alors f(x1,...,xp) | et f(x1,...,Xp) = ¥o
sinon f(x1,...,%p) 1

Par exemple la fonction nulle part définie x — pt.0 = 1 est partielle y-récursive, de méme la fonction
x— pt.x =0, définie seulement en 0.

En appliquant le schéma de minimisation aux fonctions régulieéres seulement, on évite de parler de
fonction partielle.

Définition 1.2.5 (fonction totale u-récursive) Lensemble des fonctions totales (1-récursives est le plus
petit ensemble de fonctions (partout définies) a plusieurs arguments entiers clos par opérations récur-
sives primitives et schéma de minimisation.

Malgré les apparences, cette définition est tres différente de celle des fonctions récursives primitives ou
de celles des fonctions partielles u-récursives. En effet, comme il ne s’agit que de fonctions totales, la
condition de régularité doit étre vérifiée pour chaque utilisation du schéma de minimisation. On peut
donc donner une définition plus explicite.
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Fait 1.2.6 Lensemble des fonctions totales [1-récursives est le plus petit sous-ensemble de F
— clos par opérations récursives primitives (voir page 4);
— tel quesi f récursive totale est p-récursive, f d'arité k+1 et f réguliere, alorsx — py-(f(x,y) = 0),
qui est totale, est [1-récursive.

Or la condition de régularité n'est pas, contrairement aux autres, une condition « syntaxique ». En fait
elle ne peut-étre vérifiable mécaniquement. On le verra de facon précise ultérieurement, mais 1'argu-
ment est celui développé en début de cette section : la premiere des deux conditions de la page 16 ne
peut étre vérifiée.

Clairement toute fonction totale p-récursive est une fonction partielle u-récursive qui est totale.
Par composition on peut définir des fonctions partielles u-récursives qui s’averent totales a partir de
fonctions qui ne le sont pas, comme par exemple en composant une fonction définie seulement en 0 et
la fonction nulle. La réciproque n’est donc pas aussi évidente. Elle sera obtenue par codage du calcul a
la section suivante (voir proposition 2.1.2 page 33), ce qui lévera les ambiguités que pourraient susciter
ces définitions. Jusqu'a cette proposition, on distingue entre fonction totale p-récursive au sens de la
définition 1.2.5, et fonction partielle p-récursive (au sens donc de la définition 1.2.4) qui s’avere totale.

Définition 1.2.7 (prédicat décidable) Un prédicat d’arité p sur les entiers, un sous-ensemble de N?,
est dit décidable ou calculable quand sa fonction caractéristique est calculable, c’est-a-dire u-récursive
avec la définition dont on dispose actuellement (noter qu'une fonction caractéristique est toujours to-
tale).

Lensemble des fonctions totales p-récursives étant clos par opérations récursives primitives, non seule-
ment contient les fonctions récursives primitives, mais a également les propriétés de cloture de la sec-
tion 1.1.2 page 6. Par conséquent 'ensemble des prédicats décidables a aussi les propriétés de cloture
de la section 1.1.2 vues pour les prédicats récursifs primitifs.
De facon analogue aux fonctions régulieres, on appelle prédicat régulier un prédicat P d’arité p + 1
calculable vérifiant
Vx3yPXxy.

et 'ensemble des fonction totales p-récursives est clos par schéma de minimisation pour les prédicats
réguliers, c’est a dire que si PX y est régulier, la fonction f qui a X associe le plus petit y vérifiant Px y,
notée x — uy- Pxy, qui est totale, est y-récursive.

On aimerait disposer pour les fonctions partielles calculables de propriétés et schémas de cloture
analogues a ceux obtenus pour les fonctions totales calculables (u-récursives). Une contrainte impor-
tante au sujet des fonctions partielles calculables est que dans une composition f o g n'est définie en x
que si g(x) est définie. Par exemple x — f(x) — f(x) n'est définie que si f est définie. C’est I'appel par
valeurs des langages de programmation fonctionnels. Or cela n’est pas toujours ce qui est attendu. Ainsi
on souhaite la propriété de cloture suivante.

Proposition 1.2.8 Si P est un prédicat décidable d’'arité p, et f et g deux fonctions partielles d’arité p
p-récursives, alors la fonction partielle h définie ci-dessous est pu-récursive partielle

si PX alors h(x) = f(x) sinon h(x) = g(x) .

Si f et g sont totales on a vu que h(x) = yp(X) f (%) +sg(xp (x)) g (%) convient, mais si f et g sont partielles
ce n'est plus le cas. En effet quand on a Px et f(x) |, on souhaite que £ soit définie indépendamment
de ce qui se passe pour g. Mais ce n’est pas le cas pour la fonction h définie ci-dessus si g(x) . Iln'ya
pas a priori de facon simple de définir la fonction h qui doit vérifier

siPxet f(x)] alors h(x) | ; si—Pxetg(x)| alors h(x) |; danslesautres cas h(x) 1.

Démontrer cette proposition a partir de la caractérisation des fonctions u-récursives n’a rien d’évident.
La démonstration se fera facilement apres avoir montré I’équivalence avec une caractérisation des fonc-
tions partielles calculables ol le calcul est explicite (exercice 17 page 34).

En effet ce formalisme a été introduit par Kleene non pour son expressivité, mais parce qu’il fournit
les primitives pour coder n'importe quelle notion de calcul sur machine, comme on va le constater dans
le cas particulier des machines a registres.
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1.3 Fonctions calculables par machines a registres

On va formaliser maintenant une notion de machine théorique tres simple, les machines a registres.
Ces machines ont une mémoire constituée d'un nombre fini de registres Ry, Ry, ..., Rk, chaque registre
est de taille non bornée et peut donc contenir un entier arbitraire. Elles disposent d’autre part d'un
programme qui est une suite finie d’instructions.

L état d'une machine (a un instant donné) est le contenu des registres d'une part, un index de lecture
du programme d’autre part. Cet index est un entier inférieur a la longueur du programme qui renvoie
al'instruction qui doit étre exécutée : I'index de lecture est donc le numéro de cette instruction dans la
suite finie constituant le programme (on choisit de numéroter de 1 en 1 a partir de 0). Chaque instruc-
tion agit sur |’état de la machine.

Ro <o+ | Ry 0 Iy Schéma d'une machine a registres avec k
1 L registres et un programme de m + 1 ins-
tructions;
’ I'instruction numéro [ est en cours de
> 1 I;
lecture.
m-—1 Il,l
m halt

On va voir successivement plusieurs notions de programme, la premiére notion étant la plus primitive.

1.3.1 Programmes goto

Un programme goto est une suite finie constituée de 4 types d’instruction. a partir de 0.

1. incrémenter de 1 le registre numéro i, passer a l'instruction suivante :
R;:=R;+1

2. décrémenter de 1 le registre numéro i, passer a I'instruction suivante :
Ri = Ri -1

(quand le registre est déja a 0, il n’est pas modifié par I'instruction).

3. exécuter un goto conditionnel, si le registre numéro i est nul, aller a I'instruction numéro p (p
est un entier inférieur a la longueur du programme) :

if R; =0goto p
4. une instruction d’arrét qui apparait une et une seule fois en fin du programme :

halt

On considere que la numérotation des instructions est implicite : le numéro désigne la place de I'ins-
truction dans le programme, méme si dans les exemples, on I'explicitera pour la clarté. Le calcul d'une
telle machine peut ne pas terminer, et I'instruction goto est la seule instruction susceptible de conduire
le calcul & ne pas terminer.

Comme on peut accéder directement au registre numéro i : cela modélise plus ou moins la mémoire
RAM (random access memory), mémoire a acces aléatoire. Vous verrez une autre notion de machine,
les machines de Turing qui utilisent une mémoire a acces séquentiel : une machine de Turing écrit sur
un ruban, il faut |7 — j| étapes pour aller de la case i ala case j.

Ces machines RAM restent toutefois tres théoriques : elles possedent un nombre de registres fini
mais non borné, que la taille de chaque registre n’est pas bornée, la taille du programme non plus.

Il manque par ailleurs des instructions essentielles, comme celle qui permettent d’ajouter des re-
gistres et de manipuler les adresses de registres (ici le nombre de registres est fixé). Mais ces instructions
ne permettraient pas de calculer de nouvelles fonctions.
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Définition 1.3.1 Une fonction partielle f de N — N est calculable par une machine M a k registres, si-
gnifie que quand on initialise la machine en affectantles entiers xi, ..., Xinf(n, k) auxregistres Ry, ..., Rinf(n,1),
etlavaleur 0 aux registres restant (s'il en existe), I'index de lecture étant a 0 (sur la premiere instruction),
alors la machine termine son calcul si et seulement si f(xy,...,x,) |, et dans ce cas dans le registre Ry a
lavaleur f(xy,...,x;) alafin du calcul.

On n’a pas supposé que que 7 < k dans la définition ci-dessus, mais évidemment :

Lemme 1.3.2 Si f : N" — N est calculable par une machine a k registres, alors f est calculable par une
machine a k registres aveck = n+1.

Démonstration. En effet, si k < n + 1, il suffit d’ajouter les registres manquant Ry, ..., R;, qui ne seront
pas modifiés lors du calcul, le programme restant identique. ]

Voyons quelques exemples.
La machine a un seul registre R, et dont le programme contient pour seule instruction halt calcule
les fonctions constantes égales a 0, : x; ... x, — 0.

0 halt

On calcule 'addition avec la machine a 4 registres dont le programme est le suivant :

0 ifRj=0goto4

R1 Z=R1—1
Ry:=Rp+1

if R3 =0goto0
if R, =0goto8
R2:=R2—1
Ro:=Rp+1

if R3 =0goto4
halt

XN ks W~

Le registre R3 ne sert qu'a pouvoir écrire un goto inconditionnel, instruction que 'on pourrait donc
employer, sachant qu’on peut la simuler en ajoutant un registre a la machine. On va dans un premier
temps montrer que I'on peut ainsi simuler quelques nouvelles instructions utiles.

Exercice 12
1. Décrire des machines qui calculent les fonctions sg et sg.

2. Décrire une machine dont le calcul termine en 0 sur 0, et qui ne termine pas pour tout autre
entier.

1.3.2 De nouvelles instructions

Proposition 1.3.3 Si une fonction partielle deN" — N est calculée par une machine a registres utilisant
en plus des instructions usuelles l'une des instructions suivantes

1. legoto inconditionnel, aller a la lignep :
goto p

2. leregistre numéro i est mis a0 et l'on passe a l'instruction suivante :

R;:=0

3. lassignation d’'un entier, le registre numeéro i regoit le contenu du registre numeéro j (j # i) et l'on
passe a l'instruction suivante :
R;:=R;

alors elle est calculable par une machine a registres usuelle.
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Démonstration. On construit a chaque fois une machine avec programme goto qui simule une ma-
chine avec programme enrichi avec la nouvelle instruction.

1. goto p:on avu qu’il suffisait d’ajouter un registre dont le contenu sera toujours nul, on suppose
n < k (Lemme 1.3.2), on ajoute alors un registre Ry et 'instruction devient if Ri,; = 0 goto p.

2. R;:=0:la machine conserve les mémes registres. On suppose que l'instruction R; := 0 est a la
place [. On remplace l'instruction R; := 0 par la suite d’instructions :

l if R;=0gotol+3
l+1 R;:=R;-1
[+2 gotol

et dans le reste du programme on décale de 2 tous les goto I’ pour I’ > [ (remplacés par goto
I'+2).

3. R; := R; : on suppose n < k (Lemme 1.3.2), on ajoute alors un registre Ry,;. On suppose que
linstruction R; := R; est ala place /. On remplace I'instruction R; := 0 par la suite d’instructions :

l R;:=0

I+1 ifRj=0gotol+6
[+2 Rj:=Rj-1

l+3 R;:=R;+1

[+4 Riy1:=Rygs1+1
I+5 gotol+1

[+6 if Rgr1=0gotol+10
I+7 Riy1:=Rps1-—-1
1+8 Rj:=Rj+1

[+9 gotol+6

et dans le reste du programme on décale de 9 les goto I’ pour I’ > [. ]

Par exemple, avec ces nouvelles instructions, la projection p' est calculée par une machine a n registres
de programme

Ro:=R;

halt

la fonction successeur est calculée par la machine a 2 registres de programme :

R() = Rl
Ry:=Ry+1
halt

Ces fonctions sont donc calculables par une machine a registres avec programme goto.

Exercice 13 Montrer que I'on peut ajouter les instructions suivantes sans changer le pouvoir de calcul
des machines a registres.

1. RiZZRi+Rj,R,'=R,‘—Rj
2. if R; =Rjgotop
3. if R; #0 goto p.

1.3.3 Programmes structurés
On peut préférer utiliser des instructions plus complexes qui permettent de structurer les pro-

grammes.

Définition 1.3.4 Un programme structuré est une suite d’'instructions, chaque instruction pouvant étre
(définition inductive) :
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1. I'une des instructions d’assignation déja décrites
R;:=0,R;:=R;+1, R;:=R; -1, Ri:ZRj (J#1)

2. une séquence d’instructions, elles sont exécutées séquentiellement, puis le programme passe a
I'instruction suivante :
begin Sy; ... ;Sp end

3. une instruction “while”, une boucle qui répéte une instruction S donnée

whileR; #0do S

I'instruction S est exécutée tant que le contenu du registre numéro i n'est pas nul, s’il est nul on
passe a l'instruction suivante.

4. une instruction “for”, une boucle de répétition bornée d’une instruction S donnée
fori=1toR;jdoS

Linstruction S est exécutée un nombre de fois égal a I'entier contenu dans le registre R; avant
exécution de ces instructions, puis 'on passe a I'instruction suivante. Méme si le registre R; est
modifié par I'instruction S, le nombre de répétitions de I'instruction n’est pas modifié.

On appelle programme while les programmes structurés qui n’utilisent pas 'instruction for.

Lexécution d'une instruction est plus complexe que pour un programme goto : chaque instruction peut
avoir en fait la méme complexité qu'un programme. En particulier on peut avoir imbrication des while
et des for. Linstruction halt est devenue inutile : les instructions du programme sont exécutées l'une
apres I'autre, mais la machine ne termine pas toujours son calcul pour autant, puisqu'une boucle while
peut ne pas terminer. C’est d’ailleurs la seule instruction susceptible de conduire le programme a ne
pas terminer.

Les fonctions partielles calculables sur machines a registres avec programme structuré ou pro-
gramme while se définissent de la méme facon qu’au paragraphe précédent, on suppose de plus que
la machine a toujours au moins autant de registres que » l'arité de la fonction.

Lemme 1.3.5 Si une fonction deN" — N est calculée par une machine avec programme structuré, elle est
calculable par une machine avec programme while.

Démonstration. On suppose n < k. On procede par induction sur la définition des instructions (les
boucles for peuvent étre imbriquées). On montre le résultat en simulant chaque instruction d’'un pro-
gramme structuré sur une machine M a k registres par une instruction ou une suite d’instructions sur
une machine a k + s registres, o1 s est le nombre d’instructions for dans le programme. A chaque ins-
truction for est associé de fagon univoque un registre Ry, s, 1 < f < s. On suppose que S est simulée par
une séquence d’instructions sans for .#, et on simule I'instruction

fori=1toRjdoS

par la séquence :
Riip:=R;j
while R p #0 begin Rirp:=Rgrp—1, end

On doit bien recopier le registre R; pour le laisser dans le méme état a la fin du calcul. D’autre part la
suite d'instructions . doit laisser le registre Ry r dans le méme état. ]

Proposition 1.3.6 Si une fonction deN" — N est calculée par une machine a registres avec programme
structuré, elle est calculable par une machine a registres avec programme goto.

Démonstration. D’apres le lemme il suffit de le montrer pour les programmes while. On le montre par
induction. 1I suffit de simuler chaque instruction d’'un programme while par une séquence d’instruc-
tions avec goto.
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1. Les instructions d’assignations sont des instructions de base des machines a registres ou sont
simulables d’apres la proposition 1.3.3.

2. On suppose que les instructions Sj, ..., S, sont simulées par les suites d’instructions 4, ..., %,
appelons . la suite obtenue en les concaténant. Alors la séquence

begin S1;...;Sp end

est simulée par la suite d’instructions .%#.

3. On suppose que l'instruction S est simulée par la suite d’instructions .# de longueur s. Alors
I'instruction
whileR; #0do S

est simulée par la séquence (les lignes sont numérotées pour que ce soit plus clair) :

I ifR;=0gotol+(s+2)

DS
I+s+1 gotol
I+s5+2

Via la simulation, les programmes structurés apparaissent comme des cas particuliers de programme
goto, au sens o ils restreignent 'usage de l'instruction goto. En fait les machines avec programmes
goto et programmes structurés calculent la méme classe de fonctions.

Cette équivalence apparaitra aussi comme conséquence d'un résultat ultérieur : on montrera que
cette classe des fonctions est celle de toutes les fonctions u-récursives partielles.

Pour la preuve directe, on utilisera le lemme suivant qui étend le jeu d’instructions utilisable par un
programme structuré.

Lemme 1.3.7 Soit une fonction partielle de N" — N calculable par une machine a registres avec pro-
gramme structuré utilisant en plus lUinstruction

if R; =0then S; else Sy

qui exécute linstruction S ou S, suivant le résultat du test a zéro de R;. Alors f est calculable par une
machine a registres avec programme structureé.

Démonstration. On montre le résultat par induction surle nombre d’instructions if dans le programme.
Pour chaque instruction if, on a besoin de deux nouveaux registres que I’on ajoute a la machine.
Soit M une machine calculant f et utilisant if. On chosit une instruction :

if R; =0then S; else S,

telle que S; et Sy ne contiennent pas de if. soient C; et C, les deux nouveaux registres associés. Alors
cette instruction est simplement remplacée par

begin
Cl = 1;
Cy:=1;

for j=1to R;do C; :=0;
for j =1to C; do begin A;C,:=0 end;
for j =1to C, do H;
end .

Proposition 1.3.8 Si une fonction deN"" — N est calculable par une machine a registres avec programme
goto, elle est calculable par machine a registres avec programme SITucture.
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On obtient ce résultat comme conséquence de ceux obtenus par codage a la section 1.5 (en particulier
la proposition 1.5.5). Cependant la démonstration directe qui suit est informative en soi.

Démonstration. Soit f : N7 — N une fonction calculable par une machine a registre avec programme
goto M dont la séquence d’instructions est Sy, ..., Sp. On suppose que M utilise au plus k registres avec
k = n. On suppose sans perte de généralité que S, estl'instruction halt. On va construire un programme
structuré N a k+ p registres calculantla fonction f. On appelera I, ..., I, les p registres supplémentaires.
La signification de I; = 0 est que I'instruction courante du programme est le numéro i. Un seul registre
I;, i < p, peut étre a 0 a un instant donné du temps. Tous les autres doivent avoir la valeur 1.

L:=0L:=1.;1,:=1
while I, #0do

if 1 =0then $;

else if I, =0then S,

elseif I_; =0then S,_;

oll chaque instruction §; se définit & partir de S; comme I'indique le tableau suivant.

Si Si
Rj:=Rj+1 beginRj:=R;+1;1;11:=0;I;:=1end
Rj:=Rj-1 beginRj:=R;—1;I;41:=0;I;:=1end

if Rj =0goto p | begin
if R =0thenI,:=0elseI;;;:=0;
Il' =1

end m

Le résultat précédent présente une sorte de forme normale de programme structuré (« une boucle suf-
fit »). Toutefois, le programme structuré fourni par la preuve est construit en fonction du programme
simulé, et dépend donc de celui-ci. On verra un résultat plus fort : on peut obtenir un programme struc-
turé de la méme forme qui est « universel » pour toutes les machines, la machine étant passée en argu-
ment via codage.

Le lemme suivant sera commode pour montrer que les fonctions u-récursives sont calculable par
machine.

Définition 1.3.9 Une machine est dite propre quand elle termine son calcul avec tous ses registres a
I'exception du registre de sortie Ry dans le méme état qu’au début du calcul.

Lemme 1.3.10 Si une fonction est calculable par machine a registres avec programme structuré, alors
elle est calculable par une machine propre (avec programme structuré).

Démonstration. On suppose, en ajoutant éventuellement des registres, que le nombre initial de ceux-
ci est supérieur ou égal au nombre d’arguments de la fonction calculée. 11 suffit de copier les registres
(sauf celui de sortie), de calculer sur ces copies sans toucher aux registres initiaux, puis de remettre les
copies a 0. Soit M une machine a k+1 registres Ry, ..., Ry, dont le programme est une suite d'instructions
(S1,...,Ss) qui calcule f. On construit une machine propre a 2k+1 registres Ry, ..., R, Ri, et R;C (R;. pour
R;+1) delafacon suivante :

Ri = Rl

R;c = Rk
S1[R}/R;]

SS[RQ/RS]
R :=0

I
R, =0 |
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On ne se servira pas de ce lemme pour les machines avec programme goto, mais il reste valide : il fau-
drait alors décaler les goto dans les instructions supplémentaires.

Exercice 14
1. Simuler directement I'instruction for par un programme goto.

2. Simuler directement l'instruction
repeat Suntil R; =0

par un programme goto.

1.4 Les fonctions u-récursives sont calculables par machines

On montre maintenant comment calculer n'importe quelle fonction partielle u-récursive par un
programme structuré.

1.4.1 Les fonctions partielles u-récursives

Proposition 1.4.1 Les fonction partielles p-récursives sont calculables par machine a registres avec pro-
gramme structuré. Par conséquent elles sont calculables par machine a registres avec programme while et
programme goto.

Démonstration. On procéde par induction sur la définition des fonctions partielles p-récursives. On
a déja traité en exemple les fonctions de base, la fonction nulle Ax.0, les projections p;. et la fonction
successeur. On vérifie que les instruction utilisées sont bien celles des programmes structurés.

composition Supposons que les fonctions partielles gi,...,gr : N — N et h : N¥ — N sont calcu-
lables par des machines Mj, ..., My et My, dont les programmes sont les suites d’'instructions
A,...,F et H. On suppose ces machines propres d’apres le lemme 1.3.10. On suppose que
chacune de ces machines utilisent au plus m + 1 registres, et que m = n et m = k. On construit
une machine M qui utilise m + k + 1 registres que 'on va noter Ry, Ry,..., R, H, ..., Hi. Elle va
calculer successivement gj(x,...,Xp),...,8k(X1,...,X,) dont elle va stocker les valeurs dans les
registres Hy,..., H, puis calculer f(Hj,..., Hy). Voici le programme de cette machine

A

H1 = Ro
Ro =0
Sk
Hk2= RO
R() =0
R1 = H1
Rk:= Hk
Ri41:=0
Ry =0
)

Remarquez que dés que I'une des machines M;, ..., M} ne termine pas la machine M ne termine
pas.
Récurrence primitive Soit M; une machine propre a k; + 1 registres dont le programme est .4 et

qui calcule la fonction partielle g : N — N (n < k). Soit M, une machine propre a k, +1 registres
dont le programme est .% et qui calcule la fonction partielle 7 : N"**2 — N (n +2 < k»). Soit un
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entier m tel que m = k; et m = k. La fonction f est définie par récurrence primitive a partir de
geth:

f@@,0) =ga

fla,x+1)=ha,x, f(ax).

La fonction f est calculée par une machine a m + 2 registres dont voici les instructions :

Ryi1:=Rp+1 c'estadire Ry,41:= X
Ry+1:=0
A

for i =1to Ry,41 do begin Ry,42 := Ry; Ry :=0; %; Ryy+1:= Rp1 + 1 end

On calcule donc successivement f'(a,0) (avant la boucle for) puis dans I'ordre f(a,1),..., f(a, n).
Des que I'une de ces valeurs n'est pas définie, la machine ne termine pas, ce qui est bien le
comportement souhaité.

Minimisation Soit Mj une machine propre a k + 1 registres dont le programme est .% qui calcule
la fonction partielle g : N"**! — N, avec n+ 1 < k. La fonction f :

fx1,..,x0) = pt.[glx1,...,xp, 1) =0]
est calculée par la machine a k + 1 registres suivante :

Ry:=Rp+1

while Ry # 0do begin Ry := 0; #; Ry+1:= Ry+1 +1end

Ryt1:=Rp1-1

Ro:=Ru+1 |

1.4.2 Les fonctions récursives primitives

Si on examine la preuve, on se rend facilement compte que le while n’'intervient que pour la minimi-
sation. Le for suffit pour la récurrence primitive. Appelons programme for les programmes structurés
qui n'utilisent pas de while, on a donc :

Proposition. Les fonctions récursives primitives sont calculables par programme for.

La réciproque de ce résultat est vraie, c’est-a-dire que :

Proposition 1.4.2 Une fonction est récursive primitive si et seulement si elle est calculable par programme
for.

Il faut bien remarquer que les boucles for que nous avons définies ne peuvent modifier la variable d’ité-
ration lors du calcul, alors que c’est possible par exemple dans le langage C. Sans cette condition le
résultat est manifestement faux (le programme ne termine pas forcément).

Exercice 15 Terminer la démontration de la proposition précédente, soit si une fonction est calculable
par programme for, elle est récursive primitive. Procéder par induction sur le niveau d’'imbrication des
boucles for. Montrer que le contenu de chaque registre de la machine est une fonction récursive primi-
tive des entrées en utilisant le schéma de récurrences mutuelles (exercice 7 page 11).

1.5 Les fonctions calculables par machine sont p-récursives

Nous allons maintenant montrer que les fonctions partielles calculables par machine goto sont p-
récursives. La méthode consiste a coder par des entiers les configurations d'une machine quelconque
(I’état de la machine a un instant donné), et a réfléter dans I’arithmétique par des fonctions p-récursives
le fonctionnement de cette machine. On parle parfois d’ arithmétisation. Le premier exemple d’arithmé-
tisation est celui des formules de I'arithmétique par Godel dans son article paru en 1931.

La on va arithmétiser plus que nécessaire pour le résultat annoncé : en codant également les ma-
chines par des entiers, plutét que de montrer I'existence d'une fonction p-récursive ad hoc décrivant le
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fonctionnement de chaque machine, on montre que ce fonctionnement se décrit de fagon uniforme en
prenant le code de la machine en argument. La démonstration n’est pas plus compliquée, et cette arith-
métisation plus poussée conduit aux résultats du chapitre suivant, en particulier al’existence d'une ma-
chine universelle, une machine qui peut simuler n'importe quelle machine (disons en fixant le nombre
d’entrées) en lui fournissant le bon argument.

1.5.1 Machine, état d'une machine

Une machine est déterminée par :

1. son nombre de registres;

2. son programme qui est une suite finie d'instructions.

L'état d'une machine est déterminée par

1. unindex de lecture (entier) : le numéro de 'instruction a exécuter;
2. la suite finie des contenus des registres.

Le code d'une machine ou d'un état de machine est un entier, la fonction de codage doit étre injec-
tive, mais pas nécessairement surjective.
Préliminaires et notations sur les fonctions récursives primitives

On va utiliser les différents codages récursifs primitifs des couples, k-uplets et listes (suite finies) dé-
finis a la section 1.1.4 page 8, ainsi que des fonctions usuelles sur ceux-ci. Les arguments de la fonction
nth(/, i) qui calcule le i-eme élément de la suite de code / sont notés dans cet ordre.

On utilisera maintenant systématiquement ¢,) pour les bijections de Cantor ay :

Ap (X1, .00, X)) = {(X1,000y XE) -

Par définition des a; :
<x1y<x2v---1xk>> = (.X'l,...,xk>

et les projections vérifient ; = ﬂ% = 7'[? =... et plus généralement :

nl=m"pouri<n<m
Comme a est une bijection on obtient une définition correcte de fonction en écrivant :
S X1, Y e YD Xt 1o X)) = B(XT, o, Xi, V1 oo Vi Xit 1 -+ o0 Xn)
et si h est récursive primitive alors f est récursive primitive. En effet cette définition équivaut a :
flx1,..,xp) = h(xl,...,xi,l,n’f(x,-),...,nf(xi),xiﬂ,...,xn) .

Codage des instructions

On a quatre sortes d’instructions, chacune pouvant étre paramétrée par un entier (le numéro de
registre pour 'incrémentation et la décrémentation), ou un couple d’entiers (le numéro de registre et
le numéro de ligne pour le goto conditionnel). On va donc coder chaque instruction par le code d'un
couple, on note " S 'entier qui code l'instruction S :

I—Ri = Ri +17 =<0,1)
"R;:=R;—1" =(1,1)
Tif Ry =0goton = (2,{i,n))(=(2,i,n))
Thalt™ =(3,0)

De fait, le codage n’a pas besoin d’étre fonctionnel, et nous considérerons parfois dans la suite que tout
entier ¢ tel que nf(c) > 3 est le code d’une instruction halt.
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Codage des machines
Le code m d’'une machine a k + 1 registres de programme Sy, ..., S; est 'entier :
m=<k,["So...;"Ss D).

Une machine posséde au moins un registre, la premiére projection est donc le nombre de registres
moins 1. Le codage est évidemment injectif, mais pas surjectif, ce qui n’est pas génant. On n’aura méme
pas besoin du résultat de I'exercice suivant.

Exercice 16 Montrer que 'ensemble des entiers qui sont des codes de machine est récursif primitif.

Codage de I'état d’'une machine

On code I'état d'une machine dont les contenus des registres sont dans 'ordre Ry, Ry, ..., R et I'in-
dex de lecture est i par 'entier :
e={(i,[Ro; Ry;...; R])

1.5.2 Lecalcul

Supposons que la machine de code m prenne en entrée n entiers. Pour coder le calcul, il nous faut
essentiellement les deux fonctions et le prédicat suivant :
— Une fonction d’initialisation init,, : N"*! — N. Cette fonction calcule en fonction du code m de
la machine et des entrées x,..., x, 'état initial de cette machine (au départ du calcul).
— Une fonction de transition tr : N> — N. Cette fonction calcule en fonction du code m d'une ma-
chine et de I'état de code e de cette machine 1'état de la machine apres une étape de calcul a
partir de I'état de code e.
— Le prédicat Halt de terminaison a deux arguments est vrai pour les couples (m, e) ou 'état codé
par e indique que la machine codée par m est en fin de calcul.
Remarquez qu’il ne s’agit pas vraiment de définitions : on ne demande rien si les entrées ne sont pas
cohérentes, ce qui est le cas par exemple pour ces fonctions et ce prédicat quand la premiere entrée
n’est pas le code d’'une machine, ou encore pour la fonction de transition et le prédicat de terminaison
quand la seconde entrée n’est pas le code d'un état possible de la machine codée par la premiére entrée.
Il est intuitivement clair qu'on peut calculer de facon mécanique deux fonctions et un prédicat
convenables. On montre explicitement dans les sections qui suivent qu’on peut les définir de facon
récursive primitive.

Fonction d’initialisation

On définit d’abord une fonction auxiliaire qui crée en fonction de k la liste des k + 1 premiers élé-
ments de la suite infinie 0, x1,...,x,,0,.... Ensuite init,, construit I’état initial de la machine de code m,
a savoir un index de lecture a 0, et si celle-ci posséde k + 1 registres (k = nf(m)), le code de la liste de
longueur k +1 [0; x1;...; X5;0;...;0] (liste éventuellement tronquée si k < n) :

aux(xy,...,x,0)=[0]=0:]
aux(xi,...,xn, 1) =1[0;x11=0:x1 2]

aux(xXi,...,Xp, M) =[0;x1;..5Xp] =0 x1 . nx, 0 ]
aux(xy,...,xXp,n+r+1)=aux(xy,..., Xy, n+r)@[0]
init, Kk, s), x1,..., X5) =0, aux(xi, ..., X, k))

Lemme 1.5.1 la fonction init,(m, x1,..., x,) définie ci-dessus est récursive primitive. Elle calcule, quand
m est le code d’'une machine, l'état initial de la machine de code m avec x1,..., X, en entrées.

Démonstration. La fonction se comporte comme souhaité si m est le code d'une machine. Le schéma
de récurrence utilisé est récursif primitif. En effet on le rameéne a une récurrence primitive en utilisant
dans l'étape de récurrence n fois le «si ... alors ... sinon ...» sur des conditions récursives primitives
(singleton). Notez bien que 7 est une constante. |
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Fonction de transition

On va avoir besoin pour écrire la fonction de transition de modifier le registre numéro 7, ce qui
demande, pour le codage considéré, de modifier le i-éme élément d'une liste.

Proposition 1.5.2 Les fonctions inc, et dec qui, appliquées a un entier i et au code d'une liste non vide,
incrémente de 1 le i + 1-eme élément de la liste pour inc, respectivement décrémente de 1 ce i + 1-eme
élément pour dec, et qui ne changent pas leur argument sinon, sont récursives primitives.

Démonstration. On peut utiliser le schéma de récurrence avec substitution de parametre (voir exer-
cice 9 page 12),ona:
silen(l)<n alorsinc(n,l) =1
sinon
inc(0,0) = (hd(l) + 1) :: tl(])
inc(n+1,1) =hd(l) ::inc(n, t1(]))

De méme pour dec. [ |

Par ailleurs on peut calculer de fagon récursive primitive 'instruction courante : inst(m, e) est le code
de I'instruction de la machine de code m = (k, s) auquel renvoie I'index de lecture indiqué par I'état de
code e = (i, r) (sil'index de lecture i est supérieur au nombre d’instructions, on considere qu’il renvoie
ala derniere instruction) :

inst({k, s), (i, r)) = nth(s,inf(i,len(s))) .

On décompose maintenant la fonction de transition en ses deux projections, soient tr; et try, et on
montre que I'on peut définir chacune de facon récursive primitive.
— tr;(m, e) donne le numéro de l'instruction apres exécution de l'instruction indiquée par e =

{i,ry:
si nf (inst(m, (i, r))) € {0, 1} si incrémentation ou décrémentation
alorstry(m, (i,r)) =i+1 on passe a l'instruction suivante
sinon si 74 (inst(m, (i, 1))) = 2 si goto
alors si nth(r, 73 (inst(m, (i, 1)))) = 0 siR;j=0
alors try (m, (i, r)) = ﬂg (inst(m, (i, r))) aller a la ligne indiquée
sinon try(m, (i,r)) =i+1 sinon on passe a l'instruction suivante
sinon try(m,{i,r)) =1 sinon (halt) arrét
— trz2(m, e) donne la liste des contenus des registres apres exécution de I'instruction indiquée par
e=(i,r):
si ﬂ%(inst(m, (i,r))) =0 si incrémentation
alors try(m, (i, )) = inc(r3 (inst(m, (i, r))), ) Rj:=Rj+1
sinon si 71’% (inst(m, (i, r))) =1 si décrémentation
alors tra(m, (i, r)) = dec(n%(inst(m, (i,r)),r) Rj:=Rj-1

sinon trao(m, (i, r)) =r sinon (goto ou halt) les registres ne sont pas modifiés
Les deux fonctions tr; et tr, sont bien définies de facon récursive primitive, la fonction de transition

tr(m, e) = (try(m, e), tra(m, e))

est donc récursive primitive. Résumons les résultats de cette section.

Lemme 1.5.3 Les fonctions inst et tr définies ci-dessus sont primitives récursives. Quand m est le code
d’'une machine M et e le code d’'un état E possible pour M, inst(m, e) est le code de l'instruction courante
du programme de M selon l'état E, tr(m,e) est le code de l'état de M obtenu apres exécution de cette
instruction.

Prédicat de terminaison

On rappelle que I'état d'une machine est terminal si I'instruction indiquée par I'état est I'instruction
halt. On peut donc définir le prédicat de terminaison Halt ainsi :

Halt[m, e] = n% (inst(m, e)) >2
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Lemme 1.5.4 Le prédicat binaire Halt défini ci-dessus est récursif primitif. 1l est vrai pour les couples
(m, e) o 'état codé par e indique que la machine codée par m est en fin de calcul, quand m est le code
d’'une machine, et e le code d’'un état pour m.

Les entiers qui ne sont pas des codes de machines

Nous avons défini ci-dessus les fonctions d’initialisation et de transition et le prédicat de terminai-
son pour tous les entiers. Parmi ceux-ci, certains ne codent pas de machine. Cela n’a pas d'importance :
ces fonctions décrivent de toute facon un comportement mécanique, et finalement nous allons mon-
trer que les fonctions partielles calculables par une classe plus étendue (au moins en apparence) de
machines sont y-récursives.

Nous décrivons maintenant le comportement de ces « machines » étendues, ce qui ne sera vraiment
utile qu’au paragraphe 2.2.3.

Pour un entier donné codant une machine, le nombre de registres est bien défini ainsi que le pro-
gramme comme suite, il se peut simplement que des éléments de la suite ne correspondent pas a des
instructions valides.

Nous avons déja supposé (Paragraphe 1.5.1) que tout entier c tel que nf (¢) > 2 codait une instruction
halt, ce qui correspond bien au choix du prédicat de terminaison. La machine peut avoir des instruc-
tions halt n'importe ot dans le programme, et la derniére instruction n’est pas forcément un halt, ce qui
généralise un peu la notion initiale. La machine s’arréte des qu’elle atteint un halt. Sila derniére instruc-
tion est exécutée et que ce n’'est pas un halt ou un goto, alors cette instruction est répétée indéfiniment
(voir définition de inst) : la machine ne s’arréte pas.

Les instructions d’incrémentation et de décrémentation (n%(c) = 0,1) pourraient concerner un nu-
méro de registre qui n'apparait pas dans la machine. Dans ce cas on considere que I'instruction ne fait
rien en dehors de passer a I'instruction suivante. C’est bien ce que code tr (voir la définition des fonc-
tions inc et dec).

La condition de I'instruction goto peut porter sur un registre qui n’apparait pas dans la machine :
on le considere comme un goto inconditionnel (voir définition de tr;). Elle peut renvoyer a une ligne
de programme d’index supérieur a la longueur du programme. Dans ce cas cela revient a renvoyer a la
derniere ligne du programme (voir définition de inst).

Temps de calcul

On a tout ce qu’il faut maintenant pour définir en fonction du code de la machine et des entrées
le temps de calcul, c’est a dire le nombre d’étapes jusqu’a ce que la machine termine. Il se calcule par
minimisation, et peut ne pas étre défini, si la machine ne termine pas.

On définit d’abord de facon récursive primitive la fonction st, (m, x, ..., x, t) qui calcule I'état de la
machine de code m au bout de ¢ étapes de calcul avec les entrées xi,..., Xy :

st,(m, x1,...,Xn,0) =init,(m, x1,...,X,)
st,(m, x1,...,Xp, t+1) =tr(m,st,(m, x1,..., X, t))

Enfin le prédicat de terminaison H,(m, x,..., Xn, t), qui indique que la machine de code m avec en
entrée x1,..., X, s'est arrétée au bout de t étapes de calcul, se définit de facon primitive récursive.

H,(m, x1,...,x,, t) = Halt[m, st,,(m, x1,..., X, )]

Le temps de calcul de 1a machine de code m pour les entrées x;,...,x, est donc obtenu par minimisa-
tion, c’est :
pt.Hy(m, x1,...,Xp, 1)

Etant donné un état e, le contenu du registre Ry est donné par hd(n%(e)). La fonction calculée par la
machine m est donc définie par :

hdongostn(m,xl,...,xn,ut.Hn(m,xl,...,xn, 19)}

Elle est partielle u-récursive. Remarquez bien que I'argument m est entier quelconque, pas forcément
un « vrai » code d’'une machine. Résumons les résultats obtenus.
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Proposition 1.5.5 Pour tout entier n = 1, il existe une fonction récursive primitive Uy, : N"*2 — N, et un
prédicat récursif primitif H, a n+2 arguments tels que, si m est le code d'une machine M avec programme
goto, alors :

— H,(m, x1,...,xy, t) ssi M avec en entrées xy,..., X, Sarréte au bout de t étapes de calcul.

— La fonction partielle n-aire f calculée par M est j1-récursive et vérifie :

f(xlr---,xn) = Un(m»xly---;xn’ﬂt-Hn(m;xh---,xn;t))

Démonstration. Prendre U, = hd ong osty. [ |

Corollaire 1.5.6 Toute fonction partielle calculable par machine a registres avec programme goto, avec
programme structuré, ou avec programme while est p-récursive.

Démonstration. D’apres la proposition précédente et la proposition 1.3.8. ]

Du corollaire précédent et de la proposition 1.4.1 on déduit1’équivalence des tous les modeles de calcul
introduits jusqu’ici pour les fonctions partielles.

Théoréme 1.5.7 Les propositions suivantes sont équivalentes :
— la fonction partielle f est pi-récursive;
— la fonction partielle f est calculable par machine a registres avec programme goto;
— la fonction partielle f est calculable par machine a registres avec programme while ;
— la fonction partielle f est calculable par machine a registres avec programme structuré.

Temps de calcul d’'une fonction récursive primitive

Les fonctions récursives primitives définissent d’'une certain fagon une classe de complexité (tres
étendue!) comme le montrent les propositions qui suivent.

Proposition 1.5.8 Si le temps de calcul (sur une machine a registres) d'une machine est borné par une
fonction récursive primitive (en fonction de ses entrées) alors la fonction calculée par la machine est pri-
mitive récursive.

Démonstration. On reprend la Proposition 1.5.5. On peut borner la minimisation par une fonction
récursive primitive, le prédicat H, et la fonction U, sont récursifs primitifs. [ |

La réciproque de cette proposition est intuitivement vraie, mais plus pénible & démontrer.

Proposition 1.5.9 Toute fonction récursive primitive est calculable par une machine dont le temps de
calcul est une fonction récursive primitive des entrées.

Démonstration. (indications). On montre d’abord que le temps de calcul d'une machine avec pro-
gramme for est une fonction primitive récursive des entrées : c’est essentiellement le nombre de pas
dans les boucles for, une succession de boucles for correspond a une addition, une imbrication a une
multiplication. Le nombre de pas d'une boucle est le contenu d’'un registre qui est une fonction primi-
tive récursive des entrées (voir exercice 15). On montre ensuite que le temps de calcul reste une fonction
récursive primitive par traduction d’'un programme for en programme goto. ]

Evidemment une machine peut calculer une fonction récursive primitive sans que son temps de calcul
soit une fonction récursive primitive des entrées! Par exemple la fonction nulle est calculée par une
machine obtenue en ajoutant en fin de programme l'instruction Ry := 0 pour n'importe quelle machine
calculant une fonction totale.
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1.5.3 These de Church

Nous venons de voir que les différentes classes de machines a registres et les fonctions u-recursives
définissent la méme notion de fonction calculable. La méthode utilisée pour montrer que les fonctions
partielles calculables par machine sont p-récursives est tout a fait générale. Des que 1'on a une notion
de machine (ou de programme) avec un calcul qui se ramene a une succession d’états, et un ou des
états terminaux, on a juste besoin :

— de coder les machines et les états des machines;

— de montrer que les fonctions d’initialisation et de transition induisent sur les codes des fonctions
totales qui sont u-récursives, et que le prédicat d’arrét est décidable (au sens des fonctions p-
récursives).

Bien d’autres modélisations de la notion de fonction calculable existent. On citera entre autres les
machines de Turing, le lambda calcul, des systémes basés sur des principes de substitution de mots
(Post), des systemes équationnels (Herbrand-Gédel), des machines a pointeurs (Kolmogorov-Uspenski,
Schénhage) etc. Tous ces modeles sont équivalents du point de vue de la calculabilité. A chaque fois la
méthode résumée ci-dessus peut s'utiliser pour montrer que les fonctions partielles calculables avec
'un de ces modeles de calcul sont p-récursives®. On a méme du mal 4 imaginer comment une mo-
délisation avec calcul explicite pourrait y échapper, méme si les détails techniques peuvent s’avérer
fastidieux. Il faut vérifier bien entendu a chaque fois la réciproque, mais si celle-ci n’est pas vérifiée on
a simplement un modele de calcul moins puissant.

En résumé cette série de résultats, mais aussi la grande généralité de la méthode mise en ceuvre,
semblent confirmer la conjecture suivante, dite theése de Church.

These de Church Toute fonction calculable est pi-récursive (ou calculable par machine a registres, ou
calculable par machine de Turing, etc.)

Cette affirmation n’est pas démontrable puisqu’elle elle met en relation une notion intuitive (le fait
d’étre calculable) avec une notion mathématiquement précise (étre calculable dans un modele parti-
culier). Mais on a tout de méme donné des arguments pour sa validité, et elle n’a jamais pu étre infirmée.

5. D’autres démonstrations par simulations directes des modeles de calcul entre eux sont aussi possibles.



Chapitre 2

Résultats fondamentaux de
calculabilité

2.1 Introduction

Grace a la caractérisation des fonctions calculables comme fonctions calculables par machines a
registres | on a comme corollaire immédiat de la proposition 1.5.5 page 31.

Corollaire 2.1.1 Toute fonction calculable s'écrit comme composée d'une fonction récursive primitive et
d'une fonction définie par minimisation sur un prédicat récursif primitif.

En particulier on obtient toutes les fonctions partielles calculables en restreignant dans la définition 1.2.4
des fonctions partielles pu-récursives le schéma de minimisation ut.[g (%, t) = 0] aux fonctions g totales.

Nous avions vu deux fagons de définir les fonctions p-récursives totales : soit ce sont les fonctions
partielles u-récursives de la définition 1.2.4 page 17 qui s’avérent totales, soit elles sont obtenues par
la définition inductive 1.2.5 page 17 qui restreint la minimisation aux fonctions ou prédicats réguliers).
Toujours comme corollaire de la proposition 1.5.5, on obtient que ces définitions sont équivalentes, et
on parlera simplement de fonction totale calculable.

Proposition 2.1.2 Lensemble des fonctions totales j1-récursives (définition 1.2.5) est égal a l'ensemble des
fonctions partielles p-récursives (définition 1.2.4) qui s'averent totales.

Démonstration. Si f est une fonction totale u-récursive (définition 1.2.5), elle est évidemment aussi
une fonction partielle y-récursive (définition 1.2.4). Réciproquement, si f est une fonction partielle u-
récursive, alors pour un certain me N :

fx1,e,x0) =Un(m, x1, ..., Xp, ut. Hy(m, x1,..., Xn, 1)) .

Si de plus f est une fonction totale le calcul de f sur la machine de code m s’arréte pour toute en-
trée, c’est-a-dire que pour tout uplet (x1,..., x,) il existe ¢ tel que Hy(m, x1,...,Xp, t). Ceci signifie que
Hy,(m, x1,...,Xy,s) est régulier. Comme f est définie par composition a partir de fonctions récursives
primitives et d'une fonction définie par minimisation a partir d'un prédicat régulier, f est une fonction
totale p-récursive au sens de la définition 1.2.5. [ |

Plus généralement, on peut, en utilisant la preuve précédente, dégager des propriétés indépendantes
de la forme particuliére du calcul. Ceci d’autant que nous avons fait plus qu’il n’en fallait pour le résultat
de simulation obtenu : il aurait suffit de considérer une machine comme une constante du probleme,
alors que nous avons codé la machine par un entier et pris celui-ci comme parametre, et c’est quelque
chose que nous allons maintenant exploiter.

1. Les machines de Turing ou tout autre modeéle de calcul « raisonnable » conviendrait.

33
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2.2 Fonctions universelles.

On pourrait trés bien continuer a exploiter la proposition 1.5.5, mais on obtient une forme un peu
plus simple pour les fonctions calculables avec une démonstration alternative des résultats précédents
qui fait intervenir le code de la suite des états de la machine, plutdt que le temps de calcul qui est la
longueur de cette suite. C’est I'objet de la section suivante.

2.2.1 Forme normale de Kleene.

Proposition 2.2.1 Pour chaque entier n = 1 il existe un prédicat récursif primitif noté T" et une fonc-
tion récursive primitive U : N — N tels que pour toute machine de code m calculant une fonction a n
arguments f :

1. As T"[m, x1,..., Xp, S1 © f(x1,...,Xn) |

2. T"m,x1,...,%Xp, S1=> U(S) = f(x1,...,X,)

3. (T"[m,x1,...,Xpn, Sl et T"[m, x1,...,Xp, §']) > s=5

Démonstration. Lidée est que s désigne le code (en commencant par la fin) d'une suite d’états correcte
pour m, soit [e,;...; ep]. On commence par définir un prédicat P, qui indique que la suite d’états est
bien correcte (sans que le calcul soit forcément fini), pour une machine de code m avec xy,...,x, en
entrées. Le prédicat P, est défini par sa fonction caractéristique g, :

gn(m,xlv--wxny []) =1
gn(m,x1,-~-rxn; [e]) = X:(initn(m,XI,---,Xn),e)
gn(m, x1,...,Xn,€::8) = gn(M, x1,..., X, 8) - x=(tr(m, hd(s)), e)

la fonction g, est définie par récurrence structurelle sur les listes, a partir de fonctions récursives pri-
mitives. on a vu qu’alors g, est récursive primitive. Le prédicat P, est donc récursif primitif. On définit

ensuite
T m, x1,...,%n, S| = P,(m, x1,..., Xy, s] et Halt[m, hd(s)]
T m, x1,..., %X, S) = T m, x1,...,Xp, sl et Vs < s0 T [m, x1,...,%Xn, §']

Le prédicat récursif primitif 7'" ne vérifie a priori que la premiére condition de la proposition (termi-
naison). Le prédicat T" est récursif primitif et vérifie les deux premiéres conditions : terminaison et
fonctionalité pour s en sortie.

La fonction U a besoin d’extraire la valeur de Ry du code du premier état de s soit :

U(s) = hd(} (hd(s)))

fonction qui est bien récursive primitive. ]

Corollaire 2.2.2 (forme normale de Kleene) Les prédicats T" et la fonction U sont ceux de la proposi-
tion précédente. Pour toute fonction partielle calculable f : N" — N, il existe au moins un entier m tel
que:

[, x0) =Uus. T (m, x1,...,Xn, S1) .

Démonstration. Il suffit de prendre le code m d’'une machine qui calcule f. ]
Une expression de la fonction f comme celle donnée dans le corollaire :
fx,...,xn) = g(us.P(xy,...,xn, )

ol g :N — N est une fonction récursive primitive et P un prédicat récursif primitif est dite sous forme
normale de Kleene.

Exercice 17 En utilisant les prédicats 7" et la fonction U, démontrer la proposition 1.2.8 page 18 (clo-
ture par « si ... alors ... sinon ... » dans le cas des fonctions partielles calculables).
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2.2.2 Propriété d’énumeération.

Pour chaque 7 = 1 on définit la fonction d’arité n+1 ¢" :
(pn(my X1,. --»xn) = U(”&Tn[mvxl) ---)xnrs])

et on note simplement ¢ pour ¢'.

Cette fonction partielle calculable permet de calculer toutes les fonctions partielles calculables a n
arguments. On dit que c’est une fonction universelle pour les fonctions partielles calculables a n argu-
ments. On peut réécrire ainsi le corollaire précédent :

Théoréme 2.2.3 (Théoréme d’énumération) la famille de fonctions (p") nen®, définie ci-dessus est telle
que pour toute fonction partielle calculable f : N" — N il existe au moins un entier m tel que :

f(xlr”-)x}’l) :(pn(m!xly”'rxn)

Un tel entier m sera appelé un indice de f (rappelons que c’est essentiellement le code d’'une ma-
chine qui calcule f). On notera f = ¢/, si m estun code de f.

En fait chacune des fonctions (¢"),en+ st universelle en un sens un peu plus fort. Par exemple, la
fonction ¢ = ¢! énumere modulo codage toutes les fonctions partielles calculables :

Corollaire 2.2.4 Pour toute fonction partielle calculable f :N" — N, il existe un entier i tel que :
f(xlr---yxn) = (p(ly <xly---rxﬂ>)
Démonstration. On prend pour i un indice de la fonction : x — f (n{l (x),...,w(x)). [ |

11 est intuitivement clair (voir exercice suivant) qu'une fonction partielle calculable possede une
infinité d’indices : on peut toujours ajouter des détours inutiles dans le programme d’'une machine. On
montrera plus tard que c’est en un certain sens inévitable.

Exercice 18 (Lemme de bourrage)

1. étant donné une machine M a k registres, construire une machine M’, avec autant de registres,
qui calcule la méme fonction, et dont le programme a un code strictement plus grand que celui
de M.

2. Soit n € N*. Montrer qu’il existe une fonction récursive primitive u : N — N telle que
Pruim = Pm €t pour tout m u(m) >m

(u peut dépendre de n);

3. Montrer qu'il existe une fonction récursive primitive v : N> — N telle que v est strictement crois-
3 n — n
sante en son second argument et pour tous entiers m et p, ¢} p = Pme

Une conséquence immédiate du théoreme d’énumération est que la fonction partielle ¢, qui est cal-
culable a n + 1 arguments, a un indice : le code d’'une machine qui la calcule, que I'on appelle machine
universelle.

Corollaire 2.2.5 Pour tout n =1 il existe un entier my, tel que :

n+1

n
@ (M, x1,...,Xp) =@ (Mp, M, X1,...,Xp) .

2.2.3 Propriété de paramétrisation.

Une propriété en quelque sorte réciproque de celle que I'on vient d’énoncer, est aussi caractéris-
tique des familles de fonctions universelles, la propriété de paramétrisation.
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Théoréme 2.2.6 (théoréme s];, ou de paramétrisation) Pour tous entiers m, n = 1 il existe une fonction
totale calculables”, : N™ 1 — N telle que :

(Pm+n(i;x1y---;xm;y1y---;J’n):(pm(snm(iyxl;---yxm);J/ly---;J/n)

Pour la famille de fonctions universelle étudiée ici, la fonction s}}, est récursive primitive.

Si on on revient aux machines, la fonction s}, permet donc, a partir du code i d'une machine M a m+n
entrées, et de m entiers xi,..., X;;, de calculer le code d’'une machine M’ a n entrées, qui fonctionne
comme M, apres avoir fixé les m premiéres entrées a x,..., Xp,.

Démonstration. On va suivre la remarque précédente. Il s’agit d’abord d’'indiquer comment construire
M, puis on montre que les constructions se codent de fagon récursive primitive. Il faut veiller 4 ce que
la fonction calculée soit bien celle cherchée méme quand l'indice i = (k, ) n’est pas un « vrai » code
de machine (cf. paragraphe 1.5.2). La machine M’ va avoir les mémes k registres. On construit son
programme a partir de celui de M en 3 étapes.

1. On ajoute en téte de programme des instructions qui essentiellement (c’est-a-dire quand il y a
suffisamment de registres) recopient les registres d’entrées Ry, ..., R, a partir de R, (registres
de travail), et mettent a 0 les n premiers registres d’entrées). il faut en fait discuter suivant le
nombre de registres k. Lopération est donnée,
si k < m par la séquence

Ry :=0,...,R:=0

si m < k < m+ n par la séquence

Riy:=Ri—m,...,Rm+1:=R1
etsi k= m+ n parla séquence

Ry+n:=Ru,....,Rm+1:=Ry .

Chacune des instructions R, ; := R;, respectivement R; := 0, s’écrit
m+i 1 1

I if R;j =0gotol+4 l if R =0gotol+3
l+1 Rpyyi:=Rpii+1 I+1 R;:=R;—-1

[+2 R;:=R;-1 l+2 gotol

I+3 gotol

avec, par exemple dans le dernier cas [ = 4(n—i). On ajoute 3k lignes dans le premier cas, 4(k—m)
dans le second cas et 47 lignes dans le dernier.

2. On ajoute ensuite les instructions qui correspondent a :
R] = xl,...,Rm =Xm
chaque opération R; := x; s’écrit (le registre R; est a 0) :

R;:=R;+1,...,R;:=R; +1

~

~~
Xi

on ajoute donc x; + - - + X, lignes.

3. On ajoute le programme de M modifié de facon a se comporter de la méme facon que pour
la machine M, c’est-a-dire que les instructions goto doivent pointer sur les numéros de lignes
décalées du nombre d’instructions ajouté en téte de programme. Ce nombre est une fonction de
(k,x1,...,Xm) (m et n sont des constantes).

Il est a peu pres clair qu’a chaque étape correspond une opération récursive primitive sur le code. Ceux
qui n’en sont pas convaincus sont invités a le démontrer eux-mémes, ou, en dernier ressort, a chercher
de possibles erreurs dans les détails donnés ci-dessous.
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1. la fonction k,s — fi(k,s) qui ajoute le code de la liste des instructions de I'étape 1 et la fonc-
tion k — nb(k) qui donne le nombre d’instruction ajoutées, sont récursives primitives. Elles se
définissent par cas et récurrence sur k comme indiqué.

2. Le code d’'une suite de x incrémentations sur le registre i se définit par récurrence récursive
primitive sur x

a(i,x) =]
a(i,x+1)={0,i)::a(i,x) 0estlecodedelincrémentation

La fonction a est récursive primitive, et donc également la fonction f;(s, x1,..., xX;;) qui ajoute la
liste d’instructions souhaitée en téte du programme s (m est une constante) :

folx1,.c0,xm,8) = a(l, x1)@...@a(n, x,)@s

3. La fonction d(g,e) décale de g les numéro de ligne dans le code d'une instruction e s'il s’agit
d’un goto, et ne fait rien sinon. Elle est récursive primitive.

si ﬂ%(e) =2 sigoto
alors d(g,e) = (2,73 (e), 73 (e) + 8)
sinon d(g,e) =e

Il suit que, par composition, la fonction d'(x1,..., X, i,e) = d((nb(n%(i)) + X1+ + Xy, e) est
récursive primitive, et donc également La fonction f3 qui calcule le résultat de I'application de
la fonction e — d’'(x1,..., Xm, i, e) & toutes les instructions du programme; celui-ci étant une liste
on utilise une fonction map, (voir page 11), soit f3(x1,...,X;;, 1) = map (n%(i)). Cette derniére
construit a partir du code i de la machine M le code du programme avec les renumérotations de
registres et décalages des goto souhaités.

On obtient finalement la fonction s/, de fagon récursive primitive :

I (i, X1, vy Xm) = (5 (1), AL, f2 (X1, e, Xy 3(E, X150, X)) ]

La famille de fonctions universelles telle qu’elle est construite est tres arbitraire : elle dépend non seule-
ment du choix des machines a registres pour représenter le calcul, mais aussi du choix du codage qui
n’'arien d'intrinseque.

On verra plus tard que la propriété d’énumération et I'existence de fonctions s}, appelée aussi pro-
priété de paramétrisation, axiomatisent les familles de fonctions partielles calculables universelles :
toute famille de fonctions universelles (¥"),>; qui vérifient ces deux propriétés se déduit de (¢");>1
par une permutation récursive h :

Vi =0 -
Limportance de la propriété de paramétrisation va apparaitre dans les chapitres qui suivent. Avec les
fonctions universelles, les entiers jouent un double role : celui de donnée, mais aussi celui de pro-
gramme. Mais les programmes peuvent aussi étre vu comme des données pour d’autres programmes.
La fonction s, permet donc également de décrire des opérations calculables sur les programmes et de
composer ceux-ci. Voyons un exemple simple. Soit e le code de la fonction (i, j, x) — (pll. (x)+ (p} (x):

@i, %) +¢(j, ) =p3(e,i,j,%) = @' (s)(e,i, ), X) .

La fonction (i, j) — s%(e, i, j) calcule donc, a partir des indices de deux fonctions, I'indice de la somme
de ces deux fonctions. Il fabrique en quelque sorte le (code du) programme pour la somme de ces deux
fonctions, en intégrant comme sous-programmes les programmes (de codes i et j) calculant chacune
de ces deux fonctions.

2.3 Problemes indécidables

2.3.1 Ensembles effectivement énumérables : caractérisation et clotures

Définition 2.3.1 (ensemble effectivement énumérable) Un sous-ensemble A de N¥ est dit semi-décidable
ou effectivement énumérable quand il est le domaine d'une fonction calculable (partielle).
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Un tel ensemble est aussi appelé récursivement énumérable (quand « récursif » est utilisé au sens de «
calculable »).

On parle aussi de prédicat effectivement énumeérable ou semi-décidable pour un prédicat d’arité k
dont le support est effectivement énumérable.

On note W le domaine de définition de la fonction (a k variables) d’indice m, ¢%,. Lensemble des
prédicats effectivement énumérables est donc constitué des ensembles W .

Notons tout d’abord qu'’il est toujours possible de se ramener aux sous-ensembles de N via codage.

Lemme 2.3.2 Soit A un sous-ensemble deN¥. On pose A0 = {(xl, cen Xy | (X1,..., X)) € A} (AcN). Alors :
— A est semi-décidable si et seulement si A est semi-décidable;
— A est décidable si et seulement si AV est décidable.

On rappelle que le résultat est encore vrai en prenant récursif primitif pour décidable.

Démonstration. Par composition avec a; pour un sens, (n’f eees n’]g) pour 'autre. [ |

Proposition 2.3.3 (caractérisation des ensembles semi-décidables) Soit A < NF. Alors A est semi-décidable
des qu'il satisfait 'une des assertions suivantes qui sont équivalentes :

1. Aestledomaine d’'une fonction partielle calculable;

2. Aestle projeté d'un ensemble récursif primitif, B, c’est-a-dire que A= {x:3y(x,y) € B};
3. Aestle projeté d'un ensemble décidable;
4

A est I'image d’'une fonction partielle calculable, modulo codage des k-uplets, soit il existe f par-
tielle calculable telle quelm f = {(x,..., x) | (x1,...,x¢) € A}.

5. A est vide ou l'image d'une fonction récursive primitive a un argument modulo codage des k-
uplets, soit il existe [ fonction récursive primitive telle queIm f = {(xl, cen X [ (x1,...,x) € A};

6. A estvideou l'image d’'une fonction calculable totale a un argument, modulo codage des k-uplets.

La derniére caractérisation justifie I'appellation « effectivement énumeérable » pour les ensembles semi-
décidables. Quand A < N elle s’écrit plus simplement
6’ Aestvide ot il existe une fonction totale calculable f telleque A=Im f .

Démonstration. On peut supposer par codage (lemme 2.3.2) que A est un sous-ensemble de N.

(1=>2): soit ¢, la fonction dont A est le domaine, alors {(x, s) | T [m, x, s]} convient, ot T! est le
prédicat d’arrét de Kleene, qui est récursif primitif, cf. proposition 2.2.1.

(2=3): évident.

(3=6) et (2=5): onsuppose Anon vide, soit donc a € A. Soit B décidable dont A est le projeté. La
fonction f quia z = (x, y) associe x si (x, y) € B, a sinon (c’est une définition par cas de fonction
totale calculable, voir page 6), convient.

(6 = 4) et (5= 4): 'ensemble vide est '’ensemble image de la fonction nulle part définie.

(4= 1): soit¢,, lafonction partielle calculable dont A est]'image. Alors la fonction suivante convient
(les notations sont celles de Kleene, cf. proposition 2.2.1)

F) = pe- (T m, 730, 73(0)] et y = U (0)
Elle est bien définie si la machine de code m s’arréte avec y en valeur de sortie. [ |

Un ensemble décidable A est par exemple le projeté de A x N sur ses premiéres composantes.

Fait 2.3.4 Un ensemble décidable est effectivement énumérable.

De la caractérisation d'un semi-décidable comme projeté d’'un ensemble décidable, c’est-a-dire que
tout prédicat semi-décidable est obtenu par quantification existentielle sur un prédicat décidable, on
en déduit la cloture par projection des semi-décidables. Certaines propriétés de cloture des prédicats
décidables (qui sont clos par opérations récursives primitives donc a les propriétés de cloture du para-
graphe 1.1.2) sont héritées par projection, mais pas toutes.
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Proposition 2.3.5 (propriétés de cloture des effectivement énumérables) La classe des prédicats effec-
tivement énumérables est close par

1. conjonction et disjonction;
2. quantification existentielle;
3. quantification universelle bornée par une variable.

Ceci se traduit par le fait que la classe des ensembles effectivement énumérables est close par intersection,
produit cartésien, réunion, projection (et l'opération correspondant a la quantification universelle bornée
sur une variable).

Démonstration.

1. Soit Pxy,...,Xp,21,..., 2k €t QY1,...,¥q, 21,..., 2k deux prédicats semi-décidables, caractérisés
par les domaines des fonctions f et g calculables, alors f + g a un domaine caractérisé par la
conjonction de ces deux prédicats.

La disjonction a réellement un sens pour des prédicats de méme arité, il suffit de compléter pour
que les prédicats portent P et Q sur les mémes variables x. Soient A et B des prédicats décidables
tels que

Px=3zAX,z; Qx=3zBX,z;

Ona (Pv Q)x=31z(AX,zV BX, z).

2. On a pour P semi-décidable A décidable tel que PX,y = 3zAX, y,z. il vient donc Iy Px,y =
3t Ax, JT% (t),ng(t), par quantification existentielle sur un prédicat décidable par composition.

3. Avec les mémes notations on a Vy < tPX,y = Vy < t3z AX, y, z. 1l s’agit d’échanger les deux
derniers quantificateurs. Soient X, ¢ tels que Vy < t PX, y. Nous sommes dans N, il n'y a qu'un
nombre fini de y < 1, t étant fixé, pour lesquels on choisit un témoin z, tel que AX, y, zy. Soit
U =sup,.,zy. On a alors Vy < r3z < uAx, y,z. Ce prédicat est décidable et donc le prédicat
JuVy < tdz < u AX, y,z, qui est satisfait par %, t, est semi-décidable. Réciproquement si ce pré-
dicat est satisfait par x, t on a évidemment Vy < ¢ Px, y, d’ol le résultat cherché. [ |

La proposition suivante relie les notions d’ensemble décidable et effectivement énumérable.

Proposition 2.3.6 Un ensemble A < NF est décidable si et seulement si A et son complémentaire A® =
NK\ A sont effectivement énumérables.

Démonstration. Si A est décidable alors clairement A et A® sont effectivement énumérables. Pour la
réciproque, si A et A® sont les domaines (disjoints) respectives de deux fonctions partielles calculables
d’indices my et my, la fonction s définie par

$G0 =y (T¥1mo, %y v T¥(m1, %, y1)

est totale calculable. On a alors : A(X) si et seulement si Tk[mo,f, s(x)] et A est donc décidable?. On
peut examiner I'argument ci-dessus avec un point de vue plus algorithmique. Supposons qu'’il existe
une machine M; ne terminant que sur les éléments de A et une machine M, ne terminant que sur les
éléments de N*\ A. On a simplement construit une machine M qui, sur une entrée x exécute les deux
machines M, et M, sur X en parallele (en entrelacant les instructions des machines 3). Lentrée X est
alors acceptée ou refusée suivant laquelle de M; et M, s’arréte. Noter qu'on ne peut pas lancer une
exécution (celle de M;, par exemple) puis I'autre car la premiere exécution peut ne pas terminer. ]

Dés que 'on aura montré I'existence d'un ensemble effectivement énumérable non décidable, ce qui
va étre fait en section 2.3.3, on pourra déduire de cette proposition et de la caractérisation des semi-
décidables que

2. vous pouvez pousser les détails jusqu’a donner la définition de la fonction caractéristique de A

3. essayez de donner les détails pour une machine a registres. Aide : faites travailler les machines sur deux ensembles de
registres différents. Utiliser 3 nouveaux registres en plus : deux pour garder, a tout instant le numéro de l'instruction de chacun
des programmes en cours; un dernier pour compter les pas de programme et permettre que tout étape impaire corresponde a
une étape de simulation de M et toute étape paire pour M
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— laclasse des ensembles effectivement énumeérables n’est pas close par complémentation (contrai-

rement a celle des ensembles décidables);

— la classe des ensembles décidables n’est pas close par projection (contrairement a celle des en-

sembles semi-décidables).

Nous avons vu qu'un sous-ensemble effectivement énumeérable non vide de N était 'image d'une
fonction totale calculable (proposition 2.3.3). Si 'ensemble est infini la fonction d’énumération peut
étre supposée injective. Mais si on la suppose de plus strictement croissante son ensemble image de-
vient décidable. Les ensembles effectivement énumérables non décidables (voir section 2.3.3) ne peuvent
donc étre énumérés « par ordre croissant ».

Exercice 19

1. Montrer qu'un ensemble effectivement énumérable infini est 'image d'une fonction calculable
injective, i.e. montrer que pour toute fonction totale calculable f dont'image est infinie, il existe
une fonction totale calculable injective g telle que Im f =Im g.

2. Montrer que I'image d’'une fonction totale calculable croissante est un ensemble décidable.

3. Réciproquement montrer que tout ensemble décidable infini est 'image d'une fonction calcu-
lable strictement croissante.

4. En utilisant les questions précédentes, montrer que tout ensemble effectivement énumeérable
infini contient un sous-ensemble décidable infini.

2.3.2 Prédicats et problemes

Dans un contexte algorithmique, il peut étre plus naturel de parler de probléme que d’ensemble ou
de prédicat. Soit A <NF, le probleme associé est :

PROBLEME A (APPARTENANCE A A)
Entrée : X e NF
Question : X appartient-t-ila A?

Lorsque A est un ensemble décidable, on dit alors que le probleme A associé est décidable. 1l est dit
indécidable dans le cas contraire. Un probleme semi-décidable est un probléme associé a un prédicat
semi-décidable.

2.3.3 Probléeme de l’arrét: la méthode diagonale

On montre dans cette partie que certains problemes sont indécidables par nature (bien qu’ils puissent
étre semi-décidables). La méthode employée est bien connue des mathématiciens depuis Cantor : il
s’agit de la diagonalisation. Pour arriver a notre résultat le plus général, le probléeme de I'arrét d’'une
machine, on commence par le probléme suivant.

Théoréme 2.3.7 (probléme de 'arrét diagonal) Lensemble K = {m | ¢\, (m) |} nest pas décidable, plus
précisément l'ensemble K est effectivement énumérable et son complémentaire K¢ n'est pas effectivement
énumérable.

Démonstration. La fonction d’énumération ¢! est une fonction partielle calculable 4 deux variables
@l (x) = @'(m,x). La fonction : m — ¢!, (m) est donc partielle calculable et son domaine K est effec-
tivement énumérable. D’apres la proposition 2.3.6 page précédente, il suffit donc de montrer que le
complémentaire de K, noté K¢, n'est pas effectivement énumérable. Supposons le contraire 4. Dans ce
cas, K° est le domaine d’une certaine fonction partielle calculable d’indice a, soit (p}l.

Une question naturelle est alors : est-ce que a € K°? On voit par définition que :

aeK® < ae{x:pLx)]}
= ¢L@]
<~ aek

ce qui est une contradiction. Donc K n’est pas semi-décidable et K ne peut étre décidable. ]

4. cette assertion est déja, intuitivement, douteuse : comment énumérer les entrées x sur lesquelles le calcul de I'image de
f(x) ne s'arréte pas...2



2.3. Problémes indécidables (v. provisoire 20 mars 2023 12: 30) 41

Le prédicat considéré dans la preuve précédente est associé au probléme suivant :

Di1aG
Entrée : Une machine a registres M donnée par son code m
Question :le calcul de M sur l'entrée m s’arréte-t-il?

Le théoreme 2.3.7 dit que le probléme DIAG est indécidable. Méme si c’est redondant avec la preuve
déja donnée, on peut regarder comment 1’argument diagonal principal se déploit dans le cas d'une
preuve directe de 'indécidabilité de ce probleme en termes de machine.

Supposons que le probleme DIAG est décidable par une machine (mettons a registres avec pro-
gramme structuré) M. Plus exactement, M calcule la fonction caractéristique Diag avec Diag(m) =1 si
la machine de code m s’arréte sur m, et Diag(m) = 0 sinon. On modifie la machine M en une nouvelle
machine M’ en la faisant boucler indéfiniment sur 'entrée m lorsque Diag(m) = 1. Cela peut se faire
en ajoutant l'instruction suivante en fin de programme (a la place de I'instruction halt de M que 'on
suppose en fin de programme) :

whileRg #0 do end

On a maintenant une machine M’ qui s’arréte sur m si Diag(m) = 0, et qui ne s’arréte pas sinon. Que
fait la machine M’ sur I'entrée constituée de son propre code m'20On a:

M’ s’arréte sur 'entrée m’' ssi Diag(m’) = 0, c’est-a-dire ssi elle ne s’arréte pas sur m’ (par définition
de Diag). Ce qui nous amene a une contradiction.

Corollaire 2.3.8 Pour tout k, il existe un sous-ensemble de N* semi-décidable qui n'est pas décidable, il
existe un sous-ensemble deN* qui nest pas semi-décidable.

Démonstration. Immédiat pour k = 1 d’apresle théoreme 2.3.7,1'ensemble diagonal étant semi-décidable;
son complémentaire n'est donc pas semi-décidable (d’aprés la proposition 2.3.6 mais cela a été mon-
tré directement). On déduit le résultat pour k quelconque, car, par exemple, K x {0} est décidable si et
seulement si K est décidable. ]

Un autre corollaire immédiat du Théoréme 2.3.7 est I'indécidabilité du probléme suivant, dont le pro-
bléme de I'arrét diagonal est un cas particulier.

ARRET
Entrée : Une machine a registres M, x e N
Question :le calcul de M sur l'entrée x s’arréte-t-il?

Théoréme 2.3.9 (probléme de Parrét) Lensemble {(m, x) | @' (m, x) |} nest pas décidable.

Démonstration. Sil’ensemble {(m, x) | (pl (m, x) |} était décidable, 'ensemble {m | (pl (m, m) |} le serait
aussi. [ |

Enfin une autre version est celui de I'arrét sur une entrée donnée. On va prendre 0 comme entrée : dans
ce cas la question est celle de 'arrét d'une machine dont tous les registres sont initialisés a 0 et ne fait
plus référence a une fonction calculée par la machine et a son arité. Mais le résultat d'indécidabilité est
identique et se démontre de la méme facon pour une entrée quelconque.

ARRET)
Entrée : Une machine a registres M dont tous les registres sont initialisés a 0
Question :le calcul de M s’arréte-t-il?

Théoréme 2.3.10 (probleme de 'arrét des machines initialisées a 0) Lensemble {m | (,01 (m,0) |} nest
pas décidable.
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Démonstration. Ce résultat est une conséquence immeédiate du théoréme de Rice 2.3.13 page ci-contre,
voir le corollaire 2.3.14, mais la preuve directe est un exemple particulierement simple de méthode de
réduction (méthode utilisée aussi pour le théoreme de Rice). Il s’agit étant donné une machine de code
m, de construire une machine avec un nouveau registre que '’on place en position R; et qui n’est jamais
utilisé par le programme : la nouvelle machine possede donc un registre supplémentaire, et le pro-
gramme est obtenu a partir du programme de la machine de code m, d’abord en renumérotant dans
les instructions tous les registres R;, i >0, en R;41, puis en ajoutant en téte de programme l'instruction
R, := m et en décalant les numéros de ligne de fagcon cohérente dans les instructions goto. Clairement
le code a(m) de cette nouvelle machine se calcule a partir de m, on peut méme dire que «a est récursive
primitive. Comme d’une part le registre R; n’est jamais utilisé et d’autre part la machine calcule comme
la machine de code m sur I’entrée m nous avons pour un entier x arbitraire :

@'(m,m) | ssig(a(m),x) |

en particulier
@' (m,m) | ssig'(a(m),0)] .

La fonction totale calculable a réduit donc le probleme Diag au le probleme de I'arrét des machines
initialisées a 0, et ce dernier ne peut donc étre décidable (sinon Diag le serait).

Revenir aux codages des machines est assez intuitif mais s’avere vite pénible (d’ailleurs nous sommes
loin d’avoir donné tous les détails). Comme pour d’autres fonctions codant des transformations de pro-
gramme, il est en fait plus simple d’utiliser le théoréme s”,. On pose h(m,x) = ¢! (m, m) qui est une
fonction partielle calculable de N> — N, et posséde donc un indice a :

@' (m,m) = h(m, x) = p*(a, m,x) = ' (sl (a,m), x) .

En posant a(m) = s%(a, m), on a bien que ¢'(m, m) | si et seulement si ¢'(a(m),0) |, et on conclut
comme ci-dessus. [ ]

Ces diverses versions du probleme de I'arrét constituent des problemes de base pour montrer I'indéci-
dabilité d’autres problemes algorithmiques.

2.3.4 Prolongement par une fonction totale calculable

Soit A< N¥ et f: A— N une fonction partielle de domaine A. On dit que g est un prolongement,
ou une extension de f, si pour tout X € A, f(x) = g(x). Le résultat suivant est une conséquence assez
directe de I'indécidabilité du théoréme de I'arrét. On en donne néanmoins une preuve indépendante
jouant encore une fois avec la méthode de diagonalisation.

Proposition 2.3.11 I existe une fonction partielle calculable f : N — N qui n'a pas de prolongement
qui soit une fonction totale calculable.

Démonstration. Soit ¢! la fonction universelle 2 une variable. On définit une fonction calculable f qui
differe en tout point de la diagonale de ¢!, par exemple :

f=1=¢(x,x).

Soit g une fonction totale calculable. Montrons qu’elle ne peut prolonger f. Il existe un indice m tel que
gx) = (pl(m, x). La fonction g étant totale, elle est en particulier définie en m : f(m) | et f(m) =1~
g(m), donc f(m) # g(m). On a bien que g ne peut étre un prolongement de f car les deux fonctions ne
coincident pas en m. ]

Exercice 20 Montrer que dans la définition 1.2.3 page 16 de puy. (f (X, y) = 0),la condition Vz < y f (%, 2) |
est indispensable. Plus précisément montrer que, méme si f est une fonction partielle calculable a p+1
arguments, la fonction partielle

g =u'y.f&xy =0

qui est définie en X et vaut y si et seulement si

&y =0; Vz<y(f(x2) |= f(X,2) #0)

peut ne pas étre calculable (utiliser le probléme de I'arrét diagonal).
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Soient A < N¥ et B < N* deux ensembles disjoints. On dit qu'un ensemble C < N¥ sépare A et B
si A< C et BSNK\C; A et B sont dits effectivement séparables s'il existe un tel ensemble C qui est
décidable.

Théoréme 2.3.12 1l existe deux ensembles disjoints effectivement énumérables A < NF et B < NF qui ne
sont par effectivement séparables.

Démonstration. Dans la preuve de la proposition 2.3.11, la fonction (partielle) f considérée a pour
image I’ensemble {0, 1}. Considérons les ensembles A = {x | f(x) =1} et B={x | f(x) =0} (A et B ne
forment pas une partition de N car f peut ne pas étre défini pour certains x). A et B sont clairement
effectivement énumeérables. Supposons qu'’il existe un ensemble décidable C tel que A< C et B < NF\C.
Dans ce cas, la fonction caractéristique de C, qui est totale et calculable étend f en contradiction avec
la Proposition 2.3.11 u.

2.3.5 Théoreme de Rice

Le résultat qui va suivre est treés riche de conséquences. Il montre, en quelque sorte, que toute pro-
priété des machines qui ne dépend que des entrées-sorties, toute propriété d'un ensemble de pro-
grammes qui ne dépend que de ce que calcule la machine (pas de la facon dont elle le calcule), est
soit triviale soit indécidable.

Théoréme 2.3.13 (Théoreme de Rice) Soit F un ensemble de fonctions (partielles) calculables a k va-
riables tel que F # @ et tel qu'il existe une fonction partielle calculable qui n'est pas dans F. Alors l'en-
semble I = {m e N | o € F} nest pas décidable.

On peut réénoncer le théoreme de Rice ainsi :

Autre énoncé du théoréme de Rice. Soit k e N* et E c N tels que :
i. (ieEenp;‘:(pf):,jeE,
ii. EZ@etE#N,

alors E nest pas décidable.

On dit d'un ensemble ou d’'une prédicat qui satisfait la condition i qu’elle est extensionnelle (pour les
fonctions partielles calculables d’arité k), ce qui traduit le fait que le prédicat sur les entiers ne dépend
que de la fonction partielle (au sens ensembliste, le graphe de celle-ci, donc I'extension) dont I'indice
est I'entier, et non de I’entier lui-méme (ni donc de la machine dont il est le code). Le théoréme de Rice
exprime donc qu'une propriété des programmes extensionnelle est soit triviale, soit indécidable.

Le probléme de 'arrét fournit typiquement un exemple de propriété extensionnelle. Le théoréme
de Rice se démontre en se ramenant a celui-ci.

Démonstration. On appelle v lafonction nulle part définie a k arguments. On peut supposer sans perte
de généralité, que v € F : sinon on échange F et F¢ son complémentaire parmi les fonctions partielles
calculables a k arguments. Soit g d’arité k, g ¢ F. Prenons K I'’ensemble effectivement énumérable non
décidable fourni par le théoreme 2.3.7 (probléme de I'arrét diagonal), n'importe quel sous-ensemble
effectivement énumérable non décidable de N conviendrait. On définit la fonction f : N¥*! — N sui-
vante :

gx)sineK

non définie si n ¢ K.

f(n,ﬂ=«{

La fonction partielle f est bien calculable : la définition par cas sur'appartenance a un ensemble semi-
décidable ne conserve évidemment pas en général le fait d’étre calculable — on pourrait définir ainsi
la fonction caractéristique de n'importe quel ensemble effectivement énumérable —, mais pour cette
forme particulieére si. Il suffit de multiplier g par une fonction constante égale a 1 définie seulement sur
K%). On remarque que, pour 7 fixé, la fonction f est soit égale a v soit égale a g. On va exploiter ce fait.
Notons g un indice de la fonction f. Les deux situations suivantes sont possibles :

5. Vous pouvez aussi donner plus directement le principe d'un algorithme calculant f
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— Soit n € K. Dans ce cas, la fonction partielle X — ¢**1(g, n,%) est la fonction g, soit par le Théo-
N n k — k
remes,, (ps,f(q'n] =getdoncs;(qg,n) ¢ IF.

— Soit n ¢ K. Dans ce cas, ¢**1(g, n,%) n’est défini pour aucun ¥, soit (pfk(q = vet donc s’f(q, n)e
Ya
Ir.

On a donc I'équivalence :

)

nek sf(q,n)eﬂF

Supposons que I'ensemble I soit décidable. Dans ce cas, on peut déterminer I'appartenance de n
a K indirectement en calculant s]f (g, n) (cette fonction est totale calculable) et en testant son apparte-
nance a Ir. Ceci contredit le fait que K n’est pas décidable. [ |

Examinons maintenant quelques conséquences du Théoréme de Rice.

Corollaire 2.3.14 Les problemes suivants sont indécidables :

— étant donnée une machine M, déterminer si la fonction calculée par M est une certaine fonction
f fixée (i.e. l'ensemble des indices d’'une fonction calculable f n'est pas décidable);

— étant donnée une machine M déterminer si son calcul s'arréte quand tous les registres sont initia-
lisés a0 (i.e. 'ensemble{i | ¢;(0) |} n'est pas décidable);

— étant donnée une machine M, déterminer si l'ensemble des entrées acceptées par M (les entrées
pour lesquelles le calcul de M s'arréte) est fini;

— étant données deux machines M et N, déterminer si elles calculent la méme fonction.

2.4 Théorémes du point fixe

2.4.1 Introduction :lafonction d’Ackermann

On utilise fréquemment des définitions récursives de fonctions calculables : une fonction est dé-
finie a partir d’elle méme. Un exemple est la définition par récurrence primitive, qui est intégrée a la
définition des fonctions u-récursives, et dont on peut dériver d’autres schémas naturels de définition
par récurrence comme la récurrence primitive sur la suite des valeurs (voir page 10) et d’autres.

Mais certaines définitions par récurrence ne rentrent pas dans ce cadre comme la récurrence double
utilisée pour définir la fonction d’Ackermann définie section 1.2.2 page 14.

Le théoréme du point fixe, d’ailleurs également appelé théoreme de la récursion, permet entre
autres d’assurer que de telles définitions fournissent bien des fonctions (éventuellement partielles) cal-
culables.

Une définition récursive de fonction partielle a la forme suivante :

f=o)

oi1 @ est une fonctionnelle, soit ® : (N* — N) — (N¥ — N), calculable en un sens qu'il faudrait défi-
nir. Mais plut6t que se lancer dans une théorie des fonctionnelles calculables, on va plutot représenter
cette fonctionnelle par une fonction totale calculable qui permet de passer d'un indice de la fonction
partielle récursive f a un indice de la fonction partielle récursive ®(f). Prenons |'’exemple de la fonction
d’Ackermann, la transformation ® est donnée par :

D0, x)=x+2

d(f)(1,00=0

D(f)(n+2,00=1
O(filn+1,x+1)=f(n,f(n+1,x).

En prenant comme argument un indice i de f, on peut donc faire correspondre a ®(f) une fonction g
a 3 arguments entiers :

g(i,0,x)=x+2
g(i,1,0)0=0
g(i,n+2,0)=1

gli,n+1,x+1)=¢%i,n¢*(i,n+1,x) .
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Soit a un indice de la fonction g, par la théoreme s}?,, s% (a,i) estun indice de ®(f) :

(a,i)

¢§ 0,x)=x+2
1

2 —
(psf(a,z)(l’o) - 0

2 —
(Psi(a’l.)(n+2,0)_1

2 _ 2 2
¢s§(a,i)(n+ Lx+1=¢in¢;(n+1,x).

La fonctionnelle ® est donc représentée par la fonction récursive totale a : i — s%(a, i). Montrer que
la fonction d’Ackermann est récursive, demande de trouver un indice, c’est-a-dire le code d’'un pro-
gramme, pour une fonction qui soit point fixe de la fonctionnelle ®, soit un e tel que :

2 _ 2
Page) = Pe -
Nous allons démontrer le théoréeme suivant qui permet de conclure.

Théoreme 2.4.1 (théoréme du point fixe) Soit @ : N — N une fonction totale calculable. Alors pour tout
k € N* il existe un entier e tel que :

k_ k
(pe - (Pa(e)
c'est-a-dire que e et a(e) sont des programmes qui calculent la méme fonction (a k arguments).

Pour e obtenu comme ci-dessus, on dira que e est un point fixe de a pour ¢,

Corollaire 2.4.2 Il existe une unique fonction vérifiant les équations de la fonction d’Ackermann qui est
une fonction totale calculable.

Démonstration (corollaire). D’apres la discussion précédente et le théoréme du point fixe il existe une
fonction partielle calculable Ack vérifiant les équations définissant la fonction d’Ackermann. Avec ces
équations on montre par récurrence (double ou sur w?) :

V(n,x) eN? p(n,x) | .
Lunicité se vérifie également par récurrence. [ |

La méthode utilisée pour la fonction d’Ackermann, s’étend a n'importe quel ensemble d’équations ré-
cursives.

Mais le théoréme du point fixe permet seulement de montrer I'existence d’'une fonction récursive
partielle ok vérifiant ces équations. Par exemple 1'équation :

fX) =1+ f(x)

se traduit par la recherche d'un point fixede a : i — si (a,i) pour ¢, ot aestunindicede:i,c— ¢(i,c)+
1. Un tel point fixe e vérifie pour tout x :

Pae)X) = @e(X)+1; Pae) = Pe

cette fonction partielle n’est évidemment nulle part définie.
Il est tout a fait possible également d’appliquer la méthode quand 'unicité n’est pas assurée comme
pour ces équations :

FO=fD); fx+1D=f(x).

On a bien I'existence d'un point fixe e de 8 pour ¢ (f est obtenue par le théoreme s?,) vérifiant :

Ppe)0) =@e(1); Ppe)(x+1) =@e(X); Ppe)=Pe-

La fonction ¢, est la fonction nulle part définie ou une fonction constante, le théoréme du point fixe ne
permet pas de déterminer de laquelle il s’agit.

Enfin, contrairement a ce que pourrait laisser penser la présentation et les exemples ci-dessus, le
théoréme du point fixe peut également s’appliquer a une fonction a qui ne correspond pas a une fonc-
tionnelle : rien n'impose que si i et j sont des indices de la méme fonction, il en soit de méme pour «a(i)
et a(j).

Le théoréme du point fixe permet finalement d’écrire un programme qui prend en argument le texte
de ce méme programme (enfin son code), c’est en le voyant comme cela que nous l'utiliserons.
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2.4.2 Digression: méthode diagonale et point fixe

La démonstration du théoréeme du point fixe est trés courte formellement. Elle s’appuie sur la mé-
thode diagonale. Comme cela peut paraitre un peu mystérieux, on commence par une petite digression.

Les applications de la méthode diagonale a la non dénombrabilité ou a la non calculabilité peuvent
se voir comme une recherche de point fixe qui échoue. Prenons pour exemple le résultat suivant. Si
(U N2 — N est une fonction, éventuellement partielle, on note y; la fonction de N — N, éventuellement
partielle, v; : x — w (i, x).

Proposition 2.4.3 Soit y : N? — N une fonction totale calculable. Alors il existe une fonction totale cal-
culable d :N— N telle queV i e N d # ;.

Quand un ensemble de fonctions calculables F de N — N peut étre décrit par une fonction calculable v :
N2 — N, au sens oi1 F = {y; | i € N}, on dit que F est effectivement énuméré. Cela se généralise bien-str a
une arité quelconque. Un exemple est celui de toutes les fonction partielles calculables a un argument,
énuméré effectivement par ¢'. Un autre exemple est celui de toutes les fonctions récursives primitives
(il faudrait un peu de codage pour le montrer formellement, mais il existe clairement une fonction
d’énumération en précisant les fonctions d’évaluation du paragraphe 1.2.1 page 13, ou en utilisant les
machines a registres avec programme for (proposition 1.4.2 page 26).

La démonstration de la proposition se fait par diagonalisation, c’est celle déja esquissée au para-
graphe 1.2.1 pour les fonctions récursives primitives. Il suffit de considérer la diagonale : x — ¥ (x, x)
et de composer avec une fonction sans point fixe (au sens strict) comme a(x) =1 - x, soit d(x) =1 =
w(x,x). Si d était dans 'énumération on aurait a tel que ¥ (a, a) est un point fixe de a, d’ot1 la contra-
diction.

Pour résumer la méthode diagonale apparait bien comme une méthode pour montrer que sila fonc-
tion construite en appliquant @ a la diagonale apparait dans I'énumeération, elle posséde un point fixe.
Mais ici c’est la contraposée qui a été utilisée : 1a fonction « a été choisie pour ne pas avoir de point fixe
(au sens strict, pas de e tel que a(e) = e) donc la fonction construite sur la diagonale n’apparait pas dans
I'énumération.

(@7

v(©0,00 v(©0,1) - w©,i) - w0
(1,0 “w@ D, - w@,) - yw@d,a)
w00 i, ) - gl o yii,a)
v(a,0) v(al) - wai) - waa

FIGURE 2.1 - @ n’'a pas de point fixe donc aod n’apparait pas dans I'énumération : elle ne peut apparaitre
aurang a car a(d(a)) # d(a).
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2.4.3 Démonstration du théoréeme du point fixe

Soit k € N*, et @ : N — N une fonction totale calculable. On applique donc la méthode diagonale,
mais @ est vue comme une transformation de programme, et il s’agit de construire un point fixe e de a
au sens beaucoup plus relaché du théoreme du point fixe ou on demande juste 'égalité des fonctions
calculées par les programmes de code e et a(e).

La fonction ¢**! permet d’énumérer toutes les facons de lister effectivement (de fagon calculable)
des fonctions calculables a k arguments (on note X pour xy, ..., Xk) :

i ((j,0— "1, j,50)

Ce qu’on veut énumérer, ce sont des (codes de) programmes pour ces fonctions calculables a k argu-
ments, ce qui est donné par les fonctions :

i—si, ).
Quand on prend la diagonale a laquelle on applique «, on obtient la fonction :
i— alsy(i,1)

qui liste des programmes pour certaines fonctions a k arguments, et donc on va la retrouver dans I'énu-
meération, au sens ou il existe a tel que pour toutieN:

k _ k
Pskaiy = Pastain

Plus formellement, on prend pour a un indice de la fonction a k + 1 arguments i,x — (pk(a(sf(i, i), %),
et par le théoréme s/?,, on a bien pour tout i et tout x :

P* st @), = " (alsf (5, 1),7) .
On prend i = a et on obtient bien un point fixe de a pour ¢* :

k

k —
(’DS’f(a,a) h (’oa(s’f(a,a)) )

2.4.4 Raffinements

Le résultat suivant est un corollaire immédiat du théoreme du point fixe.

Corollaire 2.4.4 [l existe des programmes qui, sur toute entrée x € N, ont pour sortie leur propre code. En
d’autres termes,

IdpeNVxeN, ¢,(x)=p.

Démonstration. Soit peNet f: x— p d’'indice m,,. La fonction h: p — m,, est total, calculable et a un
point fixe py. En d’autres termes, pour tout x e N :

Ppo(X) = Ph(py) (X) = Pm,,, (X) = po. u

On peut donner divers raffinements du théoréme du point fixe, comme le suivant.

Théoréme 2.4.5 (théoréme du point fixe avec parametres) Soit k € N*, soit a : NP*! — N une fonction
totale calculable. Alors il existe une fonction totale calculable h : NP — N qui calcule en fonction de
Y1,...,¥p un point fixe pour la fonction: t — a(y, ..., yp, t), soit:

k _ .k
(pa(yl,...,yp,h(yl,...,yp)) - (ph(yl,...,yp)
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Démonstration. Il suffit de reprendre la démonstration précédente. On note y pour yj, ..., yp, X pour
X1,...,Xg. Soit a un indice de la fonction : i, y,x — c/)'c(oz(?,s’;Jrl (i,1,7)),%). On a pour tout i :

et en en faisant i = a, on montrer que la fonction définie par k(y) = s]; +1(@, a,’y) calcule bien un point

fixe pour ¥ de la fonction voulue. [ |

Exercice 21 On peut montrer que la construction du point fixe est effective au sens qui suit.

1. Montrer que pour tout k € N* il existe une fonction g telle que, si a = <p{? est une fonction totale,
alors:

kK _ k
Petiy = Pagin
(le point fixe de « est calculable en fonction d'un programme pour a).

2. Enoncer et démontrer le résultat analogue a celui énoncé a la question précédente pour le théo-
reme du point fixe dans le cas du théoréme de point fixe avec parametres.

2.5 Systeme d’indices acceptable

2.5.1 Définitions

Les fonctions ¢F ont été construites de facon trés dépendante du modele de calcul choisi et du
codage choisi pour ces machines. Cependant on concoit bien que de changer le codage ou méme le
modele de calcul devrait conduire aux mémes résultats.

On peut remarquer que les théorémes du point fixe, sans ou avec parametres, ont été démontrés
uniquement en utilisant que les fonctions d’énumérations sont calculables et la propriété de paramé-
trisation (théoréme s.,).

Appellons systeme d’indices pour les fonctions partielles calculables la donnée pour chaque k € N*
d’une famille de fonctions (1//1.‘) ien partielles calculables d’arité k.

Le but de cette section est de montrer qu'il est possible de ramener de fagon calculable un sys-
teme d’indices au systéme particulier des ¢ pourvu qu'il respecte certaines propriéts caractéristiques,
essentiellement le théoréeme d’énumération 2.2.3 page 35 et le théoréme s);, 2.2.6 page 36. La consé-
quence est que tous les systemes que I'on pourrait construire de facon analogue seront équivalents.
Précisons d’abord quelles sont ces propriétés caractéristiques des fonctions universelles.

Définition 2.5.1 Un systéme d’indices pour les fonctions partielles calculables, (wf) ieN, k€ N*, est ap-
pelé systéeme d’indices acceptable quand il vérifie les trois propriété suivantes :

Surjectivité : pour chaque k € N*, la famille (u/f)ieN parcourt toutes les fonctions partielles calcu-
lables a k arguments;

Propriété d’énumération: pour chaque k € N*, il existe un entier a qui est un indice de : i,x —
wf@, c’est-a-dire :
VieNvieN* y 11,0 =yr®.

Propriété de paramétrisation : pour chaques k, p € N*, il existe une fonction totale calculable 0’;
telle que :

. — P y= k .. p+k _ .k
VieNVyeN" VxeN"y; @,E—wag(mﬁ).

La propriété d’énumération exprime bien que I'énumération des fonctions partielles calculables a k
arguments est elle-méme « calculable » (au sens précis donné par la définition).
Les ((pf) ieN, k € N* forment un systeme acceptable d’indices par les théoremes 2.2.3 et 2.2.6.
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2.5.2 Point fixe et bourrage

Les démonstrations du théoreme du point fixe et du théoreme du point fixe avec parametres n’uti-
lisent clairement que ces trois propriétés.

Proposition 2.5.2 Tout systeme d’indices acceptable vérifie le théoreme du point fixe et le théoréeme du
point fixe avec parametres.

Dans le cas des ¢*, nous avons vu (exercice 18 page 35) qu'une fonction a forcément une infinité d’in-
dices, et méme qu'il est possible d’énumérer de facon calculable une infinité d’indices de cette fonction.
La méthode indiquée s’appuie sur le modeéle de calcul (ajouter des instructions inutiles) et le codage
(qui croit en fonction de la longueur du programme de la machine). Nous allons montrer que cette
propriété est vérifiée pour tout systeme acceptable.

Lemme 2.5.3 (lemme de bourrage) Soit (u/f) ieN, k € N*, un systeme acceptable d’indices. Pour chaque
keN*,

1. il existe une fonction totale calculable u:N — N telle que
k _ k . . .
Wy =V, etpourtouti, u(i)>1i;

2. il existe une fonction totale calculable v : N?> — N telle que v est strictement croissante en la seconde

variable et pour tout entier i, w’;(i w = 1//{.“.

Démonstration. Litem 2 se déduit du 1 pour le méme k, par récurrence primitive :
v(i,0)=i; v(i,n+1)=u(v(i,n)).

La démonstration du 1 utilise le théoréme du point fixe avec parametres °.

Les propriétés d’énumeération et de paramétrisation permettent de définir une fonction totale calcu-
lable a : N® — N dont un point fixe (pour le systéme des (wf) est donné par i : N? — N totale calculable
de facon a vérifier :

vk sihG,n)>i

k _ k _ .k
Yati,nnii,nm) = { Ax.n sih(i,n)<i e Yai,nnti,m) = ¥hi,n

ol AX.n est la fonction a k arguments constante égale a n. Pour un i donné, on voit que

Wy nENFCAT.R] hG,n) < i} Uiy}

Sur {n| h(i,n) <i}, n— wlfl(l. - est injective, donc, en passant aux indices, a fortiori : n — h(i, n) est
injective, et elle est a valeurs dans {0, ..., i}. Lensemble {rn | h(i, n) < i} est donc fini : il existe une infinité
de n tels que h(i, n) > i. La fonction calculable u définie par:

u(i) = h(i,un.h(i,n) > i}

est toujours définie, et on a bien vy ,;) = w; avec u(i) > i.
On peut donner un peu plus de détails pour la définition de a. On cherche «a totale calculable véri-
fiant:
P { yk o sie>i
Vainn =) Axn sit<i
qui donne & par le théoréme du point fixe avec parametres.
Soit a tel que wf x) = w’;“ (i,%) (propriété d’énumération). La fonction « s’obtient par paramétri-
sation (théoréme s7}) a partir d'un indice de la fonction partielle calculable définie par :

K+l 3y o ;
. v, (i, x) sit>i
,ntx)= . . |
A %) { n sit<i

6. C’estun usage tres différente de ceux donnés jusqu’a présent, qui visaient a montrer qu'une fonction définie par un systeme
d’équations récursives était calculable : ici il ne s’agit pas de montrer qu'une nouvelle fonction est calculable, mais de trouver un
nouvel indice pour une fonction.
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2.5.3 Equivalence entre systémes acceptables

Proposition 2.5.4 Un systéme d'indices (wf)ieN, k € N* pour les fonctions partielles calculables est ac-
ceptable si et seulement si pour tout k € N* il existe deux fonctions totales calculables fy., g : N — N telles
que pour touti e N:

k_  k . k_ .k
Vi=Pra i =Vea - (x)
Démonstration.

Sens direct : 11 suffit d'indiquer comment construire fi, la construction de gi se faisant de facon
symétrique. On a

Wf(f) = wk*1(i,%) par propriété d’énumération
= (p’é”(i,?) par surjectivité

Pk (x) par paramétrisation.
Y,

Réciproque : soit un systeme d’'indices (Wf)iel\t avec pour chaque k des fonctions f et gy vérifiant
les deux égalités () ci-dessus.

k
8gr(e)”
— la propriété d’énumeération se démontre par le théoreme d’énumeération 2.2.3, soit x € N¥

— La surjectivité du systeme d’indices se déduit de celle des ((pf) ien en utilisant ¢ =y

vi® =" (i), 0 =9z D =yl (0D

oll a estun indicede : i,x— (pk(gk(i),ﬂ);
— La propriété de paramétrisation se démontre par le théoréme s, 2.2.6, soient y € Nk XeNP:

WG = 0P (), 7.0 = 8k (@ 7 B =y ®

k
8k(sh,, (@iy)

ol a est un indice de : i, X — P ¥ (f,, (1), 7, 7). u

Proposition 2.5.5 Un systeme d’indices pour les fonctions partielles calculables (u/f)l-eN, k € N*, est ac-
ceptable si et seulement si pour tout k € N* il existe une fonction totale bijective calculable h :N — N telle
que pour touti €N :

k_  k
Vi =®na -

Démonstration. La réciproque est un cas particulier de la réciproque de la proposition précédente,
sachant que si & est totale calculable et bijective, par minimisation #~! est également totale calculable.

Pour le sens direct, on utilise pour chaque k € N* les fonctions fi et gx données par la proposition
précédente, dont on modifie 'image par le lemme de bourrage, que I'on note f et g (k étant fixé pour la
suite de la démonstration). Par exemple on obtient facilement deux fonctions f et g injectives vérifiant
la proposition précédente, en prenant pour f (i) un indice de la fonction d’indice f(i) différent de tous
les f(j), 0 < j < i, ce qui est possible par le lemme de bourrage pour (wf). De méme pour g avec le
lemme de bourrage pour ((pf).

Pour obtenir une fonction bijective k il suffit de mener alternativement ces deux constructions,
c’est-a-dire que I'on construit alternativement £ (a partir de f) et h~! (a partir de g).

Plus précisément on construit par récurrence sur la suite des valeurs une fonction calculable / qui

énumere les (codes des) couples du graphe de la bijection cherchée.

— Au rang pair, on ajoute le couple constitué du plus petit entier i qui n'a pas encore d’'image,
et d'une image j choisie par le lemme de bourrage pour (1//5?) de facon que 1//;? = 1//;2(1.) et j est
différent de toutes les images déja atteintes.

— Au rang impair on fait I'inverse, c’est-a-dire que 'on ajoute le couple constitué du plus petit
entier j qui n’a pas encore d’antécédent, et d'un antécédent i choisi par le lemme de bourrage
pour (p;‘ de facon que (pi.C = (p’g‘(j) et i est différent de toutes les images déja atteintes.



2.6. Réductions (v. provisoire 20 mars 2023 12: 30) 51

On appelle v la fonction donnée par le 2 du lemme de bourrage 2.5.3 pour ((pf) et V' celle donnée de la
méme facon pour (wf), on obtient :

1(0) = (0, f(0))
12n+1) =@ g, pp.Vt<2nm () ZV'(8(n), P, ju) ot ju=pj.Vt<2nm(I(1) # j]
12n+2) =iy, v(fln),pup.lVt=2n+1m(I(D) Zv(f(in), p))) ou i,=pi.Vt<2n+1m @) #i].

la fonction calculable énumere bien les couples d'une fonction qui est bijective par construction, et qui
a la propriété cherchée par choix de f et g.
On définit ensuite facilement h a partirde [ :

h(i) = m2(l(pn.y (I(n) = 1)) . |

2.6 Réductions

Les preuves de I'indécidabilité du probleme de I'arrét (théoreme 2.3.9) ou du théoreme de Rice
2.3.13 sont d'une nature particuliére : elles sont obtenues par réduction a un autre probleme. On peut
formaliser la notion de réduction de plusieurs maniéres, plus ou moins libérales suivant les moyens mis
enjeu.

2.6.1 Réduction many-one

Définition 2.6.1 (réduction many-one) Soient A < NF et B<N!. On dit que A se réduit a B par réduc-
tion many-one’, noté A <,, B, s'il existe une fonction® f : N¥ — N/ totale calculable, au sens o1 chacune
de ses composantes est totale calculable, telle que pour tout x € N¥ :

Xx€eA <= f(x)eB.
La réduction many-one est aussi notée en abrégé m-réduction.

Clairement, la réduction transmet la difficulté : si A n’est pas décidable et que A se réduit a B par ré-
duction many one, alors B n'est pas décidable. Sinon, un algorithme évident pour énumérer A serait
obtenu, sur toute entrée n, en calculant f(n) et en testant si f(n) € B. Dans la démontration du théo-
reme de Rice 2.3.5, on a réduit par <,, 'ensemble K¢ associé au complémentaire du probleme de I’arrét
diagonal a un ensemble F vérifiant les hypotheses du théoréme, la fonction de réduction étant fournie
par le théoreme s}},.

Largument montre aussi que I'on peut utiliser positivement la réduction pour décider A si on sait
décider B. Donnons en résumé la proposition suivante.

Proposition 2.6.2 Soient AcN¥, BcN! tels que A<,, B :
— si B est semi-décidable, alors A est semi-décidable;
— si B est décidable, alors A est décidable.

Démonstration. Soit f = (fi,..., f1): NF — N/ 1a fonction de réduction, en particulier les f; sont toutes
calculables totales. Supposons B semi-décidable et domaine de la fonction g : N/ — N, alors A est le
domaine de la fonction partielle calculable go f. Supposons B décidable de fonction caractéristique

¥5 :N! =N, alors la fonction caractéristique de A est y o f qui est calculable. [ |

Il est également immédiat par composition que la relation <,, est transitive.

Fait 2.6.3 La relation <, est un un préordre (relation réflexive et transitive).

7. Laréduction a été appelée many-one car f est une fonction quelconque, qui peut réduire plusieurs instances du probleme
de I'appartenance a A a une méme instance du probleme de 'appartenance a B. Nous n’étudierons pas la réduction one-one ou
I'on demande a f d’étre de plus injective.

8. On peut voir une fonction f: NK — N’ comme une collection de fonctions firnfi NF SN
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On note =,, la relation d’équivalence associée au préordre <,,: A=, Bssi A<, Bet B<,, A.

On parle également, et avec les mémes notations, de réduction many-one entre prédicats ou pro-
blémes.

Une derniere caractéristique fondamentale des réductions est qu’elles permettent parfois de mon-
trer que certains ensembles ou prédicats sont représentatifs des problemes les plus difficiles d’'une
classe autrement dit qu’ils sont complets pour cette classe.

Définition 2.6.4 Un ensemble semi-décidable A est dit m-complet (sous-entendu pour les semi-décidables)
quand, pour tout ensemble semi-décidable B, B <, A.

On peut toujours se ramener par codage aux sous-ensembles de N, et en fait, quand il s’agit d’ensembles
m-complets, on s'intéressera la plupart du temps aux sous-ensembles de N. Par codage (lemme 2.3.2)
on a le lemme suivant.

Lemme 2.6.5 Un sous-ensemble semi-décidable A de N est m-complet (sous-entendu pour les semi-
décidables) quand, pour tout sous-ensemble semi-décidable B deN, B <, A.

Clairement un ensemble décidable ne peut étre m-complet. Il s’avére que les ensembles semi-décidables
non décidables rencontrés jusqu’a présent sont m-complets, a commencer par celui de ’arrét diagonal.

Proposition 2.6.6 Un ensemble A est semi-décidable si et seulement si A <, K, ot K est l'ensemble asso-
cié au probleme DIAG, autrement dit 'ensemble K, est m-complet.

Démonstration. Si A <, K, alors A est semi-décidable parla proposition2.6.2 car K est semi-décidable.

La preuve de réduction vers le probléme ARRET serait plus immédiate. Pour DIAG un petit détour
est nécessaire. Soit A < N (on utilise le lemme) semi-décidable, donc domaine d'une fonction partielle
calculable f : N — N. Pour pouvoir se ramener au probléme de I'arrét diagonal, il suffit d’ajouter un
argument dont ne dépend pas la fonction : posons h(x, y) = f(x) qui est partielle calculable. Soit m un
indice de h. Par le théoréme )}, ona:

o(m,x,y) = @(sl(m, x),y)

Par définitionde h, xe A& (p(s% (m,x),y) | pour n'importe quel y, en particulier pour y := s} (m,x). On
a bien montré :
xeAc»s%(m,x)eK. [ |

Corollaire 2.6.7 Le probleme de l'arrét et le probleme de l'arrét en 0 sont m-complets.

Démonstration. Les ensembles associés sont semi-décidables, et K se réduit a chacun d’entre eux, par
les preuves des théoremes 2.3.9 et 2.3.10. ]

2.6.2 Calculabilité relative

Pour définir une notion de réduction plus générale, la réduction de Turing, on introduit d’abord une
notion de calculabilité relative a une fonction ou un ensemble (ou prédicat).

Définition 2.6.8 Soit g une fonction totale, 'ensemble des fonctions partielles calculables relativement
a g, plus briévement calculables en g, est le plus petit sous-ensemble de fonctions :

1. contenant les fonctions de base usuelles : la fonction nulle, la fonction successeur et les projec-
tions ainsi que la fonction g;

2. clos par schéma de composition, récursion primitive et schéma de minimisation.

Une fonction totale calculable en g est une fonction calculable en g qui est totale.
La définition s’étend aux ensembles ou prédicats.
— Une fonction calculable relativement a un prédicat est une fonction calculable relativement a la
fonction caractéristique de ce prédicat. De méme pour une fonction calculable relativement a
un ensemble.
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— Un prédicat ou un ensemble est décidable ou calculable en une fonction, un prédicat ou un
ensemble A quand sa fonction caractéristique I'est.

La définition précédente exprime que f est calculable modulo « un oracle » qu’on peut interroger en
lui fournissant des arguments pour g et qui renvoie alors la valeur de g pour ces arguments. L'oracle
est une « boite noire ». La fonction f n’est effectivement calculable que si g I'est. On peut imaginer par
exemple que, dans un programme, l'instruction qui demande de saisir une valeur par clavier est une
espéce d’appel a un oracle.

Comme déja vu, a une fonction g : N — N, on peut associer par codage des k-uplets une fonction
g% :N— N, telle que g% ((x1,..., X)) = g(x1,..., X). On laisse en exercice la démonstration des résultats
suivant.

Fait 2.6.9
— Lafonction g est calculable en g¥ ;
— La fonction g% est calculableen g ;
— le graphe de la fonction g est calculable en la fonction g ;
— la fonction g est calculable en son graphe.

On peut donc, sans perte de généralité, ne s'intéresser qu'aux fonctions calculables en une fonction
(totale) a un argument, voire méme aux fonctions calculables en un sous-ensemble A de N.

On peut introduire une notion de machine a registres avec oracle g. Un facon de faire (il n'y en pas
pas qu'une!) est d’étendre la définition donnée section 1.3 page 19 en ajoutant une nouvelle instruction
oracle(j). Sil'oracle g est une fonction a k arguments, I'effet de I'instruction oracle(j) est de recopier
dans le registre R; 'entier g(x1,...,Xx) ou (xy,..., Xx) sont les contenus des registres Ry,..., Ry (avant
appel a l'instruction), en complétant a 0 s'il n'y a pas assez de registres.

On définit ensuite exactement de la méme facon les programmes structurés avec oracle. La démons-
tration qu’'une fonction partielle calculable en g est calculable par machine a registres avec oracle g est
quasi-identique a celle de la proposition 1.4.1 pour les machines ordinaires.

Le codage de I'état d'une machine avec oracle est identique a celui d'une machine ordinaire. Pour
coder une machine avec oracle, il suffit d'intégrer la nouvelle instruction (codée par exemple par (4, i),
voir le codage des instructions page 27).

Le codage du calcul se fait également de la méme fagon. La fonction d’initialisation et le prédicat
d’arrét se définissent de facon identique. Seule la fonction de transition doit intégrer 'appel a I'oracle :
elle est totale calculable en g. Les résultats de la section 1.3 et ceux des sections précédentes du présent
chapitre (2.2 a 2.4 en particulier) se généralisent donc naturellement aux fonctions calculables en g,
avec des démonstrations quasi identiques. En particulier :

Proposition 2.6.10 Une fonction (partielle) est calculable en g si et seulement si elle est calculable sur
machine a registres avec oracle g.

Beaucoup de résultats sur les fonctions récursives se généralisent au cas des fonctions récursives rela-
tivement a une fonction ou un prédicat (forme normale de Kleene, notion d’indice de machine etc...).
Voyons la mise sous forme normale de Kleene relativisée (voir section 2.2.1 page 34), dont on donne
ci-dessous une version qui met en évidence qu'une fonction partielle calculable en g n’a besoin pour
chaque entrée que d'un nombre fini d’appels a l'oracle.
Soit g : N — N une fonction totale calculable et y € N. Remarquons que comme g est totale, la fonc-
tion s — [g(0);...; g(s)] est totale, et qu’elle est clairement calculable en g.

Proposition 2.6.11 (forme normale de Kleene) Pour chaque entier n, il existe un prédicat primitif ré-
cursif T8 < N**3 et une fonction récursive primitive U : N — N tels que pour toute fonction f :N* — N
partielle calculable en une fonction totale g, il existe un entier m tel que :

1. Is T8"[m, x1,..., Xn, [g(0);...;8()], 51 & f(x1,...,Xpn) |
2. T®"[m,x1,..., X, [8(0);...;8(8)], 8] = U(s) = f(x1,...,Xp)
3. (T8"[m,x1,...,%n,[8(0);...;8(s)],s] et T&" [m, x1,..., X, [g(0);...; 8(sN],s']) => &' = 5.
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Démonstration. Quand le calcul termine, il n’y a qu'un nombre fini d’appels a I'oracle, et donc I'en-
semble des entiers auquel 'oracle fait appel est borné. Chaque appel a la fonction g se fait sur le
contenu de R; qui est un entier inférieur au code de I'état donc au code s de la suite des codes des états.
Chaque appel a l'oracle se calcule donc bien de fagon récursive primitive en fonction de [g(0);...; g(s)],
plus formellement on doit définir une fonction de transition (voir la section 1.5.2 page 28) avec un ar-
gument supplémentaire (interprété comme représentant une liste [g(0);...; g(i)]) qui est utilisé quand
I'instruction est un appel a I'oracle. Le reste de la démonstration est analogue a celle de la proposi-
tion 2.2.1. ]

La propriété d’énumeération se généralise a la calculabilité relative, a I'image de ce que I'on a fait pour

les fonctions calculables. On définit la famille universelle ((pg’k) N ((pf'k quand g est la fonction ca-
neN*
ractéristique de 'ensemble A) des fonctions partielles calculables en g :

0FR (1) = o = Ups. (T4, [8(0);..: () 51)).
ol (plg'k est la fonction partielle a k variables calculable en g d’indice i.

Proposition 2.6.12 Soit g : N — N une fonction totale. Les fonctions ¢p8" sont des fonctions partielles
calculables en g a n+ 1 arguments qui énumeérent toutes les fonctions partielles calculables en g, au sens
ot pour toute fonction partielle f :N" — N calculable en g, il existe au moins un entier i, tel que i est un
indice de f pour p&", soit f = (pf"'".

La propriété de paramétrisation se démontre de la méme facon que dans le cas des fonctions calcu-
lables.

On se restreint maintenant (sans réelle perte de généralité, comme on I'a vu) a la calculabilité re-
lativement a un ensemble A c N (g ci-dessus est la fonction caractéristique de A). Un ensemble est
semi-décidable, ou effectivement énumeérable en A quand il est le domaine d'une fonction calculable en
A.On a de la méme facon une énumeération des sous-ensembles semi-décidables en A, et on note Wl.A'n

le domaine de la fonction partielle (pf'”.
Proposition 2.6.13 Pour touti e N:
W {}e N" | 3531 [T“[i,f, LsletVj<s(mth(l,)=0=j¢ Aetnth(, ) =1= je A))] } .

Et on a de la méme fagon la version relativisée de I'indécidabilité du probleme de I’arrét (diagonal).
Proposition 2.6.14 Lensemble K = {i eNJie WiA}, qui est effectivement énumeérable en A, nest pas
calculable en A.

Terminons par la version relativisée a A de la proposition 2.3.6 page 39, dont la encore il suffit de calquer
la démonstration.

Proposition 2.6.15 Un ensemble B c N¥ est calculable en A si et seulement si B et son complémentaire
B¢ sont effectivement énumérables en A.

2.6.3 Réduction de Turing

On définit maintenant la réduction dite de Turing.

Définition 2.6.16 On dit qu'un ensemble A se réduit a un ensemble B, quand A est décidable en B i.e.
quand la fonction caractéristique de A est calculable en celle de B, et on note A <7 B. On parle aussi de
T-réduction.

Une fonction calculable en un ensemble décidable B est évidemment une fonction calculable. On en
déduit :

Proposition 2.6.17 Si B est décidable et A <7 B, alors A est décidable.
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On ne peut plus généraliser aux semi-décidables, contrairement a la réduction many-one. En effet la
fonction caractéristique du complémentaire d'un ensemble A se calcule de facon évidente en la fonc-
tion caractéristique de A. En particulier K° <7 K (on rappelle que K = {i | ¢(i, i) |} est’ensemble associé
au probleme diagonal de I’arrét). Or K€ n’est pas semi-décidable.

La réduction many-one est clairement un cas particulier de la réduction de Turing, celui oul’appel a
'oracle se fait une seule fois en fin de calcul (donc en prenant la réponse de I'oracle comme sortie de la
réduction). Mais, comme K° £,, K, la réduction de Turing est vraiment plus générale que la réduction
many-one. En résumé :

Fait 2.6.18
1. SiA<,,Balors A<t B;
2. A° <7t A.

Définition 2.6.19 Un ensemble A est dit complet pour la réduction de Turing, ou Turing-complet, ou T-
complet, sous-entendu : pour les semi-décidables, quand pour tout ensemble semi-décidable B, B <7
A.

De K qui est m-complet (proposition 2.6.6 page 52) on déduit immédiatement :

Proposition 2.6.20 Si un prédicat A est semi-décidable alors A <7 K et A° <7 K, en particulier K est
Turing-complet.

La réciproque de la proposition 2.6.6 ne peut passer a la réduction de Turing, puisque la classe des
ensembles A tels que A <7 K comprend non seulement les semi-décidables mais aussi leurs complé-
mentaires. On verra au chapitre suivant qu'il s’agit de la classe des ensemble A9, qui contient aussi des
ensembles qui ne sont ni semi-décidables, ni complémentaires de semi-décidables.

De méme que pour les réductions many-one, on note A=7 B ssi A<t Bet B<r A.Larelation =7,
tout comme =, est une relation d’équivalence.
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Chapitre 3

Arithmétique

3.1 Définissabilité dans N\

Dans cette section on s'intéresse aux sous-ensembles de N (ou de N”) que I'on peut définir par une
formule de I'arithmétique, et on fait le rapport avec la calculabilité.

On a vu (proposition 2.3.3 page 38) que les ensembles semi-décidables sont les projetés des en-
sembles récursifs primitifs : un sous-ensemble A de N est semi-décidable si et seulement si il existe une
fonction récursive primitive f telle que :

neAssidd f(n,d)=0.

ce résultat reste vrai pour des classes de fonctions plus restreintes. Il n’est pas nécessaire d’utiliser toute
la puissance des fonctions récursives primitives pour ce résultat. Par exemple en utilisant essentielle-
ment les mémes méthodes, on peut demander que f soit élémentaire au sens de Kalmar (c’est-a-dire
qu’elle n'utilise pas plus de trois schémas de récurrence imbriqués).

Si on autorise plusieurs quantifications existentielles, on montre que la fonction f peut étre choisie
polynomiale a coefficients dans Z. Le prédicat s’exprime alors par plusieurs quantifications existen-
tielles sur une égalité entre polyndmes a coefficients dans N. C’est le théoréme de Matiassevitch (1970),
dont la démonstration demande des codages astucieux, nettement plus complexes que ceux déja pré-
sentés.

Cependant, sans aller jusqu’aux équations polynomiales, on peut montrer qu'un ensemble semi-
décidable peut se définir par une formule 3d ®[n, d] ou1 @ est une formule qui, en plus du zéro et du
successeur, n'utilise que 1'addition et la multiplication comme symboles de fonctions (les termes sont
donc des polynémes), les opérateurs booléens, et les quantifications bornées.

Ce résultat suffit pour les théorémes d’'incomplétude et d’'indécidabilité de I'arithmétique, et se
trouve déja implicitement dans l'article de Godel de 1931 (il le démontre pour les projetés d’ensembles
récursifs primitifs). Il s’agit essentiellement de montrer que I'on peut simuler les définitions par récur-
rence dans I'arithmétique.

3.1.1 Formules et ensembles >, et =

Le langage est celui de 'arithmétique, il a pour signature (0, s, +, x, <).

Laclasse X

Une formule est X (ou ITp) quand toutes ses quantifications sont bornées, c’est-a-dire apparaissent
sous la forme 3x < r ® ou Vx < ¢ ®, o1 ¢ est un terme. On rappelle que

Ax<tP=4Ax(X<tAND); Vx<tD=Vx(x<t— D).

La classe des formules X, peut donc se définir inductivement : c’est la plus petite classe de formules

i. qui contient les formules atomiques (égalités et inégalités polynomiales);

57
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ii. qui est close par opérations booléennes (négation, disjonction et conjonction);
iii. qui est close par quantification universelle et existentielle bornée.

Un sous-ensemble de I\Ik, ou un prédicat d’arité k sur n, est dit Xy, quand il est définissable par une
formule Xy. Pour, par exemple, un ensemble E, cela signifie qu’il existe une formule X, soit ®[x1,..., Xkl,
telle que pour tous ny, ..., 1 entiers

(n1,...,n) € EssiNE®[ny,...,ng] .

On se persuade facilement que la vérité ou la fausseté dans N d'une formule close X, est décidable :
a chaque étape de la définition inductive correspond un nombre fini connu de vérifications. Lappar-
tenance a un ensemble X, est donc décidable. Plus formellement et plus précisément, on a comme
conséquence immédiate des résultats de la section 1.1.2 le fait suivant.

Fait 3.1.1 Les ensembles X, sont récursifs primitifs.

Nous avons déja vu un certain nombre d’ensembles (ou prédicats) Xy, et de fonctions dont le graphe
est 2.

Fait 3.1.2 Les ensembles suivant sont X.
— les graphes du successeur, de l'addition et de la multiplication;
— ladivisibilité x| y=3z<yy=x-z;
— le graphe du reste de la division euclidiennede x par y,dd < x (x=d-y+r A1 < X).
— le graphe des couples de Cantor z =(x,y) =2z = (x+y+1)(x+ y) +2y;
— les graphes des projections associées, par exemple x =mn1(z) =3y <z z=(x,y).

Remarque. On peut exhiber des ensembles primitifs récursifs qui ne sont pas X. Le statut de certains
prédicats dont la définition est pourtant de nature bornée est inconnue. La formule ¢p(p) = Vx < pVy <
p(xxy=p— x=1Vx=n) montre que 'ensemble des nombres premiers est Z,. Par contre, il n’est pas
connu sil’ensemble suivant, qui compte le nombre d’entiers premiers plus petits qu'une borne donnée,
est X

cP={n,m):m=4{g:Nl=g=nndp(g)}

En raisonnant a équivalence pres on peut simplifier la définition des formules X.

Lemme 3.1.3 (définition alternative) Une formule est équivalente a une formule Xy si et seulement si
elle est équivalente a une formule de la plus petite classe

i. qui contient les formules atomiques égalitaires et leurs négations;
ii. qui est close par conjonction et disjonction;

iii. qui est close par quantification bornée.

Démonstration. Appelons X la classe définie par induction ci-dessus. Il s’agit de montrer que toute
formule équivalente a une formule X est Zo.

D’une part une formule X{ est Z.

D’autre part, la classe des formules équivalentes a une formule X{, contient toutes les formules ato-
miques, car u < v =3z < v u = z. Elle est stable par négation (démonstration facile par induction). Elle
contient donc toutes les formules % (les autres cas viennent par définition). [ |

Laclasse X

Définition 3.1.4 La classe des formules X est la classe des formules de 'arithmétique dont toutes les
quantifications universelles sont bornées, qui n’'utilise que les connecteurs propositionnels « A, v » et
la négation seulement devant une formule atomique. Elle se définit inductivement comme la plus petite
classe

i. qui contient les formules atomiques et leurs négations;
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ii. qui est close par conjonction et disjonction;
iii. qui est close par quantification universelle bornée;

iv. qui est close par quantification existentielle.

De la méme facon que pour les 2y, un sous-ensemble de N¥, ou un prédicat d’arité k sur les entiers, est
dit X, quand il est définissable par une formule X.

A équivalence pres, on peut se restreindre aux formules construites sur les seules formules ato-
miques égalitaires et leurs négations, ce qui définit la méme classe d’ensembles Z, en raisonnant exac-
tement comme pour les formules .

D’apres le lemme 3.1.3 tout ensemble X, est X, mais les formules X autorisent la quantification
existentielle non bornée, et donc la classe des ensembles X est stable par projection. Le fait suivant est
une conséquence immeédiate des propriétés de cléture de la proposition 2.3.5 page 39.

Fait 3.1.5 Tout ensemble X est semi-décidable.

On va montrer que les ensembles X sont exactement les semi-décidables. C’est I'objet de la section qui
suit.

3.1.2 Fonctions calculables et X -définissabilité

On va tout d’abord montrer que les fonctions totales calculables ont un graphe X. Ceci se démontre
par induction, le seul cas non évident étant celui de la définition par récurrence. Voyons comment pro-
céder sur un cas simple.

Soit une fonction f: N — N définie par itération d'une fonction h: N — N :

flO)=a
fn+1)=h(f(n).

On cherche a représenter son graphe par une formule arithmétique Z, en supposant que c’est déja le
cas pour h. Par exemple si i est la multiplication par 2, de graphe évidemment X, on a alors f(n) = 2".
11 s’agit de montrer que cette fonction a un graphe X.

C’est possible si on a un codage des suites qui est X. En effet, supposons que 'on dispose d'un
codage analogue a celui déja utilisé (voir section 1.1.4), et d’'une fonction nth, ou nth(/,7) calcule le i-
éme terme de la liste codée par I. On peut représenter par un entier la suite des calculs successifs pour
arriver a f(n), soit la suite [a; h(a);...; h"(a)]. On a donc :

z=f(n) ssidl[z=nth(l,n) Aa=nth(l,0) AVi<n nth(l,i+1) = h(nth(l,7))] .

Cette méthode se généralise facilement a des définitions par récurrence primitive quelconques. Il suffi-
rait que la fonction nth puisse se définir sans récurrence pour éliminer cette derniére. Mais ni le codage
des listes de la page 9, ni plus généralement ceux de la section 1.1.4, n’ont naturellement cette propriété.

Le codage plus astucieux qui suit est celui de I'article original de Godel. La fonction qui joue le role
de la fonction nth est appelée (en suivant la notation de I'article de Godel) fonction S.

Fonction 8 de Godel

Le codage, contrairement a ceux introduits dans la section 1.1.4, n’est pas fonctionnel, mais il est
partout défini : toute suite finie doit avoir au moins un code, et deux suites différentes ne peuvent avoir
le méme code. En fait une suite finie donnée aura une infinité de codes, ce qui ne géne pas pour le
résultat cherché. Gédel le construit en utilisant le théoreme des restes chinois, a savoir que le produit des
Z/d;iZ,i€{l,...,n}, estisomorphe a Z/(]'[;‘:1 d;)Z quand les d; sont premiers entre eux 2 a 2. En voici
une version calculatoire adaptée au résultat cherché.

Théoréme 3.1.6 (Théoréme des restes chinois) Sid,,...,d, sont des entiers premiers entre eux 2 a 2, et
siay,...,a, sont des entiers vérifiant

O<a;<d; pour0<is<n
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alors, en notantreste(a, q) le reste de la division de a par q, il existe un entier a tel que pour tout0<i<n:
a=a; modd; cest-a-dire a; =reste(a,d;)

Pour coder une suite d’entiers ay, ..., @, on va donc utiliser deux entiers a et d : 'entier a est fourni par
le théoreme des restes chinois, pour 7 + 1 entiers premiers entre eux 2 a 2 construits polynomialement
apartirde d.

Lemme 3.1.7 Pour tout entier n, il existe une infinité d'entiers d tels que
do=1+d,di=1+2d,...,d,=1+(n+1)d
sont premiers entre eux 2 a 2.

Démonstration. Pour s = n, on pose d = s!. Alors un diviseur premier p commun de d; = 1+ id et de
di=1+jd, 1<i<j=<n+1,divise également (j - i)d. Puisque 0 < j—i <n <s,sip|(j—i) comme
d=s!, p|d.Dans tous les cas,onadonc p | d. Comme p | d;, p|1: contradiction. [ |

La fonction 8 de Godel est définie par :

B(d,a,i) =reste(a, 1+ (i+1)d)

Lemme 3.1.8 (Propriétés de la fonction )
i. Le graphe de la fonction f est %.

ii. Pour toute suite finie d’entiers (ay, ..., a,) il existe au moins deux entiers a et d tels que :
Bld,a,i)=a; pour0<i<n

Démonstration.
i. Par définition des formules X, 'argument est le méme que pour le fait 3.1.2.

ii. D’apres le lemme 3.1.8, il existe un entier d tels que les d; =1+ (i + 1)d, 0 < i < n, sont premiers
entre eux, et qui peut étre choisi supérieur a tousles a;. Ona a; < 1+(i+1)d. D’apres le théoreme
des restes chinois 3.1.6 page précédente, il existe donc un entier a ayant les propriétés requises.

|

Exemple d’utilisation de la fonction § Notons y = (a,d, i) la formule Xy qui définit le graphe de la
fonction B. On montre alors que le graphe de la fonction exponentielle (définie par récurrence a partir
de la multiplication) est défini par une formule X :

1=p(a,d,0)
A

z=x¥=43a3d z=p(a,d,y)
A

VisyEIt’saﬂtsa(t’:ﬁ(a,d,i+l)/\t:ﬁ(a,d,i)/\t’:x-t)

Elimination de la récurrence

On établit d’abord une caractérisation des fonctions totales calculables qui n’'utilise pas le schéma
de définition par récurrence primitive.

Proposition 3.1.9 (Caractérisation des fonctions calculables sans récurrence) Lensemble€ des fonc-
tions totales calculables est le plus petit ensemble de fonctions a plusieurs arguments entiers,
— contenant l'addition, la multiplication, les fonctions de projections pf.c (voir page 4) et la fonction
caractéristique de l'égalité y- (définie par y=(x,y) =1six =y, 0 sinon);
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— clos par composition;
— clos par minimisation.

Démonstration. Il est a peu pres évident que € est contenu dans 'ensemble des fonctions totales
calculables : on a enlevé un schéma de cloture, celui de définition par récurrence, et modifié 'ensemble
des fonctions de base, celles qui sont ajoutées ont été démontrées récursives primitives.

Pour la réciproque on montre que 6 satisfait la caractérisation des fonctions totales calculables
(définition 1.2.5 page 17).

Vu la définition de €, il suffit de vérifier que 6 contient les fonctions de bases pour cette caractéri-
sation, et que 6 est clos par récurrence primitive, ce qui est 'objet des trois lemmes suivant.

Lemme 3.1.10 La fonction constante égale a 1, la fonction successeur et la fonction nulle sont dans €.

Démonstration. Onal = y=(x,x),s(x)=x+1, 0= y=(x,s(x)) (on utilise a chaque fois la composition
et les projections). ]

Lemme 3.1.11 Lensemble des prédicats sur les entiers dont la fonction caractéristique est dans € est clos
par opérations booléennes et quantifications universelles et existentielles bornées.

Démonstration. On a déja vu que la fonction caractéristique de la conjonction s’obtenait par produit.
Pour la négation y-4(x) = y=(ya(x),0).

Comme on a la cloture par négation, il suffit de montrer le résultat pour I'une des quantifications
bornées, prenons la quantification universelle bornée.

On utilise une forme ad hoc de minimisation bornée que I'on note fi. Si S est un prédicata p+1
arguments dont la fonction caractéristique est dans 6 alors, f définie par :

uy.Sixy, ..., xg,yl  silexiste y<z
flx1,..., X, 2) = fiy < 2.8[x1,..., Xk, Y] = tel que S[x1,..., Xk, Yl
z sinon

est une fonction totale qui est dans 6.
En effet

oy <z.Slx1,..., X%,y = py.[Slx1,..., X, YIVy = 2]

et on a vu la cléture par opérations booléennes. On suppose maintenant que le prédicat R d’arité k + 1
est dans C. Le prédicat défini sur les variables xi,...,xx,z par Vy < z R[x1,..., Xk, y] est de fonction
caractéristique :

(X1, .., XK) — x= (Y < z.7R[x1, ..., Xk, Y1, 2))

On a le résultat pour la quantification bornée avec une inégalité large, en bornant strictement par le
successeur. [ |

Lemme 3.1.12 (cléture par récurrence primitive) Lensemble € est clos par schéma de récurrence pri-
mitive pour des fonctions totales, c'est-a-dire que, si g : NP — N et h: NP*? — N sont des fonctions totales
de 6, alors f :NP*! — N définie ci-dessous est une fonction totale de 6 .

f(aly--'rapyo):g(aly-urap)
flay,...,ap,x+1) = hiay,...,ap,x, f(ay,..., ap, X))

Démonstration. La démonstration du lemme suit a peu pres le schéma décrit au début de la sec-
tion 3.1.2 page 59. On utilise la fonction B, qui est dans 6 par les lemmes 3.1.10 et 3.1.11 car :

B(d,a,i)=reste(a,1+(i+1)d)=pr.[r<andg<aa=q-Q+({+Dd)+r] .

Les fonctions 7; et 72 qui calculent les composantes x et y du couple de Cantor sont également dans

6 -

x+py)x+y+1) N

(x, )= 2

v; m@=px.Ay=sc){x,yy=c; mc)=py.Ax=<c){x,y)=c.
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La fonction B’ : N> — N, définie par
B'(c, i) = Bm1(c), m2(c), 1)
est donc dans 6 par composition. Elle permet de définir la suite des calculs menant a f(a, x) :
F(a,x)=pl.[f'(1,0=g@0AYi<xf'(l,i+1) =h(a,x B (1)]
fonction qui est dans 6 par le lemme 3.1.11, et donc f est dans 6 car
f(@,x)=p'(F(@a,x),x). |

On conclut en revenant a la caractérisation des ensembles X.

Proposition 3.1.13
i. Le graphe d'une fonction totale calculable est X.

ii. La classe des ensembles X est exactement la classe de tous les ensembles semi-décidables.

Démonstration. On déduit d’abord le ii du i. On sait qu'un ensemble X est semi-décidable (fait 3.1.5
page 59). Réciproquement soit A un sous-ensemble semi-décidable de NP. 1l est le projeté d'un en-
semble décidable (proposition 2.3.3 page 38), dont la fonction caractéristique a un graphe G < NP*2,
qui est X d’apres i, donc A est X puisque

XeAssidydz (X, y,2)eGAz=1).

On montre que toute fonction totale calculable a un graphe X en utilisant la caractérisation de la pro-
position 3.1.9.

— Les fonctions de base ont un graphe X : les graphes de + et x sont définis par y = x; + x et
¥ = X1 x X2, les graphes des pf par x; = z; le graphe de la fonction caractéristique de 1’égalité par
(x=yAnz=D)Vx#ynz=0).

— La cléture par composition des fonctions de graphe X résulte de la cléture par quantification
existentielle. En effet si f(x) = h (g1 (), ..., g, (™))

y=f&) ssi 3z1...3z, [y=h(z1,....2p) Nar =g1(X) A~ Nzp = gp(D)] .

La cloture par minimisation utilise la quantification existentielle et la quantification universelle
bornée :

y=pz.f(x1,...,%p,2) =0 ssi f(x1,...,Xp, ) =0AVZ<yIt(f(x1,...,Xp,2) =LAL#0). W

Exercice 22

1. Montrer que si une fonction totale f : NP — N a un graphe G qui est semi-décidable, alors le
complémentaire de ce graphe G¢ = NP*1\ G est aussi semi-décidable.

2. Montrer qu'un fonction totale de graphe semi-décidable a un graphe décidable.

3. Montrer que I'ensembles des fonctions totales de graphe X est exactement I’ensemble des fonc-
tions totales calculables.

Exercice 23
1. Montrer que le graphe d’une fonction partielle calculable est un ensemble semi-décidable.

2. Montrer que si le graphe d’'une fonction partielle est semi-décidable, alors cette fonction est
partielle calculable.

3. Montrer que I'ensemble des fonctions partielles de graphe X est exactement 'ensemble des
fonctions partielles calculables.
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3.1.3 Hiérarchie arithmétique

Un ensemble arithmétique est un ensemble définissable par une formule de I'arithmétique du pre-
mier ordre, soit un sous-ensemble E de NP, p > 0, tel qu'il existe une formule F du langage de I'arith-
métique ayant au plus xi,..., x,, pour variables libres vérifiant :

(n1,...,np) €EssiN|=F ﬂ/xl;...,@/xp

On prend pour langage le langage égalitaire de signature (0,s, +, x, <), c’est celui par exemple de I'arith-
métique de Peano. Mais on verra que la définition est inchangée quand on ajoute a la signature des
fonctions calculables et des prédicats décidables. On parle également de prédicat arithmétique pour un
prédicat qui définit un ensemble arithmétique (c’est-a-dire qu'’il s’exprime par une formule du premier
ordre de I'arithmétique).

Une premiére remarque est que la classe des ensembles arithmétiques est dénombrable, puisque
la signature étant finie, I’ensemble des formules est dénombrable. Il s’agit maintenant de classer ces
ensembles suivant la complexité d’'une formule qui les définit.

Formules et ensembles =Y et 1%

Le point de départ de la hiérarchie est la classe X (ou IIp). Les formules Z(,)l et H% sont des formules
¥y précédées d'un préfixe de n alternances de quantificateurs; les X commencent par un quantifica-
teur existentiel (et donc éventuellement plusieurs), les IT% par un universel. Plus formellement, on peut
en donner une définition inductive :

i. si F est une formule X, alors 3x F est une formule Z‘l), et Vx F est une formule H(l) ;

ii. Pour n>1,siF est une formule 2, alors 3xF est une formule X9 et VxF est une formule IT

0
n+l1-

0 .
n+l’

iii. Si F est une formule I1%, alors VxF est une formule IT% et 3xF est une formule X
Ainsi, si F est une formule X :

VxF est l'[(l) IxF est 2(1)

VyaxF est II9 JyVxF est I

Vz3yVxF est I 3JzVydxF est XJ
etc.

Un sous-ensemble Z%, respectivement H%, de NP” est un sous-ensemble de N” définissable par une
formule XY, respectivement I19. La classe des ensembles AY est I'intersection des classes 9 et I1%. On
utilise le méme vocabulaire pour les prédicats. Ces classes définissent ce que 1'on appelle la hiérarchie
arithmétique. On commence par énoncer des conséquences assez immédiates de la définition.

Proposition 3.1.14
i. Tout ensemble arithmétique apparait dans la hiérarchie arithmétique;
ii. un ensemble est 2% ssi son complémentaire est 1% ;
i35 50 ;170 = A0 (= 50 0 .
ii. 2, VI, <Ay (=20 NIl L );
iv. la classe des ensembles arithmétiques est

0 ¢ 0 @ 0
Ap= LJ = LJ]In'
n=1 n=1

w

n=1
Démonstration.
i. Toute formule peut se mettre sous forme prénexe, qui définit bien un ensemble dans la hiérar-
chie;
ii. le passage ala négation échange les quantificateurs;

iii. par ajout de quantificateurs « inutiles », en téte ou en queue du préfixe de quantificateurs de la
formule définissant I’ensemble;

iv. conséquence de i et iii. ]
Notations : Le 0 en exposant indique que les quantifications sont du premier ordre. Comme on ne

considere que ce cas (pas de quantification du second ordre, c’est-a-dire portant sur des ensembles
d’entiers), on va noter dans la suite X, IT,,, A, pour, respectivement, %, 1% et A%,
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Exemple. Sion examine I'exemple page 60 on s’apercoit que I'on a montré que le graphe de I'expo-
nentielle est un ensemble X;. Le complémentaire du graphe de I'’exponentielle est donc II;, la classe
X, étant stable par négation. Mais la fonction exponentielle étant totale, son complémentaire est éga-
lement Xy :

z;éxyENElz’(z'zxyAz¢z’).

On a donc montré que le graphe de ’exponentielle est un ensemble A;.

Par définition la classe des prédicats X, est close par quantificatione existentielle, et celle des pré-
dicats IT,, par quantification universelle. La proposition suivante donne d’autres propriétés de cloture,
ainsi que des définitions alternatives pour chacune des classes de la hiérarchie.

Proposition 3.1.15

i. Pour tout entier n les classes de prédicats %, et I1;, sont chacune close par conjonctions, disjonc-
tions, quantifications bornées, les classes de prédicats A, sont chacune close par toutes les opéra-
tions booléennes, et quantifications bornées;

ii. Pour tout entier n, un sous-ensemble 2,11 de NP est le projeté d'un sous-ensemble11,, de NP+L ef
donc dans la définition des prédicats Z,, et11,, on peut supposer que chaque alternance comporte
un seul quantificateur;

iii. La classe des ensembles A1 est la classe des ensembles décidables; la classe des ensembles 2 est la
classe des ensembles X, soit la classe des ensembles semi-décidables; la classe des ensemblesI1; est
la classe des ensembles co-semi-décidables (complémentaires de semi-décidables);

iv. Si l'on ajoute a la signature des prédicats décidables et des fonctions calculables, la hiérarchie
arithmétique reste identique a partir du niveau 1 et donc la classe des ensembles définissables est
inchangée.

Démonstration.

i. On procede par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est la définition de X = I1y. Supposons le résultat
pour n. On ala cloture par disjonction et conjonction de la classe 41 en se ramenant ala méme
propriété pour la classe I1,, : il suffit d’utiliser autant de fois que chacune des deux formules a de
quantificateurs existentiels en téte les équivalences du type (x n’apparait pas libre dans B) :

dxAvB=3dx(AvB); dIxAAB=3dx(AAB).

et les équivalences symétriques en A et B.
Le résultat se déduit par négation et loi de de Morgan pour la classe IT;,41.
La classe X, est close par quantification existentielle bornée, puisque close par quantification
existentielle :
Ix=<tdyA=3IxJy(x<tnA).

Finalement I’équivalence suivante, qui est vérifiée dans N en prenant pour z un majorant des y
en nombre fini (x < 1) :
Vx<tdyA=yTJzVx<tdy<z A

permet de déduire la cloture des X, par quantification universelle bornée de celle des IT,, par
quantification existentielle bornée. On a par passage a la négation le résultat pour la classe I,,41.
ii. Ona
dx1...3xp A=syFzdx <z ... Jxp <z A.
On peut donc définir un prédicat X, par une seule quantification a partir d'un prédicat I,

d’apres le i. De méme pour la classe I1,,;; en passant a la négation. On peut donc se ramener a
un seul quantificateur par alternance pour la définition des X, et IT,,.

iii. La classe XZ; est incluse dans la classe X définie page 58. Elle contient évidemment tous les en-
sembles définis par des formules atomiques et négation de formules atomiques. On a montré au
i qu’elle est stable par les opérations de cloture de celle-ci (voir la définition 3.1.4 page 58) : c’est
la classe Z, et donc la classe des ensembles semi-décidables d’apres la proposition 3.1.13.
Les ensembles A; sont donc les ensembles semi-décidables de complémentaire semi-décidable,
c’est-a-dire les ensembles décidables (proposition 2.3.6 page 39).
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iv. Le projeté d’'un ensemble décidable est semi-décidable, la classe X; n’est donc pas modifiée par
un tel ajout. Toutes les classes de la hiérarchie d’indice non nul se définissent a partir de la classe
2. |

En particulier on déduit le corollaire suivant des (ii), (iii) de cette proposition et de la proposition 3.1.14
(ii).

Corollaire 3.1.16 La hiérarchie arithmétique des prédicats Z,, et I1,, n = 1, s'obtient par passage a la
négation (de X,, all,) et une seule quantification existentielle (deIl,, a X,+1) a partir de la classe 21 qui
est celle des prédicats semi-décidables.

e b3

No

Co-semi-décidables T 2% Semi-décidables

AY  Décidables
Ut
Iy =29
FIGURE 3.1 - Hiérarchie arithmétique

Les relations d’inclusion de la hiérarchie arithmétique sont décrites par la figure 3.1. Pour le moment on
n'amontré que des inclusions larges. Grace au iii de la proposition précédente, on sait maintenant que
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Ay C X1, puisque I'ensemble diagonal K du probleme de I'arrét diagonal (voir le théoréme 2.3.7 page 40)
est semi-décidable non décidable, et A; C IT; puisque K° est co-semi-décidable non décidable. Ceci se
généralise en utilisant les mémes méthodes. Tout d’abord on peut énumérer les sous-ensembles %,
resp. I1,;, de N par un sous-ensemble X, resp. I1,, de NP+,

Lemme 3.1.17 Soit A un sous-ensemble deNP (p>0),etn=1.0Ona
— AestX, sietseulements’il existe i (indice de A) tel que

A= {ﬂ AVy2...Quyn T,?+p[i,§,y1,...,yn]}

— Aestlly, sietseulement s'il existe i (indice de A) tel que

A:{E|Vy13y2...Q;1yn —|T,7+p[l',f,y1,...,yn]}

ot T est soit le prédicat de terminaison de Kleene T™ pour les fonctions a m arguments, soit sa négation,
plus précisément :

— sin estimpair, T est T™, Q, est3 et Q), estV;

— sinestpair, T} est 7 T™, Q, estV est Q) est3.

Démonstration. Tout sous-ensemble semi-décidable W de N, a un indice i qui vérifie :
XeW o3y T™i,%, y]

par le théoreme de forme normale de Kleene. La proposition suit par le corollaire 3.1.16. ]

Définition 3.1.18 (Enumération d’une classe de sous-ensembles) Un sous-ensemble E de NP*! énu-
meére une classe € de sous-ensembles de NP quand :

VA€ JieNVI(xe A< (i,x) € E) (untel i est appelé indice de A)

On utilisera le méme vocabulaire pour les prédicats. Par exemple {(i, x) € N? | Is T1(i, x, 5)} énumere
les sous-ensembles semi-décidables de N.
La proposition suivante est une conséquence immédiate du lemme 3.1.17.

Proposition 3.1.19 (Enumération des ensembles >, et I1,,) Pour, tout entier p > 0, pour tout entier n >
0, il existe un sous-ensemble ,, de NP*', soit SP, et un sous-ensemble I1,, de NP*1, soit P!, tels que S,
énumere tous les sous-ensembles X, deNP, et P’,; énumere tous les sous-ensemblesI1,, deNP .

Proposition 3.1.20 La hiérarchie arithmétique est stricte pour l'inclusion, c'est-a-dire que toutes les in-
clusions de la figure 3.1 sont strictes, et qu'il n’y a pas d’autres relations d’inclusion que celles décrites. Plus
précisément :
LI \Z,#0etZ\1I, #8;
ii. 2, ull, CApsr;
Démonstration.

i. La démonstration de I1, \ X, # ¢ et £, \II, # @ est la méme que celle de I'indécidablité du
diagonal du probléme de I'arrét (qui donne IT; \ £ # @ et £ \I1; # @). Soit S, un ensemble X,
qui énumere les sous-ensembles X, de N. On pose

K,={il(i,i)eS,}.
Lensemble K, est £,,. Son complémentaire K}, est IT,. S'il était X, il aurait un indice i :
i € K, ssi (ip, 1) € Sy,
d’ol1 une contradiction avec la définition de K;, puisque
io € K3, ssi (ip, ip) € Spy ssi ip € Ky -

Lensemble K}, est I1,, et non X,, donc par passage au complémentaire I'ensemble K, est X, et
non I1,,.
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ii. Posons

E,={(,by|(ieK,etb=0)ou (i€ K;eth=1)}.

Cet ensemble est A,+; comme réunion de deux ensembles A, mais n’estni X, car K}, le serait,
ni IT,,, car K, le serait. u

Réduction, hiérarchie arithmétique et complétude

On sait déja (proposition 2.6.6 page 52) que K est complet pour la classe X1, et donc K€ est complet
pour la classe I} par passage au complémentaire. On généralise aux classes X, et I, en suivant la
méme démonstration.

Proposition 3.1.21
— Lensemble K;, est m-complet pour la classe des ensembles Z,,, c’est-a-dire que :

EeZ,oE<,,K;;

— l'ensemble K}, est m-complet pour la classe des ensembles I1,, c'est-a-dire que :

Eell, o E<, K.

Démonstration. Exercice.

On peut maintenant identifier la classe des ensembles qui se réduisent a K par réduction de Turing.

Proposition 3.1.22

i.

ii.
iii.
iv.

Un ensemble est Z,,+1 si et seulement s’il est semi-décidable en un ensemble X, ouIl,, ;

un ensemble E est A\, 11 si et seulement s'il est décidable en un ensemble X, ou I1,,, c’est-a-dire si
et seulement s'il existe un ensemble F qui estX,, oull,, telque E<TF;

la classe des ensembles E tels que E <1 K, est exactement la classe des ensembles A1 ;
en particulier la classe des ensembles E tels que E <t K est exactement la classe des ensembles A,.

Démonstration.

i. (=) Supposons EcNetE € X,,4.Alors, E estle projeté d'un ensemble I1,,, soit F. Cet ensemble

F est semi-décidable en lui-méme, donc E également qui est son projeté, par la version re-
lativisée de la cloture des semi-décidables par projection (proposition 2.3.5 page 39). Len-
semble F est également semi-décidable en F€, qui est X, donc E également, avec le méme
argument.

(<) Supposons E c N et E semi-décidable en F, ou F c N et F est X,,. Alors, d’aprés la version

relativisé de I’énumération des ensembles semi-décidables, E = WZ.F pour un certain i, et
d’apres la proposition 2.6.13 page 54 :

E:{xel\llElsEll[TF[i,x,l,s] etVj<s(mth(l,j)=0= je F% et(nth(l,j):l:jeF))”

L'ensemble F est X, donc lui-méme et son complémentaire sont A,;. La classe A,y est
close par opérations booléennes et quantification bornée. Lensemble E = WiF , est donc dé-
fini par deux quantifications existentielles sur un prédicat A1, soitun prédicat X ,,+1 (A4 <
2,41 et cloture par quantification existentielle de la classe Z,+1).

Pour F € I1,, il suffit d’échanger F et F° dont les réles sont symétriques dans la démonstra-
tion.

ii. (=) Supposons que E est A,41. Alors E et E€ sont ;1. On a donc, d’apres i, des ensembles X,

F et G tels que E est semi-décidable en F et E° est semi-décidable en G, donc tous deux sont
semi-décidables en F x {0}uG x {1}, donc E est décidable en F x {0} UG x {1} (proposition 2.6.15
page 54) qui est encore X, et en son complémentaire qui est I1,,.

(<) Supposons que E <7 F ot F est X, (si F est I, on se raméne a ce cas car E <7 F€). Alors E

est semi-décidable en F, donc d’aprés i, E est £,,;. Comme E€ <7 F, de méme E€ est X,
donc E est Ayy1.

iii. Tout ensemble X, se réduit a K,, par réduction many-one, donc par réduction de Turing, on a le

résultat d’apres ii. [ ]
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3.1.4 Prédicats arithmétiques

On rappelle (proposition 3.1.14 page 63) que tout ensemble arithmétique (i.e. définissable au pre-
mier ordre dans le langage de 'arithmétique) est dans I'une des classes de la hiérarchie arithmétique.
On a le corollaire suivant de la proposition 3.1.20.

Corollaire 3.1.23 Il nexiste pas de sous-ensemble arithmétique deN? qui énumeére tous les sous-ensembles
arithmétiques deN.

Démonstration. En effet un tel sous-ensemble R serait dans la hiérarchie a un certain niveau, disons
X ,. Tous les sous-ensembles E arithmétiques de N, vérifiant pour un certain i que

meEssi(i,m)eER
seraient alors X,,. [ |

Supposons maintenant que I'on ait définit un codage des formules de I'arithmétique du premier ordre
F — "F, et que les fonctions qui permettent de manipuler ces formules sont calculables, donc de
graphe définissable dans I'arithmétique (par une formule Z;). On pourrait songer a refléter dans I'arith-
métique la vérité (dans le modele standard N) des formules de I'arithmétique du premier ordre, soit
chercher un prédicat V, dit prédicat de vérité tel que :

Nz V[ F'/xg]ssiN[=F.

La définition de la vérité de Tarski permet de construire de tels prédicats pour les formules jusqu’a un
certain niveau de la hiérarchie, par exemple X,.. Le prédicat de vérité correspondant sera au méme
niveau.

En utilisant que les fonctions qui permettent de manipuler ces codages sont calculables donc de
graphe définissable dans I'arithmétique du premier ordre, en particulier la fonction de substitution
d’un entier a une variable dans une formule, il n’est pas tres difficile de se rendre compte qu’'un prédi-
cat de vérité pour toutes les formules arithmétiques permettrait d’énumérer tous les sous-ensembles
arithmétiques ce qui contredit le corollaire 3.1.23.

Théoréme de Tarski. Le prédicat de vérité des énoncés de I'arithmétique du premier ordre n’est pas
arithmétique, autrement dit, la vérité (dans N) des énoncés de I'arithmétique du premier ordre n’est
pas définissable dans N en arithmétique du premier ordre.

La démonstration est précisée plus loin en donnant un codage explicite (voir théoreme 3.3.1 page 73).

Ce théoreme est un peu le prototype du premier théoreme d’'incomplétude de Godel, bien qu’il
n'ait été publié qu’apres ce dernier par Tarski. Mais on sait maintenant par la correspondance de Godel
que celui-ci le connaissait déja a 'époque ot il a découvert son théoreme d’incomplétude, et que c’est
méme de ce résultat qu'il est parti pour élaborer ce dernier. Il semble qu’a I'’époque, il ait été méfiant
vis-a-vis de la notion de vérité, qui a été étudiée et vraiment formalisée par Tarski, et a préféré publier
seulement un énoncé qui ne parlait que de démonstration.

On va expliciter un codage des formules de 'arithmétique, ce qui permet de préciser I'énoncé du
théoréme et sa démonstration, mais il est clair que celui-ci vaut pour tout choix de codage « raison-
nable ».

3.2 Lecodage des formules

Les termes et les formules de 'arithmétiques sont des objets syntaxiques, des suites de caracteres,
que I'on vareprésenter par des entiers de la méme fagon que I'’on a codé les suites de calcul sur machine
aregistre par des entiers.

Les prédicats utiles, par exemple celui qui dit d'une formule qu’elle est close, doivent étre définis-
sables par des formules de I'arithmétique, et les fonctions qui manipulent ces formules, par exemple
celle qui substitue un terme a une variable libre, doivent avoir leur graphe définissable par une formule
de I'arithmétique, ce qui va permettre de refléter dans I'arithmétique les calculs sur les formules.
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Les fonctions et les prédicats dont on a besoin sont intuitivement calculables. Si on vérifie que leurs
équivalents sur les codes de formules le sont également, on aura montré qu’elles se définissent dans
I'arithmétique par des formules Z;.

Les méthodes sont analogues a celles déja utilisées pour coder les machines. La principale diffé-
rence vient de la structure des formules, qui est arborescente, et de la liaison de variable, dont il faut
tenir compte pour la substitution.

Le choix et les détails du codage n'ont pas grande importance : I'essentiel du travail a été fait en
montrant que la fonction § permettait de coder la récurrence. Le reste, qui était tout a fait nouveau
en 1930 quand Go6del présentait pour la premiére fois son théoréeme, est devenu banal a I'époque de
I'informatique : on sait bien que I'on peut représenter des structures syntaxiques par des entiers et les
manipuler par des fonctions calculables.

Cela n’est aujourd’hui qu’'un exercice, proche d'un exercice de programmation (ou de préparation
a celle-ci puisque I'on n’exécute rien), mais sans aucun souci d’efficacité. Le langage est juste un peu
contraint, du moins si on veut étre précis et ne pas faire appel a la these de Church. Le codage des for-
mules présenté ci-dessous passe par un codage des arbres binaires : les définitions syntaxiques usuelles
par induction sur la structure des formules se traduisent alors directement en des définitions récursives
primitives.

3.2.1 Codage des arbres binaires
Les arbres binaires étiquetés

Les termes et les formules peuvent étre vus comme des arbres binaires finis étiquetés. Lensemble
9B des arbres binaires étiquetés est défini inductivement :

arbre vide ()€ %8;

neeud SieeN,si Ty € BetTre A, alors (T, Tp)e € AB.

Larbre (T3, T»), a pour fils gauche T, pour fils droit 7> et pour étiquette e. Les feuilles sont les arbres
dont les deux fils sont I'arbre vide. Les nceuds unaires sont ceux dont un des deux fils est ’arbre vide.

Codage des arbres binaires étiquetés

Il y a une seule facon d’écrire un arbre de 9B, soit comme 1'arbre vide, soit comme un arbre d’éti-
quette e, de fils gauche T, et de fils droit T», ce qui autorise les définitions par induction sur la structure
des arbres de 98. Pour le codage, On introduit, de fagon analogue au codage des listes page 9, une nou-
velle fonction ternaire (pour les notations des couples et n-uplets voir page 8) :

(i, )e=1+(e t1,0) .

On définit inductivement une fonction: T — " T de 98 dans N.

arbrevide "()'=0;

neud " (71, T2)e '=( T, T2 De (=1+(e,"T1 ," T2 ).
Comme la fonction de codage des couples de Cantor est bijective, pour tout entier naturel n, un et un
seul des cas suivants est réalisé :

— soitn=0;

— soit n = (n1, n2). ou e, ny, n2 € N sont déterminés de facon unique par n.

Lemme 3.2.1 La fonction: T — " T est bijective de 98 dansN.
Démonstration. Par induction sur 98, en utilisant la remarque qui précede. [ |

Un sous-arbre d'un arbre binaire étiqueté T est un arbre qui apparait dans la construction inductive de
celui-ci, la définition de I’ensemble des sous-arbres par induction est immédiate. Un sous-arbre strict
de T est un sous-arbre de T différent de T.

Le lemme suivant est une propriété de « croissance » du codage assez évidente mais plusieurs fois
utilisée ensuite.
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Lemme 3.2.2 (croissance du code)

— SiS estun sous-arbrede T, alors" S'<"™T7;
— si une étiquette e apparait dans la constructionde T, alorse <" T.

Démonstration. Induction immeédiate sur la définition des sous-arbres pour I'inégalité large, dont on
déduit I'inégalité stricte pour les sous-arbres stricts. [ |

Fonctions sur les arbres

Lemme 3.2.3 Les trois fonctions de N — N, qui au code d’un arbre de 9B associent pour chacune 0 si
U'arbre est vide, et sinon son étiquette pour la premiere, le code de son fils droit pour la seconde, le code de
son fils gauche pour la troisieme, sont récursives primitives.

Démonstration. Par composition des projections 71, 7, et du prédécesseur. ]

On a besoin de représenter les définitions usuelles sur les termes et les formules qui sont presque toutes
des définitions par récurrence structurelle, et s’averent étre des cas particuliers d'un schéma de recur-
rence primitive sur les arbres.

Lemme 3.2.4 (Récurrence primitive structurelle sur les arbres) Si g est une fonction récursive primi-
tive deNP — N, h une fonction récursive primitive de NP*®> — N, alors la fonction f : NP*! — N définie
ci-dessous est récursive primitive.

— f(nl,...,np,O):g(m,.--,np);
- f(nlru-)npy<a)b>€) = h(nl)'-wnp)era)brf(a)yf(b))'

Démonstration. On peut réécrire cette définition par récurrence avec les fonctions récursives primi-
tives fournies par le lemme 3.2.3 précédent. C’est alors un cas particulier de la récurrence sur la suite
des valeurs (section 1.1.4 page 10), puisque a < {(a,b)., b < {(a,b). et a, b et e se calculent de facon
récursive primitive a partir de (a, b),. [ |

Par exemple la fonction 4 : N — N, qui calcule la hauteur d'un arbre codé par son argument, se définit
de facon récursive primitive, de fagon strictement analogue a la définition sur les arbres :

h(0)=0; h(n,2),) =1+sup(h(t), h(f)) .

En logique, on utilise parfois des définitions par récurrence sur la hauteur d'un arbre, qui est plus géné-
rale que celle qui précede car I'appel récursif peut se faire sur un arbre de hauteur plus petite qui n’est
pas nécessairement un sous-arbre, et n’a donc pas un code forcément plus petit. On ne I'utilisera pas
pour les résultats qui nous intéressent, mais on pourrait obtenir celle-ci comme cas particulier d’'une
définition par récurrence primitive sur la suite des valeurs avec substitution de parametre ! (la variable
de récurrence est la hauteur de I'arbre, le parametre substituable est le code de I'arbre) dont on montre
facilement qu’elle reste récursive primitive.

1. Voir exercice 9 page 12 pour la substitution de parametre
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3.2.2 Codage des expressions arithmétiques

On code les expressions du langage, c’est a dire les termes
et les formules, via le codage précédent des arbres binaires
étiquetés. Un exemple est donné ci-contre. il suffit donc
de décider d'un choix d’étiquettes pour les opérateurs du /N
langage. Le langage considéré est le langage (égalitaire) de X v
I'arithmétique de Peano, de signature Z» = (0,s,+, x,<). 1l a

n -

00 / \

la syntaxe suivante :
— les termes utilisent des symboles de constantes et de =
. . N / N\ /\
fonctions 0, s, + et x, et une infinité dénombrable de s s x ¥

symboles de variables, {x;}ien; /N 7\ non
. o X 0Y 0 0000
— les formules atomiques utilisent = ou <; n "

00 00
— les formules du calcul des prédicats utilisent les

connecteurs — et L et le quantificateur V.

Arbre binaire étiqueté pour la formule
YaVy(sx) =s(y) —x=y)

Les étiquettes des symboles primitifs du langage, notées

#{symbole}, sont (c’est évidemment arbitraire) :

Termes Formules
#HO} | #{xi} | #ist | a4} | #(x} || #{=) | #s) | H{L) | #{—) | #{V}
0 |9+i| 1 | 2 3 4 5 6 7 8

On note " E™'le code d’'une expression (terme ou formule). Celui-ci est défini inductivement :

Termes
I_O—l I_xi—l I_s t-—l V_t1+t2_\ I_t-l X tz—l
(0,0)40y (0,001 (t50us | 0L N | 0L 8 Dux
Formules
"h=1t" "H<t' 1 "F— G "Vx; F!
a7 Dy | Ca L 0 Vs | 0,04 | CFLTG Dy—y | "X VT F Dy

11 s’agit bien d’'un cas particulier du codage des arbres binaires étiquetés vu au dessus.

2. j var:i— " x; num: n— =S... 5 j
Lemme 3.2.5 Les fonctions i—"x; et n—"n’ (on rappelle que n = s...s0) sont récursives
n

primitives.

Démonstration. Lafonction var se définit par composition de fonctions récursives primitives, la fonc-
tion num par itération de x — (x,0)xs en partantde 0. [ |

Lemme 3.2.6 Les ensembles suivants sont récursifs primitifs :
— l'ensemble des codes de variablesVar = {" x; '| i e N};
— l'ensemble des codes de termes Term;
— Ul'ensemble des codes de formules Form.

Démonstration. Pour Var on remarque que : i — " x; ' est récursive primitive et croissante. Les fonc-
tions caractéristiques de Term et Form se définissent par récurrence sur les arbres en utilisant le lemme 3.2.4.
|

Lemme 3.2.7 Il existe une fonction récursive primitive libre :N? — N telle que

— 1libre(i," E™) est le nombre d'occurrences libres de la variable x; dans l'expression E ;
les ensembles suivants sont récursifs primitifs :

— Libre ={(i," E") | x; apparait libre dans l'expression E} ;

— Clos = {n| n est le code d’'une formule close} ;
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Démonstration. La premieére assertion se démontre par récurrence primitive sur les arbres (lemme 3.2.4).
11 suffit de suivre la définition inductive habituelle de variable libre, sachant que la fonction : i — " x;
est récursive primitive (lemme 3.2.7) :

libre(i,0)=0

libre(i,"x; ) =1

libre (i, x;i n2>#{v}) =0

libre(i,("x;7, naduyy) = libre (i, ny) sij#i

libre (i, {(ny,ns).) = libre (i, n;) + libre (i, ny) dans tous les autres cas.

On a alors:
(i,n)€Libre ssi n€ TermUFormetlibre(i,n)>0.

Pour la seconde assertion (codes de formules closes), il suffit de remarquer que le code d’'une variable
qui apparait dans une expression est strictement inférieur au code de celle-ci. Lensemble des formules
closes se définit par quantification bornée :

necClos ssi neFormetVi<n (i,n) ¢ Libre.

11 est donc récursif primitif. ]

Lemme 3.2.8 Pour touti € N, 'ensemble des énoncés Z; (resp.1y) de Uarithmétique est récursif primitif.

Démonstration. On donne quelques indications pour X, et IT;. On procede de facon similaire pour
les autres cas. Lensemble des formules X est récursif primitif. En effet la définition inductive de la
classe X (section 3.1.1 page 57) se traduit en une définition de la fonction caractéristique des codes de
formules X utilisant la récurrence primitive sur les arbres du lemme 3.2.4 page 70. Illustrons le cas de
la quantification bornée : une formule F = Vx;G est dans Z si G est de la forme x; < x; — H avec H
dans Zg et x; libre dans H. Tout ceci s’exprime facilement avec les lemmes précédents.

Lensemble des formules IT; se définit aussi inductivement : une formule X, est Iy, si une formule
F est I}, alors Vx F est I1; (voir section 3.1.3 page 63), I'ensemble des codes de formules IT; est donc
récursif primitif. Lensemble des énoncés (formules closes) I1; est donc récursif primitif (lemme 3.2.7) .1

On aura besoin d'une fonction qui code la substitution d'un terme ¢ a toute occurrence libre d'une
variable x; dans une expression E, terme ou formule, notée E[¢/x;]. On va se contenter d'une fonction
qui ne renomme pas les variables en cas de capture, c’est-a-dire que la substitution n’est correcte que si
les variables libres dans le terme # ne sont pas capturées lors de la substitution par des quantificateurs
de E (on dira qu’une telle substitution est propre). Les occurrences liées de la variable x; ne sont bien-
stir pas substituées.

Lemme 3.2.9 Il existe une fonction récursive primitive subst : N® — N, telle que si E est une expression
ot la variable x; napparait pas libre dans le champ d’'un quantificateur sur une variable qui apparait
danst:

subst("E "t i) ="E[t/x;]".

Démonstration. La définition dela fonction subst qui suit est récursive primitive d’aprés le lemme 3.2.4,
sachant que la fonction : i — " x; ' est récursive primitive (lemme 3.2.7).

subst (0, p, i)=

subst ("x; 7, p, i )—

subst ("x; 7, p, i) ="x;” sifx; # x;"

subst (("x; 7, m2)wyy, pr ) = Cxi 7, n2dwwy

subst (("x; 7, n2dwvy, p i) = ("x; 7, subst (n2, p, i) vy SUFTREIETN

subst ((n1,n2)e, p, i) = (subst (n1, p, i), subst (nz, p,i))e dans tous les autres cas.

Remarque. Dans la suite, pour toute formule F, on utilisera dans les preuves trois représentations de
celle-ci: F, son code " F'et

"TFl=num("F ) =s...s50.

rp7
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3.3 Lavérité dans I'arithmétique n’est pas définissable

On peut maintenant revenir de facon plus précise sur la non définissabilité de la vérité (théoréme
de Tarski page 68). Un prédicat de vérité est un prédicat V a une variable libre, prenons x, vérifiant

N = V[T F/xg] ssi F estune formule closeetN|=F .

Théoreme 3.3.1 (théoreme de Tarski) Il n'existe pas de prédicat de vérité pour les formules de l'arith-
métique qui soit définissable dans l'arithmétique.

On va en donner deux démonstrations.

Démonstration (1). La premiere est celle déja évoquée : un prédicat de vérité V fournirait une énumé-
ration des sous-ensembles arithmétiques de N par substitution :

{(i,n) | V[T Fln/xo) "/ xo] pour F formule de code i ayant pour seule variable libre xo}

={(i,n) | V [subst(i,num(n),0)/xo] A subst(i,"07,0) € Clos} . |

On donne maintenant la démonstration originale de Tarski, qui suit celle de Gédel pour son premier
théoreme d’'incomplétude. Largument essentiel reste un argument diagonal (qui a été utilisé pour mon-
trer que la hiérarchie est stricte dans la premiére démonstration).

Démonstration (2). Soit un prédicat représenté par une formule & une variable libre V[x(]. On va construire
par diagonalisation une formule D a une variable libre x; telle que, si V est un prédicat de vérité,
DI["F7/x;] signifie « F["F'/x;] est fausse » (F appliquée a son propre code est fausse). On aura une
contradiction en appliquant D a son propre code.

On appelle r la fonction récursive primitive r : (x, n) — subst(x,num(n), 1), en particulier :

r("F,n)="Fln/x]".

Le graphe de r est définissable dans N par une formule que I'on note z = r(x, y) (on pourra choisir les
nom des variables), et on peut supposer que xy et x; n’apparaissent pas liées dans cette formule.

On suppose l'existence d'un prédicat de vérité arithmétique V avec xy pour seule variable libre, et
tel que x; n’apparaisse pas liée dans V. Soit alors

D[x1] =4 Yxo (x() =r(x;,x) — -'V[xo]).
On a bien
Din/x1] =N ~VIr(n,n)/xol
d’ ol
DI["F/x11 =N VITFICE '/ x1]17 Xo]

en particulier
D["DV/x11=n V[T DI[CDx1]1 x0] .

On remarque pour conclure que, sur N, D[" D '/x;] et" D[" D/ x;] ' sont équivalents.
Pour tout prédicat V[xp] & une variable libre on peut donc construire une formule close G = D[” D/ x;]
telle que V[ G/ xg] ne peut représenter la vérité de G, d’ol1 la conclusion. ]

La démonstration utilise une construction de point fixe pour les formules. On a que si A est une formule
a une seule variable libre x( alors il existe un énoncé G tel que :

NEG«— A["GV/xp] .

Le résultat, pour la formule =V, est démontré comme étape intermédiaire dans la seconde démonstra-
tion du théoréeme de Tarski ci-dessus. On 'adaptera a la prouvabilité avec les lemmes 3.5.9 page 80 et
3.6.13 page 89.
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3.4 Démontrabilité et décidabilité

La notion de démonstration a beaucoup a voir avec la calculabilité. Une démonstration est un objet
syntaxique fini dont il doit étre possible mécaniquement, du moins s’il s’agit d'une preuve formelle, de
vérifier qu’elle est correcte. Dit autrement on s’attend a la décidabilité du probleme de reconnaitre si
une suite (ou un arbre) de formules logiques est ou non une démonstration. Lensemble des théorémes,
les énoncés pour lesquels il existe une preuve, est donc effectivement énumérable (tout ceci modulo
codage des formules).

11 est bien stir nécessaire d’étre plus précis. Ainsi on peut supposer qu'une démonstration se fait
dans une certaine théorie axiomatique qui est elle méme finie, ou présentée de facon finie, a I'aide par
exemple de schémas d’axiomes (on va plutét donner une définition utilisant la calculabilité). Cepen-
dant, on peut d’ores et déja remarquer que si I'’ensemble des théorémes d'une théorie arithmétique
comme l'arithmétique de Peano est effectivement énumérable, soit X;, en particulier arithmétique,
I'ensemble des énoncés vrais dans N ne I’est pas, comme on I’a vu au chapitre précédent. En supposant
qu’'on ne peut démontrer que des énoncés vrais dans 'arithmétique de Peano, on a donc nécessaire-
ment des énoncés vrais non démontrables dans cette théorie. C’est un premier résultat d'incomplétude,
plus faible que celui de Godel, que I'on va préciser puis renforcer dans ce chapitre pour obtenir le pre-
mier théoréme d’incomplétude.

3.4.1 Théories décidables et théories completes

Une théorie du calcul des prédicats égalitaire dans un certain langage de signature .¥ est un en-
semble d’énoncés (formules closes) qui est clos par déduction (on renvoie a la section suivante pour
la définition de la déduction). Un énoncé de la théorie est appelé théoréme de la théorie. On a choisi
d’identier une théorie a ’ensemble de ses théoremes.

Un systéme d’axiomes pour une théorie est un ensemble d’énoncés dont la cloture par déduction
est la théorie.

Il existe bien entendu plusieurs systémes d’axiomes pour une méme théorie : il est toujours possible
d’ajouter ou d’enlever un énoncé universellement valide comme Vx x = x aux axiomes sans changer les
théorémes. Pour le méme genre de raison une théorie, vue on le rappelle comme 'ensemble de ses
théorémes, est nécessairement infinie.

— Une théorie 9 est dite cohérente, ou consistante quand il existe un énoncé du langage de la

théorie, qui n’est pas un théoréeme de J~;

— comme | — F est toujours démontrable, 9~ est cohérente si et seulement si L n’est pas un théo-
remede J ;

— une hypothese de cohérence pour 9 est n'importe quelle hypothése sur 9~ qui a pour consé-
quence que toutes les formules ne sont pas démontrables, appelée dans ce contexte cohérence
simple de la théorie;

— une théorie I est dite complete quand pour tout énoncé du langage de la théorie, soit lui méme,
soit sa négation est un théoreme de 9 ;

— un ensemble de formules logiques est dit décidable quand I'’ensemble des codes de ses formules
est décidable (de fait, cette définition ne dépend pas du choix du codage, tant qu’il est raison-
nable);

— en particulier une théorie est dite décidable quand I'’ensemble de ses théoremes est décidable,
indédicable sinon.

— un ensemble de formules logiques est dit effectivement énumérable quand I’ensemble des codes
de ses formules est effectivement énumérable;

— une théorie est dite effectivement énumérable quand I’ensemble de ses théoréemes est effective-
ment énumérable;

— une théorie est dite récursivement axiomatisable, ou effectivement axiomatisable, quand elle
possede un systeme d’axiomes décidable.

On va montrer que ces deux derniéres notions sont équivalentes. Le lemme suivant donne I'une des
implication. Remarquons que 'ensemble des théorémes d’une théorie est toujours non vide (et méme
toujours infini), donc sila théorie est effectivement énumérable, I’ensemble des codes de ses théoréemes
est 'ensemble image d’une fonction totale calculable.
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Lemme 3.4.1 (astuce de Craig) Une théorie dont l'ensemble des (codes de) théorémes est effectivement
énumeérable, est effectivement axiomatisable, plus précisément, si (A;)ien est une énumeération des théo-
rémes d’une théorie telle que la fonction: i — " A; " est totale calculable, alors (/\j.:1 Aj)jen est un systeme
d’axiomes décidable pour cette théorie.

Démonstration. On vérifie facilement que, si la fonction totale : i — " A; ' est calculable, la fonction
totale i — ™ /\;.=1 A j"' est calculable et strictement croissante. Lensemble image d'une telle fonction est
décidable (I'appartenance a I’ensemble image se définit par minimisation bornée, voir exercice 19).

La réciproque est démontrée a la proposition 3.4.7. Si on veut étre précis, elle demande de formaliser
la déduction, mais elle est assez intuitive : on peut voir un systeme de déduction comme une machine
pour produire la suite des théorémes a partir d'un ensemble d’axiomes décidable.

L'astuce de Craig permet également d’associer a un ensemble d’axiomes dont I’ensemble des codes
est effectivement énumérable, un ensemble d’axiomes décidable de la méme théorie, et donc il suffit
de parler de théorie effectivement axiomatisable.

Lastuce de Craig est plutét artificielle, mais, de fait, les systemes d’axiomes des théories ordinaire-
ment utilisés en mathématiques sont décidables : cela signifie simplement que 'on peut reconnaitre
de facon mécanique si un énoncé est ou non un axiome. Les théories usuelles sont présentées de fagcon
finie. Elles peuvent étre finiment axiomatisables, c’est-a-dire qu’elles possedent un systéme d’axiomes
fini, comme la théorie des groupes par exemple, et sont donc évidemment effectivement axiomati-
sables. Elles peuvent étre infinies et utiliser des schémas d'axiomes, comme le schéma d’axiomes de
récurrence de I'arithmétique de Peano (premier ordre). On reconnait clairement de facon décidable un
axiome de récurrence, et donc une telle théorie est effectivement axiomatisable.

Admettons qu'une théorie effectivement axiomatisable posseéde un ensemble de théoremes effecti-
vement énumeérable (ce sera démontré rigoureusement a la proposition 3.4.7, mais on vient d’esquisser
une démonstration). Si cette théorie effectivement axiomatisable est compléete, Lensemble des énon-
cés dont la négation est démontrable est alors 'ensemble des énoncés qui ne sont pas des théorémes,
et cet ensemble est également effectivement axiomatisable. On obtient alors le résultat suivant comme
conséquence de la proposition 2.3.6 page 39.

Proposition 3.4.2 Une théorie effectivement axiomatisable et complete est décidable.

3.4.2 Codage des démonstrations

Pour faciliter le codage, on choisit un systeme pour lequel la structure des démonstrations est la
plus simple possible, comme le systeme « a la Hilbert » qui suit. Pour éviter les confusions, dans la suite
on utilisera plutot le mot « preuve » pour les preuves formelles dans le systéme de déduction considéré.

Un systéme de preuves

On rappelle que I'on s’est restreint aux formules construites sur {—, L, V}, et que = A est une abré-
viationde A — L. Le systeme de déduction est donné par cinq schémas d’axiomes logiques, deux regles,
un axiome et un schéma d’axiomes pour I'égalité.

Schémas d’axiomes
i. A-(B—A)
ii. A-B—-C)—({(A—B)—(A—-0)
iii. "A—- A
iv. YxA — A[t/x] pour t un terme tel que si x apparait dans le champ d’un quantificateur por-
tant sur une certaine variable y, y n’apparait pas dans ¢ (pas de capture de variable)
v. Yx(A— B) — (A— VxB) si x napparait libre dans A
Regles
Modus ponens. Des formules A et A— B on déduit B :

A—B A
B
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Généralisation. De A on déduit Vx A (x peut bien-stir apparaitre libre dans A).

A
Vx A

Egalité On ajoute les axiomes de I'égalité (en calcul des prédicats égalitaires)
vi. Vxx=x
vil. VxVy[x=y— (Alx/z] — A[y/z])] ol z n'est pas dans le champ d’un quantificateur sur x, ni
sur y.
Une preuve dans le systéme d’axiomes o est par définition une suite finie de formules (Fj, ..., F;) telle
que pour tout i < n, I'une des condition suivante est réalisée
a. F; estun axiome logique (c’est-a-dire un instance d’'un des schémas d’axiomes logique);
b. F; estun axiome de I'égalité;
c. F; estun axiome de < ;
d. ilexiste j < i et k <i tels que F; = Fy — F; (modus ponens);
e. il existe j < i et une variable x tels que F; = Vx F; (généralisation).
Une preuve de la formule F est une suite finie de formules dont la derniére est F. Une formule F est dite
prouvable (ou démontrable) dans une théorie 9~ axiomatisée par <, s'il existe une preuve de F dans

I, et on écrira
g F.

Par définition tout segment initial d’'une preuve est une preuve, et donc, comme on s’y attend, toute
formule qui intervient dans une preuve est elle méme prouvable.

Exercice 24 Montrer que pour toute formule F
1. laformule F — F est prouvable (appliquer une instance de ii a deux instances de i) ;

2. laformule L — F est prouvable (utiliser iii).

Codage

On sait coder les formules, les suites finies, et donc les preuves. On choisit de coder les preuves
(Fo,..., Fp) par 'entier [’_FO"';...;’_Fnj] (voir le codage des suites finies page 9). Les codes de preuve
en calcul des prédicats égalitaire (pas d’axiome non logique) se manipulent alors par des fonctions
récursives primitives.

Lemme 3.4.3 Soit Capt l'ensemble des triplets (i, j," A") d’'entiers naturels tels que la variable x; appa-
rait libre dans A dans le champ d’'un quantificateur de nom x;, c'est-a-dire que pour (i, j," A7) € Capt
il y aura capture de la variable x; si on substitue un terme contenant cette variable a x; dans A. Alors
l'ensemble Capt est récursif primitif.

Démonstration. La démonstration utilise la définition par récurrence primitive sur la structure d’arbre
(lemme 3.2.4), la fonction 1ibre du lemme 3.2.7 qui compte le nombre d’occurrences libres d'une
variable dans une formule, et le fait que I’ensemble des codes de formules Form est récursif primitif
(Ilemme 3.2.6).

capt (i J» 0)

capt (i,],” )—

capt[l J (rx, ,I’lz)#{v}) libre(j,no)

capt (i, j,{(m,n2)e) = capt (i, j, m) + capt (i, j, n2) dans tous les autres cas.

On a alors (i, j, n) € Capt ssi capt(i, j,n) >0et neForm. [ |

Lemme 3.4.4 Les ensembles Ax;, Axjj, Axiii, AXiv, AXy, Axyi, Axyij des codes des formules qui sont instances
des schémas d'axiomes ci-dessus (numérotés de la méme facon) sont récursifs primitifs.
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Démonstration. On ne détaille pas les démonstrations qui sont toutes similaires. Le lemme 3.4.3 est
utile pour n'engendrer que des instances correctes (sans capture de variable) de Axj, et Axy;i, le lemme 3.2.9
pour Ax;y, etle lemme 3.2.7 pour Axy. [ |

Lemme 3.4.5 Soit </ un ensemble d'axiomes décidable, alors l'ensemble des codes de preuves dans <f
est un ensemble décidable.

Démonstration. On utilise le lemme précédent, et que A, I’ensemble des codes des axiomes de .o/ est
décidable. Lensemble Ax = Ax; U Axji; U Axijii U Axjy U AXy U Axyi U Axyii U A est donc décidable. Un entier n
code une preuve si et seulement si

nth(n,i) € Ax
ou
Vi<len(n)| 3j<i3dk<i(nth(n,k),nth(n,i))y—, =nth(n, j)
ou
3j <i3k < n (" x ,nth(n, j))xv; =nth(n, i)

et donc I'ensemble des preuves est décidable. ]

Le lemme suivant correspond al'idée simple que la vérification d'une preuve formelle dans une théorie
ordinaire est quelque chose de mécanique.

Lemme 3.4.6 Soit 3 une théorie effectivement axiomatisable, alors l'ensemble Provg des couples d'en-
tiers m et n vérifiant :

(m,n) eProvg ssi m est le code d’'une preuve de la formule F de code n

est décidable.

On obtient les théoremes par quantification existentielle sur cet ensemble : ce sont les énoncés dont il
existe une preuve, d’ol1 la proposition suivante.

Proposition 3.4.7 Une théorieJ™ est effectivement axiomatisable si et seulement si I'ensemble (des codes)
de ses théorémes est effectivement énumérable. En particulier, si 9 est effectivement axiomatisable, il
existe une formule X, du langage de l'arithmétique a une variable libre telle que pour tout entier n

Demg[n] ssi n est le code d'une formule close E prouvable dans 9~
ce qui, dans le cas d'un énoncé (formule close) E, donne :
NEDemg["E™ ssi g E.

Démonstration. On a déja vu la réciproque (lemme de Craig 3.4.1 page 74). Pour le sens direct il suffit
de définir Demg- :
Demg[n] =4 dm (m, n) € Provg . |

Remarque. On a écrit N |= F (dans le cas particulier ot F est Demg-[" E'] pour bien marquer la diffé-
rence entre cette notion sémantique et la notion syntaxique de démontrabilité qui suit, mais comme N
est le modele standard de I'arithmétique, c’est ce que I'on écrivait simplement jusqu’a présent « F », au
sens ol on affirme F, ou peut-étre plus explicitement « F est vrai ».

3.5 Le premier théoreme d’incomplétude de Godel

3.5.1 Une version faible du théoréme de Godel

On peut maintenant préciser et démontrer la version faible du premier théoreme d’incomplétude
évoquée en introduction.



(v. provisoire 20 mars 2023 12: 30) 78

Proposition 3.5.1 (version faible du premier théoréme d’'incomplétude) SoitJ™ unethéorie dans le lan-
gage de l'arithmétique de Peano, effectivement axiomatisable, et qui a pour modele N, l'ensemble des
entiers naturels muni de ses opérations usuelles, alors il existe un énoncé G qui est vrai dans N et non
démontrable dans I, la négation de G n'est pas non plus démontrable :

Si N|=9, alors il existe un énoncé G tel queN |= G, ¥ g G et ¥ 1G.

Démonstration. L'ensemble des théoremes de I est effectivement énumérable. Lensemble des for-
mules vraies dans N n’est pas arithmétique d’apres le théoreme de Tarski (3.3.1), a fortiori pas effecti-
vement énumérable, et contient’ensemble des théoréemes de J . Cette inclusion est donc stricte, c’est-
a-dire qu'il existe une formule close G vraie dans N et non démontrable dans 9. La négation de G est
fausse donc non démontrable dans 9 par hypothese. [ |

Lhypothese N |= 9 est une hypotheése de cohérence : elle a bien pour conséquence que certaines for-
mules ne sont pas démontrables dans 9, en I'occurrence les formules fausses dans N.

Mais cette hypothése de cohérence est tres forte, beaucoup plus forte que la cohérence simple, qui
s’exprime dans I'arithmétique par la formule “Demg-[" L ], donc par une formule IT;.

En revanche dans le cas de 'arithmétique de Peano, a cause du schéma de récurrence qui met en
jeu des formules de complexité logique arbitraire, N |= 9~ ne s’exprime méme pas dans 'arithmétique,
alors que 'on a vu comment coder la démontrabilité, et que la vérité dans N d'une formule donnée se
code dans I'arithmétique par la définition de la satisfaction de Tarski. On a finalement introduit une
hypotheése beaucoup plus complexe que la conclusion. On va donc améliorer ce théoreme de deux
facons:

— en proposant une hypotheése de cohérence beaucoup plus faible;

— en précisant la complexité logique de la formule obtenue.

Dorénavant nous nous intéressons a des théories dont le langage est, sauf précision, le langage £py de
I'arithmétique de Peano (le langage égalitaire du premier ordre de signature (0, s, +, x, <)).

3.5.2 Les formulesII;

Si on reprend la démonstration de la version faible du théoréme, on observe que ’on a juste besoin
d’'un ensemble d’énoncés vrais qui n’est pas effectivement énumérable. Pour cela il suffit de considérer
les formules IT;.

Lemme 3.5.2 Soit 9 une théorie dans le langage de l'arithmétique de Peano qui est effectivement axio-
matisable, alors 'ensemble des énoncés 11, de l'arithmétique démontrables dans I est effectivement énu-
mérable.

Démonstration. Conséquence du lemme 3.2.8 page 72 et de la proposition 3.4.7 page précédente. M

Pour la version faible de I'incomplétude on a utilisé que la vérité des énoncés arithmétiques n’est pas
arithmétique. Il suffit en fait du résultat suivant.

Lemme 3.5.3 Lensemble des énoncés 1) vrais de Uarithmétique (les énoncés I1; F tels queN |= F, ou N
est le modele standard) nest pas effectivement énumérable.

Démonstration. On montre que si 'ensemble des énoncés II; vrais était effectivement énumérable,
I'ensemble K¢ des codes i des machines qui ne s’arrétent pas sur i, serait effectivement énumérable.

On note xy € K€ une formule IT; de I'arithmétique (langage £%pa) qui définit 'ensemble K€ dans N,
formule qui existe d’apres la proposition 3.1.15.iii page 64. Alors :

ne K¢ o NIE x€ K°[n/x]

L'énoncé xy € K°[n/xg] est I1;, comme la fonction de substitution (voir lemme 3.2.9 page 72) subst
ainsi que num: n— "1’ sont récursives primitives, et que subst("xp € K¢," n7,0) est " xo € K¢[n/xo] ",
par composition si’ensemble des énoncés I1; vrais était semi-décidable (domaine d'une fonction par-
tielle calculable), K€ le serait également ce qui contredit I'indécidabilité du probleme de 'arrét (propo-
sition 2.3.7 page 40). ]
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La proposition suivante, qui est une premiere version du théoréeme d’incomplétude de Godel, suit im-
médiatement des deux derniers lemmes.

Théoréme 3.5.4 (premier théoréme d’incomplétude, version 1) Soit 9 une théorie arithmétique ef-
fectivement axiomatisable telle que tous les énoncés 11y démontrables dans I sont vrais :

pour tout énoncéIly F, si g F, alorsN|=F .
Alors il existe un énoncéIly, soit G, qui est vrai, mais pas démontrable dans I :
N |= G mais Vg G .

Lhypothese que tous les énoncés I1; démontrables sont vrais est bien une hypothese de cohérence
(alors les énoncés I1; faux ne sont pas démontrables), qui de plus est arithmétique, plus précisément
elle est elle-méme I1;. Mais nous allons voir surtout qu’elle est équivalente a la cohérence simple (7 1)
modulo une hypotheése trés naturelle sur la la théorie I : la X-complétude.

3.5.3 Z-complétude

On rappelle que la classe des formules X est la plus petite classe de formules contenant les égalités
et inégalités polynomiales et close par opérations booléennes et quantifications bornées.

Les formules atomiques closes de £py sont des égalités ou des inégalités polynomiales sur des nu-
meéraux, et donc leur vérité ou leur fausseté dans N se vérifie par un calcul simple. On montre facilement
étape par étape que la vérité ou la fausseté d'une formule close obtenue par opérations booléennes et
quantifications bornées a partir de telles formules peut également se calculer. Les formules closes X
vraies dans N sont donc « démontrables » au sens intuitif, et les formules closes X, fausses dans N ont
donc leurs négations démontrables.

Une formule X vraie dans N, soit 3x A[x] est également intuitivement démontrable puisqu’il suffit
de vérifier successivement A[0], A[l],... jusqu’a trouver un n tel que A[n] est vrai, ce qui arrivera au
bout d'un nombre fini de vérifications si 3x A[x] est vraie dans N.

Tout ceci ne passe plus a la vérité des formules closes I1; (ou la fausseté des formules Z,). Lapproche
naive, pour vérifier VxA[x], consisterait en une infinité de vérifications :

Al0], Afl],..., Alnl,...

et ce n'est plus du domaine de la preuve, qui, au sens usuel, doit rester un objet fini. Et pour cause : le
théoréeme d’incomplétude 3.5.4 nous dira justement que pour les énoncés I}, vérité et démontrabilité
ne peuvent pas coincider.

Venons en a ce que I'on peut considérer raisonnablement comme une théorie pour 'arithmétique :
le minimum requis est que les formules X vraies dans N, dont nous avons vu qu’elles sont intuitivement
prouvables, le soient effectivement. Cela nous amene a la définition suivante.

Définition 3.5.5 Une théorie X-complete est une théorie dans laquelle toutes les formules X, vraies
dans N sont démontrables

Dorénavant nous n’envisagerons que des théories arithmétiques X-complétes.

Proposition 3.5.6 Si la théorie arithmétique I est X-compléte, alors tous les énoncés X vrais dans N
sont démontrables dans I .

Démonstration. Soit une formule X1, 3x A[x] , vraie dans N, alors pour un certain entier n € N (stan-
dard), la formule A[n], qui est Xy, est vraie dans N (I'entier standard n est I'interprétation du terme
n=s"0). Donc par hypothése g A[n]. On en déduit -5 3x A. ]

Proposition 3.5.7 Une théorie arithmétique X -compléte I est cohérente si et seulement si tous les énon-
cés Iy démontrables dans I sont vrais.
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Démonstration. On suppose 9 Z-complete. Soit E un énoncé II; tel que 4 E. Si E est faux, c’est-a-
dire N |~# E, I'énoncé —E, qui est X1, est vrai, donc g —E par Z-complétude : la théorie I n’est pas
cohérente.

Réciproquement, si 9 n'est pas cohérente, tous les énoncés sont démontrables, en particulier des
énoncés IT; faux. [ |

La premiere version du théoréme d’incomplétude 3.5.4 page précédente se reformule donc de la fagon
suivante pour les théories Z-completes.

Théoréme 3.5.8 (premier théoreme d’incomplétude) Soit I une théorie arithmétique effectivement
axiomatisable Z-complete et cohérente. Alors il existe un énoncé 11y, soit G, qui est vrai, mais n'est pas
démontrable dans I :

N |= G mais Vg G .

Remarque. Comme la théorie 9~ est Z-compleéte, et la formule G est I1;, on peut encore reformuler la
conclusion du théoréme précédent de la facon suivante. Il existe une formule X a une variable libre H
telle que :

pour tout entier n, Fg H[n/x] mais ¥g Vx H.

3.5.4 Démonstration directe du premier théoréme d’incomplétude

1l est possible de donner une démonstration du premier théoreme d’incomplétude qui exhibe di-
rectement la formule G vraie et non démontrable. C’est 'argument de la démonstration originale de
Godel, qui est également utile en vue de la démonstration du second théoréme d’incomplétude.

Lemme 3.5.9 (point fixe pour les formules) Soit A une formule a une seule variable libre xy. Alors il
existe un énoncé G tel que :
NEEG<— A["G/xo]

et sig est une théorie X-complete alors :
Fo G— A[CGxp] .
De plus si A est une formuleIl;, G peut étre choisieIl; .

Démonstration. On reprend le résultat de point fixe utilisé dans la démonstration du théoréeme de
Tarski 3.3.1 page 73. La démonstration est aussi trés similaire a celle du théoréme de point fixe des fonc-
tions calculable 2.4.1 page 45. On appelle r la fonction récursive primitive r : (x, n) — subst(x,num(n), 1),
en particulier :

r("F,n)="Fln/x]".

Le graphe de r est définissable dans N par une formule Z; que I'on note z = r(x, ) (on pourra choisir
les nom des variables), et on peut supposer que xy et x; n’apparaissent pas liées dans cette formule.
La formule D a une seule variable libre x; est définie par :

D[x1]1=4 Vxo (X() =r(xy,x1) — A[xo])
On abien:
Din/x1]=n Alr(n,n)/ x] .

On pose maintenant G =4 D[" D '/x;], dou "G = r("D," D). Du fait que xy = r(x, x;) définit le
graphe de r on a bien :
N G<— A["G/xo] .

Le sens direct est démontrable, en effet, la formule xg = r(x;, x1) étant £, et I étant X-complete :

g xo = r(x1, x1)

r("D7, rDj)/xo,E/)cl]
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et en reprenant la définitionde D :

Fg D[CDV/x]— A

r(CD7, FDT)/xo]

soit :
|—Lc~7 G— A[E/Xo]

A nouveau en reprenant la définition de D on voit que si A est IT;, la formule D équivaut logiquement a
une formule IT;, donc la formule G également. [ |

On utilise maintenant ce lemme pour une démonstration plus directe du premier théoreme d’incom-
plétude.

Démonstration (premier théoréme d’incomplétude, démonstration directe). SoitJ~ une théorie X-com-
pléete. Soit Demg une formule X, a une seule variable libre xy qui définit la prouvabilité dans I . Le
lemme de point fixe est appliqué a la formule II; “Demg. On obtient une formule G, que I'on peut
choisir Iy, vérifiant en particulier :

N -Demg ["G/x] — G 6))

Fg G— -Demg [CG/xp] . )

c’est-a-dire que si G n’'est pas prouvable dans 9, alors G est vraie, et la réciproque est démontrable dans
9 :de G on déduit dans 9~ que G n’est pas prouvable dans 9 . De plus :

On va montrer que si G est prouvable dans 9, alors la théorie est incohérente. La démonstration
est rédigée volontairement de fagon tres formelle en vue de la démonstration du second théoréme d’in-
complétude (qui consistera essentiellement a la formaliser).

On suppose g G, c’est-a-dire :
N|=Demg ["G/xo]
Comme Demg est X :
g Demgr [’_G—‘/JCQ] . 3)

Par ailleurs, de (2) et a nouveau de g G, on déduit par modus ponens que :
kg "Demg [“G /x| . 4)
Toujours par modus ponens (A étant une abréviation pour A — 1) on déduit de (4) et (3) que:
Fo L.

On a bien par contraposée que si T est cohérente, la formule G n’est pas prouvable, et donc G est vraie
d’apres (1). ]

3.5.5 Quelques théories Z-complétes
Les formules X vraies.

La théorie X-complete minimale est celle dont les axiomes sont toutes les formules X vraies dans N.
C’est une théorie dont il serait assez facile de voir directement qu’elle est effectivement axiomatisable :
vérifier qu'une formule X est vraie est décidable par la procédure brievement décrite a la section 3.5.3.

Il est cependant possible de donner un systeme d’axiomes, qui reste infini, et bien entendu déci-
dable, mais plus simple a décrire formellement. La théorie R™ est la théorie axiomatisée par les cinq
schémas d’axiomes :

Rinp "n=p,pourn#p,npeN;

Ronp n+p=n+p,pourn,peN;

R3np n-p=n-p,pourn,peN;

Rynp n<p,pournsp,npeN;
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Rs, Vx[x<n—(x=0V---vx=n)|, pourneN.

Lemme 3.5.10 La théorie R™ a pour conséquence les énoncés suivant :
i. RFVx[xsn—(x=0V---vx=n)], pourneN.

ii. R n<p,pourp<n,npeN.
Démonstration. On a i par Rs pour le sens direct, R4 pour la réciproque. On a ii par Rs et R;. ]

Proposition 3.5.11 La théorie R~ de Robinson est exactement la théorie qui a pour axiomes tous les
énoncés X vrais. Elle est Z-complete et c’est la plus petite théorie cohérente Z-complete.

Démonstration. Tous les axiomes de R™ sont évidemment Xy. Réciproquement on montre par induc-
tion qu'un énoncé X (voir définition 3.1.4 page 58) vrai est conséquence de R™, a fortiori un énoncé %
vrai. Plus précisément on montre par induction que pour toute formule F qui est X et a pour variables
libres xi,...,xg, SiN = F[ny,...,ni] alors R™ F Flny,..., ngl.

— Supposons que F soit une formule atomique ou une négation de formule atomique. Par les
axiomes Ry et R3 on se rameéne au cas ou les termes en jeu sont des numéraux. Dans le cas d'une
égalité, comme la formule est vraie les deux termes de I'égalité sont identiques. Dans le cas d'une
inégalité on conclut par R4. Dans le cas d'une négation d’égalité on conclut par R;. Dans le cas
d’une négation d’inégalité, on conclut par le lemme précédent (ii).

— Supposons que F est (F A F»), ou bien (F; v F). Le résultat se déduit de 'hypothése d’'induction
sur F} et Fy.

— Supposons que F est Vy < t G. On est ramené apres substitution a une formule dutype Vy < n G’
par Ry et R3, on conclut par le lemme précédent (i), et 'hypothese d’'induction sur G utilisée n+1

fois.
— Supposons que F est 3y G, et (on note X pour xi,..., X;), N |= F[n/X]. Alors pour un certain entier
p, N = G[p/y,n/x] et on conclut par hypothese d’induction. ]

Cette théorie tres faible est naturellement incompléte. Par exemple il est quasi immédiat, en construi-
sant un modele ad hoc qu'une formule aussi simple que Vx —s x = x n'y est pas démontrable, ni bien stir
sa négation qui est fausse dans N. Mais le premier théoreme de Godel —il existe une formule vraie dans
N qui n'est pas démontrable —, vaut pour toute extension effectivement axiomatisable et cohérente de
R™.

D’un point de vue sémantique, les axiomes Ry, p, R2,n,p, R3 np €t Rqnp expriment que la partie
standard de tout modéle de ces axiomes est isomorphe a N. Les axiomes Rs ,, expriment qu'un entier
inférieur a un entier standard est forcément standard, ou, dit autrement, qu’'un entier non standard ne
peut étre inférieur a un entier standard.

Le systéme R de Robinson.

Pour certains résultats, en particulier pour le théoréme de Gédel-Rosser, un renforcement du théo-
reme de Godel, on aura besoin d’ajouter a R™ un schéma d’axiomes qui n'est pas X;. Le systéme R est le
systeme R™ auquel on ajoute le schéma d’axiomes :

Re,n Vx(n<xvx=n)pourneN.

La théorie R est donc évidemment Z-compleéte.
On montrera le théoreme de Gédel-Rosser — il existe une formule qui n’est pas démontrable et dont
la négation n'est pas démontrable — pour tout extension cohérente effectivement axiomatisable de R.
D’un point de vue sémantique les axiomes Rg ,, expriment que dans un modele de R, un entier stan-
dard et un entier non standard sont toujours comparables, soit, modulo les autres axiomes de R, un
entier non standard est toujours supérieur a un entier standard.

Larithmétique finie Q de Robinson.

Un systeme fini d’axiomes trés simple a pour conséquence les schémas précédents. C’est la théorie
Q définie par les neuf axiomes qui suivent.
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Q1 Vxsx=0; Qs Vxx-0=0;
Q2 VxVy(sx=sy—x=y); Q-
Q3 Vx(nx=0—3yx=sY);
Qs Vxx+0=x;

Qs VxVyx+sy=s(x+y); Qg VxVy(xsy—3Jzy=2z+Xx).

VxVyx-sy=x-y+x;

Qg VxVzx<z+x;

Les deux derniers axiomes établissent juste la définition usuelle de la relation < a partir de I'addi-
tion.

Il serait également possible, de restreindre le langage a la signature (0, s, +, -), d’axiomatiser la théo-
rie par les 7 premiers axiomes, qui est d’ailleurs la théorie Q originale de Robinson, et de définir I'ordre
pardzy=z+x.

Proposition 3.5.12 LathéorieR est conséquence de la théorie Q- En particulier la théorieQ est X -complete.

Démonstration. Les preuves se fontla plupart du temps par récurrence (sur les entiers du meta-langage,
la théorie Q ne posséde pas d’axiome de récurrence!).

R; On montre par récurrence sur p que pour tout entier n, sin # p, -q "n=p.
p=0: onabienpour n #0, -q 7n =0 par Q; (tout successeur est non nul);

p— p+1::onsuppose g Ry ,p pour tout n. On veut montrer que pour tout entier n, Fq
Rl,n,p+lr soit
sin#p+1,alors Fqn=sp.
Si n =0, on alerésultat par Q;.

Sin #0, alors n =sn— 1. Par injectivité du successeur (Qy), il suffit de montrer "n—1 = p qui
suit de I'hypothése de récurrence.

Ry, Par récurrence sur p en utilisant Q4 et Qs.

R3 Par récurrence sur p en utilisant Qg, Q7 etles Ry , .
Ry Parles Rz, p et Qsg.

R5 Par récurrence sur 7.

n=0: de x <0 on déduit par Qg un z tel que z+ x =0. Or par Q3 , Qs et Q;
FoVuvVv(hu=0—-v+u=0).

La contraposée donne bien x = 0.
n—n+1: onsupposeqQVx[x<n— (x=0V---vx=n)| Rsy).
On raisonne dans Q. Supposons x < sn. Si 7x =0, par Q3, onaun y tel que x =sy, et par Qqg

un z tel que z+ x = z+sy = sn. Par Qs et 'injectivité du successeur (Q;) ona z+ y = n, donc
par Qg et ’hypothese de récurrence, y=0v---vy=n:

x=0,x<sntqgx=s0v---vx=n+l.

On a bien montré Rs ;,41.
Rg Par récurrence sur n.
n=0: FqVx0<xparQq4etQg;

n—n+1: onsuppose Fq Vx(n < xVv x < n) (Rg ). Pour montrer Rg ,,4+1, distinguons suivant
que x est nul ou non;

x=0: onakqgO0<snparRyp;

-x=0: par Q3, onaun y tel que x = sy; par hypothese de récurrence n < y v y < n; pour
conclure il suffit de montrer que VxVy(x < y — sx < s ), qui découle par Qg et Qg de :

zZ+x=ykFqgz+sx=s(z+x)=sy

relation elle-méme obtenue par Qs. ]
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A nouveau cette théorie est naturellement incompléte. Un énoncé aussi simple que Vx 0+ x = x n’est
pas démontrable dans Q.

Exercice 25 En exhibant un contre-modele ad hoc, montrer que g Vx 0+ x = x.

Mais I'incomplétude vaut pour toute théorie qui étend Q, et le fait que Q est finiment axiomatisable
sera exploité en particulier pour des résultats d'indécidabilité.

Larithmétique de Peano.

Larithmétique de Peano PA est essentiellement I'arithmétique de Robinson a laquelle on ajoute le
schéma d’axiomes de récurrence :

schéma d’axiomes de récurrence Pour tout prédicat P(x, xi,...,X,) du langage de I'arithmétique
(onnotea=a,...,ap):

va(P[0o,alAVy(Ply,al= Plsy,al)= Vx P[x,al ) .

On peut ommettre 'axiome Q3 qui se démontre par récurrence. On vérifie facilement que I'ensemble
des axiomes de récurrence, et donc de 'arithmétique de Peano, est décidable.

Proposition 3.5.13 Larithmétique de Peano est effectivement axiomatisable et a pour conséquence la
théorieR, en particulier elle est Z-complete.

Démonstration. Il suffit de montrer que Q est conséquence de PA, ce qui est évident. ]

3.5.6 X-cohérence

Le premier théoreme d’'incomplétude avait été présenté par Godel comme un résultat d’indécida-
bilité logique : la conclusion est qu’il existe une formule G qui n’est pas démontrable et dont la néga-
tion n'est pas démontrable. Pour cela Godel utilisait une hypothése de cohérence supplémentaire, la
w-cohérence (voir exercice 26) qui ne lui est utile que pour assurer que la négation d'une formule IT;
vraie n'est pas démontrable.

On introduit une hypothése analogue, la -cohérence, qui est conséquence de la w-cohérence mais
un peu plus faible (voir exercice 26).

Définition 3.5.14 Une théorie 9 est dite Z-cohérente quand tous les énoncés £, démontrables dans I~
sont vrais. I.e. pour tout énoncé F dans X :

Fg F alorsN|=F.

C’est bien une hypothese de cohérence, puisquune conséquence est que les énoncés X; faux ne
sont pas démontrables. Elle est plus forte que 'hypothése de cohérence simple. Prenons par exemple
I'arithmétique de Peano PA, dont on suppose qu’elle est cohérente (mais n'importe quelle théorie effec-
tivement axiomatisable X-compléte et cohérente conviendrait). D’apres le théoréme de Godel il existe
une formule vraie G II; telle que PA U {—G} est cohérente. Alors =G est démontrable dans PAuU {—G},
mais 7G est X et fausse.

Lhypothese de Z-cohérence est I’hypothése N |= E pour tout énoncé E démontrable, restreinte aux
énoncés E Z,. Elle bien plus faible que 'hypothese que tous les énoncés démontrables sont vrais. En
particulier elle peut se coder dans I'arithmétique : 1a vérité des formules X; est arithmétique, et méme
2.

Lemme 3.5.15 Si 9 est une théorie Z-cohérente, et G est un énoncé Il vrai, alors =G n'est pas démon-
trable dans T .

Démonstration. Si G est un énoncé I1; vrai, alors =G est un énoncé X; faux, qui ne peut donc étre
démontrable dans une théorie X-cohérente. ]
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En appliquant ce lemme a la conclusion du premier théoreme d’incomplétude 3.5.8 page 80, on en
obtient un avatar plus proche de la formulation originale.

Corollaire 3.5.16 (premier théoréme d’'incomplétude de Godel pour les théories ~-cohérentes) Soit I~
une théorie effectivement axiomatisable cohérente, X -complete et = -cohérente. Alors il existe une formule
I1; G telle que:

¥FqGetFgG.

On appelle énoncé indécidable’ dans 9~ un énoncé G vérifiant ¥4 G et ¥4 —G. Si G est un énoncé I
qui est indécidable dans une théorie X-compléte, alors G est forcément vrai. En effet sinon sa négation,
étant X; et vraie, serait démontrable dans 9 par X-complétude. Lénoncé d’'incomplétude 3.5.16 a donc
facilement pour conséquence I'énoncé 3.5.8 dans le cas des théories X-cohérentes.

Exercice 26 (w-cohérence) Une théorie T dans le langage de I'arithmétique est dite w-cohérente s’il
n’existe pas de formule a une variable libre F telle que 7 IxF et pour tout entier n, -1 ~F[n/x].

1. Montrer que si T est w-cohérente, alors T est cohérente.

2. Montrer que si T est cohérente et étend R™, toutes les formules I1; prouvables dans T sont vraies
dans N.

3. Montrer que si T est w-cohérente et étend R™, toutes les formules I, (en particulier les formules
X)) prouvables dans T sont vraies dans N, et donc que T est X;-cohérente.

4. En déduire que si T étend R~ et est w-cohérente, alors il existe une formule G telle que ni G, ni
-G ne sont démontrables dans T (I'énoncé original du théoreme de Godel était sous hypotheése
d’w-cohérence de la théorie).

3.6 Les théoremes de Godel-Rosser et de Church

Lobjet de cette section est :

— d’une part d’obtenir, sous des hypothéses analogues a celles du théoreme de Godel, des résultats
d’indécidabilité (au sens algorithmique), par exemple une théorie qui satisfait les mémes hypo-
théses que celle du théoreme d’incomplétude 3.5.16 est indécidable, c’est le corollaire 3.6.4 qui
est a peu de choses pres la premiere version historique du théoréme de Church;

— d’autre part, au prix d'une hypothese supplémentaire sur les conséquences de la théorie, de
remplacer I'hypothése de X-cohérence du théoreme d’incomplétude 3.5.16 par une hypothese
de simple cohérence. Ce résultat dii a Rosser, donne une version du théoreme de Church plus
simple, et plus facile a utiliser pour démontrer I'indécidabilité d’autres théories. En ce qui concerne
le théoreme d’incomplétude, il s’agit de I'étendre a des théories arithmétiques assez étranges, les
théories cohérentes qui ne sont pas Z-cohérentes : c’est le théoréme de Godel-Rosser.

3.6.1 Ensembles représentables dans une théorie

Définition 3.6.1 Un sous-ensemble E de NP est faiblement représentable dans une théorie 9~ quand il
existe une formule F dont les variables libres sont parmi x, ..., x, telle que :

(m,...,np) € Essi kg Flni/xy,...,np/xpl .

Un sous-ensemble E de NP est fortement représentable dans 9 quand il existe une formule F dont les
variables libres sont parmi x1,..., X, telle que :

si(ny,...,np) € E, alors kg Flm/x1,...,nplxpl
si(ny,...,np) ¢ E, alors kg F[n/xa,.. nplxpl .

On dit que la formule F indiquée représente, faiblement dans le premier cas, fortement dans le second,
I'ensemble E.

2. Ce sens de «indécidable » est tout a fait différent de son sens algorithmique, celui invoqué, par exemple, quand on parle de
théorie indécidable a la section 3.4.1.
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On remarque immédiatement que :

Fait 3.6.2 Si E est fortement représentable par F dans une théorie  cohérente, alors E est faiblement
représentable par la méme formule F.

Dans une théorie cohérente, la faible représentabilité est donc une notion plus faible, mais la forte
représentabilité a I’avantage de rester stable quand on renforce la théorie .

On avait pu jusqu’a présent ne se servir que de la la définissabilité dans N qui est une notion pure-
ment sémantique. Méme s'il y a une analogie formelle, la notion de représentabilité est tres différente
puisqu’il s’agit d’'une notion syntaxique. En particulier dans une théorie effectivement axiomatisable (le
cas de toutes les théories qui nous intéressent ici), la démontrabilité est semi-décidable quelle que soit
la complexité des formules en jeu, contrairement a la définissabilité.

3.6.2 Ensembles semi-décidables
Dans une théorie 9~ Z-complete, si F est une formule X; a une variable libre
{neN|NE F[nl}c{neN|~g F[nl}.

On ne peut espérer I'égalité sans supposer la cohérence de la théorie, mais cette hypothese ne suffit pas,
il faut la Z-cohérence.

Proposition 3.6.3 Soit I une théorieZ-complete et Z-cohérente, alors tout ensemble A < NP semi-décidable
est faiblement représentable dans la théorie I par une formuleX,, c'est-a-dire qu'il existe une formule F
a p variables libres x qui est X telle que :

neA ssi b7 Fln/x].

Démonstration. Dans une telle théorie N |= F[7n/X] si et seulement si -7 F[7n/x], d’ou le résultat par la
définissabilité des semi-décidables (proposition 3.1.15 iii page 64). ]

On obtient comme corollaire un premier résultat d’indécidabilité, que I'on va renforcer a la section
suivante.

Corollaire 3.6.4 Une théorie 9 Z-complete et Z-cohérente est indécidable.

Démonstration. Si 9 était décidable, en prenant une formule qui représente faiblement 1’ensemble
semi-décidable K du probleme de I'arrét, on pourrait décider de 'appartenance a K. ]

Exercice 27 Montrer que sila théorie I~ est cohérente mais pas Z-cohérente, alors il existe une formule
F aune variable libre X, pour laquelle :

{neN|IN[EF[nl} C {neN|Fg F[nl}.

3.6.3 Ensembles décidables

Dans une théorie arithmétique effectivement axiomatisable cohérente, I'ensemble des théorémes,
ainsi que ’ensemble des énoncés dont la négation est un théoréeme sont tous les deux semi-décidables.
Comme I'opération de substitution se code de facon récursive primitive, un ensemble représentable est
semi-décidable et de complémentaire semi-décidable, donc décidable par la proposition 2.3.6 page 39.

Fait 3.6.5 Si un sous-ensemble E deNP est fortement représentable dans une théorie arithmétique effec-
tivement axiomatisable cohérente, alors il est décidable.

La réciproque est vraie pour une théorie qui étend la théorie R de Robinson (section 3.5.5 page 82).

Proposition 3.6.6 Un sous-ensemble décidable de NP est fortement représentable par une formule X,
dans une théorie cohérente qui étend R.
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La proposition est conséquence du lemme suivant.

Lemme 3.6.7 (Astuce de Rosser) Soit A ¢ NP, on note A® son complémentaire dans NP. On suppose
que:

— A est définissable par une formuleZy, soit 3y Fly, x,...,Xp] 0Ol F est Zo,

— AC est définissable par une formule %1, soity Gly, x1,..., Xpl o0t G estXg.
Alors A est fortement représentable dans toute théorie cohérente qui étend R par la formule X :

3y (Fly, x1,...,Xp) A¥Z < yGlz, x1,..., Xp))

Démonstration (proposition). Si A est décidable, il est semi-décidable et de complémentaire semi-
décidable par le fait 2.3.4. On a donc des formules F et G qui satisfont les hypothéses du lemme par les
proposition3.1.15 (iii) et 3.1.16 page 65, et on conclut par le lemme 3.6.7. ]

Dans la preuve du lemme on note H[y, xi ..., xp] la formule Xy Fly, x1,...,Xp] AVzZ < y7Glz, x1,..., Xp].
Suivant une convention déja utilisée, on note X pour xj,..., Xp. On a une intuition sur la formule H{y, X]
en remarquant que sur N, celle-ci exprime qu’'un entier a tel que H|a, 1] vérifie

a=uy.(Fly,nl v -Gly,nl]) .

C’est donc une trace de la preuve de la proposition 2.3.6 qu'un ensemble semi-décidable et de complé-
mentaire semi-décidable est décidable.

Démonstration (lemme). Soit J une théorie arithmétique qui étend le systeme R de Robinson, en
particulier elle est X-compléte. Soit 77 un p-uplet d’entiers.
— Supposons 7 € A. Alors par hypothese pour un certain entier m, N |= F[m, 7], et pour tout k € N,
N = 7Glk, n], en particulier si k < m, c’est-a-dire que :

NE Hlm,nldouNE3y Hly7nl .

Cette derniére formule étant X;, par 2-complétude, -4 3y H(y, 7l.
— Supposons ¢ A.Ona
- Hly,x] = F[y,x] - 3z< y Glz,X] .

Par hypothése on a un m tel que N |= G[m, 7] et pour tout entier k N |= = F[k, 7], donc par Z-
complétude
g G[m, 7] et pour tout entier k g —F[k, 7] . (%)

Il s’agit de démontrer Vy— H|[y, n1]. On distingue dans 9 suivantque y < moum < y: c’estla ou
Re,, (seul schéma d’axiomes non X;) intervient.
— ysmbtg F[y,7n] parRs ,, et par (x), donc:

y<mktg Fly,n]l — 3z < yGlz,nl;
— m<ytg 3z< yGlz, 7] par (x) onadonc:

m<ytg Fly,nl—3z<yGlz,nl.
On déduit de Rg ;, le résultat souhaité, a savoir que :

Fo Yy (Fly,nl — 3z < yGlz, 7)) . ]

3.6.4 Indécidabilité

Théoreme 3.6.8 (théoréeme d’indécidabilité de Church) Soit 9 une théorie cohérente dans le langage
de l'arithmétique (0,s, +, x, <) ayant pour conséquence la théorie R de Robinson, alors I est indécidable.

Démonstration. On procede par I'absurde. La démonstration procede de facon analogue a celle du
théoreme de Godel de la page 81, par le lemme de point fixe 3.5.9 sur les formules. Soit donc une fonc-
tion r récursive primitive telle que :

rCF,n)="Fln/x]™.

Si 'ensemble Thg- des théoremes de 9 est décidable, alors 'ensemble A = {n e N| r(n,n) ¢ Thg} est
décidable et donc fortement représentable par une formule D a une variable libre x; :
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— sineA,alors g Din/xl;
— sin¢A,alors g Dln/x;].
On obtient une contradiction en prenant le code de D :
— D7e Asignifie que r("D7," D7) ¢ Thg, soit g~ D [”D7/x ], contradiction;
— D¢ A, signifieque r("D7," D7) € Thy, soit g 7D [E/xl], ce qui contredit la cohérence de
la théorie. [ |

Par la proposition 3.4.2 page 75 on a le corollaire suivant.

Théoréme 3.6.9 (théoréme d’'incomplétude de Godel-Rosser) Soit I une théorie effectivement axio-
matisable cohérente ayant pour conséquence la théorie R de Robinson, alors 9 est incompléte, au sens
ot il existe une formule G telle que :

¥ G et FgG.

3.6.5 Fonctions représentables

Souvent il suffit pour représenter une fonction de représenter son graphe. Clairement, le graphe
d’une fonction totale calculable est un ensemble décidable, et une fonction totale dont le graphe est
décidable est calculable. On peut décliner le fait 3.6.5 page 86 et la proposition 3.6.6 page 86 pour les
graphes des fonction totales calculables. Mais on a parfois besoin d’'une notion de représentabilité plus
forte pour les fonctions.

Définition 3.6.10 (représentabilité des fonctions) Une fonction (totale) f : N” — N est représentable
dans une théorie J~ par une formule H a au plus p + 1 variables libres x1, ..., x,, ¥ quand pour tout
p-uplet (ny,...,np) :

g Vy(H[y,ﬂ/xl,...,np/xp] —y= f(nl,...,np)) .
Une fonction représentable dans une théorie I est une fonction telle qu'il existe une telle formule H.

On a clairement la proposition suivante.

Proposition 3.6.11 Si f est une fonction totale représentable par une formule H dans une théorie J qui
a pour conséquence les axiomes Ry (page 81), alors

— son graphe est fortement représentable dans I par la méme formule H ;

— siJ estde plus effectivement axiomatisable et cohérente, alors f est calculable.

Une réciproque s'obtient avec les mémes hypothéses que pour la proposition 3.6.6 page 86.

Proposition 3.6.12 (représentation des fonctions calculables) Une fonction totale calculable est repré-
sentable par une formule X, dans une théorie cohérente qui étend R.

La démonstration est proposée a l'exercice suivant. on pourrait simplifier s'il s’agissait seulement d’ob-
tenir une formule X.

Exercice 28 (Représentation des fonctions calculables) Soit f une fonction totale calculable. On sup-
pose que Gy, le graphe de la fonction fotale f : NP — N est fortement représenté dans R par la formule
3z Alx1,...,Xp, ¥, 2] ol A est Zg, on écrira dans la suite A[X, y, z]. Posons A'X, y, 2] =4 3t < z(A[X, y, ] A
y=2).

1. Montrer que A’ est une formule X, qui représente G (aetb):
l.a. sim# f(n) alors g -3z A'[, m, z;
1.b. sim= f(n) alors g3z A'[n, m, z|
l.c. etvérifie de plus VX, y,z (A'[X, y,2] — y < z).
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2. Montrer que la formule H[X, y] := 3zHy[X, y, z] avec:
Hylx,y,21 =A%, y,z21AVZ <zVy < Z(A'[x,¥,Z]1 = ¥ =)

est 2 et représente la fonction f dans R au sens suivant :
e Yy (HE Y~y = f00) (%)

Pour tout p-uplet d’entiers 77, on montrera successivement :
2.a. kg Hin, f(0)];
2.b. 1l existe un entier d tel que g Hy[7, M, dal;
2.c. FrVYY(HI[B,yl—y= @) (on utiliserale b, g Vz(z < d v d < z) etla question 1).

On obtient ainsi un lemme de point fixe pour la démontrabilité.

Lemme 3.6.13 (point fixe pour les formules) Soit T une théorie qui étend la théorie R de Robinson. Soit
A une formule a une seule variable libre xy. Alors il existe un énoncé G tel que :

Fo G A[TGxo] .
De plus si A est une formuleIl;, G peut étre choisieIl; .

Démonstration. On reprend la démonstration du lemme de point fixe 3.5.9 page 80, avec les mémes
notations, mais, au lieu d'un formule qui définit le graphe de la fonction récursive primitive r (qui code
la substitution), on choisit une formule X, xo = r(x, y) qui représente cette fonction dans J . On obtient
de facon analogue que : -

Fo G— A[CG /xo] .

Pour la réciproque, la condition de représentabilité assure que

Fgxo=rCD,"D")—xy=r(CD',"D

donc,comme G=,4D["DV/x11,"G'=r("D," D", et D[x1] =4 Vxo(xo = r(x1,x1) — A[xo]) on a bien :

Fo AICG /xp) = G. u

3.7 Lesecond théoreme d’incomplétude

Dans 'article ou1 il démontre le premier théoreme d’incomplétude, Godel énonce également son se-
cond théoreme d’'incomplétude : la cohérence d’'une théorie arithmétique effectivement axiomatisable
n'est pas démontrable dans cette théorie méme, sauf si elle est incohérente.

Une fois que I'on a un prédicat de prouvabilité, la cohérente de la théorie I~ s’exprime facilement :
C’est le fait que 'absurde (L) n’est pas prouvable, soit "Demy[" L/ xp], que I'on note aussi Cohr.

Godel donne juste une esquisse de démonstration. En effet celle-ci peut-étre vue comme une for-
malisation de sa démonstration du premier théoréme d’incomplétude (essentiellement celle de la sec-
tion 3.5.4 page 81), dans une théorie arithmétique suffisamment riche pour permettre cette formalisa-
tion. On va prendre I'arithmétique de Peano, mais une théorie arithmétique plus faible, obtenue par
exemple en restreignant la classe des formules pour le schéma de récurrence, pourrait suffire.

On observe que la démonstration du premier théoréme d’'incomplétude donnée page 81 consiste
essentiellement a montrer que sila formule G est démontrable dans la théorie 97, alors la théorie I est
incohérente. Par contraposée on obtient que la cohérence de 9~ entraine que G n’est pas démontrable
dans 9, en formalisant “Dem7[" G/ x¢], qui a pour conséquence G. En choisissant une théorie 9~ dans
laquelle on peut formaliser cette démonstration, on aura montré que 4 Cohr — G, et comme G n’est
pas démontrable dans 9, Cohg non plus.
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Théoréme 3.7.1 (second théoréeme d’incomplétude) Soit I~ une théorie cohérente effectivement axio-
matisable qui étend l'arithmétique de Peano. Alors la cohérence de la théorie 9~ n'est pas démontrable
dans T :

/g Cohr .

Démonstration. On détaille 'esquisse donnée juste au dessus en reprenant la démonstration de la
page 81. On simplifie la notation en écrivant Demg[n] pour Demg-[n/xp]. On part d’'une formule G
vérifiant (voir le lemme 3.6.13) :

Fg G — “Demg [E]

Les conditions (1) et (2) de la page 81 deviennent en formalisant :
Fg "Demg [G7] - G 1)

Fg Demr [G — ~Demg["G] . )

La premiere partie de la démonstration de la page 81, celle qui aboutit a (3), se formalise en :
Fg Demg [~G"] — Demg [ [Demg "G 7] . 3)

La partie suivante, qui aboutit a (4), utilise (2) et le modus ponens (qu’il faut donc formaliser dans la
théorie), et donne :
Fg Demg [~G"| — Demg [ "Demg [~G]7] . 4)

La partie suivante, qui aboutit a 'incohérence, utilise (3), (4) et le modus ponens et donne :
g Demg [~G"| — ~Cohg 5)

soit par contraposée :
g Cohg- — ~Demg [_G’|

etd’apres (1) :
kg Cohg — G.

On conclut comme déja indiqué, par le premier théoréme d’incomplétude. Ce schéma de démonstra-
tion permet ainsi d’isoler trois conditions portant sur le prédicat de prouvabilité qu’il faut démontrer
pour la compléter.

i. Sitg A, alors g Demg["Al;
ii. g Demg["A— B — (Demg["A'] — Demg [ B);
ili. Fg Demg [T A" — Demg |"Demg["AT|.

En effet, on a bien une formule G qui satisfait (1). Comme G satisfait aussi la réciproque de (1), par la
condition i on obtient (2). La condition iii donne immédiatement (3). Le (4) s’obtient a partir de (2) par
ii, qui est le modus ponens formalisé. Le (5) s’obtient a partir de (3) et (4) a nouveau par ii (rappelons
que par définition "Aest A— 1).
Examinons ces trois conditions.
— la premiere i a en fait déja été démontrée et utilisée pour le premier théoreme d’'incomplétude :
c’estun cas particulier de la Z-complétude. En effet le prédicat de prouvabilité est £, et la condi-
tion i peut se reformuler :

siN = Demg-["A7], alors g Demg-[" A .

— La seconde ii demande juste de formaliser la construction de la preuve par modus ponens de
A — B a partir des deux preuves de A — B et de B : c’est une simple concaténation, et la dé-
monstration se formalise sans difficultés.

— Latroisieme condition iii est la version formalisée de la premieére. On peut la déduire du résultat
suivant :

si F est un énoncé X1, alors -4 F — Demg [T F ] .

Elle se démontre par induction. Dans le cas ou la théorie 9 est I'arithmétique de Peano (ou une
théorie qui étend la théorie Q et permet de faire « suffisament de récurrence »), la démonstration
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qu'il s’agit de formaliser est donnée a la section 3.5.5. Comme celle-ci n’'utilise manifestement

pas de récurrence au dela du premier ordre, il ne fait guere de doute qu’elle peut se formaliser

dans I'arithmétique de Peano, méme si les détails peuvent s’avérer pénibles. Que faut-il forma-
liser exactement?

— Les axiomes de Peano ont pour conséquence la théorie R™, soit la démonstration de la pro-
position 3.5.12 (les axiomes de R a Rs) : ce sont des récurrences portant sur des formules X,
qui ne posent aucune difficulté de formalisation;

— lathéorie R™ est Z-compléte (proposition 3.5.11) : c’est une démonstration par induction sur
la structure d'une formule X, donc faisant intervenir des formules avec variables libres, ce qui
demande de formaliser la substitution, ou une notion d’environnement (affectation d’entiers
aux variables libres) ; la récurrence se fait sur une formule universellement quantifiée (toute
susbtitution d’entiers aux variables libres) ; cette démonstration serait la plus délicate a for-
maliser en toute précision 3. [ |

On a démontré que pour une formule G équivalente dans 9~ a sa non démontrabilité dans 9, F4
Cohr — G. On a en fait 'équivalence.

Proposition 3.7.2 Soit 9 une théorie que vérifie les hypothéses du second théoreme d’'incomplétude de
Gdadel,et G une formule vérifiant
Fg G — ~Demg [~G7]

dont on sait queN |= G et¥ G (premier théoreme d’incomplétude, voir section 3.5.4 page 81). Alors :
kg Cohg < G.
Démonstration. Il reste a démontrer que 4 — Cohg, ce qui se déduit de
G — ~Demg [“G’] (*)

en suivant I'intuition que s'il existe une formule qui n’est pas démontrable, c’est que la théorie est co-
hérente. On part donc de
F1L—-G

donc par la premiere condition de Bernays :
g Demg [CL— G7]
donc par la seconde (formalisation du Modus Ponens) :
Fg Demg ["L7] — Demg "G
d’ou le résultat en prenant la contraposée et (). ]

Une conséquence immédiate du second théoreme d’incomplétude est qu'il existe des théories arith-
métiques cohérentes dans lesquelles on peut démontrer qu’elles sont elles-mémes incohérentes (re-
marquez que si on a une théorie suffisante pour le second théoréme d'incomplétude dans laquelle on
démontre au contraire qu’elle est elle-méme cohérente, alors elle est forcément incohérente).

1l suffit de prendre une théorie cohérente g suffisante pour le second théoreme d’incomplétude, la
théorie 9 + ~Cohg, qui est cohérente par le second théoreme d’'incomplétude, est une telle théorie.

On a vu qu'une autre facon de formuler le second théoreme d’'incomplétude est d’affirmer que si
une théorie satisfait les hypotheses suffisantes est qu’elle permet de démontrer sa propre cohérence,
alors elle est incohérente. On reformule cet énoncé.

Second théoreme d’'incomplétude. Soit une théorie I effectivement axiomatisable et qui étend I'arith-
métique de Peano, alors :
si kg Demg-[" L' — 1L alors g L.

Cette proposition se généralise a une formule close quelconque.

3. Voir GIRARD 1987 pour une formalisation assez détaillée d'une partie de cette démonstration.
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Proposition 3.7.3 (Théoréme de Lob) Soit 9™ une théorie cohérente effectivement axiomatisable qui étend
larithmétique de Peano. Alors pour tout énoncé E :

sitg Demg ["E' — E, alors -4 E.

Démonstration. On remarque d’abord que Demg[" A — B'] =5 Demg 4 4[" B']. Sans rentrer dans les
détails de codage, il s’agit pour le sens direct d’ajouter A aux axiomes et d’ajouter a la preuve de A — B
une application du Modus Ponens, et pour la réciproque de formaliser le lemme de déduction dans un
systéme a la Hilbert.

11 suffit ensuite d’appliquer a la théorie 9 + —E, le second théoreme d’incomplétude sous la forme
que 'on vient d’énoncer.

De g Demg["E'l] — E, on déduit Fg,-g "Demg[" E], donc kg~ "Demg,-g[" L7, d'ol
d’apres le second théoreme d’incomplétude Fg4 .~ L. Par 'absurde -4 E. [ |



Chapitre 4

Problemes de décision en logique

4.1 Résultats d’'indécidabilité

Nous avons obtenu déja obtenu une résultat d'indécidabilité, le théoreme de Church 3.6.8 page 87),
qui est un résultat d’'indécidabilité pour certaines £-théories arithmétiques cohérentes, le langage £
étant celui de 'arithmétique : (0,s,+, x, <). Nous allons dans un premier temps étendre ces résultats
en restant dans le méme langage, en particulier au calcul des prédicats égalitaires pur. Nous verrons
ensuite comment on peut étendre ce résultat a d’autres langages et a d’autres théories, en interprétant
une théorie dans une autre.

Nous nous intéresserons ensuite a la satisfaction dans les modeles finis : on obtiendra des résul-
tats d'indécidabilité directement a partir de I'indécidabilité du probléme de 'arrét d'une machine a
registres. La méthode donne d’ailleurs une autre démonstration du théoréme de Church.

4.1.1 Premiéres conséquences du théoréme de Church
Théorie essentiellement indécidable

Le théoréme de Church 3.6.8 énonce plus que 'indécidabilité de la théorie Q de Robinson, ou de
I'arithmétique de Peano : toutes les extensions cohérentes de Q, ou de I'arithmétique de Peano, sont
indécidables. Une telle théorie, qui est cohérente et dont toutes les extensions cohérentes sont indéci-
dables, est dite essentiellement indécidable.

On exploite maintenant que Q est essentiellement indécidable et finiment axiomatisable. Deux
théories cohérentes I~ et I’ sont dites compatibles quand la théorie I U J ' est cohérente.

Théoréme 4.1.1 Soit I une théorie dans un langage dont la signature o contient le langage de Uarith-
métique (0,s, +, x, <) et qui est compatible avec la théorie Q de Robinson. Alors I est indécidable.

Démonstration. Lathéorie J +Q, donc la théorie des énoncés clos du langage de signature (0,s, +, x, <
) conséquences de I + Q est cohérente, et c’est une extension de Q, elle est donc indécidable d’apres le
théoreme de Church 3.6.8. Comme il est évidemment décidable de reconnaitre si une formule est dans
le langage (0,s, +, x, <), la théorie I + Q est indécidable. Soit <« q des axiomes en nombre fini pour Q.
Pour toute formule close F :

FogiqF sietseulementsi Fg5 /\ —F.

A€=Q¢ Q
La théorie 9 + Q étant indécidable, la théorie I est indécidable. [ ]

La théorie sans axiomes, celle des énoncés universellement valides, est évidemment compatible avec
Q. On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.2 L'ensemble des énoncés universellement valides d'un langage de signature contenant
(0,s, +, x, <) est semi-décidable et indécidable.

93
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Le probleme de la satisfaisabilité, qui est dual par complétude du calcul des prédicats, est donc indéci-
dable et co-semi-décidable.
SiN =9, alors 9 est compatible avec Q. Le corollaire suivant est donc un cas particulier de 4.1.1.

Corollaire 4.1.3 Soit I une théorie du langage de signature (0,s,+, x, <), telle queN |= J . Alors I est
indécidable.

On dit que qu'un tel modele N est fortement indécidable. Un modeles fortement indécidable est un
modele .4 tel que pour toute théorie I satisfaite par .4, I est indécidable. Dit autrement la théorie
de toutes les formules closes satisfaites par le modele est indécidable, et toutes ses sous-théories sont
indécidables.

On savait déja que la théorie du modele standard N (signature (0,s, +, x, <)) n'est pas décidable, ni
méme semi-décidable : d’apres le théoreme de Tarski 3.3.1 page 73 que cette théorie n’est pas méme
définissable dans I'arithmétique.

4.1.2 Méthode d’interprétation

La méthode d’interprétation de Tarski ' ; permet d’étendre les résultats d’indécidabilité comme ceux
de la section précédente a d’autres langages dans lesquels il est possible d’interpréter une théorie arith-
métique essentiellement indécidable et finiment axiomatisable telle que la théorie Q. On en donne
quelques éléments dans cette section.

On commence par un exemple trés simple : il s’agit de montrer qu'on peut se passer de la relation
d’ordre dans la signature pour les résultats d'indécidabilité.

Définition de I'ordre

Appelons o-formule, une formule du langage de signature o, o-théorie une théorie du langage de
signature o.

Prenons la théorie Qg dans le langage (0,s,+, x) axiomatisée par les axiomes Q; a Q; de la sec-
tion 3.5.5 page 82 (c’est la théorie Q de Robinson d’origine). La relation d’ordre se définit dans Qg par
Jdz y = z+ y. Précisons en quel sens.

On associe a toute (0,s, +, x, <)-formule F une (0, s, +, x)-formule (F) obtenue en remplacant toutes
les occurrences de formules atomiques #; < f» dans F par 3z 1, = z + ;. Si < est un ensemble de for-
mules, (&) = {(F) | Fe A}.

Une premiére remarque est que cette traduction et calculable : la définition de (F) se fait par induc-
tion, et" F'— " (F) " est une fonction calculable (elle est récursive primitive, en utilisant le lemme 3.2.4
page 70).

Lemme 4.1.4 La traduction F — (F) qui précéde est calculable.

Les lemmes suivant montrent que cette traduction est correcte, en un sens a chaque fois précisé.

Lemme 4.1.5 On suppose que la (0,s,+, x, <)-structure # vérifie # |=VxVy(x <y — 3Tz z+x=Y).
Soit A la (0,s,+, x)-structure obtenue a partir de M en oubliant l'interprétation de <. Alors pour toute
formule F(xy,...,xpl, tout p-uplet d’entiers (ay,..., ap) :

M = Flay,...,ap] siet seulement si N |= (F)lay,...,ap] .
Démonstration. Immédiat par induction sur F. ]

On a clairement g VxVy(x < y < 3z z+ x = y) (par Qg et Qg), et donc le lemme suivant par induction
F.

Lemme 4.1.6 Pour toute (0,s,+, x, <)-formule F

ko F < (F).

1. voir TARSKI, MOSTOWSKI et Raphael Mitchel ROBINSON 1953.
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On peut remarquer aussi que (Q) = Qo.

Lemme 4.1.7 Pour toute (0,s,+, x, <)-formule F, et toute théorie 9~ qui étend Q :
|—g' F ssi |—<g'> (F).

Démonstration.

(=) Onl'obtient Par induction sur la longueur de la preuve de g F, sachant que -q, (Qg) et -q,
(Qg). C’est aussi tres simple en utilisant la complétude et le lemme 4.1.5.

(<) D’apres le lemme 4.1.6. [ |

On a finalement :

Proposition 4.1.8
i. La théorie Qq est finiment axiomatisable et essentiellement indécidable;
ii. Toute(0,s,+, x)-théorie compatible avec Q est indécidable;

iii. le modeleN restreint a la signature (0,s, +, x) est fortement indécidable.

Démonstration. Il suffit de démontrer (i), car (ii) et (iii) s’en déduisent facilement comme a la section
4.1.1.

Soit 9y une (0, s, +, x)-théorie cohérente qui étend Qq. On considere la (0, s, +, x, <)-théorie Ty +Q :
comme J étend Qq, (I + Q) = Jp. On déduit donc du lemme précédent que pour toute (0,s,+, x)-
formule Fj (donc telle que (Fy) = Fy) :

Fa, Fo sietseulementsi Fgy.q Fo -

En particulier la théorie 9 + Q est cohérente. Par ailleurs comme elle étend Q, elle est indécidable. La
prouvabilité restreinte aux (0, s, +, x)-formules est encore indécidable, car le cas général se raméne a
celui-ci d’apres le lemme 4.1.6, et car la traduction d'une (0,s, +, x, <)-formule F — (F) est calculable
(lemmme 4.1.4). Mais alors la théorie 9 est également indécidable par I'équivalence ci-dessus. ]

Onretrouve de méme les autres résultats de la section précédente, par exemple I'ensemble des formules
universellement valides d'un langage dont la signature contient (0, s, +, x) (un symbole de constante, un
symbole de fonction a un argument, deux symboles de fonction a deux arguments) est indécidable.

Cas général

On peut maintenant s’appuyer sur les résultats obtenus a la section précédente, pour la signature
(0,s,+, x) et la théorie Qp. La méthode développée au paragraphe précédent ne peut étre reprise telle
quelle, car elle utilise fortement que la signature d’arrivée est une partie de la signature initiale, que
c’est un symbole de prédicat qui a été éliminé, et que les modeles de la théorie d’arrivée peuvent avoir
meéme support.

On veut pouvoir éliminer des symboles de constante, comme 0 qui est clairement définissable
comme neutre de I'addition avec suffisamment d’axiomes, des symboles de fonction, comme le suc-
cessseur qui est définissable a partir de I'addition et de 1 (neutre de la multiplication). On veut aussi
pouvoir interpréter une théorie arithmétique dans la théorie des ensembles, par exemple, avec une
signature complétement différente, et une théorie qui ne parle pas que d’entiers.

11 s’agit, pour une certaine signature o, de disposer :

— de formules qui permettent d’interpréter I'arithmétique dans le langage de signature o, soit :

— une o-formule a une variable libre qui permet de définir dans un modele quelconque les
objets qui seront pris pour représenter les entiers;

— de o-formules pour définir chaque symbole de la signature utilisée pour 'arithmétique.

On dispose ainsi d'une traduction calculable d'une formule arithmétique en une formule sur la

signature o.

— d’axiomes pour assurer que l'interprétation est correcte : démontrer une formule arithmétique

équivaut a démontrer sa traduction.
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Cela ne cofite rien pour la définition de prendre un langage de signature finie quelconque, soit oy, pour
le langage de 'arithmétique. On suppose aussi que la signature o est finie.
On suppose qu’il existe :
— des formules pour traduire les og-formules en des o-formules, soit :
— une o-formule N[x] a une variable libre (qui permet de définir dans un o-modele quel-
conque les objets qui seront pris pour représenter les éléments d'un oy-modéle donné);
— pour chaque symbole { de g¢ d'une o-formules ¢, :
¢ un symbole de constante, ¢.[x] aune seule variable libre;
f unsymbole de fonction d’arité k,  ¢¢ly, x1,..., xXg] a k + 1 variables libres;
R un symbole de prédicat d’arité k, ¢prlx1,...,x;] a k variables libres.
— d’un ensemble d’axiomes &, un ou deux axiomes étant associés a chaque symbole de oy :
¢ symbole de constante, Alx pelx], Vx(pe[x] — N[xD;
f symbole de fonction d’arité k, Vxr...x 3y rly, x1,...0 Xk,
VYVl .. XE (¢>f[y, X1,y x5] — (N[ A N[ A -+ A N[xk])) ;
R un symbole de prédicat d’arité k,  Vxj...xx (Prlx1,..., Xk] = (N[x1] A+ A N[xg]).
La traduction F — (F), des op-formules vers les o-formules, se définit par induction sur la structure
de F, en définissant tout d’abord ¢ — (x = ), ol1 x est une variable quelconque, par induction sur la
structure du o-terme .
— (x=y)estx=yAN[x] A N[y] pour y une variable quelconque;
— ({x=f1f...fyestIx; ... xx ((xl =)Ao A X = B /\(pf[x,xl,...,xk]) pour f unsymbole de fonc-
tionde og;
— (x=c) est ¢p.[x] pour c un symbole de constante de o¢;
— (1 = k) est Az({z = 1) A {z = I»), ol 1] est un terme qui n’'est pas une variable, z une variable «
fraiche » (non encore utilisée, en particulier elle n’apparait ni dans ¢, ni dans #);
— (Rty...tg) estIxy ... xg ((x1 = 1) A+ A (Xg = tx) APRrx1, ..., Xk]) ol R est un symbole de relation
de oy d’arité k;
— (L)estL;
— ((A— B)) est ((A) — (B));
— (Vx A) est Vx(N[x] — (A)).
Soit .4 une o-structure telle que .# = 9. On peut alors définir une g,-structure Mgy de support

| Mgy |=tae| A || 4 =Nlal}

et ol1 les symboles de la signature o sont interprétés en suivant &, plus précisément :
— Si ¢ est un symbole de constante, il est interprété par 'unique m de 4 tel que 4 |= ¢.[m]
(unique et dans | Jl@ |car 4 =D :
— si f estun symbole de fonction d’arité k; il est interprété par la fonction de | j[@ LN J%@ [, qui
amy,...,my €| M@ | associe I'unique n tel que .4 = ®¢ln,my,..., mg] (unique et dans | ,%9 |
par 9);

— si R estun symbole de relation, R est interprétée par ®p.

Ondit quela op-structure J[@ obtenue (ou une structure isomorphe) est définissable dansla o-structure
M.

Par exemple, en prenant pour o la signature du langage de I’arithmétique de Peano (sans la relation
d’ordre), (o¢ = (0,s, +, x), et o = (€) (un seul symbole de prédicat binaire), on a bien des formules de la
théorie des ensembles pour N[x] qui définit « x est un entier » (un ordinal fini), des formules pour
définir 0 et s, et par le théoreme de définition par récurrence sur les ordinaux, des formules pour définir
+ et x, et les axiomes ¥ correspondant se démontrent bien dans la théorie de Zermelo-Fraenkel ZF,
sans I'axiome de 'infini (ni non plus I'axiome du choix et 'axiome de fondation).

On peut donc définir dans tout modeles de ZF (éventuellement sans I’axiome de 'infini) une o-
structure Jl@ dont on vérifie facilement qu’elle satisfait les axiomes de Peano (voir un livre d’introduc-
tion a la théorie des ensembles).

On se restreint dans la suite a des langages de signature finie. Clairement la traduction : F — (F) est
calculable, et cela peut se formaliser en utilisant les méthodes développées a la section 3.2. La traduc-
tion est méme récursive primitive en utilisant le lemme 3.2.4.
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Lemme 4.1.9 La traduction F — (F) des og-formules vers les o -formules est calculable.

Lemme 4.1.10 On suppose que la o-structure 4 satisfait D, et que My est la oqg-structure définie
dans M comme ci-dessus. Alors pour toute formule F|x,,...,xp] a au plus p variables libres, pour tous
a,...,ap €Jl@ :

M@ I= Flay,...,apl siet seulementsi M |= (F)lay,...,ap] .

Démonstration. La démonstration se fait d’abord pour les formules atomiques du type x = ¢ par in-
duction sur la structure du terme t. A chaque étape les axiomes associés au symbole de o considéré
donnent le résultat. Le résultat s’en déduit pour une formule atomique égalitaire quelconque, pour une
éventuelle formule atomique non égalitaire en utilisant &, puis pour une formule F quelconque, par
une induction dont chaque étape est évidente. ]

Lemme 4.1.11 Soir < un ensemble d’axiomes pour une o -théorie, 9 les axiomes associés a une signa-
ture o qui définissent la signature oy dans o. On note (<) 'ensemble des traductions des axiomes de < .
Alors pour toute formule F :

sied v F alors (Y + D+ (F)

De plus si of est fini, et si la signature o est finie, alors (<) + D est fini.

Démonstration. On utilise le théoréme de complétude et le lemme 4.1.10 : si tout gp-modele de & est
modele de F, c’est le cas en particulier de tous les oy-modeéles J[@ associés a un o-modele .# de 9.
Si de plus . |= (<), alors Jl@ |= A d’aprées le lemme 4.1.10, et donc Jl@ |= F, et toujours d’apres le
méme lemme 4.1.10, .4 |= (F). [ |

On ne peut pas espérer de réciproque pour n'importe quel jeu d’axiomes de définition & (comme on
I'avait dans le cas particulier précédent). Mais pour l'indécidabilité il suffit de revenir a une théorie
cohérente extension de Qq. On définit donc pour une o-théorie 9, la oo-théorie 5~ des énoncés dont
la traduction est démontrable dans 9, c’est-a-dire que pour toute formule close F :

FeJ  sietseulementsi g (F).

Si g étend 9, alors I~ est close déductivement.
Lemme 4.1.12 On suppose que I~ étend D, alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :
i. Feg —; ii. Fg- F; iii. Fg (F).

Démonstration. II suffit de démontrer (ii) = (iii). Si Fg- F, d’apres le lemme 4.1.11; (g)- (F), mais
par définition de 9~ toutes les éléments de I~ sont démontrables dans 9, donc g (F). [ |

Proposition 4.1.13 Soit </ un ensemble d’axiomes pour une o -théorie cohérente essentiellement indé-
cidable, D les axiomes associés a une signature o qui définissent la signature oo dans o. On suppose que
(A +D est une o -théorie cohérente. Alors :

i. la o-théorie axiomatisée par (f) + D est essentiellement indécidable;

ii. Siof est fini, et si la signature o est finie, alors la théorie (ALY +D est finiment axiomatisable.

Démonstration. Soit 9 une théorie o-cohérente qui étend (< Y+. Soit I~ la théorie associée comme
au lemme précédent. La théorie 9~ est cohérente car L n’est pas changé par traduction, donc d’apres
le lemme précédent :

Fg- L sietseulementsi Fg L

et I est cohérente. Par définition de 9, 9~ étend &, donc est indécidable. A nouveau par le lemme
précédent, et en utilisant que la traduction est calculable (lemme 4.1.9 page précédente), la théorie I~
est indécidable. La théorie (<f) + D est donc essentiellement indécidable. Elle est clairement finiment
axiomatisée (par (<) + D) si A et o, donc Z, sont finis. [ ]
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En reprenant I'exemple de la théorie des ensembles, et en interprétant la théorie Qy de Robinson, fi-
niment axiomatisable, dans la théorie des ensembles, on obtient une théorie (Qg) + < dans le langage
de 'appartenance, qui reste finiment axiomatisable, conséquence de la la théorie ZF sans I'axiome de
I'infini, et donc cohérente si celle-ci est cohérente. D’apres la proposition précédente I'ensemble des
énoncés de I'arithmétique E tels que :

Qo) +D +(E)

Par conséquent

Proposition 4.1.14 Les théorie suivantes, du langage de signature (€) sont indécidables :
— la théorie ZF sans axiome de l'infini (ni axiome du choix, ni axiome de fondation), supposée co-
hérente, est indécidable ainsi que toutes ses extensions cohérentes;
— la prouvabilité en calcul des prédicats égalitaire pur, pour une signature qui comporte au moins
un symbole de prédicat binaire, est indécidable;
— il existe une sous-théorie finie de la théoire ZF, sans axiome de linfini, ni axiome du choix, ni
axiome de fondation, et supposée cohérente, qui est indécidable.

Exercice 29 2

1. On suppose que o est une signature finie, que la o-structure A" est fortement indécidable.

Soit o une signature, et .4 une o-structure dans laquelle 4" est définissable (voir page 4.1.2). On
nomme % les axiomes de définition associés, et la traduction est notée de la méme facon que
ci-dessus.

Montrer que .# est fortement indécidable.
2. En déduire que
2.a. (N, +,x,0,1) est fortement indécidable;
2.b. (N, +, x) est fortement indécidable;
2.c. (Z,+,x) est fortement indécidable (utiliser le théoréme des quatre carrés de Lagrange);

2.d. les théories des semi-anneaux, des anneaux, des anneaux unitaires, des anneaux commuta-
tifs, des anneaux integres, le calcul des prédicats égalitaire pur avec au moins deux symboles
de fonction binaire, sont indécidables.

3. Montrer que (avec (-)? pour I'élévation au carré) :
3.a. (N, +,(-)?) est fortement indécidable;

3.b. le calcul des prédicats égalitaire pur avec au moins un symbole de fonction binaire et un
symbole de fonction unaire est indécidable.

2. Solution : voir CORI et LASCAR 1994b, chapitre 6, exercice 11.
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4.2 Satisfaisabilité dans les modeles finis
Le probleme auquel nous allons nous intéresser est le suivant.

SAT FINI PO
Entrée : Une signature finie o, une formule close du premier-ordre ¢ sur une signature o
Question : ¢ a-t-elle un modeéle fini?

Etant donnée une formule ¢ du premier ordre et une structure . finie, décider si . |= ¢ est claire-
ment (primitif) récursif : il suffit de considérer chaque Vx comme une grande conjonction A zepom(s),
chaque 3x comme V 4epom(s), de remplacer chaque x par sa valeur a et de tester si la formule sans
quantificateur? ainsi obtenue est vraie dans .. Ceci implique le résultat suivant.

Proposition 4.2.1 Le probléme SAT FINI PO est semi-décidable.

Démonstration. Il suffit d’énumérer toutes les structures potentielles finies .# et de vérifier si . |= ¢.
|

Nous allons démontrer que la satisfaction dans les modeles finis n’est pas en général décidable (comme
pour la satisfaction dans les modéles quelconques, cela dépend de la signature) : c’est le théoréme de
Trakhtenbrot. De facon surprenante, la restriction aux structures finies amene a une situation duale du
cas général :

— le probléme SAT FINI PO est semi-décidable mais n’est pas co-semi-décidable;

— le probleme SAT PO est co-semi-décidable mais pas semi-décidable.
En effet la satisfaisabilité (cas général) d'une formule équivaut a la non prouvabilité de sa négation
par le théoreme de complétude. Dans le cas des modeles finis, on peut décrire le probleme dual de la
satisfaisabilité qui est celui de la validité dans tous les modeles finis.

VALID FINI PO
Entrée : Une signature finie o, une formule close du premier-ordre ¢ sur une signature o
Question : @ est-t-elle satisfaite dans tous les modeles finis?

Par dualité avec la satisfaisabilité, le probleme VALID FINI PO est co-semi-décidable mais pas semi-
décidable. Il n'y a donc pas de notion de preuve satisfaisante, pour I'interprétation dans les modeles
finis : une notion de preuve comme objet fini dont on peut vérifier mécaniquement qu’il est correct,
conduit a une prouvabilité semi-décidable, et il ne peut donc y avoir complétude pour la satisfaction
dans les modeles finis puisque le probleme VALID FINI PO n’étant pas semi-décidable.

Théoreéme 4.2.2 (Trakhtenbrot) Le probleme SAT PO FINI est indécidable. En particulier, SAT FINI PO
n'est pas co-semi-décidable.

La démonstration que 1'on va en donner illustre un principe de codage du calcul d’'une machine par
une interprétation logique.

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on va procéder par réduction a partir du probleme de I'arrét
des machines a registres initialisées a 0, voir le théoréme 2.3.10 page 41. A peu de frais la démonstration
fournit également une preuve du théoreme de Church pour le langage considéré.

Soit donc une machine a registres M utilisant k registres R;,..., Ry et dont le programme (pro-
gramme goto) est la suite d’instructions Iy, ..., I;. En particulier la derniére instruction I; est I'instruc-
tion halt (voir section 1.3 page 19), et aucune des instructions I, n < [ n’est I'instruction halt. On sup-
pose que tous les registres sont initialisés a 0.

On veut une signature oy, et une formule ®j; sur o, telle que :

M s’arréte < ®,; a un modele fini . (%)

Pour modéliser le fonctionnement de M, il faut pouvoir parler des entiers contenus dans les registres,
et du temps qui est également un entier (le nombre d’'instructions). Comme la machine est initialisée a

3. Régler les détails éventuels en exercice
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0, vu le jeu d’instructions des programmes goto, un entier x contenu dans un registre a I'instant ¢ vérifie
nécessairement x < t.

Ces entiers ont besoin d’étre incrémentés, décrémentés, et comparés entre eux.

Le langage utilisé est celui des ordres discrets : (0, s, pred, <), ol1 < un symbole de relation binaire qui
sera interprété comme I'ordre naturel sur les entiers, 0 est un symbole de constante qui sera interprété
comme le plus petit élément pour I'ordre, et s et pred sont des symboles de fonction unaire qui seront
interprétés comme des fonctions successeur et prédécesseur compatibles avec <. Le plus petit élément
0 sera un point fixe de la fonction prédécesseur, et sil existe un plus grand élément, il sera un point fixe
du successeur. On utilise 'abréviation usuelle x < y pour x < y v x = y.

A chaque registre R; est associé un prédicat binaire noté aussi R;, et a chaque entier n, 0 < n <[, un
prédicat unaire noté I, comme la n-ieme instruction I, du programme. Ces prédicats sont interprétés
intuitivement de la facon suivante :

— R;(x, 1) signifie que le registre contient I'entier x a I'instant ¢;

— I,(p) signifie que l'instruction I, est lue a I'instant ¢;

— 3t I;(¢) exprime I'arrét de la machine.

La signature obtenue est oy = (0,s,pred, <, Ry,..., R, lo, ..., I;), et on va construire sur cette signature
une formule @), qui va décrire le comportement de la machine M au cours du calcul. Elle doit aussi
axiomatiser I'ordre pour s’assurer de son interprétation. La formule @), est la conjonction de quatre
formules :

ORDRE, INIT, CONTRAINTE, TRANSITION ;.

— Laformule ORDRE axiomatise I'ordre, le successeur et le prédécesseur;

— laformule INIT code la configuration initiale de la machine;

— la formule la formule CONTRAINTE est un ensemble de clauses qui doivent étre satisfaites par
toute machine;

— la formule TRANSITION s code le fonctionnement de la machine M.

Lordre: laformule ORDRE estla conjonction des 4 formules suivantes :
— 01 : VX7 (x<X)AVYy (Xx=yVX<YVY<X)AVZ(X<YANYy<z—X<2)
soit le prédicat < est un ordre total strict;
— O:Vx(x=0vx>0)
soit la constante 0 est le plus petit élément pour <, on ne dit rien sur I'existence d'un plus grand
élément éventuel;
— 03:VYx (x<s)A@yx<y—x<s@)AVy(y<xvsx)<y);
— Og4:VYx(x <s(x) — pred(s(x)) = x) A pred(0) = 0;
Les deux formules O3 et O, définissent les fonctions pred et s comme attendu.
On déduit de O; et O3 que:
— O5:Vx(x=sx—Vyy=<x)
c’est-a-dire qu'un élément est égal a son successeur si et seulement si c’est le plus grand élément.

Les conditions initiales : la formule INIT exprime que les registres sont vides a 'instant 0 et que c’est
I'instruction I; qui est en lecture :

INIT=R;(0,0) A--- ARy (0,0) A 11 (0)
Les contraintes des machines: dans cette partie, on exprime le fait que les prédicats R; et I, codent
bien le comportement d’'une machine a registres. La formule CONTRAINTE est la conjonction des for-

mules suivantes.
— Au plus une instruction est lue a I'instant ¢ :

Ci=Vt L)~ A\N-Ij(0], 1<si<l;
J#i
— auninstant ¢t donné, un registre ne peut contenir qu’'un seul entier :

Co,i =VIVxVy((Ri(x, ) AR;i(y,0) = x=y),0<i<k.
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Les transitions de la machine : cette partie est la seule dépendante de la machine M. A chaque ins-
truction I, on associe une formule qui décrit celle-ci :
— I,estR;:=R;j+1:

Vi|I,(t) = [t <stAL+1(st) AVX(R;(x,t) — Ri(sx,st) A /\ Vx(Rj(x,t) — Rj(x,s1))]
J#i

— I,estRj:=R;j—1:

V| L(f) = [t <stA L1 (88) AVX(R; (x, 1) — Ri(pred x,s ) A /\ Vx(Rj(x, ) — Rj(x,s )]
j#i

— I, estif R;=0gotop:

Vi|I,(0) = [t <SEA(R;(0,0) = Ip(s D) AVX(Ri(sx, 1) = Ins1(s D) A A\ VEVX(Rj(x, 1) — Rj(x,51))
j#i

— I, esthalt(alorsn=1):
veve (I — ' <0) .

On appelle « partie standard » d'un modele ¥ de @)y, la partie de 7 constitué des interprétations des
s" 0, n € N dans 7, qui est encore I'interprétation de tous les termes clos dans 7 d’apres 'axiome Oy,
et cette partie standard définit alors une sous-structure modele de @, car tous les axiomes constituant
@), sont universels (ou équivalents a une formule universelle). Un modele standard de ®j; est un mo-
dele réduit a sa partie standard. On observe facilement que les axiomes de ®j; définissent entierement
I'interprétation sur la partie standard d'un modele, c’est-a-dire que tous les modeéles standards d’'une
machine donnée sont isomorphes.

Lemme 4.2.3 Soit une machine a registres M, et la formule @), définie ci-dessus. alors ®y; possede un
modele standard U :
— si la machine M s'arréte a l'étape 0, alors ce modele standard %/ peut étre défini de support l'en-
semble des 6 + 1 premiers entiers {0, ...,0}, l'ordre étant interprété usuellement;
— si la machine M ne s'arréte jamais, alors le modele standard peut étre défini de supportN, l'ordre
étant interprété usuellement;
— la partie standard de tout modele de @ s définit une sous-structure isomorphe a‘«, en particulier
tous les modeles standards sont isomorphes.

Démonstration (lemme). Si M s’arréte al’étape 0, cela signifie que I'instruction I; est en lecture a I'ins-
tant 6, sinon I; n’est jamais en lecture. Si la machine s’arréte, le modele % est de support 'ensemble
d’entiers U ={0,...,0}, sinon de support U =N.

— lordre est I'ordre usuel sur les entiers, on a predy, (0) = 0 et, quand la machine s’arréte en 0,

sq,(0) = 0, sinon le successeur et le prédécesseur sont interprétés usuellement;

— supposons qu’a I'instant ¢, 'instruction lue est I,, et chaque registre R; contient I'entier x; ,

alors:
— le prédicatinterprétant I, prendlavaleur 1 en ¢, les prédicats interprétant I, n # n, prennent
lavaleur 0 en ¢;
— le prédicat interprétant R; prend la valeur 1 en (x; ;, t), la valeur 0 en (x, t) quand x # x; ;.
On a bien décrit une o /-structure %, qui est un modele standard de @, satisfaisant les deux premiéres
assertions du lemme.

Supposons maintenant que 7" est un modele de @y, sa partie standard est {sg, (0) | t € N}. Montrons
que l'application : t — s7t, (0) définit un isomorphisme de % sur la partie standard de 7. Deux cas sont
possibles, soit pour tout entier f, sg, 0) < s;“ (0), et alors la partie standard Std(7) de 7 est en bijection
avec N, soit pour un certain entier ,onaa s‘;+1 0) = 5‘79, (0), choisissons le plus petit tel 8, et alors la partie

standard de 7 est finie de cardinal 6 + 1 : Std(?) = {s; o|o=st< 9}. Les formules INIT, TRANSITION ps
et CONTRAINTES assurent assurent que 7 |= I, (s7t, (0)) si et seulement si I'instruction lue a I'instant ¢ est
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I,. Si Std(¥) est finie, ces formules assurent que 7 |= I; (s;o, (0)) et donc la machine s’arréte bien a I'étape
0, et % est de support {0,...,0}. Ces formules assurent également que l'interprétation des R; sur Std(7)
est bien celle correspondant au fonctionnement de la machine, et on a bien un isomorphisme de % sur
la partie standard de 7. [ |

Démonstration (théoréme de Trakhtenbrot). On reprend maintenant la démonstration du théoreme
de Trakhtenbrot. On déduit du lemme que la machine M s’arréte si et seulement si @, est satisfaisable
par un modele fini. En effet si M s’arréte, le modele standard de @, est fini. Sila machine ne s’arréte pas
le modele standard de @, est infini et tout modele de ®j; contient une copie de ce modele standard
donc est infini.

Comme la construction de la formule @), a partir de M est clairement effective (si on veut se ra-
mener aux entiers, les codages sont ceux pratiqués dans les chapitres précédents, ou analogues), on
conclut a I'indécidabilité de la satisfaction dans les modeles finis. [ |

Considérons maintenant le probléme suivant.

VALID PO
Entrée : Une signature o, une formule close du premier-ordre ¢ du langage de signature o
Question : ¢ est-elle valide?

Corollaire 4.2.4 (Church) Le probleme VALID PO est indécidable.

Démonstration. Soit la formule W définie par ¥ =q.¢ 3¢ V' t' < t. D’aprés le lemme 4.2.3
— sila machine M initialisée a 0 s’arréte, tout modele de @,; posséde un élément égal a son suc-
cesseur, donc maximal d’apres 05, donc satisfait également ¥ ;
— silamachine M initialisée a 0 ne s’arréte pas, le modele standard de la formule ®,;, d’ensemble
de base N, vérifie V¢ 3t't < ¢’ soit 7.
La formule ®j; A =¥ a donc un modele si et seulement si M ne s’arréte pas. Autrement dit, ®p; — WV est
valide si et seulement si M s’arréte. [ |

Dans la démonstration précédente la signature est une donnée du probléme car le nombre de prédi-
cats unaires I; et de prédicats binaires R; dépend de la machine qui est codée. Il est facile d’adapter
la démonstration en les remplacant par un prédicat binaire I (pour représenter les instructions) et un
prédicat ternaire R (pour les registres) dont le premier élément est un index du registre. Pour qu’il y
ait suffisamment de tels index, il faut que le temps de calcul soit supérieur au nombre de registres et
au nombre d’instructions, et pour cela on montre facilement, en ajoutant en téte de programme suffi-
samment d’instructions sans effet, et en renumérotant les instructions goto, I'indécidabilité de I'arrét
pour des machines dont le temps de calcul est supérieur ou égal au nombre de registres et au nombre
d’instructions.
On a donc le résultat suivant.

Proposition 4.2.5 Le probléme de la satisfaisabilité dans les modeéles finis pour une signature fixée, qui
comprend un symbole de constante, deux symboles de fonction unaire, deux symboles de prédicat binaire
et un symbole de prédicat ternaire est indécidable.

Par des méthodes analogues a celles utilisées dans le cas du théoréeme de Church,on peut montrer, que
le résultat d’indécidabilité est conservé pour toute signature fixée contenant au moins un symbole de
relation binaire.
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