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Feuille d’exercices n°8
Théoréme de Godel.

Notations : si n désigne un entier, n désigne le terme
associé s™0. Pour une formule F', " F'' désigne le code de
Godel de la formule F. On utilise un ensemble récursif
d’axiomes R, dont on rappelle qu’il vérifie que, toutes
les formules ¥; vraies dans N sont prouvables dans R™,
et un ensemble récursif d’axiomes R qui contient R~ et
le schéma d’axiomes :

Vae(r <nVn<z) pour chaque entier n .

Une théorie T est dite X-cohérente si toutes les formules
Y démontrables dans T" sont vraies dans N.

Exercice 1 (représentabilité). On rappelle qu'un
ensemble A C NP est faiblement représentable dans une
théorie T signifie qu’il existe une formule I’ ayant au plus
p variables libres x4, ..., z, telle que :

S np) € Assi bp Flny/x1, ..

(n,.. .,@/:cp]

et qu’'un ensemble A C NP est représentable dans une
théorie T signifie qu’il existe une formule F' ayant au
plus p variables libres x4, ..., z, telle que :

si (ni,...,np) € Aalors bFp Flni/xy,...,np/xp)
si(ni,...,np) € Aalors Fp =Flny/xy,...,ny/xp)

1. Soit T une théorie récursive ¥;-cohérente qui étend
R~. Montrer que A C NP est récursivement énu-
meérable si et seulement s’il est faiblement repré-
sentable dans T', et que de plus la formule qui re-
présente A peut étre choisie 3.

2. Soit T une théorie récursive cohérente qui étend
R. Montrer que A C NP est récursif si et seule-
ment s’il est représentable dans T, et que de plus
la formule qui représente A peut étre choisie ¥
(Si A est définie par la formule ¥, JaF, et A°
par la formule ¥, dzG, on utilisera la formule
Jz(F AVy < z =Gly/z]).

Exercice 2 (Théoréme de Godel). Soit T une

théorie récursivement axiomatisable qui étend R~.

1. Montrer qu’il existe une fonction primitive récur-
sive r telle que :

r("Fn)="F[n/x1]”

2. Soit Afzg] une formule & une seule variable libre
xo. Montrer que si S est une formule ¥; & deux va-
riables libres qui définit la relation ng = r(ny,n1)
(justifiez son existence), la formule D 4[] définie
par :

DA = Vwo(S[.To,l’l] — A[.To])

vérifie :
Fr Daln/x1] — Alr(n,n)/xo]
3. Montrer qu’il existe Prp une formule 31 & une va-
riable libre zg telle que pour toute formule close

F
N):PTT[FFT/ZEo] ssi "TF

4. Théoréme de Godel. On suppose 1" que étend R™.
On pose A = D4 (question 2) pour A = —Prr.
La formule A["F™/xz1] peut se paraphraser par «
la formule F appliquée & son propre code n’est
pas démontrable ». Montrer que la formule G :=
A[TA7/xq] est II; et que :

a. Si T est cohérente, G est vraie dans N mais
n’est pas démontrable dans T';

b. Si T est ¥-cohérente, -G n’est pas démon-
trable dans T'.

Exercice 3 (Représentation des fonctions récursives.).

Soit f une fonction récursive totale. On suppose que
Gy, le graphe de la fonction totale f : NP — N est
représenté dans R par la formule 3z A[zq,...,2p, vy, 2]
ol A est X, on écrira dans la suite A[Z,y, z]. Posons
A2y, 2] =4 3t < 2(A[Z,y,t] Ay < 2).
1. Montrer que A’ est une formule Yy qui vérifie
VZ,y,z (A'[Z,y,z] — y < z). Puis montrer que
Jdz A'[Z,y, z] représente Gy dans R c’est a dire :
a. sim # f() alors kg =3z A'[E, m, 2] ;
b. si m = f(77) alors kg 3z A'[iT, m, 2]
(utiliser Fr Vy(y < mVm <y)).
2. Montrer que la formule HI[Z,y] := JzHy[Z,y, 2]
avec :

Ho[fvyaz] =
ATy, 2] NV <2y < 2/(A'Z 0y, 2] — Y =)

est X; et représente la fonction f dans R au sens
suivant :

Fr vy (HIE ) <y = £(7) (+)
Indication. On pourra montrer successivement
pour tout p-uplet d’entiers 77 :

a. Fp H[f, f(n)];

b. Il existe un entier d tel que kg Ho[f, f(n),d];

c. FrVy(HI,y] — y = f(7)) (on utilisera le b,
FrVz(z <dVd< z) et la question 1).

Remarque : on montre plus facilement ’existence d’une
formule H vérifiant (*) si on ne demande pas que H soit
1.

Exercice 4 (Théoréme de Godel-Rosser). Soit T
une théorie récursivement axiomatisable qui étend R. La
fonction r est la fonction définie & I'exercice 2.

1. Montrer que pour toute formule A a une seule va-
riable libre 1, il existe une formule & une variable
libre D 4,qui peut étre choisie IT; si A est Iy, telle
que :

Fr Daln/x1] < Alr(n,n)/xo)

(s’inspirer de la premiére question de lexercice 2
et utiliser le résultat de exercice 3).
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2. Théoréme de Goédel-Rosser. On suppose que T
est cohérente. Montrer ’existence d’une formule G
telle que K G et /p =G, et =G est . Indica-
tion : soit Demr|xa, xo] une formule de arithmé-
tique X7 & deux variables qui représente dans T le
prédicat récursif “ny est le code d’une preuve de
la formule de code ng”, et Dems# une formule de
Parithmétique 1 a deux variables qui représente la
négation du précédent (justifier leurs existences).
On utilisera pour la prouvabilité un prédicat qui
appliqué au code d’une formule F' donne :

3xo(Demyp|ze, "F) AVrz < xoDemi|x3,  —F7))

(« 2 code une preuve de F et aucun x3 plus petit
que 2 ne code une preuve de = F' »).

Exercice 5 (w-cohérence). On rappelle qu’une théo-
rie T est dite cohérente s’il n’existe pas de formule close
A telle que b1 A et Fr —A. Une théorie T dans le lan-
gage de l'arithmétique est dite w-cohérente s’il n’existe
pas de formule & une variable libre F' telle que k7 JxF
et pour tout entier n, Fr —F[n/xz]. On suppose que T
étend R.
1. Montrer que si T est w-cohérente, alors T est co-
hérente.
2. Montrer que si T est cohérente et étend R~ toutes
les formules IT; prouvables dans T" sont vraies dans
N.
3. Montrer que si T est w-cohérente et étend R,
toutes les formules Ty (en particulier les formules
31) prouvables dans T sont vraies dans N, et donc
que T est ¥q-cohérente.
L’énoncé original du théoréme de Godel était sous hy-
pothése d’w-cohérence de la théorie (voir ex 2 question
4).
Exercice 6 (w-incomplétude). On reprend les nota-
tions de I'exercice 5. En particulier T' est une théorie qui
a pour conséquence R~ et qui est w-cohérente.
1. Montrer que I’énoncé G défini a ’exercice 2, est
équivalent dans R~ & un énoncé II;.
2. Montrer que G est vrai et non démontrable dans
T (voir exercice 5).
3. Montrer qu’il existe une théorie cohérente, qui
n’est pas w-cohérente.
4. Une théorie dans le langage de 'arithmétique est
w-incompléte s’il existe une formule F' a une va-
riable libre z telle que :

VYn € N bFp Fln/z] mais tp VoF

Montrer que T est w-incompléte.

5. Soit F' une formule Xg telle que G = Va1 F. Mon-
trer que pour tout énoncé E dont les variables
libres sont parmi x1,...,o,, '’énoncé £ = F < F
vérifie :

N |:V$1$n(E<—> E/)
mais br Vay ...z (E < E').

Exercice 7. On désigne par P larithmétique de
Peano. On rappelle qu’il existe une formule close IIy,
soit Vo A(xz) ot A est o, qui est vraie dans N et non
démontrable dans P. On rappelle également que toutes
les formules 31 vraies dans N sont démontrables dans P.
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. Montrer que pour tout entier n, A(n) est démon-

trable dans P (ou n désigne le terme correspondant
an).

Montrer que JzVy (A(x) — A(y)) est démontrable
en calcul des prédicats.

. En déduire qu’il existe une formule close Y5 de la

forme JxB(x) qui est démontrable dans P, mais
telle que B(n) ne soit démontrable dans P pour
aucun entier n.

Exercice 8. Le but de l'exercice est de fournir une
autre démonstration du théoréme de Godel-Rosser en
utilisant ’existence de deux ensembles récursivement in-
séparables. Deux ensembles disjoints E et F' sont dits
récursivement inséparables si et seulement s’il n’existe
pas d’ensemble récursif X tel que £ C X et F C XC.

1.

Soient A et B deux ensembles récursivement énu-
mérables. On va montrer qu’il existe deux en-
sembles A’ et B’ tels que :

— A’ et B’ sont récursivement énumérables ;

AUB=AUB ; ANB =0;
A-BCcA; B-ACBH.
a. Donner une solution rapide quand A et B sont
tous deux récursifs.
b. Dans le cas général, soient a un indice de A, b
un indice de B. Montrer le résultat voulu en
posant (T prédicat de terminaison) :

A={zxeA/Id [T(a,z,d) ANVu < d-T(b,z,u)]}
B' ={xeB/3d [T(b,z,d) ANVu<d-T(a,z,u)}

Désormais A et B sont les deux ensembles suivants :

A:{.’EEN/.’EEWW%@)}
B={reN/zeWeu}.

Les deux ensembles A’ et B’ associés & A et B sont dé-
finis comme & la question 1.

2.

3.

a. Montrer que les deux ensembles A et B sont
récursivement, énumérables.

b. Soient X un ensemble récursif, ¢ son indice
et j l'indice de son complémentaire (justifier
Pexistence de j). On pose k = as(j,%). Mon-
trer que

ke AUB e k€ ANB.

c. Montrer que les deux ensembles A’ et B’ asso-
ciés & A et B sont récursivement inséparables.
Soit T'h une théorie cohérente qui a pour consé-
quence R. Soient 1 et v, deux formules du lan-
gage de 'arithmétique & 3 variables libres, 1 étant
31, ¢’ étant II;, qui représentent le prédicat T de
Kleene (justifier leur existence).
On pose :
A" ={z €A/ Fry3d [Y(a,z,d) AN\Vu < d ' (b, z,d)]}
B"={z € B/ Fry 3t (b t,z) A\Vu <t ~¢'(a,t,z)]}
a. Montrer que A’ C A”.
b. Montrer que A” N B’ = {).
c. En déduire que toute théorie T'h cohérente
ayant R pour conséquence est indécidable.

Remarque : la question 3.b est plus difficile que les
autres.



