M2 — Cours fondamental 2 05-06
Logique

Examen du 4 janvier 2006 : Corrigé
(durée: 3 heures)

Exercice 1 (récursivité). 1. Soit A récursif infini, soit z¢ sont plus petit élément. On définit f par récurrence
et minimisation :
f0)=a

fin+1)=px.jlx € ANz > f(n)]

La fonctionf est donc bien récursive et elle est totale car A est récursif, donc il suffit qu’il existe un = tel
que x € AAx > f(n) pour que la fonction soit définie en n + 1, ce qui est le cas car A est infini. On a bien
A=Imf.

Réciproquement si f est récursive strictement croissante de N — N, alors

ze€lmfssiFy<afly) =x

et donc Im f est récursif.
2. On définit la fonction g : N2 — N :

g,z +1) = (L + pz[(g9(i, x) < @i,z + 1)]) - (i, + 1)

Cette fonction est définie en x+1 ssi g(i,x) | et (i,2+1) | et g(i,2) < p(i,2+1). Elle vaut alors (¢, 2+1).
Soit @ un de ses indices. En posant (i) = si(a,i) on a une fonction « telle que cherchée.

3. On définit une fonction récursive partielle h par composition et minimisation & I'aide du prédicat récursif T'
de terminaison de Kleene et de la fonction récursive U qui extrait le résultat du code du calcul.

(i, x) = pe. [Tli, w3(), w3(0)] A U (w3 (c)) = ]

Montrons que la fonction h(i,z) est définie en (i,x) si et seulement si z € Im ;. En effet le prédicat sur
lequel se fait la minimisation est bien récursif (primitif récursif). Si x € Im ¢, il existe d tel que T[4, z, d] et
donc ¢ = (z,d) convient. Si x & Im (;, on n’aura jamais T[i, 73 (c), 73 (c)] A U(n3(c) = .
Soit b un indice de h, par le théoréme smn on obtient une fonction (i) = s}(b,4) qui convient.

4. Montrons que la fonction v = 3 o a convient. Par définition de il suffit de montrer que {Im Ya@y /1 EN }
est la classe des ensembles récursifs.
Tout d’abord Im ;) est récursif : soit ;) = @i et alors @, ;) est récursive totale strictement croissante
donc d’ensemble image récursif, soit Im ;) est fini donc également récursif. De plus {Im Pa@y /1€ N}
contient naturellement tous les ensembles récursifs infinis (premiére question).
1l contient également tous les ensembles finis non vides. En effet, si A est un ensemble fini non vide de plus
petit élément a, en définissant f comme & la question 1 :

f0)=a
fin+ 1) =px.jx e ANz > f(n)]

on a bien f récursive partielle et qui énumeére dans I'ordre les éléments de A, donc si f = @i, f = v, et
donc A € {Imgoa(i) /i€ N}.
Enfin si i est 'indice de la fonction nulle part définie, on a encore ¢, ;) = ¢;, et donc 0e {Im Pai) [ 1 € N}.

5. D’aprés le théoréme de Rice-Shapiro, ’ensemble de tous les indices des sous-ensembles récursifs de N, qui
est extensionnel pour les ensembles, ne peut étre récursivement énumérable, puisque la classe des ensembles
récursifs n’est pas stable par sur-ensemble : un ensemble récursivement énumérable non récursif contient
I’ensemble vide, qui est un ensemble récursif.

Exercice 2 (récursivité, réduction, hiérarchie arithmétique). 1. On a
Aj ={i e N/ Vz(p(j,z) |= ¢(i,z) |)} .

Comme ¢(i,z) | est X1, et ¢(j,x) | est X1 en position négative, (p(j,z) |= p(i,x) |) est X1, et Va(p(j,z) |=
@(i,2) |) est donc Iy. 11 est possible que W; = 0 (j indice de la fonction nulle part définie). Dans ce cas
Aj =N, et donc A; est ¥y et ne peut étre Il,-complet.

2. On suppose W; # 0. On a alors A; # N. On pose ¥ (i, z) = ¢(i, ). Soit a un indice de ¥, ¥ (i, z) = ¢*(a,i,z) =
ot (st(a,i),z). On pose a(i) = si(a,i).
Par construction de ¥, W) = Nsit € K, Wy, = () sinon, donc Wa@ D Wysii € K, Wy, 2 W sinon.
On a bien ¢ € K ssi a(i) € Aj, i.e. K se réduit & A;.
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3. Supposons W, fini non vide, posons W; = {a1,...,a,}. On a
Aj={ieN/ N\ @i a) )}
k=1

or une conjonction de formules 3, est 3, donc A; est ¥;. Comme K est Xi-complet et se réduit & A;, A;
est Yi-complet.

4. On pose o(i,z) = > 1_o (i, k). Soit b un indice de o, o(i,z) = p*(b,i,2) = ¢'(s1(b,i),z). On pose B(i) =
s1(b,i). On a ©p() = Axo(i,z) est partout définie ssi p; est partout définie, et dés que ¢; n’est pas définie en
a, pp(;) n'est pas définie pour i > a.

5. Le domaine de définition de Azo(i,x) est égal & N si o; est totale, fini sinon. On a donc W) D W si ¢; est
totale, et si de plus W; est infini, alors Wg(;) 2 W si ¢; n’est pas totale. On a donc bien, dans le cas ot W;
est infini, ¢ € C ssi B(i) € A;, i.e. C se réduit & A;. Comme A; est II et C Iz-complet, si W; est infini, A;
est 1ls-complet.

Exercice 3 (arithmétique). 1. On sait que le prédicat T! de Kleene est primitif récursif, donc récursivement
énumeérable, donc représentable par une formule ¥ dans toute théorie arithmétique récursive -cohérente.

2. Soit 7 le code de la formule Vaxo3zs 7. On sait que la fonction : i — i est primitive récursive, ainsi que la
fonction de substitution d’un terme & une variable. la fonction f : i — Vao3xs T[i/z1] est donc primitive
récursive.

3. La théorie S étant récursive, on sait que la preuve se code de facon récursive : I'entier p code une preuve dans
S de la formule de code a est un prédicat récursif en p et a, soit Demg(p,a). On a :

s Vaodws T[i/xq] ssi Ip Dems(p, f(i))

par composition Demg(p, f(i)) est un prédicat récursif en p et i, donc par projection Ip Demg(p, f(i)) est
un prédicat récursivement énumérable : I est récursivement énumérable.

4. Soit ¢ € I. On a donc que kg Vao3zs T[i/x1]. En particulier pour tout entier n, bg Jzg T[i/x1,n/xs]. Ces
formules sont > et démontrables dans S. Comme S est -cohérente, elles sont vraies dans N, et donc on a
pour tout entier n un entier d tel que N = T[i/x1,n/xs,d/x3]. Comme T est X, cela signifie bien que pour
tout entier n il existe un entier d tel que T (i,n,d), c’est & dire que ¢; est totale.

5. Si I est vide , comme il existe bien des machines qui terminent sur chaque entrée (toutes celles qui calculent

des fonctions récursives totales), on a le résultat.
Si I est non vide, alors I est I'image d’une fonction récursive totale, soit «, et on peut procéder par diago-
nalisation : la fonction h : N — N qui & m associe ¢(a(m),m) + 1 est récursive totale car comme a(m) € I,
©a(m) est totale. Cette fonction differe de ¢ () en m. Aucun de ses indices, donc des indices des machines
qui la calculent, n’est donc dans I = Ima.

6. Soit e un indice de la fontion h de la question précédente. Comme e & I, /g Vro3xs Tle/x1]. Comme h est
totale, N = Vaodzs Tle/x1]. Comme I’énoncé T est 3q, ’énoncé précédent est I.

7. Tl suffit de poser A = Jx3 T[e/x1]. D’aprés la question précédente, on a bien /g Vo A, et de plus N | Vao A.
On a donc pour tout entier n, N = A[n/xs], cette formule étant X, et S étant arithmétique, Fg A[n/zs].

Exercice 4 (complexité). 1. On suppose d’abord qu’il existe z1,...,2, tels que Y. ; ¢;z; = K. Soit m =

On considére la suite de longueur m définie de la maniére suivante :

(015 30m) = (C1y- ., C1,Cay vy Caye ey Cry ey Cpy)
—_——— —— ——
z, fois z, fois z, fois

La suite de sommets suivante est un chemin de 0 & K dans le graphe G :
io =0et ij 225:157 (j: 1,...,m).

Inversement, on suppose que ig = 0,41,...,%,;, = K est un chemin de 0 & K dans le graphe G. On pose :
d; =14;—i;—1 (j =1,...,m). Il est clair que : Zgnzl 0; = K. D’aprés la définition du graphe G, 61,...,0m
prennent leur valeur parmi ¢y, ..., c,. En prenant z; égal au nombre de fois ou ¢; apparait dans d1,...,0m,

on obtient : Y1, ciz; = K.

2. Le nombre de sommets du graphe G étant égal & K + 1 et son nombre d’arétes égal & nK, la construction
du graphe peut s’effectuer en temps O(nK), en considérant addition comme une opération élémentaire (le
cout de laddition sur les entiers < K est en fait en O(log K)).

La recherche d’un chemin entre deux sommets dans un graphe (orienté) peut s’effectuer a laide d’un algo-
rithme de marquage dont la complexité en temps est O(nK) ( le nombre d’arétes étant nk).

3. La taille d’une instance du probléeme du SAC A DOS est de 'ordre de n(log K). L’algorithme précédent, de
complexité en temps O(nK), n’est donc pas un algorithme en temps polynomial pour ce probléme, qui est
par ailleurs A'P-complet.



