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Feuille d’exercices n°2
Axiomatisation de I'Arithmétique
Les axiomes de Peano pour les entiers sont les trois axiomes suivants :
successeur non nul VxeN s(x) #0;
injectivité de la fonction successeur Vx,yeN (s(x) =s(y)=>x=1y);

récurrence Pour toute propriété P « bien définie » sur les entiers :
[PIO]AVYyeN(Ply] = P[s(y)])] = VxeN P[x] .

Exercice 1. Montrer que les trois axiomes de Peano sontindépendants : pour cela il faut construire
pour chacun des axiomes un contre-modeéle, c’est-a-dire un ensemble 4" contenant un élément
distingué, appelé 0, et sur lequel on définit une fonction s: A — A, de facon que pour (4,0, s),
I'axiome dont on veut montrer qu'il est indépendant n’est pas vérifié, mais les deux autres le sont.

Exercice 2. Démontrez que chacun des deux axiomes, le successeur d'un entier est non nul, et
I'injectivité du successeur, sont bien nécessaires pour montrer 1'existence de la fonction définie
par récurrence (Indication : utilisez les contre-modeles de l'exercice 1).

Exercice 3 (définition par récurrence avec substitution de parametre). Soit Aunensemble, Eun
ensemble non vide, trois fonctions g: A— E, h: (Ex A) — E, et o : A— A. Montrer qu’alors il existe
une unique fonction f: (N x A) — E vérifiant :

fO,»=g); [fsx),y)=h(fx,o(),y)

(Indication : reprendre la démonstration de la récurrence avec parametre)
Les définitions par récurrence avec substitution de parametre sont utiles par exemple quand on définit une fonction

par récurrence sur la longueur d'une suite finie, ou la hauteur d'un arbre fini : la suite ouI’arbre est alors le parametre.

Exercice 4. Démontrer ces propriétés par récurrence (dans I'ordre indiqué).

e X+ (y+2)=x+y +z; e X-(y+t2)=x-y+x-z; e X y=y-x;

e 0+x=ux; e x-(y-a)=(x-y)-z; e l-x=x-1=x.
e S(X)+y=s(x+y); e 0-x=0;

e X+ty=y+x; e s(X)-y=x-y+y;

Exercice 5. Montrer les propriétés usuelles suivantes de la fonction puissance, pour tous entiers
naturels x, yet z:

o 0¥t =0; o xl=ux; o xVte=xYV.x%;
. 1x=1; ° (x_y)Z:xZ'yz; ° (xy)zzxy.z.

Exercice 6. Montrer, a partir des axiomes de Peano ou des propriétés déja démontrées, la régula-
rité de I'addition, a savoir que pour tous entiers naturels x, z et z’ :

z+x=72+x>z=7; x+z=x+7Z=>z=27.

Exercice 7. Montrer, a partir des axiomes de Peano et des propriétés déja démontrées, que pour
tous entiers naturels x et y :

x+y=0=>((x=0ety=0); x-y=0=>(x=00uy=0).



