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2 Ce poly
opié est in
omplet.Dans le 
hapitre I manque essentiellement une preuve de normalisation de la dédu
tionnaturelle, et le théorème du séquent median.Dans le 
hapitre II, les paragraphes sur la résolution, la méthode inverse, la forme normalestru
turelle ne sont pas rédigés, plusieurs preuves et apragraphes à 
ompléter.Le 
hapitre III (λ-
al
ul, dédu
tion naturelle et λ-
al
ul typé, normalisation forte de ladédu
tion naturelle, système T, logique du se
ond ordre ...) n'est pas rédigé, en dehors dela normalisation forte du système T (�
hier à part), et de notes de 
ours sur la dédu
tionnaturelle à plusieurs 
on
lusions (�
hier à part).



Chapitre 1SYSTÈMES DE DEDUCTION
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4 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTION1.1 Les systèmes axiomatiques.Les systèmes axiomatiques fournissent une formalisation très simple de la logique : on sedonne un petit nombre de vérités élémentaires (les axiomes) et de 
onstru
tions qui préserventla vérité (les règles), l'obje
tif étant d'atteindre ainsi toutes les vérités (problème de la 
om-plétude). Ces systèmes ne visent pas à rendre 
ompte de la notion habituelle de démonstrationmais seulement de la démontrabilité : on dé�nit une notion de démonstration arti�
ielle qui
oïn
ide uniquement au plan extensionnel ave
 la notion uselle de démonstration (elle permetde démontrer les mêmes 
hoses mais pas né
essairement de la même manière). En fait, on
onsidère la logique 
omme une théorie mathématique parti
ulière qu'il s'agit d'axiomatiser.Au
un 
hoix parti
ulier pour le axiomes et les règles ne s'impose vraiment (il y en a à peuprès autant que de livres de logique). On va donner, pour la logique 
lassique, un système�extrême", qui ne possède qu'une seule règle de dédu
tion, le modus ponens. Pour simpli�er,on ne 
onsidère 
omme opérateurs logiques primitifs que →,¬ et ∀ ; les autres opérateurs sontdé�nis de la façon usuelle à partir →,¬ et ∀.Axiomes.On prend toutes les généralisations des instan
es des s
hémas d'axiomes suivants (
'est-à-dire les instan
es de 
es s
hémas d'axiomes, pré
édés de quanti�
ateurs universels, de façonà obtenir une formule 
lose) :(A1) A→ (B → A) 1(A2) (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))(A3) (¬B → ¬A) → (A→ B)(B1) ∀xA→ A[t/x](B2) ∀x(A→ B) → (∀xA→ ∀xB)(B3) A→ ∀xA (si x n'a pas d'o

urren
e libre dans A)Règle.On prend le modus ponens : de A et A→ B on déduit B.Notion de dédu
tion.Soient Γ un ensemble de formules et A une formule. Une dédu
tion sous les hypothèses Γest une suite �nie A0, . . . , An de formules telles que pour tout i ≤ n, l'une des 
onditionssuivantes est réalisée :(a) Ai est un axiome,(b) Ai est une hypothèse (i.e. Ai ∈ Γ ),(
) Ai est obtenue par modus ponens à partir de Aj et Ak pour des j, k < i (i.e. il existe
j, k < i tels que Ak = Aj → Ai).Une dédu
tion de A sous les hypothèses Γ est une dédu
tion sous les hypothèses Γ dont ladernière formule est A. On dit que A est dédu
tible de Γ s'il existe une dédu
tion de A sousles hypothèses Γ (notation Γ ⊢ A) et que A est un valide si elle dédu
tible de l'ensemblevide (notation ⊢ A). Deux formules A et B sont équivalentes si A est dédu
tible de B et Bdédu
tible de A (notation A ≡ B).Exemple. Dédu
tion de Ns(s(y)) sous les hypothèses ∀x(Nx→ Ns(x)), Ny :1. ∀x(Nx→ Ns(x)) → (Ny → Ns(y)) instan
e de B11. Par exemple si A et B sont des formules ayant x pour seule variable libre ∀x(A → (B → A)) est unaxiome.



1.1. LES SYSTÈMES AXIOMATIQUES. 52. ∀x(Nx→ Ns(x)) hypothèse3. Ny → Ns(y) modus ponens 1/24. Ny hypothèse5. Ns(y) modus ponens 3/46. ∀x(Nx→ Ns(x)) → (Ns(y) → Ns(s(y))) instan
e de B17. Ns(y) → Ns(s(y)) modus ponens 6/28. Ns(s(y)) modus ponens 7/5Les dédu
tions se représentent naturellement sous forme d'arbres : la ra
ine représente la
on
lusion, les feuilles représentent les hypothèses et les instan
es des axiomes utilisées, et lesnoeuds intermédiaires représentent les appli
ations du modus ponens, é
rit sous la forme
A→ B A

BAinsi la démonstration de l'exemple pré
édent peut elle être représentée sous forme del'arbre suivant :
∀x(Nx → Ns(x)) → (Ns(y) → Ns(s(y))) ∀x(Nx → Ns(x))

Ns(y) → Ns(s(y))

∀x(Nx → Ns(x)) → (Ny → Ns(y)) ∀x(Nx → Ns(x))

Ny → Ns(y) Ny

Ns(y)

Ns(s(y))On va montrer en trois exemples quelques �défauts� apparents des systèmes axiomatiquesdu point de vue de la théorie de la démonstration.Exemple 1 (le sens des démonstrations)Voyons 
omment on démontre une vérité élémentaire 
omme A→ A dans 
e système.1. (A→ ((A → A) → A)) → ((A→ (A→ A)) → (A→ A)) instan
e de A22. A→ ((A→ A) → A) instan
e de A13. (A→ (A→ A)) → (A→ A) modus ponens 1/24. A→ (A→ A) instan
e de A15. A→ A modus ponens 3/4La même démonstration devient peut-être un plus lisible sous forme d'arbre, mais elle demeureaussi peu intelligible :
(A→ ((A→ A) → A)) → ((A→ (A→ A)) → (A→ A)) A→ ((A→ A) → A)

(A→ (A→ A)) → (A→ A) A→ (A→ A)

A→ ACommentaire.On a le sentiment que 
ette démonstration est arbitraire, qu'elle ne nous dit rien sur A →
A. Dans 
e système les démonstrations ne donnent pas de renseignement dire
t sur 
e quiest démontré : elle ne remplissent pas l'une des fon
tions qu'on attribue généralement auxdémonstrations, à savoir nous expliquer �pourquoi� 
e qu'on a démontré est vrai. De plus il



6 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONsemble di�
ile, de prime abord, de prendre les démonstrations 
omme objet d'étude pour faireune �théorie des démonstrations� : 
omment dé�nir par exemple une notion de démonstrationintrinsèque (i.e. qui n'utilise pas de moyens �extérieurs� à 
e qui est démontré) ?Exemple 2 (la formalisation du raisonnement)Le théorème de la dédu
tion : si Γ, A ⊢ B, alors Γ ⊢ A→ B, se démontre par ré
urren
e surla longueur de la dédu
tion de B sous les hypothèses Γ, A 
omme suit :(a) B est un axiome ou B ∈ Γ.On a une dédu
tion de A→ B sous les hypothèses Γ
B → (A→ B) B

A→ B(b) B = A.On a montré dans l'exemple pré
édent que A→ A est un théorème.(
) B est obtenu par modus ponens à partir de C et C → B.Les formules C et C → B étant dédu
tibles de Γ et A, on a par hypothèse de ré
urren
edes dédu
tions d1 de A → C et d2 de A → (C → B) sous les hypothèses Γ. On forme unedédu
tion de A→ B sous les hypothèses Γ 
omme suit,
(A→ (C → B)) → ((A→ C) → (A→ B))

...
d2...

A→ (C → B)

(A→ C) → (A→ B)

...
d1...

A→ C

A→ BCommentaire.Le théorème de la dédu
tion qui est une �gure élémentaire du raisonnement : pour dé-montrer A → B, on démontre B sous l'hypothèse A, apparait i
i uniquement 
omme unmétathéorème. Ce système ne rend don
 pas 
ompte de la notion usuelle de démonstration.Il 
onsidère la logique 
omme une théorie mathématique parti
ulière : un 
orps de véritéslogiques axiomatisé, et non 
omme une formalisation des lois du raisonnement.Exemple 3 (la re
her
he des démonstrations)Une démonstration se présente sous forme d'un arbre dont tous les noeuds qui ne sont pasdes feuilles sont des appli
ations du modus ponens. Mais quand on 
her
he une démonstrationd'un théorème, 
e qu'on a 
'est la ra
ine de l'arbre, l'arbre étant à 
onstruire en partant de
ette ra
ine. Dans 
e pro
essus 
haque étape de la démonstration représente une invention.En e�et dans les appli
ations du modus ponens
A→ B A

Bon possède le B et on doit inventer un A tel que A et A→ B soient eux-mêmes des théorèmes.En fait 
ette méthode de démonstration est imprati
able et d'ailleurs la première 
hosequ'on fait en pratique 
'est de prouver des �règles dérivées� � 
omme le théorème de la dédu
-tion � pour quitter 
e système et retrouver le mode de raisonnement habituel.



1.1. LES SYSTÈMES AXIOMATIQUES. 7Exer
i
e 1 Prouver la règle de généralisation : si Γ ⊢ A et x est une variable qui n'a pasd'o

urren
e libre dans les formules de Γ, alors Γ ⊢ ∀xA. 1On ne peut terminer 
ette revue 
ritique (et un peu super�
ielle) des systèmes axioma-tiques sans en évoquer brièvement quelques avantages. Le plus évident est l'extrême simpli
itéde la notion de démonstration (à 
omparer ave
 
elles que fournissent les autres systèmes pré-sentés dans 
e 
hapître) qui en fait un outil métamathématique intéressant. Cette simpli
ités'explique prin
ipalement par une propriété que les autres systèmes n'ont pas : à au
un mo-ment de la 
onstru
tion d'une dédu
tion, on n'est amené à travailler sur les hypothèses de ladédu
tion (en parti
ulier les hypothèses d'une �sous-dédu
tion� sont toujours des hypothèsesde la dédu
tion elle-même). Cette propriété, qui pourrait passer du point de vue logique pourune bizarrerie (
'est elle en parti
ulier qui empê
he d'é
rire les preuves �naturellement�), setrouve être aussi parti
ulièrement intéressante du point de vue algorithmique : elle donne ene�et une façon originale de 
al
uler sans re
ours à des variables. 2



8 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTION1.2 La dédu
tion naturelle.Dans 
e 
hapître Γ et Γ′ dénotent des suites non ordonnées 3 ; on désigne par Γ,Γ′ la
on
aténation des suites Γ et Γ′ et par Γ, A l'adjon
tion de la formule A à Γ ; on 
onfond lasuite réduite à la formule A ave
 la formule A elle-même.1.2.1 Les �gures élémentaires du raisonnement.La dédu
tion naturelle est essentiellement une 
odi�
ation de la pratique de la dédu
tionen mathématiques : elle dé
ompose le raisonnement en étapes élémentaires qui 
orrespondentau maniement des di�érents symboles logiques. Les étapes élémentaires sont représentées pardes règles de la forme
A1 . . . . An

Bpermettant de déduire une 
on
lusion B à partir de prémisses A1, . . . , An.A 
haque symbole logique 
orrespondent deux groupes de règles ayant un r�le symétrique :(i) les règles d'introdu
tion qui permettent de �
onstruire� des énon
és : par exemple �de
A et B on 
on
lut A ∧B�, qui a A et B pour prémisses et A ∧B pour 
on
lusion.(ii) les règles d'élimination qui permettent d'�utiliser� des énon
és : par exemple, �de A∧Bon 
on
lut A�, qui a A ∧B pour prémisse et A pour 
on
lusion.Commençons par re
enser les di�érentes �gures du raisonnement asso
iées usuellementaux symboles logiques.Conjon
tion :� pour démontrer A ∧B, on démontre A et on démontre B ;� de A ∧B on 
on
lut A et on 
on
lut B.Impli
ation :� pour démontrer A→ B, on démontre B sous l'hypothèse A ;� de A→ B et A, on 
on
lut B.Négation :� pour démontrer ¬A, on démontre une 
ontradi
tion sous l'hypothèse A ;� de A et ¬A, on 
on
lut une 
ontradi
tion.Quanti�
ation universelle :� pour démontrer ∀xA, on démontre A[y/x] pour un y arbitraire (y arbitraire signi�equ'on ne fait au
une hypothèse sur y ; formellement 
ela se traduit par la restri
tion : yn'a pas d'o

urren
e libre dans les hypothèses et A) ;� de ∀xA, on 
on
lut A[t/x] pour n'importe quel terme t.Disjon
tion :� pour démontrer A ∨B, on démontre A ou on démontre B ;� de A∨B on 
on
lut C dès lors qu'on possède des démonstrations de C sous l'hypothèse

A et de C sous l'hypothèse B.Quanti�
ation existentielle : 4� pour démontrer ∃xA, on démontre A[t/x] pour un 
ertain terme t ;� de ∃xA on 
on
lut C, dès lors qu'on possède une démonstration de C sous l'hypothèse
A[y/x], pour un y arbitraire (i
i y arbitraire signi�e que ni C, ni A, ni les hypothèsesde la démonstration de C autres que A[y/x] ne dépendent de y).



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 91.2.2 Systèmes de dédu
tion naturelle.Il y a plusieurs façons équivalentes de formaliser les �gures élémentaires du raisonnementqu'on vient de re
enser. On peut soit 
onsidérer qu'on raisonne dire
tement sur des formules,soit qu'on se pla
e à un niveau au dessus et qu'on raisonne sur des séquents, i.e. des expressionsde la forme Γ ⊢ A (A est démontrable sous les hypothèses Γ). La première façon est assurémentla plus satisfaisante, mais la se
onde permet de dé�nir plus fa
ilement la notion formelle dedémonstration, et 
'est don
 elle qu'on va 
onsidérer en premier.a) Dédu
tion de séquentsLe système a pour axiomes les séquents A ⊢ A et possède deux sortes de règles : desrègles logiques (règles d'introdu
tion et d'élimination pour 
haque 
onne
teur) et des règlesstru
turelles qui permettent de manipuler les hypothèses.Les règles logiques 
orrespondent exa
tement aux �gures élémentaires du raisonnementre
ensées pré
édemmment. Ainsi, dans le 
as de l'impli
ation, on é
rira les deux règles sui-vantes :
Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A→ B
→i

Γ ⊢ A→ B Γ′ ⊢ A
Γ,Γ′ ⊢ B

→eAve
 la règle →i apparaît une propriété importante de la dédu
tion naturelle, qui n'exis-tait pas dans les systèmes axiomatiques : l'appli
ation d'une règle peut faire disparaître deshypothèses. De plus pour que les système soit 
omplet, il faut admettre que la règle puisses'appliquer à une hypothèse qui n'apparaît pas aussi bien qu'à plusieurs o

urren
es de lamême hypothèse.C'est pour 
ela que le système 
omporte des règles stru
turelles qui permettent de dé-
rire pré
isément la �gestion� des hypothèses : l'a�aiblissement permet d'ajouter de nouvelleshypothèses, et la 
ontra
tion permet de 
onfondre deux o

urren
es di�érentes d'une mêmehypothèse.L'ensemble des règles est donné dans le tableau suivant. La formalisation des règles pourla négation né
essite l'usage d'une 
onstante de proposition ⊥ (appellée �faux") représentantla 
ontradi
tion.



10 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTION
AXIOME
A ⊢ A ax.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .REGLES LOGIQUES

Γ ⊢ A Γ′ ⊢ B
Γ,Γ′ ⊢ A ∧B

∧i
Γ ⊢ A ∧B
Γ ⊢ A ∧eg

Γ ⊢ A ∧B
Γ ⊢ B ∧ed

Γ, A ⊢ B
Γ ⊢ A→ B

→i
Γ ⊢ A→ B Γ′ ⊢ A

Γ,Γ′ ⊢ B
→e

Γ, A ⊢⊥
Γ ⊢ ¬A ¬i

Γ ⊢ ¬A Γ′ ⊢ A
Γ,Γ′ ⊢⊥

¬e

Γ ⊢ A[y/x]
Γ ⊢ ∀xA ∀i (∗)

Γ ⊢ ∀xA
Γ ⊢ A[t/x] ∀e

Γ ⊢ A
Γ ⊢ A ∨B

∨ig
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨B ∨id

Γ ⊢ A ∨B Γ′, A ⊢ C Γ′′, B ⊢ C
Γ,Γ′,Γ′′ ⊢ C

∨e

Γ ⊢ A[t/x]
Γ ⊢ ∃xA ∃i

Γ ⊢ ∃xA Γ′, A[y/x] ⊢ C
Γ,Γ′ ⊢ C ∃e (∗∗)(*) La règle ∀i ne vaut que si y n'a pas d'o

urren
es libres dans Γ, A.(**) La règle ∃e ne vaut que si y n'a pas d'o

urren
es libres dans Γ′, A, C.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .REGLES STRUCTURELLES

Γ ⊢ B
Γ, A ⊢ B w

Γ, A,A ⊢ B
Γ, A ⊢ B cTable 1.1 � Règles de dédu
tion naturelle



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 11Commentaire. Les règles stru
turelles sont très importantes au plan algorithmique, si l'onpense qu'une démonstration de Γ ⊢ A est un algorithme dont les entrées sont Γ et la sortie A.L'a�aiblissement représente le 
as d'une entrée qu'on n'utilise pas (e�a
ement) et la 
ontra
-tion, 
elui d'une entrée qu'on utilise plusieurs fois (dupli
ation). On aurait pu 
onsidérer uneautre règle stru
turelle, appelée é
hange, qui permet de 
hanger l'ordre des hypothèses (
elasuppose bien sûr que les hypothèses soient organisées en suites ordonnées). Mais son ajoutaugmente grandement la 
omplexité syntaxique du système sans présenter d'intérêt évident.Dès lors qu'on ne s'intéresse pas au 
ontenu algorithmique des démonstrations, mais seule-ment à 
e qu'elles démontrent, on peut 
onsidérer que les 
ontra
tions sont faites systémati-quement ; autrement dit, on peut 
onsidérer que les hypothèses forment un ensemble (on verraau 
hapître III que 
ette vision ensembliste ne 
onvient pas du point de vue algorithmique5).Notion de dédu
tion.Une dédu
tion dans 
e système est une suite �nie S0, ..., Sn de séquents tels que pour tout
i ≤ n, l'une des 
onditions suivantes est réalisée :(a) Si est un axiome,(b) Si est obtenue par appli
ation d'une des règles à des séquents Sj pour des j < i.Une formule A est dédu
tible de Γ, s'il existe une dédu
tion qui se termine par le séquent
Γ ⊢ A (notation Γ ⊢m A). Une formule est un théorème si elle est dédu
tible de la suite vide(notation ⊢m A).Comme dans le 
as du système axiomatique, les dédu
tions se représentent naturellement sousforme d'arbres.Conventions.(i) Dans les règles ∀i et ∃e, la variable y s'appelle le paramètre propre de la règle. On supposeratoujours qu'un paramètre propre n'apparaît jamais hors de la sous-dédu
tion qui se terminepar la règle dont il est le paramètre propre.(ii) On supposera que la négation n'est pas un symbole primitif, et que ¬A est dé�ni 
omme
A→⊥. Les règles ¬i et ¬e deviennent alors des 
as parti
uliers de → i et → e. Inversement sion prend ¬ 
omme symbole primitif, alors on peut démontrer l'équivalen
e de ¬A et A→⊥.(iii) On appelle formule prin
ipale d'une règle, la formule qui 
ontient le 
onne
teur qu'onintroduit ou élimine par 
ette règle (la formule prin
ipale d'une introdu
tion apparaît don
dans la 
on
lusion et la formule prin
ipale d'une élimination, dans l'une des prémisses).(iv) Dans les dérivations 
on
rètes, les règles stru
turelles ne sont pas é
rites expli
itement :elles sont �intégrées" dans les règles logiques ; en outre les barres des axiomes sont omises.Exemples.L'exemple (a) 
ontient un a�aiblissement sur B et l'exemple (b) une 
ontra
tion sur A ; dansl'exemple (
), on a pris 
omme paramètre de la règle ∀i la variable x elle-même, 
e qu'on peutpresque toujours faire.(a) A→ (B → A)

A ⊢ A
A ⊢ B → A

w +→i

⊢ A→ (B → A)
→i



12 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTION(b) (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))

A→ (B → C) ⊢ A→ (B → C) A ⊢ A
A→ (B → C), A ⊢ B → C

→e
A→ B ⊢ A→ B A ⊢ A

A→ B,A ⊢ B
→e

A→ (B → C), A→ B,A ⊢ C c+→e

A→ (B → C), A→ B ⊢ A→ C
→i

A→ (B → C) ⊢ (A→ B) → (A→ C)
→i

⊢ (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))
→i(
) ¬∃xA→ ∀x¬A

¬∃xA ⊢ ¬∃xA
A ⊢ A
A ⊢ ∃xA ∃i

¬∃xA,A ⊢⊥ ¬e

¬∃xA ⊢ ¬A ¬i

¬∃xA ⊢ ∀x¬A ∀i

⊢ ¬∃xA→ ∀x¬A
→iRemarque. Sans les 
onditions sur le paramètre y, les règles ∀i et ∃e deviennent fausses :on peut par exemple démontrer ∃xPx→ ∀yPy et ∃x∀y((Px→ Py) ∧ (Py → Px)).Commentaire. L'utilisation de règles stru
turelles 
onstitue 
e qu'on pourrait appeler unegestion �logique" des hypothèses, mais on pourrait aussi imaginer une gestion �naturelle" qui,au lieu de permettre des a�aiblissements et des 
ontra
tions à des endroits arbitraires, leslimiterait à leur pla
e �naturelle" : on ajoute une formule quand on en a besoin, et on 
onfonddeux o

urren
es à 
ontra
ter dès qu'elles se ren
ontrent. Pour 
ela on n'a pas besoin de règlesexpli
ites, mais de 
onventions :� Les règles qui font disparaître des hypothèses (→ i, ¬i, ∨e et ∃e) sont appli
ables mêmedans le 
as où 
es hypothèses ne sont pas présentes.� On �marque� les hypothèses (deux o

urren
es re
oivent la même marque si et seulementsi on veut les 
ontra
ter) et les hypothèses marquées sont gérées 
omme des ensembles : ainsideux o

urren
es de la même formule ayant la même marque sont 
onfondues dès qu'ellesapparaissent dans le même séquent.La gestion logique est 
elle qui 
onvient le mieux quand on prouve des théorèmes sur lesystème, et la gestion naturelle quand on utilise le système du point de vue algorithmique.En fait, il n'y guère de raisons d'utiliser la gestion naturelle ave
 la dédu
tion de séquents,
ar 
ela 
orrespond exa
tement à la dédu
tion de formules.b) Dédu
tion de formulesAu lieu de manipuler des séquents, on 
onstruit dire
tement des dédu
tions à partir d'hy-pothèses en raisonnant sur les formules. L'étape de base, qui dans la version pré
édente étaitl'axiome A ⊢ A, devient la dédu
tion de A sous l'hypothèse A qu'on é
rit simplement A.Ensuite on 
onstruit des dédu
tions 
omplexes en appliquant des règles logiques, qui sont parexemple pour la 
onjon
tion :

A B
A ∧B ∧i

A ∧B
A

∧eg
A ∧B
A

∧ed



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 13L'introdu
tion de la 
onjon
tion permet ainsi de 
onstruire une dédu
tion de A ∧ B à partirde dédu
tions de A et B (les hypothèses de la dédu
tion résultante étant exa
tement 
ellesdes dédu
tions initiales). Plus généralement, les dédu
tions se présentent sous forme d'arbres :les feuilles de l'arbre représentent les hypothèses, la ra
ine de l'arbre représente la 
on
lusionet les noeuds intermédiaires représentent la 
on
lusion d'une règle dont les prémisses sont lesnoeuds immédiatement au dessus dans l'arbre.Cette 
onstru
tion simple ne vaut que pour les règles qui ne font pas disparaître d'hypo-thèses. Dans le 
as général, on doit pouvoir muti�er des hypothèses : une hypothèse d'unedédu
tion initiale disparait dans la dédu
tion résultante. Considérons par exemple le 
as del'introdu
tion de l'impli
ation : on doit passer d'une dédu
tion de B sous l'hypothèse A àune dédu
tion de A → B sans hypothèse ; on le fera en muti�ant A dans la dédu
tion de Bsous l'hypothèse A (formellement on rempla
e les o

urren
es de A par [[A]]). On adoptera lareprésentation suivante 6
A...
d...
B

[[A]]...
d...
B

A→ Bdédu
tion d de B dédu
tion de A→ B où l'hypothèsesous l'hypothèse A A de d a été muti�éeCependant l'opération de muti�
ation de A, pour être adéquate, doit pouvoir ne s'appliquerqu'à 
ertaines o

urren
es de l'hypothèse A dans la dédu
tion (et même éventuellement au-
une). On a don
 besoin d'une version plus sophistiquée de 
ette opération, permettant depré
iser quelles o

urren
es de la formule sont 
on
ernées par une muti�
ation parti
ulière(puisque des o

urren
es di�érentes de la même formule peuvent être muti�ées à des mo-ments di�érents). On peut le faire en atta
hant un même entier à 
es o

urren
es et à la règleappliquée :
[[A]]n...
d...
B

A→ B
→i nCela revient à regrouper les o

urren
es d'une formule par paquets et à les lier dans lesdédu
tions 
omme on lie des variables dans une formule. Bien sûr le 
hoix de l'entier nn'a au
une importan
e, 
elui-
i n'étant qu'un lieur. Lorsqu'on manipule des démonstrations,
es liaisons de variables posent les problèmes habituels de 
apture de variables (quand uneo

urren
e libre rentre malen
ontreusement dans le 
hamp d'un lieur).Ave
 les 
onventions de notation pré
édentes, les règles de dédu
tion naturelle deviennentles suivantes : Une dédu
tion de A sous les hypothèses Γ devient dans 
e 
adre un arbre dontla 
on
lusion est A et dont les hypothèses non muti�ées sont toutes dans Γ. Il faut noter quela dé�nition de la notion de dédu
tion est plus di�
ile qu'ave
 les séquents.
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A B
A ∧B ∧i

A ∧B
A

∧eg
A ∧B
B

∧ed

[[A]]n...
d...
B

A→ B
→i n A→ B A

B
→e

[[A]]n...
d...
⊥
¬A ¬i n ¬A A

⊥ ¬e

A[y/x]

∀xA ∀i (∗)
∀xA
A[t/x]

∀e

A
A ∨B ∨ig

B
A ∨B ∨id

A ∨B

[[A]]n...
d1...
C

[[B]]n...
d2...
C

C
∨e n

A[t/x]

∃xA ∃i
∃xA

[[A[y/x]]]n...
d...
C

C
∃e n (∗)(*) La règle ∀i (resp. ∃e) ne vaut que si y n'a pas d'o

urren
es libres dans

A et les hypothèses (resp. A,C et les hypothèses de d autres que A[y/x]).Table 1.2 � Règles de dédu
tion naturelle � dédu
tion de formules



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 15Exer
i
e 2 Dé�nir formellement la notion de dédu
tion dans 
e système.Exemple. (on pourra remarquer que les démonstrations sont un peu moins lourdes dans
ette version de la dédu
tion naturelle que dans la pré
édente)(a) A→ (B → A)

[[A]]2

B → A
→i 1

A→ (B → A)
→i 2(b) (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))

[[A→ (B → C)]]3 [[A]]1

B → C
→e

[[A→ B]]2 [[A]]1

B
→e

C
→e

A→ C
→i 1

(A→ B) → (A→ C)
→i 2

(A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))
→i 3(
) ¬∃xA→ ∀x¬A

[[¬∃xA]]2
[[A]]1

∃xA ∃i

⊥ ∃e

¬A ¬i 1

∀x¬A ∀i

¬∃xA→ ∀x¬A →i 2Commentaire. On voit apparaître sur 
es exemples une stratégie de re
her
he de démons-trations extrêmement simple : partant de la 
on
lusion, on détruit le 
onne
teur prin
ipal (i.e.on 
onsidère que la règle pré
édente était une introdu
tion) tant que 
ela est possible, puison essaie d'obtenir la formule restante à partir des hypothèses en appliquant des éliminations.Cette stratégie donne une assez bonne idée de la manière de re
her
her des démonstrationsen dédu
tion naturelle, au moins quand on ne 
onsidère que des formules ave
 →,∧ et ∀.Comme le montre l'exemple suivant, la situation est di�érente quand le 
onne
teur prin
ipalde la formule est un ∨ : dans 
e 
as, il est préférable de ne pas détruire le 
onne
teur prin
ipal(la raison est 
laire : il se peut très bien qu'on puisse prouver Γ ⊢ A ∨ B sans qu'on puisseprouver ni Γ ⊢ A ni Γ ⊢ B ; en revan
he prouver Γ ⊢ A ∧ B revient exa
tement à prouver
Γ ⊢ A et Γ ⊢ B).Exemple.
[[(A ∧B) ∨C]]3

[[A ∧B]]2

A
∧eg

A ∨ C ∨ig

[[C]]2

A ∨ C ∨id

A ∨ C ∨e 2
[[(A ∧B) ∨ C]]3

[[A ∧B]]1

B
∧ed

B ∨ C ∨ig

[[C]]1

B ∨ C ∨ig

B ∨ C ∨e 1

(A ∨ C) ∧ (B ∨ C)
∧i

((A ∧B) ∨ C) → ((A ∨ C) ∧ (B ∨ C))
→i 3
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Exer
i
e 3 Montrer
⊢m A→ ¬¬A
⊢m (A→ (B → C)) → ((A ∧B) → C)
⊢m ∀x(A ∧B) → (∀xA ∧ ∀xB)
⊢m ∀x(A→ B) → (A→ ∀xB) (si x n'a pas d'o

urren
e libre dans A)
⊢m ∃x(A ∨B) → (∃xA ∨ ∃xB)1.2.3 Le raisonnement non 
onstru
tifLes règles de dédu
tion naturelle que nous avons vues jusqu'à maintenant ne rendent pas
ompte de tout le raisonnement mathématique. Ce sont les règles de la logique minimale. Lessymboles ⊢m et ≡m introduits au �2.2 désignent respe
tivement les relations de dédu
tibilitéet d'équivalen
e entre formules en logique minimale.En fait les règles de la logique minimale ne disent rien sur la 
onstante ⊥ qui de 
e fait nese distingue pas d'une lettre de formule quel
onque, 
omme le montre la proposition suivante.Proposition 1.2.1 Soient A1, ..., An, A,B des formules. Alorssi A1, ..., An ⊢m A, alors A1[B/ ⊥], ..., An[B/ ⊥] ⊢m A[B/ ⊥].Démonstration. Ré
urren
e immédiate sur la 
onstru
tion de la dédu
tion A1, ..., An ⊢m A.Pour pouvoir démontrer toutes les vérités logiques, on doit ajouter 
ertaines règles pourle maniement de ⊥.En ajoutant la règle d'absurdité intuitionniste ⊥e

⊥
A

⊥e (ou Γ ⊢⊥
Γ ⊢ A ⊥e dans la dédu
tion de séquents)on obtient la logique intuitionniste. On dé�nit de façon évidente les notions de dédu
tion et dedédu
tibilité intuitionnistes (on utilise les symboles ⊢i et ≡i pour la dédu
tibilité et l'équiva-len
e en logique intuitionniste). La règle ⊥i n'est pas démontrable en logique minimale : sinon,
omme en logique minimale ⊥ joue le r�le d'une formule quel
onque, on pourrait tout aussibien démontrer ¬ ⊥→ A et don
 A, pour une formule A arbitraire ! Voi
i un exemple 
on
retoù la règle ⊥i est né
essaire : (¬¬A→ ¬¬B) → ¬¬(A→ B) est une formule démontrable enlogique intuitionniste mais pas en logique minimale (
f remarque 2.4. ? 7).On 
onsidère généralement que l'absurdité intuitionniste est un raisonnement 
onstru
tif, bienque son 
ara
tère 
onstru
tif soit di�
ile à expli
iter.Exemple. La formule ¬¬(¬¬A→ A) est démontrable en logique intuitionniste mais pas en



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 17logique minimale. Voi
i la démonstration en logique intuitionniste.
[[¬(¬¬A→ A)]]3

[[¬¬A]]2

[[¬(¬¬A→ A)]]3
[[A]]1

¬¬A→ A
→i

⊥ ¬e

¬A ¬i 1

⊥ ¬e

A
⊥e

¬¬A→ A
→i 2

⊥ ¬e

¬¬(¬¬A→ A)
¬i 3En ajoutant la règle d'absurdité 
lassique ⊥c

[[¬A]]......
⊥
A

⊥c (ou Γ,¬A ⊢⊥
Γ ⊢ A ⊥c dans la dédu
tion de séquents)on obtient la logique 
lassique. On dé�nit de façon évidente les notions de dédu
tion et dedédu
tibilité 
lassiques (on utilise les symboles ⊢c et ≡c pour la dédu
tibilité et l'équivalen
een logique 
lassique). On remarque que ⊥i se déduit de ⊥c (en fait 
'est le 
as parti
ulier oùl'hypothèse ¬A n'apparait pas) :

Γ ⊢⊥
Γ,¬A ⊢⊥ w

Γ ⊢ A ⊥cOn montrera plus tard que ⊥c n'est pas démontrable en logique intuitionniste. Le tiers-ex
lu
A ∨ ¬A fournit un exemple 
on
ret de formule démontrable en logique 
lassique mais pas enlogique intuitionniste.Remarque. En logique intuitionniste tous les 
onne
teurs sont indépendants les uns desautres (
f 
hapître II). En revan
he, en logique 
lassique on peut tout dé�nir à partir de ¬, ∧et ∀, par exemple.Exemple. La règle ⊥c permet de démontrer ¬∀xA→ ∃x¬A

[[¬∀xA]]3

[[¬∃x¬A]]2
[[¬A]]1
∃x¬A ∃i

⊥ ¬e

A
⊥c 1

∀xA ∀i

⊥ ¬e

∃x¬A ⊥c 2

¬∀xA→ ∃x¬A →i 3



18 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONExer
i
e 4 Montrer
⊢c (A ∨B) ↔ ¬(¬A ∧ ¬B)

⊢c ∃xA↔ ¬∀x¬A
⊢m ¬(A ∨B) ↔ (¬A ∨ ¬B)

⊢m ¬∃xA↔ ∀x¬AExer
i
e 5 (i) Montrer qu'en logique intuitionniste, on peut restreindre la règle ⊥i au 
asoù A est atomique.(ii) Montrer qu'en logique 
lassique ave
 
omme seuls opérateurs primitifs ∧,→,∀ et ⊥, onpeut restreindre la règle ⊥c au 
as où A est atomique. Pour se 
onvain
re du fait que ça nemar
he pas en général, on pourra 
onsidérer l'exemple de A ∨ ¬A.Exer
i
e 6 Montrer l'équivalen
e de la dédu
tion naturelle 
lassique ave
 le système axio-matique présenté au début.Commentaire. La logique 
lassique et la logique intuitionniste n'ont pas les mêmes préten-tions : la logique 
lassique rend 
ompte de la vérité (⊢c A est à interpréter 
omme �A estvrai�) alors que la logique intuitionniste rend 
ompte de l'a

ès qu'on a à la vérité ( ⊢i Aest à interpréter 
omme �je sais que A "). Voi
i un exemple bien 
onnu de démonstration enlogique 
lassique d'un énon
é, par ailleurs démontrable en logique intuitionniste, qui donneune bonne idée de la di�éren
e. Considérons l'énon
é �il existe a, b nombres irrationnels telsque ab soit rationnel�. Voi
i une démonstration utilisant le tiers-ex
lu (on suppose 
onnu lefait que √
2 est irrationnel) : si √2

√
2 est rationnel on prend a =

√
2 et b =

√
2 ; sinon onprend a =

√
2

√
2 et b = √

2 et on a ab = 2 qui est rationnel ; dans tous les 
as, ab est bienrationnel. Cette démonstration en logique 
lassique ne permet pas d'exhiber de 
ouple (a, b)ayant la propriété requise, et pour en exhiber un, il faut une démonstration beau
oup plus
ompliquée.La prétention de la logique intuitionniste est pré
isément de formaliser les preuves 
onstru
-tives. On verra au 
hapître II que la logique intuitionniste a les propriétés de disjon
tion (si
⊢i A∨B, alors ⊢i A ou ⊢i B) et d'existen
e (si ⊢i ∃xA, alors ⊢i A[t/x] pour un 
ertain terme
t). On verra au 
hapître III 
omment on peut extraire des algorithmes de démonstrations enlogique intuitionniste. 8Il y a plusieurs façons d'obtenir la logique 
lassique en ajoutant des s
hémas d'axiomes :Logique intuitionniste + A ∨ ¬A (tiers ex
lu)Logique intuitionniste + (¬A→ A) → A (loi de Peir
e)Logique minimale + ¬¬A→ A (élimination des doubles négations)Logique minimale + (¬B → ¬A) → (A→ B) (
ontraposition)Montrons d'abord 
ha
un de 
es s
hémas en logique 
lassique :
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lu
[[¬(A ∨ ¬A)]]2

[[¬(A ∨ ¬A)]]2
[[A]]1

A ∨ ¬A ∨ig

⊥ ¬e

¬A ¬i 1

A ∨ ¬A ∨id

⊥ ¬e

A ∨ ¬A ⊥c 2Loi de peir
e
[[¬A]]1

[[¬A→ A]]2 [[¬A]]1
A

→e

⊥ ¬e

A
⊥c1

(¬A→ A) → A
→i 2Elimination des doubles négations

[[¬¬A]]2 [[¬A]]1
⊥ ¬e

A
⊥c 1

¬¬A→ A
→i 2Contraposition

[[¬B → ¬A]]3 [[¬B]]1

¬A
→e

[[A]]2

⊥ ¬e

B
⊥c 1

A→ B
→i 2

(¬B → ¬A) → (A→ B)
→i 3Montrons maintenant la règle de l'absurdité 
lassique à partir des autres s
hémas :Tiers ex
lu

A ∨ ¬A

[[¬A]]1......
⊥
A

⊥e
[[A]]1

A
∨e 1
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e
(¬A→ A) → A

[[¬A]]1......
⊥
A

⊥e

¬A→ A
→i 1

A
→eElimination des doubles négations

¬¬A→ A

[[¬A]]1......
⊥

¬¬A →i 1

A
→eContraposition

(¬A→ ¬¬¬A) → (¬¬A→ A)

[[¬¬A]]1 [[¬A]]2
⊥ ¬e

¬¬¬A ¬i 1

¬A→ ¬¬¬A →i 2

¬¬A→ A
→e

[[¬A]]3......
⊥

¬¬A ¬i 3

A
→eExer
i
e 7 Montrer

⊢m (A ∨ ¬A) → ((¬A→ A) → A)
⊢m (¬¬A→ A) → ((¬A→ A) → A)Remarque. On a montré l'équivalen
e au dessus de la logique minimale de 
ertains s
hémasd'axiomes ; 
ela ne signi�e évidemment pas que les énon
és 
orrespondants sont équivalentsen logique minimale : par exemple, ((¬A→ A) → A) → (A∨¬A) et (¬¬A→ A) → (A∨¬A)ne sont pas démontrables en logique intuitionniste (
f 
hapître II).1.2.4 De la logique intuitionniste à la logique 
lassiqueLa logique intuitionniste di�ère de la logique 
lassique en 
e qu'elle n'admet que les raison-nements 
onstru
tifs. Cependant au plan syntaxique la di�éren
e est simple puisqu'il s'agitseulement de savoir si on peut rempla
er ¬¬A par A. En fait, on peut transformer toute dé-monstration 
lassique en démonstration intuitionniste au moyen d'une tradu
tion de Gödel,qui 
onsiste à pla
er des �¬¬� devant les formules atomiques, les ∨ et les ∃. Bien sûr, 
ettetransformation ne 
onserve pas la 
on
lusion de la démonstration : la nouvelle 
on
lusion estseulement équivalente à l'an
ienne en logique 
lassique.



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 21Appelons stable (par double négation) une formule telle que ¬¬A ⊢m A. Si A est stable,on a en fait ¬¬A ≡m A.Lemme 1.2.2 La 
onstante ⊥ est stable, et pour toute formule A, ¬A est stable.Démonstration.
¬¬ ⊥

[[⊥]]1

¬ ⊥ ¬i 1

⊥ ¬e

¬¬¬A

[[¬A]]1 [[A]]2

⊥ ¬e

¬¬A ¬i 1

⊥ ¬e

¬A ¬i 2Lemme 1.2.3 (dépla
ement des doubles négations à l'intérieur des ∧,→ et ∀ )(a) ¬¬(A ∧B) ⊢m ¬¬A ∧ ¬¬B(b) ¬¬(A→ B) ⊢m ¬¬A→ ¬¬B(
) ¬¬∀xA ⊢m ∀x¬¬ADémonstration.(a) ¬¬(A ∧B) ⊢m ¬¬A ∧ ¬¬B

¬¬(A ∧B)

[[¬A]]2
[[A ∧B]]1

A
∧eg

⊥ ¬e

¬(A ∧B)
¬i 1

⊥ ¬e

¬¬A ¬i 2

¬¬(A ∧B)

[[¬B]]4
[[A ∧B]]3

B
∧ed

⊥ ¬e

¬(A ∧B)
¬i 3

⊥ ¬e

¬¬B ¬i 4

¬¬A ∧ ¬¬B ∧i(b) ¬¬(A→ B) ⊢m ¬¬A→ ¬¬B

[[¬¬A]]4

¬¬(A→ B)

[[¬B]]3
[[A→ B]]1 [[A]]2

B
→e

⊥ ¬e

¬(A→ B)
¬i 1

⊥ ¬e

¬A ¬i 2

⊥ ¬e

¬¬B ¬i 3

¬¬A→ ¬¬B →i 4(
) ¬¬∀xA ⊢m ∀x¬¬A

¬¬∀xA

[[¬A]]2
[[∀xA]]1
A

∀e

⊥ ¬e

¬∀xA ¬i 1

⊥ ¬e

¬¬A ¬i 2

∀x¬¬A ∀i



22 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONExer
i
e 8(a) A→ B ⊢m ¬B → ¬A(b) ¬¬B → ¬¬A ⊢m ¬A→ ¬BDé�nition 1.2.4 La tradu
tion de Gödel est une appli
ation qui à toute formule A asso
ieune formule A◦ 
lassiquement équivalente à A dé�nie par 9 :
⊥◦=⊥
A◦ = ¬¬A si A est atomique
(A ∧B)◦ = A◦ ∧B◦

(A→ B)◦ = A◦ → B◦

(∀xA)◦ = ∀x(A◦)
(A ∨B)◦ = ¬¬(A◦ ∨B◦)
(∃xA)◦ = ¬¬∃x(A◦)On remarquera que (¬A)◦ = ¬A◦.Proposition 1.2.5 Pour toute formule A, A◦ est stable par double négation.Démonstration. On pro
ède par ré
urren
e sur la 
omplexité de A◦. Si A◦ est ⊥ ou 
ommen
epar une négation, alors le résultat vient de 1.2.2. Si le 
onne
teur prin
ipal de A◦ est ∧, → ou

∀, on utilise 1.2.3 : supposons par exemple que A◦ soit C◦∧D◦ ; par 1.2.3 on a ¬¬(C◦∧D◦) ⊢m

¬¬C◦ ∧ ¬¬D◦ ; mais par hypothèse de ré
urren
e, ¬¬C◦ ≡m C◦ et ¬¬D◦ ≡m D◦ et don

¬¬(C◦ ∧D◦) ⊢m C◦ ∧D◦.Proposition 1.2.6 Si A1, ..., An ⊢c A, alors A◦

1, ..., A
◦
n ⊢m A◦. Plus pré
isément, il existe unalgorithme qui permet de transformer toute dédu
tion 
lassique d de A sous les hypothèses

A1, ..., An en une dédu
tion minimale d◦ de A◦ sous les hypothèses A◦
1, ..., A

◦
n .Démonstration. On 
onstruit d◦ par ré
urren
e sur la 
onstru
tion de d. Pour une dédu
tionde longueur 1, le résultat est évident.Si la dernière règle 
on
erne ∧, → ou ∀, la 
onstru
tion n'utilise que l'hypothèse de ré
urren
eet la dé�nition de A◦. Par exemple si d1 et d2 se transforment en d◦1 et d◦2, alors

d1......
A

d2......
B

A ∧B ∧i se transforme en d◦1......
A◦

d◦2......
B◦

A◦ ∧B◦
∧iSi la dernière règle est ∨i ou ∃i, on 
onstruit en plus une double négation : par exemple,

d......
A

A ∨B ∨ig se transforme en ......
(A◦ ∨B◦) → ¬¬(A◦ ∨B◦)

d◦......
A◦

A◦ ∨B◦
∨ig

¬¬(A◦ ∨B◦)
→e



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 23Si la dernière règle est ⊥c, on utilise la proposition 1.2.5 pour enlever une double négation :
[[¬A]]1...
d...
⊥
A

⊥c 1 se transforme en ......
¬¬A◦ → A◦

[[¬A◦]]1...
d◦...
⊥

¬¬A◦ →i 1

A◦
→eSi la dernière règle est ∨e ou ∃e, on utilise la proposition 1.2.5 pour enlever une doublenégation : ...

d1...
A ∨B

[[A]]1...
d2...
C

[[B]]1...
d3...
C

C
∨e 1se transforme en

...
d◦1...

¬¬(A◦ ∨B◦)

[[A◦ ∨B◦]]2
[[¬C◦]]3

[[A◦]]1...
d◦2...
C◦

⊥ ¬e

[[¬C◦]]3

[[B◦]]1...
d◦3...
C◦

⊥ ¬e

⊥ ∨e 1

¬(A◦ ∨B◦)
¬i 2

⊥ ¬e

¬¬C◦ ¬i 3

C◦ prop 1.2.5Exer
i
e 9 On dé�nit une autre tradu
tion • de la logique 
lassique dans la logique minimalepar 10 :
⊥•=⊥
A• = ¬¬A si A est atomique
(A ∧B)• = A• ∧B•

(A→ B)• = A• → B•

(∀xA)• = ∀x(A•)

(A ∨B)• = ¬(¬A• ∧ ¬B•)

(∃xA)• = ¬∀x(¬A•).Montrer que 
ette tradu
tion satisfait aussi la proposition 2.4.4.



24 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONLemme 1.2.7 (dépla
ement des ¬¬ à l'extérieur des ∧, → et ∀)(a) ¬¬A ∧ ¬¬B ⊢m ¬¬(A ∧B)(b) ¬¬A→ ¬¬B ⊢i ¬¬(A→ B)(
) ∀x¬¬A ⊢c ¬¬∀xADémonstration.(a) ¬¬A ∧ ¬¬B ⊢m ¬¬(A ∧B)

¬¬A ∧ ¬¬B
¬¬B ∧ed

¬¬A ∧ ¬¬B
¬¬A ∧eg

[[¬(A ∧B)]]3
[[A]]1 [[B]]2

A ∧B ∧i

⊥ ¬e

¬A ¬i 1

⊥ ¬e

¬B ¬i 2

⊥ ¬e

¬¬(A ∧B)
¬i 3(b) ¬¬A→ ¬¬B ⊢i ¬¬(A→ B)

[[¬(A→ B)]]4

¬¬A→ ¬¬B

[[¬A]]2 [[A]]3

⊥ ¬e

¬¬A ¬i 2

¬¬B →e

[[¬(A→ B)]]4
[[B]]1

A→ B
→i

⊥ ¬e

¬B ¬i 1

⊥ ¬e

B
⊥e

A→ B
→i 3

⊥ ¬e

¬¬(A→ B)
¬i 4

(c) ∀x¬¬A ⊢c ¬¬∀xA

[[¬∀xA]]2

∀x¬¬A
¬¬A ∀e

[[¬A]]1
⊥ ¬e

A
⊥c 1

∀xA ∀i

⊥ ¬e

¬¬∀xA ¬i 2Remarque. Les résultats du lemme pré
édent ne peuvent pas être améliorés 
ar
(¬¬A → ¬¬B) → ¬¬(A → B) n'est pas démontrable en logique minimale et ∀x¬¬A →
¬¬∀xA n'est pas démontrable en logique intuitionniste (
f 
hapître II 11).Voi
i un argument permettant de déduire que (¬¬A → ¬¬B) → ¬¬(A → B) n'est pasdémontrable en logique minimale, du fait que (¬A → A) → A n'est pas démontrable enlogique intuitionniste : si ¬¬A → ¬¬B ⊢m ¬¬(A → B), alors en substituant A à ⊥ et ⊥à B on obtient par 1.2.1 ((A → A) → A) → ((⊥→ A) → A) ⊢m ((A →⊥) → A) → A ;
omme l'hypothèse est démontrable en logique minimale, la 
on
lusion aussi, 
'est à dire
⊢m (¬A→ A) → A.



1.2. LA DÉDUCTION NATURELLE. 25Lemme 1.2.8(a) ¬(A ∨B) ≡m ¬A ∧ ¬B(b) ¬∃xA ≡m ∀x¬ADémonstration. On montre la partie (a) et on laisse (b) en exer
i
e.(i) ¬A ∧ ¬B ⊢m ¬(A ∨B)

[[A ∨B]]2

¬A ∧ ¬B
¬A ∧eg

[[A]]1

⊥ ¬e

¬A ∧ ¬B
¬B ∧ed

[[B]]1

⊥ ¬e

⊥ ∨e 1

¬(A ∨B)
¬i 2(ii) ¬(A ∨B) ⊢m ¬A ∧ ¬B

¬(A ∨B)

[[A]]2

A ∨B
∨ig

⊥ ¬e

¬A ¬i 2

¬(A ∨B)

[[B]]1

A ∨B ∨id

⊥ ¬e

¬B ¬i 1

¬A ∧ ¬B ∧iExer
i
e 10
¬¬(A→ B) ≡m A→ ¬¬BLemme 1.2.9 Pour toute formule C du 
al
ul propositionnel, C◦ ≡i ¬¬C.Démonstration. On pro
ède par ré
urren
e sur la 
omplexité de C.(1) Si C =⊥, alors C◦ =⊥ et le résultat vient de 1.2.2.(2) Si C est une formule atomique distin
te de ⊥, alors C◦ = ¬¬C et le résultat est trivial.(3) Si C = A∧B, alors C◦ = A◦ ∧B◦. Par hypothèse de ré
urren
e, A◦ ≡i ¬¬A, B◦ ≡i ¬¬Bet don
 C◦ ≡i ¬¬A ∧ ¬¬B ; �nalement par 1.2.3 et 1.2.7, on a C◦ ≡i ¬¬(A ∧B).(4) Si C = A → B, alors C◦ = A◦ → B◦. Par hypothèse de ré
urren
e, A◦ ≡i ¬¬A, B◦ ≡i

¬¬B et don
 C◦ ≡i ¬¬A→ ¬¬B ; �nalement par 1.2.3 et 1.2.7, on a C◦ ≡i ¬¬(A→ B).(5) Si C = A ∨B, alors C◦ = ¬¬(A◦ ∨B◦). Par hypothèse de ré
urren
e, A◦ ≡i ¬¬A, B◦ ≡i

¬¬B et don
 C◦ ≡i ¬¬(¬¬A ∨ ¬¬B) ≡i ¬(¬¬¬A ∧ ¬¬¬B) ≡i ¬(¬A ∧ ¬B) ≡i ¬¬(A ∨ B)(les équivalen
es utilisent respe
tivement 1.2.8, 1.2.2 et 1.2.8).Remarque. La formule C◦ → ¬¬C n'est pas démontrable en logique mininale, 
ar
(¬¬A→ ¬¬B) → ¬¬(A→ B) ne l'est pas (
f remarque pré
édente).Proposition 1.2.10 (Théorème de Glivenko) Pour toute formule C du 
al
ul propositionnel,

⊢c C si et seulement ⊢i ¬¬CDémonstration. Par 1.2.6 et 1.2.9.



26 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONCommentaire La démonstration de la proposition pré
édente repose sur la possibilité de fairepasser les doubles négations à l'extérieur. On ne peut pas prouver le résultat pour la logiqueminimale 
ar pour faire passer les doubles négations à l'extérieur d'un →, on a besoin de lalogique intuitionniste ; on ne peut pas l'étendre au 
al
ul des prédi
ats 
ar pour faire passer lesdoubles négations à l'extérieur d'un ∀, on a besoin de la logique 
lassique (
f 1.2.7 et remarquesuivante).Pour justi�er 
ela formellement on peut montrer (
f 
hapître II 12) que ¬¬(¬¬A→ A) n'estpas démontrable en logique minimale et que ¬¬∀x(Rx∨¬Rx) n'est pas démontrable en logiqueintuitionniste (bien sûr ¬¬A→ A et ∀x(Rx ∨ ¬Rx) sont démontrables en logique 
lassique).Exer
i
e 11 Montrer que pour toute formule A du 
al
ul des prédi
ats, A est démontrable enlogique 
lassique si et seulement si ¬¬A est démontrable en logique intuitionniste augmentéedu s
héma d'axiome ∀x¬¬A→ ¬¬∀xA.Exer
i
e 12(a) ⊢m ¬¬(A ∨ ¬A)(b) ⊢m ¬¬((¬A→ A) → A)(
) ⊢i ¬¬(¬¬A→ A)(d) ⊢i ¬¬((¬B → ¬A) → (A→ B))1.2.5 La notion de 
oupure en dédu
tion naturelleEn mathématiques, on fait souvent usage de démonstrations �indire
tes", qui prennentgénéralement la forme suivante : pour déduire B de Γ, on fait appel à une propriété A qu'onsait déduire de Γ (A est éventuellement beau
oup plus 
ompliquée que B) et dont on démontrequ'elle entraîne B, au lieu de déduire dire
tement B de Γ. Ce type de démonstration reposesur la transitivité de la dédu
tion : de Γ ⊢ A et Γ, A ⊢ B on déduit Γ ⊢ B.En dédu
tion naturelle la transitivité n'est pas tout à fait une �gure élémentaire de rai-sonnement, elle s'obtient en deux étapes : on doit d'abord enregistrer le fait que A entraîne
B sous forme d'un lemme A→ B, puis de A et A→ B déduire B. La situation devient don
la suivante :

[[A]]1...
d2...
B

A→ B
→i 1

d1......
A

B
→eCette situation, où une →i est dire
tement suivie de la →e 
orrespondante, s'appelleune 
oupure. Plus généralement une 
oupure est la su

ession d'une règle d'introdu
tion etd'une règle d'élimination ayant toutes deux la même formule prin
ipale C, appelée formulede 
oupure (on parlera aussi de 
oupure sur C). Chaque 
onne
teur peut don
 donner lieu àune sorte parti
ulière de 
oupure ; voi
i par exemple les 
as du ∧ et du ∀ :
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d1......
A

d2......
B

A ∧B ∧eg

A
∧i

d......
A[t/x]

∀xA ∀e

A[t/x]
∀iLes 
oupures 
onstituent des détours dans les démonstrations. Voi
i un exemple : suppo-sons qu'on 
her
he à démontrer que �(¬P → P ) → P est un théorème du 
al
ul proposi-tionnel� (énon
é B) ; une manière de pro
éder est de faire appel au théorème de 
omplétudequi dit que �les énon
és vrais dans tous les modèles sont des théorèmes� (énon
é A), dont onpeut déduire fa
ilement que (¬P → P ) → P est un théorème. On aurait pu pro
éder plusdire
tement et 
onstruire une dédu
tion de (¬P → P ) → P dans le système formel 13. Maisl'intérêt mathématique des 
oupures 
'est justement de permettre l'utilisation d'énon
és géné-raux. Elles représentent la partie intelligente (non mé
anique) de l'a
tivité mathématique : aulieu de refaire dans 
haque 
as parti
ulier une démonstration parti
ulière, on a remarqué unphénomène général derrière tous les 
as parti
uliers, qu'on a démontré une fois pour toutes,et qu'on se 
ontente d'appliquer ensuite dans 
es 
as parti
uliers.Il y a une façon évidente d'éliminer une 
oupure sur une formule A→ B dans une démons-tration. Au lieu de 
on
lure B à partir de A et de A→ B, on peut prendre la démonstrationde B sous l'hypothèse A et rempla
er dans 
ette démonstration toutes les o

urren
es de l'hy-pothèse A par la démonstration de A, 
e qui fournit une démonstration de A qui ne 
ontientpas de 
oupure sur A→ B. Cette �élimination� des 
oupures attire quelques remarques.D'abord l'élimination d'une 
oupure peut 
réer de nouvelles 
oupures (dans le 
as où ladémonstration de A se termine par une introdu
tion, et où l'hypothèse A est la formule prin-
ipale d'une élimination dans la dédu
tion de B sous l'hypothèse A) et dupliquer des 
oupuresexistantes (dans le 
as où la démonstration de A 
ontient des 
oupures et où l'hypothèse Aest utilisée plusieurs fois), de sorte qu'il n'est pas évident qu'on puisse éliminer toutes les
oupures. On verra au 
hapître suivant qu'il est possible de transformer toute démonstrationen une démonstration sans 
oupure en utilisant 
e pro
édé d'élimination.Ensuite, l'élimination des 
oupures peut faire �exploser� la taille des démonstrations : sil'hypothèse A est utilisée n fois dans la dédu
tion de B sous l'hypothèse A, on re
opie nfois la démonstration de A, et au 
ours de 
e pro
essus on a pu dupliquer des 
oupures dontl'élimination provoquera le même phénomème ..et
. Considérons par exemple la démonstration

d suivante de (A→ A) → (A→ A)

d2......
((A→ A) → (A→ A)) → ((A→ A) → (A→ A))

d1......
(A→ A) → (A→ A)

(A→ A) → (A→ A)où d1 est la démonstration suivante de (A→ A) → (A→ A)
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[[A→ A]]2

[[A→ A]]2 [[A]]1

A
→e

A
→e

A→ A
→i 1

(A→ A) → (A→ A)
→i 2et d2 est la démonstration suivante de ((A→ A) → (A→ A)) → ((A→ A) → (A→ A))

[[(A→ A) → (A→ A)]]2
[[(A→ A) → (A→ A)]]2

[[(A → A) → (A→ A)]]2 [[A→ A]]1

A→ A

A→ A

A→ A
(A→ A) → (A→ A)

1

((A→ A) → (A→ A)) → ((A→ A) → (A→ A))
2La démonstration d 
ontient une 
oupure dont l'élimination provoque la 
réation de nou-velles 
oupures, qu'on peut aussi éliminer .... jusqu'à obtenir à la �n la démonstration sans
oupure de (A→ A) → (A→ A) suivante de hauteur 11, qui utilise 8 fois l'hypothèse A→ A(remarque : lors de l'élimination des 
oupures de 
ette démonstration, il faut faire attention àne pas �mélanger� les liaisons introduites par les muti�
ations ; le plus simple pour éviter 
elaest de donner systématiquement de nouveaux numéros aux liaisons au 
ours des re
opies) :

[[A→ A]]2
[[A→ A]]2

[[A→ A]]2
[[A→ A]]2

[[A→ A]]2
[[A→ A]]2

[[A→ A]]2
[[A→ A]]2 [[A]]1

A

A

A

A

A

A

A

A
A→ A

1

(A→ A) → (A→ A)
2Plus généralement, si on prend pour d2 une démonstration de

((A → A) → (A → A)) → ((A → A) → (A → A)) qui utilise n fois l'hypothèse (A → A) →
(A → A), alors d est une démonstration de hauteur n + 3 qui produit par élimination des
oupures une démonstration de hauteur 2n + 3.Mais l'élimination des 
oupures n'est pas seulement le rempla
ement de démonstrations
ourtes et intelligentes par des démonstrations longues et stupides, le tout se faisant à l'aided'un pro
édé parti
ulièrement ennuyeux. Les démonstrations sans 
oupures sont un outild'analyse métamathématique puissant et la pro
édure d'élimination des 
oupures fournit un
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al
ul original en informatique, qui fera l'objet d'une grande partie de 
e 
ours (
f
hapître III).Les démonstrations sans 
oupure sont des démonstrations �intrinsèques� : rien de 
e quiest utilisé dans la démonstration n'est extérieur à la 
on
lusion. Formellement 
ela signi�eque toute les formules intervenant dans la démonstration sont des sous-formules de la 
on
lu-sion : 
'est 
e qu'on appelle la propriété de la sous-formule. L'intérêt de 
ette propriété, dupoint de vue métamathématique, réside essentiellement dans le 
ontr�le qu'elle permet surles démonstrations : on peut espérer analyser toutes les démonstrations sans 
oupures d'unénon
é, alors qu'on ne peut analyser toutes les démonstrations d'un énon
é ; on obtient ainsinotamment des preuves de 
ohéren
e (⊥ n'ayant pas d'autre sous-formule qu'elle-même, il n'ya pas de démonstration sans 
oupure de ⊥).Proposition 1.2.11 Les démonstrations sans 
oupures en logique minimale dans le fragment
→, ∧, ∀ ont la propriété de la sous-formule : si d est une démonstration sans 
oupure de Asous les hypothèses Γ, alors toutes les formules �gurant dans d sont des sous-formules de Aou de formules de Γ.Démonstration. Soit d une démonstration sans 
oupure de A sous les hypothèse Γ. Supposonsque d ne possède pas la propriété de la sous-formule et soit C une formule de 
omplexitémaximum parmi les formules �gurant dans d qui ne sont pas sous-formules de A ou de formulesde Γ. Dans 
e 
as, C est 
on
lusion d'une règle R1 et prémisse d'une règle R2 (par maximalité,
C ne peut être une hypothèse muti�ée). Dans les règles pour →, ∧, et ∀, toutes les formulessont sous-formules de la formule prin
ipale ; 
omme C est maximale, il s'en suit que C estformule prin
ipale de R1 et R2. Cela signi�e que C est une formule de 
oupure.Remarque. Pour obtenir les mêmes propriétés en présen
e des autres 
onne
teurs 
omme
∨, il faut une notion de 
oupure un peu plus 
ompliquée (on a besoin en plus de 
oupuresdites 
ommutatives). Les règles d'absurdité posent d'autres problèmes que nous aborderonsplus tard.14
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ul des séquents.Le 
al
ul des séquents 
hasse sur les mêmes terres que la dédu
tion naturelle, mais ave
d'autres armes : il a aussi pour ambition de rendre 
ompte de la notion de démonstration, maispour mieux en dégager les propriétés mathématiques, il n'en retient que l'essentiel, perdantau passage son 
ara
tère �naturel�.La di�éren
e prin
ipale ave
 la dédu
tion naturelle réside dans le rempla
ement des règlesd'élimination par des règles d'introdu
tion à gau
he, 
e qui permet d'avoir un système 
om-plétement symétrique où les deux groupes de règles d'un même 
onne
teur (introdu
tions àgau
he et à droite) se �répondent� exa
tement.En fait, le 
al
ul des séquents ne s'éloigne pas seulement de la notion de démonstrationusuelle, il s'éloigne de la notion de démonstration tout 
ourt : 
ontrairement à la dédu
tionnaturelle, il ne permet de travailler qu'au niveau des �séquents� ; il n'y a pas vraiment dedédu
tion de �formule� 
orrespondante.Ainsi le 
al
ul des séquents apparaît-il plus 
omme un formalisme permettant de dé
rire des
onstru
tions de démonstrations plut�t que de les 
onstruire (les règles stru
turelles prennentnotamment une grande importan
e).1.3.1 Les séquents.En logique 
lassique, les séquents deviennent symétriques, 
'est à dire qu'un séquent pos-sède non seulement plusieurs formules à gau
he du signe � ⊢ �, mais aussi plusieurs formulesà droite de 
elui-
i. C'est probablement surtout 
e
i qui éloigne le 
al
ul des séquents de lanotion de démonstration usuelle.On verra que le 
al
ul des séquents intuitionniste manipule essentiellement les mêmesséquents que la dédu
tion naturelle, et est du même 
oup beau
oup plus pro
he de 
ettedernière et de la notion de démonstration usuelle que ne l'est le 
al
ul des séquents 
lassique.Un séquent, est une expression de la forme Γ ⊢ ∆ où Γ et ∆ sont des suites �nies nonordonnées de formules éventuellement vide 2. 15 On peut également trouver des dé�nitionsde séquents où Γ et ∆ sont des suites �nies ordonnées de formules. Il faut alors ajouter à lalogique une règle dite d'é
hange qui permet de permuter les formules du séquent à gau
he età droite. 3Dans le séquent Γ ⊢ ∆, on désigne Γ par partie droite du séquent, ∆ par partie gau
he duséquent.Comme un tel séquent a plusieurs formules à droite, on ne peut distinguer a priori une
on
lusion parmi 
elles-
i. Pour �xer les 
hoses dé�nissons l'interprétation d'un séquent enlogique 
lassique, qui est une extension de la relation de satisfa
tion pour les formules.Dé�nition 1.3.1 Un séquent Γ ⊢ ∆ exprimé dans le langage L est valide dans une L-stru
ture M (ou satisfait par 
ette stru
ture), quand, pour toutes substitution σ de ses va-riables libres par des éléments de M, si toutes les formules de σ(Γ) sont valides dans M alorsau moins l'une des formules de σ(∆) est valide.2. une suite non ordonnée de formules peut être formalisée 
omme la donnée d'une appli
ation d'un en-semble �ni d'indi
es dans l'ensemble des formules. Quand 
ela sera né
essaire on notera l'indi
e de la formuleen exposant3. Il est également possible de trouver des dé�nitions de séquent où Γ et ∆ sont des ensembles de formules,mais 
ela n'est adéquat que si l'on s'intéresse plus à la prouvabilité qu'aux preuves elles-mêmes.



1.3. CALCUL DES SÉQUENTS. 31Remarquons que l'interprétation du séquent A1, . . . , An ⊢ B1, . . . , Bn est 
elle de la for-mule (A1 ∧ · · · ∧ An) → (B1 ∨ · · · ∨ Bn), ou en
ore de la formule A1 → · · · → An → ¬B1 →
. . .¬Bn → ⊥ 4. Pour interpréter �naturellement� une preuve en 
al
ul des séquents, il fau-drait probablement distinguer l'une des formules à droite 
omme la formule 
on
lusion et lesautres formules à droites 
omme des hypothèses négatives, par exemple interpréter le séquent
i-dessus 
omme A1 → · · · → An → ¬B2 → . . .¬Bn → B1. Le raisonnement par l'absurdeapparaît alors 
omme le 
hangement de 
hoix de formule à droite �a
tive�, 
'est à dire 
onsi-dérée 
omme la 
on
lusion 
ourante. Comme le 
al
ul des séquents ne traite pas de 
e 
hoixde formule 
on
lusion, il gère impli
itement 5 le raisonnement par l'absurde.Par 
ontre, la symétrie du séquent permet de donner un 
al
ul 
omplètement symétriqueet uniforme pour les 
onne
teurs, à la di�éren
e de la dédu
tion naturelle.1.3.2 Les règles du 
al
ul des séquents.Le 
al
ul des séquents 
onserve les règles d'introdu
tion de la dédu
tion naturelle quis'appellent alors règles droites. Les règles d'éliminations sont rempla
ées par des règles gau
hesqui agissent sur la partie gau
he du séquent.IL y a plusieurs façon de 
omprendre et de re
onstruire les règles du 
al
ul des séquents,en voi
i une qui se sert de la dédu
tion naturelle. En e�et dans le 
as où les séquents ont auplus une formule à droite, les règles gau
hes, vue de bas en haut, peuvent être interprétées
omme des pro
édés de 
onstru
tion de preuves en dédu
tion naturelle �en des
endant� (versla 
on
lusion). Ainsi supposons que nous ayons à prouver le séquent Γ, A → B ⊢ C. Pour
onstruire une preuve de C sous hypothèse Γ, A → B en dédu
tion naturelle, nous pouvonsutiliser le pro
édé dé
rit ainsi : � Si j'ai une preuve de A sous hypothèses Γ, pour prouver Csous hypothèses Γ, il su�t de prouver C sous hypothèses Γ, B �. Ce
i 
orrespond à la règlegau
he du 
onne
teur → en 
al
ul des séquents :

Γ, B ⊢ C Γ ⊢ A
Γ, A→ B ⊢ C

→gdans laquelle on interprète la partie gau
he 
omme : � les hypothèses et 
e qui a déjà étéprouvé �, la formule à droite 
omme � 
e que l'on 
her
he à prouver �. On systématisera 
e
ipour traduire la dédu
tion naturelle en 
al
ul des séquents au � 1.3.4 page 37.Le système de règles du tableau 1.3 page suivante est 
omplet pour la logique 
lassique.Règle de 
oupure.À 
ause du rempla
ement des règles d'élimination par des règles d'introdu
tion à gau
he,les règles logiques n'engendrent dire
tement au
une 
oupure : on ne peut pas en parti
ulierdisposer de la transitivité au niveau des dédu
tions. On ajoute don
 une règle de 
oupureexpli
ite qui rempla
e les diverses 
oupures asso
iées aux opérateurs logiques qui apparaissenten dédu
tion naturelle.4. On note A → B → C pour A → (B → C).5. 
e qui l'éloigne très 
lairement de la démonstration usuelle !



32 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONOn adopte 
omme 
onne
teurs ¬, →, ∧,∨, 
omme quanti�
ateurs ∀, ∃. L'absurde
⊥ n'est pas un symbole primitif. Le séquent Γ ⊢ 
orrespond à Γ ⊢ ⊥.Règles axiome / 
oupure

A ⊢ A ax. Γ ⊢ A,∆ Γ′, A ⊢ ∆′

Γ,Γ′ ⊢ ∆,∆′ 
ut. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Règles logiques
onjon
tion
Γ, A ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
∧gd

Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
∧gg

Γ ⊢ A,∆ Γ′ ⊢ B,∆′

Γ,Γ′ ⊢ A ∧B,∆,∆′
∧ddisjon
tion

Γ, A ⊢ ∆ Γ′, B ⊢ ∆′

Γ,Γ′, A ∨B ⊢ ∆,∆′
∨g

Γ ⊢ A,∆
Γ ⊢ A ∨B,∆

∨dg

Γ ⊢ B,∆
Γ ⊢ A ∨B,∆

∨ddimpli
ation
Γ, B ⊢ ∆ Γ′ ⊢ A,∆′

Γ,Γ′, A→ B ⊢ ∆,∆′
→g

Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ A→ B,∆
→dg

Γ ⊢ B,∆
Γ ⊢ A→ B,∆

→ddnégation
Γ ⊢ A,∆
Γ,¬A ⊢ ∆

¬g
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ¬A,∆
¬dquanti�
ation universelle

A[t/x],Γ ⊢ ∆

∀xA,Γ ⊢ ∆
∀g

Γ ⊢ A[y/x],∆
Γ ⊢ ∀xA,∆ ∀d (∗)quanti�
ation existentielle

Γ, A[y/x] ⊢ ∆

Γ,∃xA ⊢ ∆
∃g (∗)

Γ ⊢ A[t/x],∆
Γ ⊢ ∃xA,∆ ∃d(∗)Restri
tion : y n'a pas d'o

urren
e libre dans Γ, A, ∆.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Règles stru
turellesA�aiblissement

Γ ⊢ ∆
Γ, A ⊢ ∆

wg
Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ A,∆
wdContra
tion

Γ, A,A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
cg

Γ ⊢ A,A,∆
Γ ⊢ A,∆

cdTable 1.3 � Règles du 
al
ul des séquents



1.3. CALCUL DES SÉQUENTS. 33Conventions.i. Dans les règles ∀d et ∃g la variable y s'appelle le paramètre propre de la règle. On rappellela restri
tion (∗) : y ne doit pas apparaître dans le séquent 
on
lusion de la règle. Onsupposera de plus qu'un paramètre propre n'apparaît jamais hors de la sous-dédu
tionqui se termine par la règle dont il est le paramètre propre, 
e qui évitera de se sou
ierde la 
onservation de la restri
tion (∗) lors de l'élimination des 
oupures (voir � 1.5.1page 55).ii. Dans une règle les formules (en fait les o

urren
es de formule) distinguées (é
rites enlettres latines 
apitales) sont dites a
tives, et les autres forment le 
ontexte. On appelleformule prin
ipale d'une règle, la formule a
tive de la 
on
lusion de 
ette règle ; dans unaxiome les deux formules sont 
onsidérées 
omme prin
ipales.Dé�nition 1.3.2 Une dédu
tion en 
al
ul des séquents est une suite �nie S0, . . . Sn tels quepour tout i ≤ n, l'une des 
onditions suivantes au moins est réalisée :i. Si est un axiome,ii. Si est obtenu par appli
ation d'une des règles à des séquents Sj pour des j < i.Une formule A est dédu
tible de Γ, s'il existe une dédu
tion qui se termine par le séquent
Γ ⊢ A ; on dit qu'une formule est un théorème si elle est 
lose et dédu
tible de la suite vide.Exemples.On reprend des exemples vus pré
édemment en dédu
tion naturelle.1. A→ (B → A)

A ⊢ A
A ⊢ B → A

→d + wd

⊢ A→ (B → A)
→d2. (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))

A ⊢ A
A ⊢ A

B ⊢ B C ⊢ C
B → C,B ⊢ C

→g

B → C,A→ B,A ⊢ C
→g

A→ (B → C), A→ B,A ⊢ C
→g + cg

A→ (B → C), A→ B ⊢ A→ C
→d

A→ (B → C) ⊢ (A→ B) → (A→ C)
→d

⊢ (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))
→d3. ¬¬A→ A

A ⊢ A
⊢ A,¬A

¬d

¬¬A ⊢ A
¬g

⊢ ¬¬A→ A
→d4. A ∨ ¬A

A ⊢ A
⊢ A,¬A

¬d

⊢ A ∨ ¬A,A ∨d

⊢ A ∨ ¬A ∨d + cd



34 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTION5. (¬B → ¬A) → (A→ B)

B ⊢ B
⊢ B,¬B

¬d
A ⊢ A
A,¬A ⊢

¬g

¬B → ¬A,A ⊢ B
→g

¬B → ¬A ⊢ A→ B
→d

⊢ (¬B → ¬A) → (A→ B)
→d6. (¬A→ A) → A

A ⊢ A
⊢ A,¬A

¬d

A ⊢ A
¬A→ A ⊢ A →g + cd

⊢ (¬A→ A) → A
→dDans l'exemple 1 page pré
édente, qui ne 
omporte que des règles droites, la démonstration en
al
ul des séquents 
orrespond exa
tement à la démonstration en dédu
tion naturelle. Dansl'exemple 2 page pré
édente, on peut remarquer une inversion du sens de la démonstrationdue au rempla
ement des éliminations par des introdu
tions à gau
he : en dédu
tion naturellela règle de formule prin
ipale B → C pré
ède né
essairement la règle de formule prin
ipale

B → C, alors qu'en 
al
ul des séquents on a né
essairement l'ordre inverse. Les formules desexemples 3 page pré
édente, 4 page pré
édente, 5 et 6 ne sont pas démontrables en logiqueintuitionniste ; le re
ours à la règle d'absurdité 
lassique est i
i rempla
é par l'utilisation deséquents ave
 deux formules à droite.Une formulation alternative des règles du 
al
ul des séquents.Le 
al
ul des séquents admet diverses présentations. La présentation pré
édente 
onvientà une é
riture des règles de haut en bas, elle est adaptée à l'é
riture des démonstrations.Si on a en tête la re
her
he des démonstrations par analyse de la formule à prouver (é
rituredes règles de bas en haut), on aura tendan
e à é
rire les règles pour les 
onne
teurs binairesd'une autre manière, en re
opiant systématiquement le 
ontexte du séquent 
on
lusion dansles prémisses de la règle pour les règles logiques binaires, et en � superposant � les deux règlesunaires. Ainsi pour le 
onne
teur → les règles deviennent les suivantes :
Γ, B ⊢ ∆ Γ ⊢ A,∆

Γ, A→ B ⊢ ∆
→g

Γ, A ⊢ B,∆
Γ ⊢ A→ B,∆

→dDans le 
as de la règle →g, la formulation �montante� 
orrespond d'ailleurs à la façonusuelle de raisonner.Ces deux formulations des règles du 
al
ul des séquents � que l'on appelle �des
endante�et �montante� � sont équivalentes en présen
e des règles stru
turelles.La formulation �montante� s'obtient à partir de la formulation �des
endante� à l'aide de
ontra
tions :
Γ, B ⊢ ∆ Γ ⊢ A,∆
Γ,Γ, A→ B ⊢ ∆,∆

ΓA→ B ⊢ ∆
c∗

Γ, A ⊢ B,∆
Γ, A ⊢ A→ B,∆

Γ ⊢ A→ B,A→ B,∆

Γ ⊢ A→ B,∆
cd



1.3. CALCUL DES SÉQUENTS. 35La formulation �des
endante� s'obtient à partir de la formulation �montante� à l'aided'a�aiblissements :
Γ1, B ⊢ ∆1

Γ1,Γ2, B ⊢ ∆1,∆2
w∗

Γ2 ⊢ A,∆2

Γ1,Γ2 ⊢ A,∆1,∆2
w∗

Γ1,Γ2, A→ B ⊢ ∆1,∆2

Γ, A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ B,∆
wd

Γ ⊢ A→ B,∆

Γ ⊢ B,∆
Γ, A ⊢ B,∆

wg

Γ ⊢ A→ B,∆Dans la formulation �montante� on supprime généralement les règles d'a�aiblissement en lesintégrant dans les axiomes : on prend 
omme axiomes les séquents Γ ⊢ ∆ ave
 Γ et ∆ayant au moins une formule en 
ommun. La manière dont les règles sont é
rites fait qu'ellesintègrent aussi des 
ontra
tions (les 
ontextes sont systématiquement 
ontra
tés) ; 
ependantla règle de 
ontra
tion demeure indispensable en 
al
ul des prédi
ats (
f � 1.3.3 et la preuve de
omplétude � 1.4 page 48). Cette formulation �montante� du 
al
ul des séquents 
orrespond àune méthode de re
her
he automatique de preuves appelée méthode des tableaux qui pro
èdepar analyse de la formule.Dans le 
as propositionnel, on peut réinterpréter 
ette formulation du 
al
ul des séquents
omme une re
her
he systématique d'une valuation qui rend faux le séquent 
on
lusion (don
les formules de droite vraies et 
elles de gau
he fausses), 
e qui est la présentation usuelle dela méthode des tableaux. Une bran
he d'une dédu
tion partielle 
orrespond à une valuation.L'axiome indique l'impossibilité de trouver une telle valuation sur la bran
he 
onsidérée. Unepreuve, dont toutes les bran
hes se termine par des axiomes, peut être vue 
omme un arbrede re
her
he systématique de valuations falsi�ant le séquent 
on
lusion ave
 é
he
 dans tousles 
as.Cette interprétation se généralise au 
al
ul des prédi
ats (voir � 1.4 page 48).La formulation des
endante 
orrespond également à une méthode de re
her
he automa-tique de preuves, qui pro
ède par dédu
tion, appelée méthode inverse par opposition à laméthode des tableaux. Une méthode de re
her
he analogue est la résolution.Ces deux formulations sont 
ohérentes d'un point de vue �statique� : é
riture ou re
her
hede preuves. Si l'on s'intéresse à la pro
édure d'élimination des 
oupures, 
'est à dire la �dy-namique� on adoptera des formulations mixtes, plus 
ohérentes du point de vue de la gestiondes règles stru
turelles (voir � 1.5 page 55).1.3.3 Stru
ture des dédu
tions en 
al
ul des séquents.Les 
onsidérations de 
e paragraphe sont essentiellement destinées à permettre une meilleure
ompréhension de la stru
ture des dédu
tions en 
al
ul des séquents. Il faut 
ependant garderà l'esprit qu'elles sont hautement dépendantes de la façon dont les règles sont formulées etqu'elles ne valent pas pour le 
al
ul des séquents intuitionniste qui sera introduit au para-graphe 1.3.5 page 40.La première propriété stru
turelle remarquable des dédu
tions en 
al
ul des séquents � quile distingue des autres systèmes, en parti
ulier de la dédu
tion naturelle � est la possibilitéd'inverser l'ordre d'appli
ation de 
ertaines règles. En voi
i un exemple :
A ⊢ A

A ∧B ⊢ A ∧g

A ∧B ⊢ A ∨B ∨d

⊢ (A ∧B) → (A ∨B)
→d



36 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONDans 
ette dédu
tion, la règle →d est for
ément la dernière 
ar sa formule prin
ipale
ontient 
omme sous-formules les formules prin
ipales des autres règles ; en revan
he ∧d et ∨gpeuvent être inversées, 
e qui donne la dédu
tion suivante :
A ⊢ A

A ⊢ A ∨B ∨d

A ∧B ⊢ A ∨B ∧g

⊢ (A ∧B) → (A ∨B)
→dDe façon analogue, toutes les règles du 
al
ul des séquents propositionnel 
ommutent, saufquand la formule prin
ipale de la plus haute est prémisse se
ondaire de la plus basse. Cette
ommutation peut engendrer des dupli
ations et se fait alors aux règles stru
turelles près(suivant la version envisagée). Par exemple :

Γ1 ⊢ ∆1, A,C Γ2 ⊢ ∆2, B,C

Γ1,Γ2 ⊢ A ∧B,∆1,∆2, C
∧d

Γ1,Γ2 ⊢ A ∧B,∆1,∆2, C ∨D ∨ddevient en 
ommutant les règles ∨d et ∧d

Γ1 ⊢ ∆1, A,C

Γ1 ⊢ ∆1, A,C ∨D ∨d

Γ2 ⊢ ∆2, B,C

Γ2 ⊢ ∆2, B,C ∨D ∨d

Γ1,Γ2 ⊢ A ∧B,∆1,∆2, C ∨D ∧d + cdCette propriété devient fausse en 
al
ul des séquents du premier ordre. En e�et la 
om-mutation de règles pourrait violer la 
ondition de paramètre propre (notée (∗) 
i-dessus) pourles règles ∀g et ∃d 
omme dans la preuve suivante de ⊢ ∀x → ∀xAx où l'ordre des règles est
ontraint :
Ax ⊢ Ax

∀xAx ⊢ xAx ∃g

∀xAx ⊢ ∀xAx ∀d

⊢ ∀xAx→ ∀xAx
→dL'exemple 1.3.3 page 
i-
ontre donne un exemple plus interéssant de non 
ommutationentre règle ∀d et ∃d.Ce
i a des 
onséquen
es sur la re
her
he de preuves. Quand toutes les règles 
ommutententre elles, et que l'on 
her
he une preuve à partir de la 
on
lusion, en version montante, on n'ajamais à se repentir d'un 
hoix de règles. En parti
ulier si l'on 
onsidère la version montante du
al
ul des séquents, le 
al
ul est 
omplet pour la logique 
lassique propositionnelle, même sansles règles stru
turelles : l'a�aiblissement est intégré au niveau des axiomes et la 
ontra
tionest intégrée dans les règles logiques.Cette propriété devient fausse en logique du premier ordre, la 
ontra
tion étant né
essaireen présen
e de quanti�
ateurs (∃x∀y(Px → Py) est un exemple de formule qui n'est pasdémontrable sans la règle de 
ontra
tion). En fait les seules 
ontra
tions 
on
ernent les ∀ àgau
he et les ∃ à droite et il su�t d'intégrer la 
ontra
tion dans les règles ∀g et ∃d 
ommesuit :

Γ, A[t/x],∀xA ⊢ ∆

Γ ⊢ ∀xA,∆ ∀g
Γ ⊢ A[t/x],∃xA,∆

Γ ⊢ ∃xA,∆ ∃d
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Pa, Pb ⊢ Px, Pa
Pa ⊢ Px, Pb→ Pa

→d

⊢ Pa→ Px, Pb→ Pa
→d

⊢ Pa→ Px,∀y(Py → Pa)
∀d

⊢ Pa→ Px,∃x∀y(Py → Px)
∃d

⊢ ∀y(Py → Px),∃x∀y(Py → Px)
∀d

⊢ ∃x∀y(Py → Px)
∃d

1.3.4 Tradu
tion de la dédu
tion naturelle en 
al
ul des séquents.Tradu
tion de preuves normales en preuves sans 
oupures.On peut formaliser les indi
ations données en début de paragraphe 1.3 page 30 pourobtenir une tradu
tion de la dédu
tion naturelle intuitionniste en 
al
ul des séquents quitransforme une preuve normale en une preuve sans 
oupures. On va se restreindre aux règlesd'introdu
tion et d'élimination du 
onne
teur →, il n'est pas très di�
ile d'étendre 
ettetradu
tion aux 
onne
teurs ∧ et ∀.On va dé�nir une fon
tion ϕ qui asso
ie à d, une preuve normale en dédu
tion naturellede Γ ⊢ C, ϕ(d), une preuve en 
al
ul des séquents sans 
oupures de Γ ⊢ C. Dé�nissons ϕ parindu
tion sur la hauteur de la preuve. Si la dernière règle est une règle d'introdu
tion, on latraduit en la règle droite qui est identique.Supposons maintenant que la dernière règle de la preuve d de Γ ⊢ C soit une règle d'éli-mination. Alors, 
omme la preuve est normale, toutes les règles sur la bran
he prin
ipale de
d sont des règles d'élimination. On peut don
 supposer que la preuve d a la forme suivante :

A1 → A2 → · · · → Ai → · · · → An → C

Γ1...
d1...
A1

A2 → · · · → Ai → · · · → An → C
→e. . .

Ai → · · · → An → C

Γi...
di...
Ai

Ai+1 → · · · → An → C
→e. . .

An → C

Γn...
dn...
An

C
→eLa formule prin
ipale de la plus haute règle d'élimination, soit A1 → · · · → · · ·An →

C apparaît né
essairement dans Γ, et on obtient la tradu
tion suivante de d en 
al
ul desséquents, 
onnaissant 
elles des di :
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C ⊢ C

...
ϕ(dn)...

Γn ⊢ An

An → C,Γn ⊢ C
→g....

Ai+1 → · · · → An → C,Γn, . . . ,Γi+1 ⊢ C

...
ϕ(di)...
Γi ⊢ Ai

Ai → · · · → An → C,Γn, . . . ,Γi ⊢ C
→g....

A2 → · · · → Ai → · · · → An → C,Γn, . . . ,Γ2 ⊢ C

...
ϕ(d1)...

Γ1 ⊢ An

A1 → A2 → · · · → Ai → · · · → An → C,Γn, . . . ,Γ1 ⊢ C
→g(ave
 Γ = A1 → A2 → · · · → Ai → · · · → An → C,Γn, . . . ,Γ1)La preuve traduite en 
al
ul des séquents lue de �bas en haut� peut être 
omprise 
ommeune des
ription de la 
onstru
tion de la preuve originale de dédu
tion naturelle, en pro
édantde �bas en haut� pour les règles d'introdu
tion et de �haut en bas� pour les règles d'élimination.Ce
i 
orrespond à la stratégie de re
her
he d'une preuve normale en dédu
tion naturelle dé
riteau � 1.2.2 page 15.On peut généraliser 
ette tradu
tion aux preuves de dédu
tion naturelle quel
onques, enpro
édant par indu
tion sur le nombre de 
oupures. Une 
oupure de dédu
tion naturelle setraduit à l'aide de la règle de 
oupure du 
al
ul :

Γ1, [[A]]...
d1...
B

A→ B
→i

Γ2...
d2...
A

B
→e  

...
ϕ(d1)...

Γ1, A ⊢ B

...
ϕ(d2)...
Γ2 ⊢ A

Γ1,Γ2 ⊢ B

utExer
i
e 13 1. Pré
iser la dé�nition de la tradu
tion ϕ pour les preuves quel
onquesindiquée 
i-dessus.2. Étendre ϕ au fragement →,∧,∀ pour les preuves normales en dédu
tion naturelle mini-male, puis pour les preuves quel
onques, de façon qu'une preuve normale soit traduiteen une preuve sans 
oupures.Tradu
tion de la dédu
tion naturelle 
lassique.La tradu
tion ϕ n'est pas lo
ale, et on ne la généralisera pas fa
ilement au raisonnementpar l'absurde. Aussi va-t-on dé�nir une tradu
tion φ qui utilise systématiquement la règle de
oupure pour les règles d'élimination.Pour éviter d'introduire des règles de 
al
ul des séquents sur la 
onstante ⊥, on supposeraque les formules sont é
rites ave
 les 
onne
teurs et quanti�
ateurs usuels, mais pas ⊥. Re-marquons que la dédu
tion naturelle utilise tout de même lo
alement la 
onstante ⊥ pour la



1.3. CALCUL DES SÉQUENTS. 39règle d'élimination de la négation. Cette restri
tion impose que ⊥ n'est pas vraiment 
onsidé-rée 
omme une formule : seules les règles pour la négation et les règles d'absurdité 
lassiqueet intuitionniste peuvent l'utiliser (Cette restri
tion n'a rien d'essentiel).On va utiliser par 
ommodité la notation de la dédu
tion naturelle 
omme dédu
tion deséquents. La fon
tion φ qui a une preuve de dédu
tion naturelle de Γ ⊢ C asso
ie une preuveen 
al
ul des séquents de Γ ⊢ C, si C 6= ⊥, de Γ ⊢ si C = ⊥, est dé�nie par indu
tionsur le nombre de règles. On véri�e lors de la 
onstru
tion que φ(d) n'utilise que des formulesapparaissant dans d. En parti
ulier les variables ne sont pas modi�ées.Les axiomes et les règles stru
turelles gau
he sont traduites telles quelles. Les règles d'intro-du
tion sont traduites également tel quelles, 
'est à dire par les règles droite 
orrespondantes.Dans le 
as de la règle ∀i, on doit véri�er que la 
ondition (∗) sur le paramètre propre est
onservée par φ, 
e qui dé
oule immédiatement de 
e que φ(d) n'utilise que des formules de
d. Les règles d'élimination sont traduites à l'aide de la règle de 
oupure et de la règle gau
he
orrespondante. ...

d1...
Γ1 ⊢ A→ B

...
d2...

Γ2 ⊢ A
Γ1,Γ2 ⊢ B

→e  

...
φ(d1)...

Γ1 ⊢ A→ B

B ⊢ B

...
φ(d2)...
Γ2 ⊢ A

Γ2, A→ B ⊢ B
→g

Γ1,Γ2 ⊢ B

ut...

d...
Γ ⊢ A ∧B
Γ ⊢ A

∧eg  

...
φ(d)...

Γ ⊢ A ∧B
A ⊢ A

A ∧B ⊢ A
∧gg

Γ ⊢ A 
utde même pour ∧ed. ...
d...

Γ ⊢ ∀xA
Γ ⊢ A[t/x] ∀e  

...
φ(d)...

Γ ⊢ ∀xA
A[t/x] ⊢ A[t/x]
∀xA ⊢ A[t/x]

∀g

Γ ⊢ A[t/x] 
ut
...
d1...

Γ1 ⊢ A ∨B

...
φ(d2)...

Γ2, A ⊢ C

...
φ(d3)...

Γ3, B ⊢ C
Γ1,Γ2,Γ3 ⊢ C

∨e  

...
φ(d1)...

Γ1 ⊢ A ∨B

...
φ(d2)...

Γ2, A ⊢ C

...
φ(d3)...

Γ3, B ⊢ C
Γ2,Γ3, A ∨B ⊢ C ∨g

Γ1,Γ2,Γ3 ⊢ C

ut
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d1...

Γ1 ⊢ ∃xA

...
φ(d2)...

Γ2, A[y/x] ⊢ C
Γ1,Γ2 ⊢ C

∃e ∗  

...
φ(d1)...

Γ1 ⊢ ∃xA

...
φ(d2)...

Γ2, A[y/x] ⊢ C
Γ2,∃xA ⊢ C ∃g ∗

Γ1,Γ2 ⊢ C

utDans 
e dernier 
as, la 
ondition (∗) est véri�ée pour la tradu
tion à 
ause de la 
onditionanalogue en dédu
tion naturelle pour ∃e, et 
ar φ(d2) n'utilise que des formules de d2.La règle d'absurdité intuitionniste se traduit par l'a�aiblissement droit :...

d...
Γ ⊢ ⊥
Γ ⊢ C ⊥e  

...
d...

Γ ⊢
Γ ⊢ C

wdLa règle d'absurdité 
lassique utilise la 
oupure et la règle ¬d....
d...

Γ,¬A ⊢ ⊥
Γ ⊢ A ⊥c  

...
d...

Γ,¬A ⊢
A ⊢ A

⊢ ¬A,A
¬d

Γ ⊢ A 
utProposition 1.3.3 La fon
tion φ dé�nie 
i-dessus transforme une preuve d en dédu
tionnaturelle de Γ ⊢ C en une preuve φ(d) en 
al
ul des séquents de Γ ⊢ C.On remarque que les seules règle dont la tradu
tion ne né
essitent pas exa
tement uneformule à droite sont les deux règles d'absurdité intuitionniste et 
lassique ; la règle d'absurditéintuitionniste demande un a�aiblissement à droite, la règle d'absurdité 
lassique utilise deuxformules à droite.On en déduit immédiatement qu'un séquent Γ ⊢ C démontrable en logique intuitionnisteest démontrable en 
al
ul des séquents ave
 au plus une formule à droite et, que si de plus ilest démontrable en logique minimale, il a une preuve en 
al
ul des séquents qui n'utilise pasla règle d'a�aiblissement à droite. On dé�nira dans la se
tion suivante le 
al
ul des séquentsintuitionniste qui est un 
al
ul des séquents ave
 au plus une formule à droite. Pour que 
etteappellation soit 
omplètement justi�ée, on donnera au � 1.3.6 page 43 une tradu
tion du 
al
uldes séquents ave
 au plus une formule à droite en dédu
tion naturelle intuitionniste.1.3.5 Cal
ul des séquents intuitionniste.La logique intuitionniste a une 
ara
térisation parti
ulièrement simple en 
al
ul des sé-quents : on 
onsidère la version des
endante du 
al
ul dont les règles sont restreintes auxséquents ave
 au plus une formule à droite, la 
ontra
tion à droite est 
onsidérée 
ommeimpli
ite.
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ontra
tion droite impli
ite peut intervenir dans ∨g, →det ¬d. Cependant une versionun peu plus restri
tive du système su�t :� Pour ¬d, on peut éliminer le 
as où il y a une 
ontra
tion sur la formule prin
ipale etprendre la règle :
Γ, A ⊢
Γ ⊢ ¬A

¬d� Pour →d, on peut éliminer le 
as →dg où il peut y avoir une 
ontra
tion impli
ite surla formule prin
ipale en prenant la règle �montante�
Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A→ B
→d� Pour ∨g, la 
ontra
tion est inévitable mais on peut néanmoins prendre la version sim-pli�ée suivante (où ∆ a au plus un élément).

Γ, A ⊢ ∆ Γ′, B ⊢ ∆

Γ,Γ′, A ∨B ⊢ ∆
∨gCela donne le système de 
al
ul des séquents intuitionniste du tableau 1.4 page suivante (ave


∆ ayant au plus un élément).Exer
i
e 14 Véri�er que le 
al
ul des séquents dé�ni pré
édemment et le 
al
ul des séquents
lassique restreint aux séquents ave
 au plus une seule formule à droite permettent bien dedéduire les mêmes séquents. Montrer qu'il en va de même quand 
es systèmes sont privés dela règle de 
oupure.Remarque. Le 
al
ul des séquents intuitionniste peut être formulé ave
 la 
onstante ⊥ à lapla
e de la négation. Il su�t de rempla
er dans les règles les séquents Γ ⊢ par Γ ⊢ ⊥. La règle
¬d devient alors un 
as parti
ulier de la règle →d, la règle ¬g internalise un a�aiblisement àdroite :

Γ ⊢ A
Γ,¬A ⊢ C

¬gLe système résultant ne 
omporte que des séquents ave
 exa
tement une formule à droite.Exemples Démonstrations en 
al
ul des séquents intuitionniste.1. ⊢ ((A ∧B) ∨ C) → ((A ∨ C) ∧ (B ∨ C))

A ⊢ A
A ⊢ A ∨ C ∨d

A ∧B ⊢ A ∨ C ∧g
C ⊢ C

C ⊢ A ∨ C ∨d

(A ∧B) ∨ C ⊢ A ∨C
∨g

B ⊢ B
B ⊢ B ∨ C ∨d

A ∧B ⊢ B ∨ C ∧g
C ⊢ C

C ⊢ B ∨ C ∨d

(A ∧B) ∨C ⊢ B ∨C
∨g

(A ∧B) ∨ C ⊢ (A ∨ C) ∧ (B ∨C)
∧d + cg

⊢ ((A ∧B) ∨ C) → ((A ∨ C) ∧ (B ∨ C))
→d2. ⊢ ¬∃xA→ ∀x¬A
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oupure
A ⊢ A ax. Γ ⊢ A Γ′, A ⊢ ∆

Γ,Γ′ ⊢ ∆

ut. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Règles logiques
onjon
tion

Γ, A ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
∧gd

Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
∧gg

Γ ⊢ A Γ′ ⊢ B
Γ,Γ′ ⊢ A ∧B

∧ddisjon
tion
Γ, A ⊢ ∆ Γ′, B ⊢ ∆

Γ,Γ′, A ∨B ⊢ ∆
∨g

Γ ⊢ A
Γ ⊢ A ∨B

∨dg
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨B
∨ddimpli
ation

Γ, B ⊢ ∆ Γ′ ⊢ A
Γ,Γ′, A→ B ⊢ ∆

→g
Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A→ B
→dnégation

Γ ⊢ A
Γ,¬A ⊢

¬g
Γ, A ⊢
Γ ⊢ ¬A

¬dquanti�
ation universelle
Γ, A[t/x] ⊢ ∆

Γ ⊢ ∀xA,∆ ∀g
Γ ⊢ A[y/x]
Γ ⊢ ∀xA ∀d (∗)quanti�
ation existentielle

Γ, A[y/x] ⊢ ∆

Γ,∃xA ⊢ ∆
∃g (∗)

Γ ⊢ A[t/x]
Γ ⊢ ∃xA ∃d

(∗)Restri
tion : y n'a pas d'o

urren
e libre dans le séquent 
on
lusion de la règle.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Règles stru
turellesA�aiblissement
Γ ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
wg

Γ ⊢
Γ ⊢ A

wdContra
tion
Γ, A,A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
cg

∆ 
ontient au plus une formuleTable 1.4 � Règles du 
al
ul des séquents intuitionniste
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A[y/x] ⊢ A[y/x]
A[y/x] ⊢ ∃xA ∃d

¬∃xA,A[y/x] ⊢
¬g

¬∃xA ⊢ ¬A[y/x]
¬d

¬∃xA ⊢ ∀x¬A ∀d

⊢ ¬∃xA→ ∀x¬A
→d3. ⊢ ¬¬(A ∨ ¬A)

A ⊢ A
A ⊢ A ∨ ¬A ∨d

¬(A ∨ ¬A), A ⊢
¬g

¬(A ∨ ¬A) ⊢ ¬A
¬d

¬(A ∨ ¬A) ⊢ A ∨ ¬A
∨d

¬(A ∨ ¬A) ⊢
¬g + cg

⊢ ¬¬(A ∨ ¬A)
¬dCal
ul des séquents minimal. On obtient un système de règles pour la logique minimaleen prenant le 
al
ul des séquents intuitionniste privé de l'a�aiblissement droit. Les exemplesde démonstrations données au paragraphe pré
édent sont en 
al
ul des séquents minimal.1.3.6 Tradu
tion du 
al
ul des séquents en dédu
tion naturelle.Tradu
tion du 
al
ul des séquents intuitionniste.On va dé�nir une fon
tion ψ qui asso
ie à une preuve π en 
al
ul des séquents intuitionnistedu séquent Γ ⊢ C, resp. Γ ⊢ une preuve en dédu
tion naturelle du séquent Γ ⊢ C, resp.

Γ ⊢ ⊥. La preuve ψ(π) est dé�nie par indu
tion sur π, et la dé�nition véri�era que ψ(π)utilise les mêmes formules que π. On s'inspire de l'interprétation du 
al
ul des séquents 
omme
onstru
tion d'une preuve de dédu
tion naturelle qui a été esquissée au début de la se
tion 1.3page 30.On utilise la formulation de la dédu
tion naturelle 
omme dédu
tion de séquents. Dansla suite ∆ 
ontient au plus une formule, Si ∆ 
ontient exa
tement une formule ∆∗ désigne
elle-
i, si ∆ est vide ∆∗ désigne ⊥.Les règles droites et les règles stru
turelles à gau
he sont traduites telles quelles, 
'est àdire en 
e qui 
on
erne les règles droites renommées en la règle d'introdu
tion 
orrespondante.La règle d'a�aiblissement à droite est traduite par l'absurdité intuitionniste....
π...

Γ ⊢
Γ ⊢ C

wd  

...
ψ(π)...
Γ ⊢ ⊥
Γ ⊢ C ⊥eLes règles gau
he du ∨ et du ∃ s'avèrent être des formes parti
ulières des règles d'élimi-nation 
orrespondantes. On traduit don
 trivialement 
es règles en demandant à la prémisseprin
ipale de la règle d'élimination d'être un axiome :
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π1...

Γ1, A ⊢ ∆

...
π2...

Γ2, B ⊢ ∆

Γ1,Γ2, A ∨B ⊢ C ∨g  
A ∨B ⊢ A ∨B

...
ψ(π1)...

Γ1, A ⊢ ∆∗

...
ψ(π2)...

Γ2, B ⊢ ∆∗

Γ1,Γ2 ⊢ C
∨e...

π...
Γ, A[y/x] ⊢ C
Γ,∃xA ⊢ C ∃g ∗  

∃xA ⊢ ∃xA

...
ψ(π)...

Γ, A[y/x] ⊢ C
Γ ⊢ C ∃e ∗Pour les autres 
onne
teurs la tradu
tion n'est plus lo
ale. On se sert de la propriétésuivante des preuves de dédu
tion naturelle : dans une preuve de Γ,H ⊢ C, la formule H estintroduite né
essairement par un axiome H ⊢ H ou par une règle d'a�aiblissement.Voyons la tradu
tion de la règle →g :

...
π1...

Γ1, B ⊢ ∆

...
π2...

Γ2 ⊢ A
Γ1,Γ2, A→ B ⊢ ∆

→g  

A→ B ⊢ A→ B

...
ψ(π2)...
Γ2 ⊢ A

A→ B,Γ2 ⊢ B
→e...

ψ(π1)...
Γ1,Γ2, A→ B ⊢ ∆∗La notation 
i-dessus signi�e que toutes les o

urren
es de l'axiome B ⊢ B dans la preuve

ψ(π1) sont rempla
ées par la preuve de Γ2, A → B ⊢ B obtenue à partir de ψ(π2) et de
A → B, (en fait toutes les o

urren
es qui ont été 
ontra
tées en l'o

urren
e de B dans la
on
lusion de ψ(π1)). En parti
ulier, si B est issue d'un a�aiblissement la preuve ψ(π2) estsimplement e�a
ée, si B est issue d'une 
ontra
tion elle est dupliquée.Ave
 les mêmes 
onventions de notation on traduit ∧g et ∀g :...

π...
Γ, A ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
∧gg  

A ∧B ⊢ A ∧B
A ∧B ⊢ A

∧eg...
ψ(π)...

Γ, A ∧B ⊢ ∆∗La règle ∧gd se traite de façon identique, et pour la règle ∀g :
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π...

Γ, A[t/x] ⊢ ∆

Γ,∀xA ⊢ ∆
∀g  

∀xA ⊢ ∀xA
∀xA ⊢ A[t/x] ∀e...

ψ(π)...
Γ,∀xA ⊢ ∆∗En�n la 
oupure se traduit, toujours ave
 la même 
onvention (e�a
ement ou dupli
ationéventuels de la preuve φ(π1)) par :

...
π1...

Γ1 ⊢ A

...
π2...

Γ2, A ⊢ ∆

Γ1,Γ2 ⊢ ∆

ut  

...
ψ(π1)...
Γ1 ⊢ A...
ψ(π2)...

Γ1,Γ2 ⊢ ∆∗Proposition 1.3.4 La fon
tion ψ dé�nie 
i-dessus transforme une preuve π en 
al
ul desséquents intuitionniste de Γ ⊢ C, resp. Γ ⊢ , en une preuve ψ(π) en dédu
tion naturelleintuitionniste de Γ ⊢ C, resp. Γ ⊢ ⊥.On déduit de 
e résultat et de la proposition 1.3.3 page 40 l'équivalen
e de la prouvabilitéen 
al
ul des séquents intuitionniste et en dédu
tion naturelle intuitionniste :Proposition 1.3.5 Un séquent Γ ⊢ C est prouvable en dédu
tion naturelle intuitionniste siet seulement s'il est prouvable en 
al
ul des séquents intuitionniste ; le résultat est identiquepour la logique minimale.Exer
i
e 15 Montrer que si π est une preuve sans 
oupures, ψ(π) est une preuve normale.Donner un exemple où la ré
iproque est fausse.Exer
i
e 16 On se restreint au fragment →,∧,∀. Montrer que, si ϕ est la tradu
tion dela dédu
tion naturelle dé�nie au � 1.3.4 page 37 et étendue à la se
tion 13 page 38, alorspour toute preuve normale en dédu
tion naturelle minimale d on a ψ(ϕ(d)) = d. Trouver unepreuve en 
al
ul des séquents minimal sans 
oupures π telle que ϕ(ψ(π)) 6= π.Tradu
tion du 
al
ul des séquents 
lassique.Le 
al
ul des séquents 
lassique ayant plusieurs formules à droite et la dédu
tion naturelleune seule, on pourrait penser à 
hoisir l'une d'entre elles 
omme 
on
lusion 
ourante, les autresformules à droites étant transformées en hypothèses négatives. Quand la formule prin
ipaled'une règle droite n'est pas la 
on
lusion 
ourante, il faut un raisonnement par l'absurdepour 
hanger de 
on
lusion. La 
ontra
tion à droite est mimée à l'aide du raisonnement parl'absurde par la 
ontra
tion à gau
he sur la négation des formules 
ontra
tées.



46 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONUne façon systématique de pro
éder est de traduire un séquent Γ ⊢ ∆ par le séquent
Γ,¬∆ ⊢ ⊥, où ¬∆ est par 
onvention {¬A / A ∈ ∆}.Exer
i
e 17 Montrer que si Γ ⊢ ∆ est dérivable en 
al
ul des séquents 
lassique, alors
Γ,¬∆ ⊢ ⊥ est dérivable en dédu
tion naturelle 
lassique.1.3.7 Quelques propriétés des preuves sans 
oupures en 
al
ul des sé-quents.On verra dans la se
tion suivante qu'un séquent prouvable a une preuve sans 
oupures.Cela a des 
onséquen
es évidentes pour la re
her
he de preuves.Étudions quelques propriétés des preuves sans 
oupures.1.3.8 Propriété de la sous-formule.On peut a�ner la notion de sous-formule de façon à tenir 
ompte de la façon suivante :Dé�nition 1.3.6 On dé�nit indu
tivement S+(F ) et S−(F ) les ensembles des sous-formulespositives et négatives d'une formule F donnée.Pour α atomique

S+(α) = {α} S−(α) = ∅

S+(¬A) = {¬A} ∪ S−(A) S−(¬A) = S+(A)

S+(A ∧B) = {A ∧B} ∪ S+(A) ∪ S+(B) S−(A ∧B) = S−(A) ∪ S−(B)

S+(A ∨B) = {A ∨B} ∪ S+(A) ∪ S+(B) S−(A ∨B) = S−(A) ∪ S−(B)

S+(A→ B) = {A→ B} ∪ S−(A) ∪ S+(B) S−(A→ B) = S+(A) ∪ S−(B)

S+(∀xA) = {∀xA} ∪
⋃

y variableS+(A[y/x]) S−(∀xA) =
⋃

t termeS−(A[t/x])

S+(∃xA) = {∃xA} ∪
⋃

t termeS+(A[t/x]) S−(∃xA) =
⋃

y variableS−(A[y/x])Une sous-formule de F est une sous-formule positive ou négative de F .Remarquons qu'une formule propositionnelle n'a qu'un nombre �ni de sous-formules, maisque n'importe quel terme peut apparaître dans la sous-formule d'une formule 
ontenant unquanti�
ateur.Le 
al
ul des séquents sans 
oupures a 
lairement la propriété de la sous-formule, et onpeut a�ner 
elle-
i :Proposition 1.3.7 Dans une preuve sans 
oupures d'un séquent Γ ⊢ ∆ n'appararaissent quedes séquents 
onstitués de sous-formules des formules de Γ et ∆. De plus si 
es sous-formulesapparaissent à droite du signe ⊢, 
e sont des sous-formules positives des formules de ∆ ou
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es sous-formules apparaissent à gau
he du signe ⊢, 
e sontdes sous-formules négatives des formules de ∆ ou positives des formules de Γ.Cette proposition se véri�e immédiatement règle par règle par indu
tion sur la hauteurd'une preuve sans 
oupures.La re
her
he de preuves sans 
oupures peut se faire �en remontant�. La propriété de lasous-formule permet de 
onstruire une méthode de re
her
he de preuves �en des
endant�.Pour une preuve de ⊢ F , on sait que l'on n'utilisera que des instan
es des règles du 
al
ul desséquents pour des sous-formules de F , règles droites pour les sous-formules positives, gau
hespour les sous-formules négatives. On peut pro
éder alors par �saturation� en appliquant 
esrègles à partir des axiomes jusqu'à trouver F . C'est, très grossièrement dé
rit, le prin
iped'une méthode de re
her
he automatique de preuve appellée méthode inverse due à Maslov,appellée ainsi par opposition à la méthode des tableaux.1.3.9 Preuves en présen
e d'axiomes non logiques.Tant qu'une théorie a un nombre �ni d'axiomes, il est toujours possible de rempla
er lapreuve de F dans la théorie T par la preuve du séquent T ⊢ F , mais 
e n'est plus possible enprésen
e d'une in�nité d'axiomes.On est don
 amené à étendre la notion de dédu
tion, en ajoutant au 
al
ul des séquents desaxiomes non logiques (qui sont des séquents). Cela a 
lairement un sens si les séquents axiomessont 
omposés de formules 
loses. Il est utile de manipuler aussi des axiomes 
onstitués deformules non 
loses. Pour que 
ela ait un sens, on 
onsidère d'habitude qu'il s'agit de 
l�turesuniverselles, mais i
i il s'agit de séquents et non de formules. On dé�nit don
 un ensembled'axiomes non logiques pour le 
al
ul des séquents 
omme un ensemble de séquents stable parsubstitution des variables libres par des termes quel
onques du langage.Con
rètement on représentera de tels ensembles de séquents dans le langage L sans va-riables et étendu ave
 des �meta-variables� que l'on notera ?x, ?y, . . . . Si dans Γ ⊢ ∆ n'ap-paraissent que les variables ?x1, . . . , ?xn, on l'interprète par
{
Γ
[
t/?x

]
⊢ ∆

[
t/?x

]
/ t1 . . . tn termes de L

}
.En présen
e d'axiomes non logiques, il n'est naturellement pas possible d'éliminer la règlede 
oupure. On a 
ependant une généralisation naturelle de preuve sans 
oupures : une preuvesans 
oupures autres que sur les formules des axiomes non logiques. On verra dans la se
tionsuivante qu'un séquent 
onséquen
e d'un ensemble d'axiomes non logiques au une preuve de
e type.Ce résultat n'a d'intérêt que si 
ela représente une vraie limitation pour la règle de 
ou-pures. Par exemple dans l'arithmétique de Peano, le s
héma de ré
urren
e, que l'on peutexprimer ainsi :

A[0/x],∀y(A[y/x] → A[sy/x]) ⊢ A pour une formule quel
onque Afait intervenir toutes les formules du langage.De même pour l'égalité si on utilise le s
héma :
A[t/x], t = u ⊢ A[u/x] pour une formule quel
onque A
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e dernier 
as, il est possible de restreindre le s
héma d'égalité aux formulesatomiques.Un 
as parti
ulier intéressant est la restri
tion aux séquents 
onstitués de formules ato-miques. En présen
e d'axiomes non logiques de 
ette forme, et pour prouver de tels séquents,on s'interessera aux preuves sans 
oupures autres que sur les atomes des axiomes non logiques,
e qui, vu la propriété de la sous-formule, revient à 
her
her des preuves n'utilisant que larègle de 
oupure sur les atomes des axiomes non logiques. On a ainsi un moyen de formaliserméthode de résolution, une méthode de re
her
he automatique de preuve due à Robinson. Ils'agit d'une méthode de re
her
he de preuve par saturation (�en des
endant�). En général on
her
he a prouver le séquent vide. Les séquents axiomes sont exprimés ave
 des meta-variablestel qu'indiqué 
i-dessus. La règle de résolution s'applique dire
tement à 
es séquents, 
'est larègle de 
oupure a

ompagnée d'un 
hoix judi
ieux des instan
es de méta-variables :
Γ ⊢ A,∆ Γ′, A′ ⊢ ∆′

Γ,Γ′ ⊢ ∆,∆′
σ(A) = σ(A′)Note : 
ette façon de noter la résolution permet un traitement 
ohérent ave
 la 
al
ul des séquents, mais n'estpas la plus usitée. Pour retrouver la notation usuelle, il su�t de rempla
er les séquents 
onstitués de formulesatomiques ave
 méta-variables par des 
lauses, 
'est à dire des disjon
tions de littéraux, les littéraux étant desformules atomiques (partie droite du séquent) ou négations de formules atomiques (partie gau
he du séquent).Les méta-variables sont rempla
ées par les variables du langages et les formules ave
 variables libres sontinterprétées par leur 
l�ture universelle. La règle de résolution s'exprime alors aisément dans 
e formalisme.1.4 Complétude en 
al
ul des séquents : une preuve sémantiquede l'existen
e d'une preuve sans 
oupures.1.4.1 Préliminaires.On va montrer dire
tement l'existen
e d'une preuve sans 
oupures pour une formule uni-versellement valide en logique 
lassique.Joint à la 
orre
tion du 
al
ul des séquents, 
e résultat permet de démontrer qu'uneformule démontrable en 
al
ul des séquents est démontrable sans 
oupures. On donnera au� 1.5 page 55 des pro
édés de 
al
ul qui permettent de montrer dire
tement 
e dernier résultat,aussi bien pour le 
al
ul des séquents 
lassique que pour le 
al
ul des séquents intuitionnisteou minimal.Il n'y a pas grande di�éren
e vis à vis d'une preuve de 
omplétude de 
omplétude usuelle,ou par exemple d'une preuve de 
omplétude du 
al
ul des séquents ave
 
oupures, si 
e n'estque pour dé�nir un 
ontre-modèle d'une formule F , en un 
ertain sens on se 
ontenterad'évaluer les sous-formules de F .La méthode que nous allons utiliser pourrait aussi bien se formuler en méthode des ta-bleaux. On peut essayer d'en donner l'intuition. Comme d'une part la plupart des règles
ommutent en 
al
ul des séquents et que d'autre part on a la règle de 
ontra
tion à droiteet à gau
he, il est possible de 
onstruire pour une formule F donnée un arbre de séquentspotentiellement in�ni tel que 
haque n÷ud 
orresponde à une règle du 
al
ul des séquents ettel que si la formule F est prouvable alors une se
tion �nie de 
et arbre est une preuve en
al
ul des séquents.



1.4. COMPLÉTUDE EN CALCUL DES SÉQUENTS : UNE PREUVE SÉMANTIQUE DE L'EXISTENCE D'UNE PREUVE SANS COUPURES.49Quand F n'est pas prouvable l'arbre en question est né
essairement in�ni. Il possède, étantà bran
hement �ni une bran
he in�nie. Cette bran
he permet de 
onstruire un 
ontre-modèlede F en prenant l'ensemble des termes 
omme ensemble de base et en validant toutes lesformules qui apparaissent du 
�té gau
he d'un séquent sur 
ette bran
he.Cette méthode met l'a

ent sur l'importan
e des 
ommutations de règles et de la règlede 
ontra
tion pour la simpli
ité de la sémantique de la logique 
lassique. Elle permettra a
ontrario de 
omprendre la plus grande 
omplexité et la diversité des sémantique de la logiqueintuitionniste ou modale (
omme la sémantique de Kripke, voir partie ?? page ??).1.4.2 Le théorème de 
omplétude.Le langage 
hoisi L est �ni ou dénombrable. On se pla
e en 
al
ul des prédi
ats pur(sans égalité). On rappelle que l'on a dé�ni la satisfa
tion d'un séquent quel
onque (nonné
essairement 
los) voir dé�nition 1.3.1 page 30.Théorème 1.4.1 (
omplétude faible) Un séquent Σ est démontrable en 
al
ul des séquentssans 
oupures si et seulement si il est valide dans toutes les L-stru
tures.Comme un séquent 
ontient un nombre �ni de formules, 
e théorème est plus faible quele théorème de 
omplétude de Gödel. Il n'a pas pour 
onséquen
e le théorème de 
ompa
itédu 
al
ul des prédi
ats (voir [Cori-Las
ar 88℄).On aura essentiellement la même preuve pour un théorème en présen
e d'axiomes nonlogiques (voir se
tion pré
édente).Théorème 1.4.2 (
omplétude) Soit T un ensemble dénombrable d'axiomes non logiquespour le 
al
ul des séquents (séquents stables par substitution de termes aux variables libres),alors le séquent Σ est 
onséquen
e de T en 
al
ul des séquents ave
 
oupure restreinte auxformules apparaissant dans les séquents de T si et seulement s'il est 
onséquen
e sémantiquede T , 
'est à dire que toute L-stru
ture satisfaisant T satisfait Σ.Ce théorème a pour 
orollaire immédiat le théorème 1.4.1 qui est le 
as parti
ulier où Test vide.Pour les appli
ations que nous avons en vue la restri
tion aux ensembles d'axiomes Tdénombrable ne pose pas de problèmes, mais le résultat reste vrai sans 
ette restri
tion. Parailleurs la preuve qui suit va utiliser assez fortement la dénombrabilité.La partie �
orre
tion� du théorème de 
omplétude, à savoir que s'il existe une preuve de
Σ en 
al
ul des séquents sous hypothèses T alors Σ est 
onséquen
e sémantique de T , estvraie sans restri
tion sur la règle de 
oupure et se véri�e immédiatement règle par règle parindu
tion sur la hauteur de la preuve.On va montrer la ré
iproque par 
ontraposée.1.4.3 Constru
tion de l'arbre de re
her
he de preuve.La première étape 
onsiste à 
onstruire pour un séquent Σ un arbre éventuellement in�nide re
her
he d'une preuve en 
al
ul des séquents de Σ en présen
e des axiomes T . Les règles
∀g et ∃d posent un problème parti
ulier, puisqu'il existe une in�nité de prémisses possiblespour 
es règles. On se donne don
 une énumération des termes du langage L soit {ti / i ∈ N}.La règle de 
oupure pose un problème analogue, on se donne une énumération des formules



50 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONapparaissant dans T , soit {Ci / i ∈ N}. En�n pour les règles ∀d et ∃g, on rappelle que lelangage utilise une in�nité de variables {xi / i ∈ N}.Il s'agit maintenant de donner une 
onstru
tion de l'arbre qui véri�e que sur toute bran
hein�nie de l'arbre de re
her
he de preuve :� Chaque sous-formule du séquent 
on
lusion ou des axiomes non logiques apparaît aumoins une fois 
omme formule prin
ipale d'une règle ;� 
haque formule Ci apparaît au moins une fois 
omme formule prin
ipale d'une règle de
oupure ;� 
haque 
haque sous-formule positive existentielle d'un séquent de la bran
he (en parti
u-lier du séquent 
on
lusion), apparaît alors une in�nité de fois 
omme formule prin
ipaled'une règle ∃d, 
haque terme ti apparaissant 
omme témoin au moins une fois ;� 
haque sous-formule négative existentielle d'un séquent de la bran
he (en parti
ulier duséquent 
on
lusion) apparaît une in�nité de fois 
omme formule prin
ipale d'une règle
∀g, 
haque terme ti apparaissant 
omme témoin au moins une fois.La façon d'obtenir 
e
i n'a pas grande importan
e. Pour déterminer la règle à utiliser (enmontant), on va d'abord 
onsidérer pour 
ette 
onstru
tion que le séquent Γ ⊢ ∆, est 
onstituéde deux suites ordonnées Γ et∆ (et non des multi-ensembles) ; on va ensuite annoter le séquentpar 4 
hi�res, le premier indique s'il faut appliquer une règle gau
he droite ou de 
oupure, lese
ond indique l'indi
e de l'énumération des formules de 
oupure, le troisième indique l'indi
ede l'énumération des termes pour les règles ∀g, le quatrième pour les règles ∃d.L'arbre de re
her
he, 
onstruit à partir de la ra
ine, est alors entièrement déterminé d'unepart par la donnée des règles suivantes du tableau 1.5 page suivante, ave
 la 
onvention que sila règle axiome peut être utilisée, au
une autre règle ne s'applique, d'autre part par un ordrearbitraire sur les parties gau
hes et droite du séquent Σ ave
 l'annotation 0, 0, 0, 0.On internalise les 
ontra
tions aux règles, il faut le faire expli
itement pour les deux règles

∀g et ∃d. Une 
ontra
tion expli
ite peut-être né
essaire pour les autres règles a�n de permettrela déte
tion des axiomes non logiques (formules entre 
ro
hets).Le séquent annoté ra
ine (
orrespondant à Σ) s'é
rit :
Γ0 ⊢0,0,0,0 ∆0Les formules notées entre 
ro
hets (
ontra
tion) sont présentes uniquement si elles sontidentiques à l'une des formules Ci. En parti
ulier si S est vide 
es 
ontra
tions sont inutiles.On pourrait même ajouter les 
ro
hets à la syntaxe et 
onvenir qu'il n'est de ne pasappliquer une règle à une formule entre 
ro
hets.Tout 
ela n'a au
une importan
e pour le théorème de 
omplétude visé. Bien-sûr on au-rait pu faire la 
ontra
tion systématiquement, mais la restri
tion donnée aura l'avantage de
onduire à un semi-algorithme de re
her
he de preuves �plus e�
a
e� (autant que l'on puisseparler d'e�
a
ité pour un problème non dé
idable). I
i la prin
ipale sour
e d'ine�
a
ité dusemi-algorithme induit est le 
hoix d'énumérer tous les ti pour les règles ∀g et ∃d.1.4.4 Propriétés de l'arbre de re
her
he de preuve.En oubliant l'ordre dans la dé�nition des séquents, les dé
orations et la règle d'é
hange quidevient l'identité, un arbre �ni utilisant 
es règles devient une preuve en 
al
ul des séquentsversion montante, ave
 
ontra
tion expli
ite intégrée aux règles ∀g et ∃d et a�aiblissementsintégrés aux axiomes (logiques ou non).
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Γ1, α,Γ2 ⊢c,n,p,q ∆1, α,∆2

Ax. α formule atomique
Γ′ ⊢c,n,p,q ∆′

Ax. Γ ⊂ Γ′,∆ ⊂ ∆′ et Γ ⊢ ∆ ∈ T

Γ, A,B, [A ∧B] ⊢2,n,p,q ∆

A ∧B,Γ ⊢1,n,p,q ∆
∧g

Γ ⊢1,n,p,q ∆, A, [A ∧B] Γ ⊢1,n,p,q ∆, B, [A ∧B]

Γ ⊢0,n,p,q A ∧B,∆
∧d

Γ, A, [A ∨B] ⊢2,n,p,q ∆ Γ, B, [A ∨B] ⊢2,n,p,q ∆

A ∨B,Γ ⊢1,n,p,q ∆
∨g

Γ ⊢1,n,p,q ∆, A,B, [A ∨B]

Γ ⊢0,n,p,q A ∨B,∆
∨d

Γ, B, [A→ B] ⊢2,n,p,q ∆ Γ ⊢2,n,p,q, [A→ B]∆, A

A→ B,Γ ⊢1,n,p,q ∆
→g

Γ, A ⊢1,n,p,q ∆, B, [A→ B]

Γ ⊢0,n,p,q A→ B,∆
→d

Γ, [¬A] ⊢2,n,p,q ∆, A

¬A,Γ ⊢1,n,p,q ∆
¬g

Γ, A ⊢1,n,p,q ∆, [¬A]
Γ ⊢0,n,p,q ¬A,∆

¬d

Γ, A[tq/x],∀xA ⊢2,n,p,q+1 ∆

∀xA,Γ ⊢1,n,p,q ∆
∀g

Γ ⊢1,n,p,q ∆, A[xi/x], [∀xA]
Γ ⊢0,n,p,q ∀xA,∆

∀d (∗)

Γ, A[xi/x], [∃xA] ⊢2,n,p,q ∆

∃xA,Γ ⊢1,n,p,q ∆
∃g (∗)

Γ ⊢1,n,p+1,q ∆, A[tp/x],∃xA
Γ ⊢0,n,p,q ∃xA,∆

∃d

(∗) : i le plus petit j tel que xj n'est pas en
ore apparue .
Γ, α ⊢2,n,p,q ∆

α,Γ ⊢1,n,p,q ∆
é
hange à gau
he α atomique Γ ⊢1,n,p,q ∆, α

Γ ⊢0,n,p,q α,∆
é
hange à droite α atomique

⊢2,n,p,q ∆
⊢1,n,p,q ∆

partie gau
he vide Γ ⊢1,n,p,q

Γ ⊢0,n,p,q
partie droite vide

Γ ⊢0,n+1,p,q ∆, Cn Γ, Cn ⊢0,n+1,p,q ∆

Γ ⊢2,n,p,q ∆

utTable 1.5 � Constru
tion de l'arbre de re
her
he de preuves



52 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTIONOn a don
 :Lemme 1.4.3 Si la hauteur de l'arbre de re
her
he de preuve de Σ sous hypothèses T est�nie, alors il représente une preuve en 
al
ul des séquents de Σ sous hypothèses T .Démonstration. La seule règle qui à un séquent n'asso
ie pas d'autre séquent est la règleaxiome. Si l'arbre est �ni toutes les feuilles sont des axiomes, et dé
rit une preuve de 
al
uldes séquents.Dans la suite on va appeller 
haîne de dédu
tion une bran
he de l'arbre de re
her
he depreuve, un peu plus pré
isément :Dé�nition 1.4.4 Une 
haîne de dédu
tion de Σ sous hypothèses S est une suite �nie oudénombrable de séquents (Σi, i < γ), ave
 γ ∈ N ou γ = ω véri�ant :� Σ0 = Σ ;� Σi+1 est l'une des prémisses de la seule règle de 
on
lusion Σi dans la 
onstru
tion del'arbre de re
her
he de preuve, quand on ajoute les dé
orations indiquées.Remarque. Les règles ont été é
rites de façon que la propriété suivante soit vraie :Si (Σi, i < γ) est une 
haîne de dédu
tion on a :si i > j alors Σj a pour 
onséquen
e ΣiOn peut maintenant donner un énon
é du lemme de König dans 
e 
as parti
ulier :Lemme 1.4.5 (König) Si la hauteur de l'arbre est in�nie, il existe une 
haîne de dédu
tionin�nie.Démonstration. L'arbre de preuve est à bran
hement �ni. Sa
hant que l'arbre est de hauteurin�nie, on 
onstruit la 
haîne de dédu
tion par ré
urren
e à partir de la ra
ine, en 
hoisissantdans le 
as de deux prémisses une premisse ra
ine d'un sous-arbre de hauteur in�nie. Cettedémonstration utilise l'axiome du 
hoix dénombrable.Pour terminer la preuve il nous faut démontrer le lemme suivant :Lemme 1.4.6 S'il existe une 
haîne de dédu
tion in�nie, soit (Σi)i∈N de Σ sous hypothèses
S, alors il existe une L-stru
ture M de base dénombrable véri�ant :� ∀S ∈ S, M |= S ;� ∀i ∈ N, M 6|= Σi.Démonstration (
omplétude). On déduit des trois lemmes pré
édents le théorème de 
omplé-tude. S'il n'y a pas de preuve en 
al
ul des séquents de Σ sous hypothèses S, en parti
ulieril n'y en a pas dans le 
al
ul des séquents dé�ni au � 1.4.3 page 49 
i-dessus pour un ordrearbitraire sur les formules droite et gau
he de Σ. D'après le lemme 1.4.3 l'arbre est don
 dehauteur in�nie, d'après le lemme 1.4.5 il existe une 
haîne de dédu
tion in�nie, et d'après lelemme 1.4.6 
et ensemble dé�nit un 
ontre-modèle qui valide les séquents axiomes S et nevalide pas Σ.
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 à démontrer le lemme 1.4.6 page 
i-
ontre. On se donne pour les deux lemmesqui suivent une 
haîne de dédu
tion in�nie (Σi)i∈N.Le premier lemme 
orrespond au prére
quis pour la 
onstru
tion de l'arbre de re
her
hede preuve annon
é au début du � 1.4.3 page 49 :Lemme 1.4.71. Si la formule F apparaît dans un Σi, alors il existe j ≥ i telle qu'elle apparaît en positiona
tive dans Σj.2. Chaque formule des séquents de S apparaît soit à gau
he soit à droite dans l'un desséquents Σi.3. Si ∀xF apparaît positivement, resp. ∃xF négativement dans un séquent Σi, alors pourtout terme tn il existe j ≥ i tel que F [ti/x] apparaît positivement, resp. négativement,dans Σj .Le se
ond lemme donne la 
onstru
tion du 
ontre-modèle :Lemme 1.4.8 Soit M la L-stru
ture d'ensemble de base {ti / i ∈ N}, ave
 les symboles defon
tion interprétés naturellement (f symbole de fon
tion d'arité p) :
ft1 . . . tp

M
= ft1 . . . tpet les symboles de prédi
ats par (P symbole de prédi
at d'arité p) :

M |= Pu1 . . . up ssi il existe i ∈ N tel que Pu1 . . . up apparaît à gau
he dans Σi .Alors pour toute formule F à p variables libres x1, . . . , xp� Si F apparaît à gau
he dans les Σ alors M |= F [x1/x1, . . . , xp/xp] ;� Si F apparaît à droite dans les Σ alors M 6|= F [x1/x1, . . . , xp/xp] ;Remarquons que 
e lemme ne fournit pas une évaluation de toutes les formules, justementpar
e que l'on a restreint l'usage de la règle de 
oupure.Ces deux lemmes permettent de prouver le lemme 1.4.6 page 
i-
ontre.Démonstration (lemme 1.4.6 page pré
édente). En e�et on 
hoisit le modèle fournit par lelemme 1.4.8. Vu la dé�nition de l'interprétation d'un séquent M 6|= Σi, en parti
ulier M 6|=
Σ = Σ0.Soit maintenant S un séquent de S. Pro
édons par l'absurde. Supposons que M 6|= S.Alors M ne valide pas l'une des instan
es 
lose de S, soit S0, qui appartient également à
S par hypothèse. Posons S0 =def A1, . . . , An ⊢ B1 . . . Bp. On a don
 pour j ∈ {1, . . . , n},
M |= Aj et pour k ∈ {1, . . . , p}, M 6|= Bk. Or d'après le lemme 1.4.7, les formules Aj et
Bk apparaissent toutes dans les Σi, don
 d'après le lemme 1.4.8, les Aj à gau
he et les Bk àdroite. Soit don
 un entier m tel que :� ∀j ∈ {1, . . . , n} ∃i ≤ m Aj apparaît à gau
he dans Σi� ∀k ∈ {1, . . . , p} ∃i ≤ mBk apparaît à droite dans ΣiOn a 
onstruit les règles de façon qu'alors� ∀j ∈ {1, . . . , n} Aj apparaît à gau
he dans Σm



54 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTION� ∀k ∈ {1, . . . , p} Bk apparaît à droite dans ΣmCe
i signi�e que le séquent Σm est un axiome propre à a�aiblissement près, et alors la 
haînede dédu
tion (Σi)i∈N ne serait pas in�nie, 
e qui 
ontredit l'hypothèse. M est don
 bienmodèle de S.Il reste à prouver les deux lemmes.Démonstration (lemme 1.4.7). Les deux premières assertions dé
oulent dire
tement de la fa-çon dont est 
onstruit l'arbre de re
her
he. Pour la troisième, on le montre par ré
urren
e sur
n en utilisant la 
ontra
tion internalisée aux règles ∀g et ∃d et la première assertion.Démonstration (lemme 1.4.8). Le résultat se montre pour 
haque formule F d'un Σi par in-du
tion sur la stru
ture de F .� Pour les formules atomiques, 
'est la dé�nition du modèles pour les formules apparais-sant à gau
he, la 
onséquen
e de 
e qu'au
un des Σi n'est un axiome pour les formulesapparaissant à droite.� Si le 
onne
teur prin
ipal de la formule est propositionnel, on utilise la première assertiondu lemme 1.4.7, et on le véri�e pour 
haque règle.� Pour une formule ∀xG à droite dans un Σi, d'après le lemme 1.4.7, 
ette formule est enposition a
tive dans un Σj , pour j ≥ i, la règle qui 
orrespond est le ∀g, supposons que

F [xm/x] soit la prémisse. Par hypothèse d'indu
tion M 6|= F [xm/x], don
 M 6|= ∀xF .On peut remarquer que le r�le tenu par les xm est 
elui des témoins de Henkin dansune preuve de 
omplétude à la Henkin (voir [Cori-Las
ar 88℄).� les formules ∃xG à gau
he dans un Σi se traitent 
omme au 
as pré
édent.� Pour les formules ∀xG à droite et ∃xG à gau
he, on utilise la troisième assertion dulemme 1.4.7.Corollaire 1.4.9 (élimination des 
oupures) Si un séquent Σ est prouvable en 
al
ul desséquents ave
 
oupures sous hypothèse un ensemble S de séquents stable par substitution, alorsil est prouvable en 
al
ul des séquents ave
 
oupures restreintes aux formules apparaissant dans
S. En parti
ulier, si S est vide, Σ est prouvable sans 
oupures.Démonstration. La règle de 
oupure est sémantiquement 
orre
te, don
 sous les hypothèsesde l'énon
é, Σ est 
onséquen
e sémantique de S, d'où le résultat d'après le théorème de
omplétude.Avant de donner un 
ertain nombre de 
onséquen
es du théorème de 
omplétude, enparti
ulier pour la preuve automatique, on va donner une preuve 
ombinatoire dire
te de 
edernier énon
é.



1.5. ELIMINATION DES COUPURES EN CALCUL DES SÉQUENTS. 551.5 Elimination des 
oupures en 
al
ul des séquents.1.5.1 Introdu
tion.Pour prouver l'élimination des 
oupures on va montrer qu'il est possible de �remonter�
elles-
i au niveau des axiomes, et la 
oupure s'élimine alors trivialement (dans le 
as desaxiomes logiques) : ...
π...

Γ ⊢ ∆, A A ⊢ A
Γ ⊢ ∆, A

cut  

...
π...

Γ ⊢ ∆, ARemarquons qu'en présen
e de séquents axiomes non logiques, on aura une 
oupure surune formule du séquent axiome, dont on sait d'après le théorème de 
omplétude qu'elles nesont en général pas éliminables.Pour �remonter� les 
oupures on utilise deux prin
ipes :� la 
ommutation de règles pour les règles dont la formule prin
ipale n'est pas la formulede 
oupure : ...
π11...

Γ11 ⊢ ∆11, A

...
π12...

Γ12 ⊢ ∆12

Γ1 ⊢ ∆1, A
R1

...
π2...

A,Γ2 ⊢ ∆2
R2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
cut

 ...
π11...

Γ11 ⊢ ∆11, A

...
π2...

A,Γ2 ⊢ ∆2
R2

Γ11,Γ2 ⊢ ∆11,∆2

ut ...

π12...
Γ12 ⊢ ∆12

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
R1� quand les deux o

urren
es de la formule de 
oupure sont 
ha
une formule prin
ipaled'une règle logique, 
elles-
i sont alors la règle gau
he et la règle droite d'un même
onne
teur ou quanti�
ateur ; on fait disparaître 
es deux règles logique, et on fait porterla 
oupure sur les prémisses des règles. Par exemple pour l'impli
ation 
ela donne :
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π1...

Γ1, A ⊢ B,∆1

Γ1 ⊢ A→ B,∆1

→d

...
π21...

B,Γ21 ⊢ ∆21

...
π22...

Γ22 ⊢ ∆22, A

A→ B,Γ2 ⊢ ∆2

→g

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut

 ...
π1...

Γ1, A ⊢ B,∆1

...
π21...

B,Γ21 ⊢ ∆21

Γ1,Γ21, A ⊢ ∆1,∆21

ut ...

π22...
Γ22 ⊢ ∆22, A

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

utOn appellera rédu
tion logique 
e type de transformation.On sait (voir � 1.3.3 page 35) que la 
ommutation de la règle de 
oupure ave
 une règlelogique pourrait être �bloquée� dans une autre situation que 
elle qui 
orrespond à la rédu
tionlogique : si elle violait la 
ondition sur le paramètre propre, dans le 
as d'une règle ∀d ou ∃g.En e�et la 
ommutation peut modi�er le 
ontexte d'appli
ation de la règle :...

π1...
Γ1 ⊢ ∆1, B[y/x], A

Γ1 ⊢ ∆1,∀xB,A
∀d

...
π2...

A,Γ2 ⊢ ∆2
R2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2,∀xB
cut  

...
π1...

Γ1 ⊢ ∆1, B[y/x], A

...
π2...

A,Γ2 ⊢ ∆2
R2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2, B[y/x]

ut

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2,∀xB
∀dOn a alors besoin de la 
onvention adoptée au � 1.3.2 page 33, à savoir que y n'apparaîtjamais hors de la sous-dédu
tion qui se termine par la règle dont il est le paramètre propre.La 
ommutation ave
 des règles stru
turelles.La 
ommutation de la 
oupure ave
 une règle stru
turelle n'est pas inno
ente. La 
ommu-tation ave
 l'a�aiblissement 
orrespond à l'e�a
ement d'une des deux sous-preuves prémisses :...

π1...
Γ1 ⊢ ∆1, A

...
π2...

Γ2 ⊢ ∆2

A,Γ2 ⊢ ∆2
w

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
cut  

...
π2...

Γ2 ⊢ ∆2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
w∗La 
ommutation ave
 la règle de 
ontra
tion induit une dupli
ation d'une des deux sous-preuves prémisses :
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...
π1...

Γ1 ⊢ ∆1, A

...
π2...

A,A,Γ2 ⊢ ∆2

A,Γ2 ⊢ ∆2

cd

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut  

...
π1...

Γ1 ⊢ ∆1, A

...
π1...

Γ1 ⊢ ∆1, A

...
π2...

A,A,Γ2 ⊢ ∆2

A,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut

Γ1,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆1,∆2

ut

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
c∗La prin
ipale di�
ulté de la preuve vient de la 
ommutation ave
 la 
ontra
tion. En e�eton peut observer que pour les autres rédu
tions il est évident qu'une mesure simple dé
roit,la somme des hauteurs des sous-arbres prémisses de la 
oupure pour les autres 
ommutations,la 
omplexité de la formule de 
oupure pour les rédu
tions logiques. Ce n'est pas le 
as pourla 
ommutation ave
 la 
ontra
tion.De plus en logique 
lassique, il est possible d'avoir une 
oupure entre deux formules issues
ha
une d'une 
ontra
tion, l'une à droite, l'autre à gau
he. Dans 
e 
as la 
ommutation n'estpas un pro
édé su�sant pour 
on
lure. Supposons en e�et que dans le s
héma 
i-dessus lapreuve π1 se termine par une 
ontra
tion. Le résultat de la rédu
tion sera alors :...

π′1...
Γ1 ⊢ ∆1, A,A

Γ1 ⊢ ∆1, A
cd

...
π′1...

Γ1 ⊢ ∆1, A,A

Γ1 ⊢ ∆1, A
cd

...
π2...

A,A,Γ2 ⊢ ∆2

A,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut

Γ1,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆1,∆2

ut

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
c∗Si on fait 
ommuter la plus haute o

urren
e de la règle de 
oupure 
i-dessus ave
 la
ontra
tion ra
ine de π1, on obtient (l'ordre des suites de 
ontra
tions, qui 
ommutent entreelles, n'a pas d'importan
e) :

...
π′1...

Γ1 ⊢ ∆1, A,A

Γ1 ⊢ ∆1, A
cd

...
π′1...

Γ1 ⊢ ∆1, A,A

...
π2...

A,A,Γ2 ⊢ ∆2

A,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2, A

ut ...

π2...
A,A,Γ2 ⊢ ∆2

A,A,Γ1,Γ2,Γ2 ⊢ ∆1,∆2,∆2

ut

A,A,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
c∗

A,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

cg

Γ1,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆1,∆2

ut

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
c∗qui est une preuve plus 
omplexe, en quelque sens que 
e soit, que la preuve originale àsavoir :
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π′1...

Γ1 ⊢ ∆1, A,A

Γ1 ⊢ ∆1, A
cd

...
π2...

A,A,Γ2 ⊢ ∆2

A,Γ2 ⊢ ∆2

cd

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

utAvant de donner une solution à 
e problème, nous allons énumérer quelques rédu
tionslogiques.1.5.2 Les rédu
tions logiques.Nous avons déjà vu la rédu
tion dans le 
as de l'impli
ation au paragraphe 
i-dessus. Le
hoix a été fait de prendre la formulation montante pour la règle droite et des
endante pourla règle gau
he. Un 
hoix homogène montant ou des
endant est possible, mais né
essite alorsl'usage des règles stru
turelles pour la rédu
tion. Ce 
hoix 
orrespond à appelle la formulationmultipli
ative des règles du 
al
ul des séquents en logique linéaire (voir [Girard-Lafont-Taylor 89℄).Le 
hoix symétrique (montant pour la règle gau
he, des
endant pour la règle droite) est laformulation additive, et la rédu
tion ne né
essite pas non plus de règles stru
turelles (exer-
i
e). Ces formulations prennent un sens en logique linéaire où les règles stru
turelles sontgérées par des 
onne
teurs parti
uliers.En fait pour les 
onne
teurs binaires, la rédu
tion logique ne dépend pas du 
onne
teurmais du 
hoix des règles gau
he et droite pour 
es 
onne
teurs. En logique 
lassique, il esttoujours possible d'adopter le 
hoix e�e
tué 
i-dessus pour l'impli
ation, par exemple pour la
onjon
tion : ...

π11...
Γ11 ⊢ ∆11, A

...
π12...

Γ12 ⊢ ∆12, B

Γ2 ⊢ ∆2, A ∧B ∧d

...
π2...

A,B,Γ1 ⊢ ∆1

A ∧B,Γ1 ⊢ ∆1

∧g

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut

 ...
π11...

Γ11 ⊢ ∆11, A

...
π2...

A,B,Γ1 ⊢ ∆1

B,Γ1,Γ11 ⊢ ∆1,∆11

ut ...

π12...
Γ12 ⊢ ∆12, B

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

utRemarquons que les 
hoix de règles pour l'impli
ation et la 
onjon
tion faits 
i-dessus
onviennent à la logique intuitionniste. Il su�t de parti
ulariser au 
as où il y a une seuleformule à droite. On ne peut faire le même 
hoix pour la disjon
tion. Si on fait le 
hoix suivant,qui est assez naturel, on a besoin des règles stru
turelles :
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π1...

Γ1 ⊢ A
Γ1 ⊢ A ∨B

∨dg

...
π21...

A,Γ21 ⊢ ∆21

...
π22...

B,Γ22 ⊢ ∆22

A ∨B,Γ2 ⊢ ∆2

∨g

Γ1,Γ2 ⊢ ∆2

ut

 ...
π1...

Γ1 ⊢ A

...
π21...

A,Γ21 ⊢ ∆21

Γ1,Γ21 ⊢ ∆21

ut

Γ1,Γ2 ⊢ ∆2
w∗(∆21 ∪∆22 = ∆2, dans le 
as de la logique intuitionniste, ∆2 
ontient au plus une formule).La négation se traite en
ore plus simplement (exer
i
e).Pour les quanti�
ateurs, 
omme en dédu
tion naturelle, on a besoin de modi�er une preuvepar substitution d'un terme à une variable :...

π1...
Γ1 ⊢ ∆1, A[y/x]

Γ1 ⊢ ∆1,∀xA
∀d

...
π2...

A[t/x],Γ2 ⊢ ∆2

∀xA,Γ2 ⊢ ∆2
∀g

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
cut  

...
π1[t/y]...

Γ1 ⊢ ∆1, A[t/x]

...
π2...

A[t/x],Γ2 ⊢ ∆2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
cutLa 
orre
tion de 
ette transformation est assurée par la 
ondition sur le paramètre propre

y, qui assure que Γ1[t/y] = Γ1, ∆1[t/y] = ∆1, et A[y/x][t/y] = A[t/x].La rédu
tion dans le 
as du 
onne
teur existentiel est identique.1.5.3 Le 
al
ul des séquents intuitionniste.Remarquons que nous pouvons déduire l'élimination des 
oupures du 
al
ul des séquentsintuitionniste dans le fragment →,∧,∀ en 
omposant la tradu
tion ψ du � 1.3.6 page 43,la normalisation de la preuve de dédu
tion naturelle obtenue, et la tradu
tion ϕ du � 1.3.4page 37 qui transforme une preuve normale en une preuve sans 
oupures.On va 
ependant donner une preuve dire
te. Pour gérer le problème posé par les 
ontra
-tions, on peut utiliser une généralisation de la règle de 
oupures, la multi-
oupure :
Γ1 ⊢ A

n
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,Γ2 ⊢ ∆

Γ1,Γ2 ⊢ ∆

ut× n ≥ 1

∆ 
ontient au plus une formule
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omme n appli
ations su

essives de la règle de 
oupure ordi-naire, ou en
ore 
omme n− 1 
ontra
tions suivie d'une règle de 
oupure.On va maintenant démontrer le lemme suivant :
Lemme 1.5.1 S'il existe une preuve sans 
oupures π1 de Γ1 ⊢ A, une preuve sans 
oupures
π2 de A, . . . , A,Γ2 ⊢ ∆ (où ∆ 
ontient au plus une formule), alors il existe une preuve sans
oupure de Γ1,Γ2 ⊢ ∆.
Démonstration. On va montrer 
e lemme par indu
tion d'abord sur la 
omplexité de A,puis sur h(π1) + h(π2), où h(π) désigne la hauteur de la preuve π sans 
ompter les règlesstru
turelles. On distingue à 
haque fois suivant les dernières règles terminant π1 et π2. Onutilise les rédu
tions vues 
i-dessus, ou des 
omposéesde 
elles-
i.Si l'une de 
elles-
i est a�aiblissement, le résultat suit par hypothèse de ré
urren
e sur
h(π1) + h(π2) (voir 
i-dessus).Si l'une de 
elles-
i est une 
ontra
tion La permutation de la règle de multi-
oupure ave
la 
ontra
tion s'é
rit maintenant (∆ 
ontient au plus une formule) :

...
π1...

Γ1 ⊢ A

...
π2...

n+1
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,A,Γ2 ⊢ ∆
n

︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,Γ2 ⊢ ∆

cd

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut×  

...
π1...

Γ1 ⊢ A

...
π2...

n+1
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,A,Γ2 ⊢ ∆2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut×et on obtient don
 le résultat par hypothèse de ré
urren
e sur h(π1) + h(π2).La 
ommutation ave
 une règle logique qui n'a pas pour formule prin
ipale une formule de
oupure est maintenant disymétrique, suivant la prémisse de la règle de 
oupure sur laquelleelle porte. Dans le 
as où la règle logique est au dessus de la prémisse où la formule de 
oupureapparaît à droite, 
'est identique à 
e qui a été montré en introdu
tion. Dans l'autre 
as 
'esttrès similaire :
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...
π1...

Γ1 ⊢ A
R1

...
π21...

p
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,Γ21 ⊢ ∆1

...
π22...

q
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,Γ22 ⊢ ∆2

p+q
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,Γ2 ⊢ ∆

R2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆
cut×

 ...
π1...

Γ1 ⊢ A
R1

...
π21...

p
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,Γ21 ⊢ ∆1

Γ21 ⊢ ∆1

ut× ...

π1...
Γ1 ⊢ A

R1

...
π22...

q
︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A,Γ22 ⊢ ∆2

Γ22 ⊢ ∆2

ut×

Γ1,Γ2 ⊢ ∆
R2(∆, ∆1 et ∆2 
ontiennent au plus une formule).

et à 
haque fois on a le résultat par hypothèse de ré
urren
e sur h(π1) + h(π2).Pour la rédu
tion logique, les s
hémas vu en introdu
tion et au � 1.5.2 page 58 n'éliminentqu'une o

urren
e de la formule introduite. Ce
i 
onvient si la multi-
oupure est en fait une
oupure, et le résultat suit par hypothèse d'indu
tion sur la 
omplexité de la formule de
oupure.On a don
 besoin d'ajouter une 
ommutation de la 
oupure originale. Par exemple pourl'impli
ation (on désigne par [F ]n une suite de n o

urren
es de la formule F ) :



62 CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE DEDUCTION...
π1...

Γ1, B ⊢ C
Γ1 ⊢ B → C

→d

...
π21...

C, [B → C]p,Γ21 ⊢ ∆

...
π22...

Γ22, [B → C]q ⊢ B
[B → C]n+1,Γ2 ⊢ ∆

→g

Γ1,Γ2 ⊢ ∆

ut×

 

...
π1...

Γ1, B ⊢ C

...
π1...

Γ1, B ⊢ C
Γ1 ⊢ B → C

→d

...
π21...

C, [B → C]p,Γ21 ⊢ ∆

C,Γ1,Γ21 ⊢ ∆

ut×

Γ1,Γ1,Γ21, B ⊢ ∆

ut

...
π1...

Γ1, B ⊢ C
Γ1 ⊢ B → C

→d

...
π22...

Γ22, [B → C]q ⊢ B
Γ1,Γ22 ⊢ B


ut×
Γ1,Γ1,Γ1,Γ2 ⊢ ∆


ut
Γ1,Γ2 ⊢ ∆

c∗(∆ 
ontient au plus une formule, n = p+ q)Dans 
e 
as le résultat du lemme suit par hypothèse de ré
urren
e sur le somme des hau-teurs des preuves prémisses pour les deux multi-
oupures les plus hautes, puis par hypothèsed'indu
tion sur la 
omplexité de la formule de 
oupure pour les deux dernières 
oupures.Les autres rédu
tions logiques se font de façon similaire.On peut maintenant démontrer l'élimination des 
oupures :Théorème 1.5.2 Si un séquent est démontrable en 
al
ul des séquents intuitionniste, il estdémontrable en 
al
ul des séquents intuitionniste sans la règle de 
oupure.Démonstration. On démontre le résultat par ré
urren
e sur le nombre de 
oupures dans lapreuve π d'un séquent Γ ⊢ ∆. Si π 
ontient au moins une 
oupure, on 
hoisit parmi 
elles-
il'une des plus hautes dans π. On peut appliquer le lemme pré
édent aux deux sous-preuvesprémissses : on obtient ainsi une preuve π′ de Γ ⊢ ∆ qui 
ontient une 
oupure de moins que
π d'où le résultat par ré
urren
e.Si on 
ompare la preuve d'élimination des 
oupures pré
édente à la preuve de normalisationfaible de la dédu
tion naturelle (voir théorème ?? page ??), on 
onstate que 
ette dernièrepreuve utilise des transformations lo
ales à la preuve : on obtient la preuve sans 
oupurespar permutations su

essives de la règle de multi-
oupure ave
 les autres règles. La preuvede normalisation de la dédu
tion naturelle utilise des transformations globales de la preuve,en 
e qui 
on
erne par exemple l'impli
ation : il s'agit de rempla
er 
ertaines o

urren
esde l'axiome A ⊢ A dans une preuve de Γ1 ⊢ A → B, par une preuve de Γ2 ⊢ A. Cela n'a
ependant rien d'intrinsèque à 
haque fois, même si 
'est probablement un peu plus fa
ile dele présenter ainsi. On pourrait en parti
ulier donner des transformations globales des preuvesde 
al
ul des séquents pour l'élimination des 
oupures.
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e importante est qu'une stratégie de rédu
tion de la preuve 
omme 
ellequi est adoptée dans la preuve d'élimination des 
oupures 
i-dessus est indispensable, mêmedans le 
as intuitionniste. Par 
ontre en dédu
tion naturelle toute 
omposition des rédu
tionsélémentaires aboutit (théorème de normalisation forte ?? page ??), et aboutit à la mêmepreuve (propriété de Chur
h-Rosser ?? page ??).1.5.4 Une gestion plus stri
te des 
ontra
tions.La preuve d'élimination des 
oupures du � pré
édent utilise des transformations lo
ales, etgère la 
ontra
tion en l'intégrant à la règle de 
oupure (multi-
oupure). Une autre solution, quipermet de 
onserver la règle de 
oupure usuelle, est de gérer plus stri
tement la 
ontra
tion enl'intégrant aux règles logiques, mais pas systématiquement 
omme dans la version montantedu 
al
ul des séquents. Pour 
ela on revient à la dé�nition des séquents 
omme 
ouple demulti-ensembles. On rappelle que les multi-ensembles peuvent être formalisés 
omme desappli
ations d'un ensemble �ni d'index dans l'ensemble des formules. On peut représenter
ette appli
ation 
omme un ensemble de 
ouples que l'on notera F x, où x est un index et
F une formule. Par dé�nition, deux formules di�érentes ne peuvent avoir le même index. On
hoisit 
omme règles du 
al
ul des séquents les règles de la version des
endante suivie de la
ontra
tion systématique des formules de même index.Par exemple la règle →g aura, entre autres, les instan
es suivantes :

Γ, (A→ B)x, By ⊢ ∆ Γ′, (A→ B)x ⊢ Aα,∆′

Γ,Γ′, (A→ B)x ⊢ ∆,∆′
→g

Γ, (A→ B)x, By ⊢ ∆ Γ′, (A→ B)x
′ ⊢ Aα,∆′

Γ,Γ′, (A→ B)x, (A → B)x
′

, (A→ B)z ⊢ ∆,∆′
→gà 
haque fois la �,� à gau
he ou à droite signi�e l'union ensembliste sur les formules indexées.La 
ontra
tion apparaît dans un 
e système de deux façons : internalisée dans le 
ontexted'une règle binaire, ou sur la formule prin
ipale d'une règle logique.Par ailleurs 
ette façon de gérer la 
ontra
tion a un sens du point de vue de l'interprétationdes preuves 
omme programmes. Par exemple les index des formules à gau
he 
orrespondentà des variables du λ-
al
ul.On va tout d'abord montrer qu'il est toujours possible de trans
rire une preuve du 
al
uldes séquents en une preuve ave
 
ontra
tions impli
ites.Lemme 1.5.3 S'il existe une preuve de Γ, Ax, Ay ⊢ ∆, resp. de Γ ⊢ Bα, Bβ en 
al
ul desséquents ave
 
ontra
tions impli
ite, alors il existe une preuve dans 
e 
al
ul ayant la mêmestru
ture du séquent Γ, Ax ⊢ ∆, resp. Γ ⊢ Bα,∆.Démonstration. Par indu
tion sur la hauteur de la preuve, en regardant la dernière règleutilisée. Cela se véri�e règle par règle sans di�
ultés.Lemme 1.5.4 S'il existe une preuve en 
al
ul des séquents usuel (par exemple version des-
endante) du séquent Γ ⊢ ∆, où Γ et ∆ sont des multi-ensembles notés 
omme des ensemblesde formules indexées, alors il existe une preuve du même séquent en 
al
ul des séquents ave

ontra
tion impli
ite, et 
ette preuve a la même stru
ture aux règles de 
ontra
tions près.
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urren
e sur la hauteur de la preuve, en regardant la dernière règleutilisée. Si 
elle-
i est une 
ontra
tion, on utilise le lemme pré
édent.Remarquons que la transformation sur la preuve induite par 
e dernier lemme 
onsiste àfaire permuter les 
ontra
tions jusqu'à 
e que, soit elles disparaissent 
ar partagées dans les
ontextes d'une règle binaire, soit l'une des formules 
ontra
tée soit 
rée par une règle logique.On peut donner maintenant une variante de la démonstration pré
édente d'éliminationdes 
oupures pour le 
al
ul des séquents intuitionniste. Il su�t de réénon
er le lemme 1.5.1page 60 pour la règle de 
oupure (et non de multi-
oupure) dans le 
al
ul des séquents ave

ontra
tion impli
ite.Lemme 1.5.5 Dans le 
al
ul des séquents ave
 
ontra
tion impli
ite, s'il existe une preuvesans 
oupures π1 de Γ1 ⊢ A, une preuve sans 
oupures π2 de A,Γ2 ⊢ ∆ (où ∆ 
ontient auplus une formule), alors il existe une preuve sans 
oupure de Γ1,Γ2 ⊢ ∆.Démonstration. La démonstration est quasi-identique à 
elle du lemme 1.5.1 page 60. La seulerègle stru
turelle est désormais l'a�aiblissement. Quand les dernières règles de π1 et π2 sontdes règles logiques sur A, on gère la 
ontra
tion éventuellement internalisée exa
tement dela même façon, et don
 la démonstration se fait en
ore par indu
tion sur la 
omplexité de laformule de 
oupures, puis sur la somme des hauteurs des preuves π1 et π2 sans 
ompter lesa�aiblissements.1.5.5 Le 
al
ul des séquents 
lassique.La preuve pour le 
al
ul des séquents 
lassique se fait de façon similaire. L'une ou l'autredes méthodes utilisée sont envisageables. On va utiliser la se
onde. Pour gérer le 
as d'une
oupure sur deux formules 
ontra
tées, qui ne pouvait se produire en 
al
ul des séquentsintuitionniste, il faut répéter le pro
édé utilisé (
ommutation + rédu
tion logique) sur 
ha
unedes prémisses.Lemme 1.5.6 Dans le 
al
ul des séquents ave
 
ontra
tion impli
ite, s'il existe une preuvesans 
oupures π1 de Γ1 ⊢ A,∆1, une preuve sans 
oupures π2 de A,Γ2 ⊢ ∆2, alors il existeune preuve sans 
oupure de Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2.Démonstration. Par indu
tion sur la 
omplexité de A, la formule de 
oupure, puis par ré-
urren
e sur la somme des hauteurs des preuves π1 et π2 
omptées sans règles stru
turelles(
.a.d. pour 
e 
al
ul des séquents sans a�aiblissements). On regarde les dernières règles de
π1 et π2. Dans le 
as où l'une d'entre elle n'est pas une règle logique de formule prin
ipale
A, on 
ommute la 
oupure et 
ette règle et le résultat suit par hypothèse de ré
urren
e sur
h(π1) + h(π2) (
'est identique à 
e qui est fait dans la preuve du lemme 1.5.1 page 60).Dans le 
as où la dernière règle de π1 
omme la dernière règle de π2 sont de formuleprin
ipale A, on doit détailler symbole par symbole. On va traiter l'impli
ation, dans le �piredes 
as� où la règle →d internalise une 
ontra
tion, et la règle→g deux 
ontra
tions. La preuve



1.5. ELIMINATION DES COUPURES EN CALCUL DES SÉQUENTS. 65se présente ainsi (pour simpli�er, on ne note pas les indi
es des prémisses se
ondaires) :...
π1...

Γ1, B ⊢ C, (B → C)α,∆1

Γ1 ⊢ (B → C)α,∆1

→d

...
π21...

C, (B → C)x,Γ21 ⊢ ∆21

...
π22...

Γ22, (B → C)x ⊢ B,∆22

(B → C)x,Γ2 ⊢ ∆2

→g

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

ut(Γ2 = Γ21 ∪ Γ22, ∆2 = ∆21 ∪∆22)on utilise la méthode des 
oupures 
roisées, 
'est à dire que l'on 
ommen
e par une 
om-mutation de la 
oupure sur la prémisse où la formule de 
oupure apparaît à gau
he (
ommedans le 
as intuitionniste) : ...

π1...
Γ1, B ⊢ C, (B → C)α,∆1

Γ1 ⊢ (B → C)α,∆1

→d

...
π21...

C, (B → C)x,Γ21 ⊢ ∆21

C,Γ1,Γ21 ⊢ ∆1,∆21

utet...

π1...
Γ1, B ⊢ C, (B → C)α,∆1

Γ1 ⊢ (B → C)α,∆1

→d

...
π22...

(B → C)x,Γ22 ⊢ B,∆22

Γ1,Γ22 ⊢ B,∆1,∆22

utsoient π′

1 et π′

2 
es deux preuvespuis sur la prémisse où la formule apparaît à droite (
e qui ne se pouvait se produire dansle 
as intuitionniste) :...
π1...

Γ1, B ⊢ C, (B → C)α,∆1

...
π21...

C, (B → C)x,Γ21 ⊢ ∆21

...
π22...

Γ22, (B → C)x ⊢ B,∆22

(B → C)x,Γ2 ⊢ ∆2

→g

Γ1,Γ2, B ⊢ C,∆1,∆2

utsoit π′′ 
ette preuveet on 
ompose par des 
oupures sur les sous-formules immédiates de la formule de 
oupure :
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π′′...

Γ1,Γ2, B ⊢ C,∆1,∆2

...
π′1...

C,Γ1,Γ21 ⊢ ∆1,∆21

Γ1,Γ2, B ⊢ ∆1,∆2

ut ...

π′2...
Γ1,Γ22 ⊢ B,∆1,∆22

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

utLes preuves π′1, π′2 et π′′ peuvent être rempla
ées par ds preuves sans 
oupures par hy-pothèse de ré
urren
e sur la somme des hauteurs des preuves prémisses. La dernière preuveest obtenue par 
oupure sur des formules de 
omplexité inférieure à A = B → C, don
 setransforme en une preuve sans 
oupures par indu
tion sur la 
omplexité de A.Les autres 
onne
teurs binaires se traitent de façon identiques, la négation et les quenti-�
ateurs se traitent de façon analogue (un peu plus simplement 
ar les règles sont unaires).Théorème 1.5.7 (Élimination des 
oupures.) Si un séquent Γ ⊢ ∆ a une preuve en 
al-
ul des séquents 
lassique, alors il a une preuve sans 
oupures en 
al
ul des séquents, 
equelquesoit la variante du 
al
ul des séquents parmi 
elles introduites.Démonstration. On le prouve tout d'abord pour le 
al
ul des séquents ave
 
ontra
tion im-pli
ite par ré
urren
e sur le nombre de 
oupures dans la preuve. Il su�t d'éliminer une 
ou-pure de hauteur maximale par le lemme pré
édent, puis on 
on
lut par hypothèse de ré
ur-ren
e. Pour étendre le résultat au 
al
ul des séquents version des
endante, on applique lelemme 1.5.4 page 63. Les autres versions du 
al
ul des séquents se déduisent de 
elle-
i parrègles stru
turelles.On peut étendre 
e résultat en présen
e d'axiomes propres, en reprenant la même démons-tration. On obtient ainsi dire
tement le 
orollaire 1.4.9 page 54 du théorème de 
omplétude.1.6 Premières appli
ations de l'existen
e d'une preuve sans 
ou-pures.1.6.1 Appli
ations en logique intuitionniste.Propriété de disjon
tion et propriété d'existen
e.

⊢i A ∨B ssi ⊢i A∨ ⊢i B

⊢ ∃xA ssi il existe un terme t tel que ⊢i A[t/x][à 
ompléter℄Dé
idabilité du 
al
ul des séquents intuitionniste.Dé
idabilité par re
her
he d'une preuve sans 
oupures ni �redondan
es�.[à 
ompléter℄



1.6. PREMIÈRES APPLICATIONS DE L'EXISTENCE D'UNE PREUVE SANS COUPURES.671.6.2 Appli
ations en logique 
lassique.La 
omplétude de la méthode de 
oupures (résolution).
ommutation des 
oupures entre elles, 
omplétude de la stratégie linéaire par entrées.[à 
ompléter℄Le théorème du séquent médian.Appli
ation au théorème de Herbrand.[à 
ompléter℄
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Chapitre 2Appli
ations à la preuve automatique.2.1 Le 
al
ul propositionnel.Le 
al
ul propositionnel 
lassique est dé
idable. Les méthodes de dé
ision que nous allonsétudier ne sont pas spé
ialement e�
a
es en 
al
ul propositionnel, mais se généralisent defaçon utile au 
al
ul des prédi
ats.2.1.1 Méthode des tableaux.En 
al
ul propositionnel, la méthode des tableaux est une variante syntaxique du 
al
uldes séquents version montante. On peut la voir 
omme une version un peu optimisée en espa
eet don
 plus adéquate pour l'implémentation. Essentiellement, la di�éren
e est que l'on nere
opie pas les formules. Le séquent en un point de l'arbre est don
 l'ensemble des formulessur la se
tion de bran
he de la ra
ine de la preuve en 
e point.[à 
ompléter℄2.1.2 Méthode des 
onnexions.La méthode des 
onnexions est en
ore une version optimisée en espa
e du 
al
ul des sé-quents version montante, ave
 axiomes sur des formules atomiques. On �partage� des formulesentre des séquents, et pas for
ément entre des séquents qui sont sur une même bran
he (
ommeen méthode des tableaux), et on quotiente par les 
ommutations de règles.Comme en méthode des tableaux, on attribue un signe aux formules, le signe �+� 
orres-pond aux formules à droite dans un séquent, le signe �−� au formules à gau
he. On appellelittéral une formule atomique signée.On dé�nit d'abord la matri
e d'une formule signée F quel
onque.Dé�nition 2.1.1 Les matri
es de F+, et F−, soient M(F+) et M(F−), sont dé�nies parindu
tion sur F :i. Pour F = α atomique,
M(α+) = α+ M(α−) = α−;ii. Pour F = ¬A,

M((¬A)+) =M(A−) M((¬A)−) =M(A+)69



70 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.iii. pour F = A ∧B,
M((A ∧B)+) =

M(A+)
M(B+)

M((A ∧B)−) = M(A−) M(B−)iv. pour F = A ∨B,
M((A ∨B)+) = M(A+) M(B+) M((A ∨B)−) =

M(A−)
M(B−)v. pour F = A ∨B,

M((A → B)+) = M(A−) M(B+) M((A→ B)−) =
M(A+)
M(B−)Les deux opérations de juxtaposition, verti
alement ou horizontalement, sont 
onsidéréesà asso
iativité près.La matri
e d'une formule F est la matri
e de F+. La matri
e d'un séquent A1, . . . , An ⊢

B1, . . . , Bp est :
M(A−

1 ) . . .M(A−
n )M(B+

1 ) . . .M(B+
p ) .L'opération de juxtaposition horizontale 
orrespond à la �,� du 
al
ul des séquent, elleest utilisée pour 
e qui 
orrespond aux règles unaires du 
al
ul des séquents. L'opération dejuxtaposition verti
ale 
orrespond aux règles binaires du 
al
ul des séquents. On s'aperçoitalors que l'é
riture de la matri
e d'une formule 
orrespond à l'é
riture d'un arbre de 
al
uldes séquents, l'arbores
en
e 
orrespondant à des �emboîtements� su

essifs.On peut aussi interpréter la matri
e d'une formule F 
omme une formule équivalenteutilisant uniquement la disjon
tion (juxtaposition horizontale) et la 
onjon
tion (juxtapostionverti
ale) sur les littéraux. Ce n'est pas en général une forme normale : la matri
e respe
te lastru
ture des 
onne
teurs binaires de la formule F .Exemple. Matri
e de (A→ (B → C)) → ((A → B) → (A→ C)) :





A+

B+

C−





(
A+

B−

)

A− C+Matri
e de (A→ B) → A) → A :
(
A− B+

A−

)

A+On dé�nit maintenant la notion qui 
orrespond aux feuilles d'un arbre de re
her
he depreuves en 
al
ul des séquents :Dé�nition 2.1.2 Un 
hemin est une suite �nie d'atomes signés. On dé�nit l'ensemble des
hemins qui traversent une matri
e, par indu
tion sur la stru
ture de la matri
e :i. pour un atome α∗, ∗ ∈ {+,−} :
C(α∗) = α∗ ;
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C(A1 . . . An) = C(A1)× · · · × C(An) ;iii.
C






A1...
An




 = C(A1) ∪ · · · ∪ C(An) ;On peut aussi interpréter l'ensemble des 
hemins d'une matri
e 
omme la forme normale
onjon
tive/disjon
tive de la formule 
orrespondante.Exemple. La matri
e de (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) donnée 
i-dessus esttraversée par 6 
hemins :

A+, A+, A−, C+ A+, B−, A−, C+ B+, A+, A−, C+

B+, B−, A−, C+ C−, A+, A−, C+ C−, B−, A−, C+La matri
e de (A→ B) → A) → A donnée 
i-dessus est traversée par deux 
hemins :
A−, B+, A+ et A−, A+En�n on dé�nit la notion qui 
orrespond aux séquents axiomes :Dé�nition 2.1.3 On appelle 
onnexion d'une matri
e un 
ouple d'o

urren
es dans 
ettematri
e du même atome sur un 
hemin l'une positive, l'autre négative. Un ensemble 
ompletde 
onnexions d'une matri
e M est un ensemble de 
onnexions tel que l'une d'entre ellesapparaisse sur tout 
hemin traversant M .Exemple. La matri
e de (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C)) a un ensemble 
ompletde 5 
onnexions qui est {(A+

1 , A
−), (A+

2 , A
−), (B+, B−), (C−, C+)} (on note A1 et A2 les deuxo

urren
es positives de A) 
omme le montre le s
héma :





A+
1

B+

C−





(
A+

2

B−

)

A− C+La matri
e de (A→ B) → A) → A a un ensemble 
omplet de 2 
onnexions {(A−
1 , A

+), (A−
2 , A

+)}
omme le montre le s
héma : (
A−

1 B+

A−
2

)

A+Que l'on interprète la matri
e 
omme une formule ou 
omme un arbre de 
al
ul desséquents, on a immédiatement :Proposition 2.1.4 Une formule, ou un séquent est démontrable si et seulement si sa matri
epossède un ensemble 
omplet de 
onnexions.L'essentiel est en fait que 
ette é
riture suggère d'autres façons de re
her
her la preuvequ'en 
al
ul des séquents ou méthode des tableaux, par exemple en 
ommençant par les
onnexions (
'est à dire les axiomes). La méthode qui 
onsisterait à 
al
uler l'ensemble de
hemins puis à véri�er que 
ha
un d'eux 
ontient une 
onnexion serait une version pauvre dela méthode des tableaux.



72 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.2.1.3 La résolution.En 
al
ul propositionnel, la résolution se réduit à utiliser la 
oupure. La règle de 
oupureest 
omplète pour les séquents 
onstitués d'atomes. [à 
ompléter℄2.1.4 Méthode inverse et forme normale stru
turelle.[à 
ompléter℄2.2 Uni�
ation.Le 
al
ul des prédi
ats est indé
idable. On peut 
ependant s'interesser à des algorithmesde semi-dé
ision, 
'est à dire des méthodes qui étant donné une formule termineront (théo-riquement) si 
elle-
i est prouvable. Si l'on inspe
te la preuve du théorème de 
omplétude,en parti
ulier la 
onstru
tion de l'arbre de re
her
he de preuve du � 1.4.3 page 49, et quel'on se restreint au 
as sans axiomes non logiques (
omplétude faible) on observe que la nonterminaison de l'algorithme vient des règles ∀g et ∃d. On peut distinguer deux problèmes : la
ontra
tion, qui la vraie sour
e d'indé
idabilité et qui n'est pas rédu
tible, et l'énumérationde tous les termes du langage pour 
apturer toutes les possibilités d'appli
ation de 
es règles.L'essai de tous les termes du langage est imprati
able même sur ordinateur. On va rempla
er
e
i par un autre mé
anisme : il s'agit de retarder les 
hoix des termes pour les règles ∀g et
∃d par l'introdu
tion de meta-variables. On fait le 
hoix en re
her
hant à mettre en éviden
eun axiome logique : supposons que les termes ti et t′i 
ontiennent des meta-variables,

Γ, A[t1/x1, . . . , tn/xn] ⊢ A[t′1/x1, . . . , t′n/xn],∆est un axiome pour une substitution σ sur les meta-variables à valeurs dans les termes dulangage telle que :
σ(t1) = σ(t′1), . . . , σ(tn) = σ(t′n) .La re
her
he d'une telle substition s'appelle l'uni�
ation, elle est dé
idable. Il s'agira don
 de
onstruire un arbre de re
her
he de preuves (potentiellement in�ni à 
ause de la 
ontra
tion)en repérant de tels séquents, on peut se restreindre aux formules A atomiques, et en utilisantl'uni�
ation. Cette méthode sera pré
isée aux � 2.3 page 84 et 2.4 page 89.2.2.1 Premières dé�nitions.Soit un langage L du premier ordre 
ontenant des variables et des symboles de fon
tion(dont des 
onstantes) 1 uni�er un ensemble �ni S de 
ouples de termes

S = {(t1, t′1), . . . , (tn, t′n)}
'est trouver une substitution s à support �ni (
.a.d. l'identité sauf pour un nombre �nide variables), dé�nie des variables dans les termes, telle que1. Il s'agit de l'uni�
ation du premier ordre : il n'y a pas de variables de fon
tions. L'uni�
ation d'ordresupérieur peut se dé�nir en λ-
al
ul typé et autorise la substitution sur des variables de fon
tions. Elle n'estpas dé
idable en général.
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s(t1) = s(t′1), . . . , s(tn) = s(t′n).On appelle support d'une telle substitution σ et on le note support(σ) l'ensemble �ni desvariables x telles que σ(x) 6= x.Dans 
e paragraphe un système désigne un ensemble �ni de 
ouples de termes de L.Un uni�
ateur prin
ipal de S est une substitution à support �ni σ véri�ant que si S estuni�able et que s est un uni�
ateur de S, alors il existe une substitution α telle que s = α◦σ.Remarquons que Si σ et σ′ sont deux uni�
ateurs prin
ipaux d'un même système S, ilssont identiques à renommage de variables près.Plus pré
isément, appelons renommage une une substitution à support �ni dont les imagessont des variables et qui est bije
tive des variables dans les variables.Fait 2.2.1 Si σ est un uni�
ateur prin
ipal de S, alors σ′ est un uni�
ateur prin
ipal de Ssi et seulement si il existe un renommage α tel que σ′ = α ◦ σ.Démonstration. exer
i
e.En pratique, lors de l'uni�
ation, d'une façon ou d'une autre, on essaye de � quotienter �par les renommages de variable. On peut manipuler par exemple des 
ouples 
onstitués d'unensemble de variables et d'un terme substituable à 
ha
une de 
es variables.Nous montrerons dans la suite (voir proposition 2.2.22 page 81) la proposition suivante.Proposition 2.2.2 Un système S est uni�able si et seulement s'il existe un uni�
ateur prin-
ipal pour S.Un algorithme d'uni�
ation fournira un uni�
ateur prin
ipal dans le 
as où le système estuni�able.2.2.2 Algorithme d'uni�
ation.L'algorithme d'uni�
ation étudié i
i serait assez pro
he de l'algorithme original d'Her-brand. Une version moderne, ave
 beau
oup d'améliorations au point de vue e�
a
ité, setrouve dans l'arti
le [Martelli Montanari 82℄.Une idée simple pour trouver un uni�
ateur serait de � superposer � les termes à uni�er.Quand il faut identi�er deux symboles de 
onstante ou fon
tion di�érents, l'uni�
ation é
houe.Sinon et si les termes ne sont pas identiques, un terme doit être uni�é à une variable, on e�e
tuealors la substitution induite 
e qui élimine 
ette variable et on re
ommen
e. La substitutionn'est pas possible, soit quand on doit identi�er deux 
onstantes ou symboles de fon
tionsdistin
ts (
lash), soit quand on doit substituer à une variable un terme qui 
ontient 
ettevariable (test d'o

urren
e, ou o

ur-
he
k)Le défaut, au moins théorique, de la méthode grossièrement esquissée 
i-dessus apparaîtsur les deux exemples 
i-dessous :

(x0, fx1x1), (x1, fx2x2), . . . , (xn−1, fxnxn), (xn, fx0x0)

(x0, fx1x1), (x1, fx2x2), . . . , (xn−1, fxnxn), (xn, fxn+1xn+1)



74 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.Le premier de 
es systèmes n'est pas uni�able (o

ur-
he
k), le se
ond l'est. Mais 
elaapparaîtra par la méthode esquissée 
i-dessus après avoir e�e
tué n substitutions et 
al
uléun terme de taille 2n.Par ailleurs le test d'o

urren
e est la seule raison qui fasse é
houer l'uni�
ation du premiersystème, et le se
ond système dé�nit une substitution par 
ompositions su

essives. On vadon
 a

epter une telle forme 
omme solution de l'uni�
ation. Du 
oup le test d'o

urren
edevient un peu moins immédiat.Systèmes réduits, systèmes résolus.Une substitution à support �ni est dé
rite par un ensemble �ni de 
ouples dont les pre-miers membres sont des variables distin
tes deux à deux, les se
ond membres des termes sanso

urren
es de la variable qui est premier membre du même 
ouple :
s = {(x1, t1), . . . , (xn, tn)} ave
 i 6= j ⇒ xi 6= xj.On interprète s 
omme la substitution simultanée des ti aux xi.Pour uni�er un système on va pro
éder par rédu
tion du système à une forme analogue,qui ne dé
rira pas 
ependant une substitution simultanée mais une 
omposée de substitutionsélémentaires.On va don
 
ommen
er par travailler sur des systèmes dont le membre gau
he est unevariable.La dé�nition suivante isole des systèmes dont l'uni�
ation ne peut é
houer que par le testd'o

urren
e (voir le fait 2.2.7 page 
i-
ontre qui suit).Dé�nition 2.2.3 Un système réduit est un ensemble �ni de 
ouples (variable,terme) soit

S = {(x1, t1), . . . , (xn, tn)} véri�ant i 6= j ⇒ xi 6= xj.Introduisons une relation d'équivalen
e naturelle asso
iée à un système S quel
onque.Nous noterons var(S) pour l'ensemble des variables du langage L qui apparaissent dans L.Dé�nition 2.2.4 La relation ∼S , est la plus petite relation sur var(S) dé�nie par :i. x ∼S x;ii. si (x, y) appartient à S (y variable), y ∼S x et x ∼S y ;iii. si x ∼S y et y ∼S z, alors x ∼S z.On a queFait 2.2.5 Soit S un ensemble de 
ouples.1. La relation ∼S est une relation d'équivalen
e.2. Si x ∼S x
′, tout uni�
ateur s de S véri�e s(x) = s(x′) ;Démonstration. Le 1 dé
oule de la dé�nition. Le 2 est immédiat par indu
tion sur la dé�nitionde ∼S.Voyons maintenant quelques propriétés de 
ette relation sur les systèmes réduits.



2.2. UNIFICATION. 75Lemme 2.2.6 Soit S un système réduit. Pour toutes variables x et x′, pour tout terme t, si
(x, t) ∈ S et x ∼S x

′ et x 6= x′, alors x′ apparaît à gau
he d'un 
ouple de deux variables dans
S.Démonstration. Par indu
tion sur la dé�nition de ∼S . La 
lause i page pré
édente est ex
lue.Comme le système est réduit (x, x′) ∈ S est ex
lu, don
 la 
lause ii page 
i-
ontre donne
(x′, x) ∈ S. Dans le 
as de la 
lause iii page pré
édente (transitivité), on a un y tel que x ∼S yet y ∼S x

′. Par hypothèse d'indu
tion il existe z tel que (y, z) ∈ S, à nouveau par hypothèsed'indu
tion x′ apparaît à gau
he d'un 
ouple de deux variables dans S.Fait 2.2.7 Si S est un système réduit, si (x, t) ∈ S, (x′, t′) ∈ S ave
 x 6= x′ et t et t′ ne sontpas des variables, alors x 6∼S x
′.Démonstration. D'après le lemme pré
édent, et 
omme 
haque variable n'apparaît qu'uneseule fois à gau
he dans un système réduit.Pour qu'un système réduit soit uni�able, il su�t de trouver un ordre dans lequel 
omposerles substitutions élémentaires qu'il dé
rit. Pour 
ela on asso
ie à un système S une relationbinaire <S sur les variables. La dé�nition qui suit ne suppose pas que S est réduit.Dé�nition 2.2.8 La relation <S est la plus petite relation sur var(S) véri�ant :i. si (x, t) appartient à S et t n'est pas une variable et y apparaît dans t alors y <S x
ompatible ave
 ∼S :ii. si x ∼S x

′ et x <S y, alors x′ <S yiii. si y ∼S y
′ et x <S y, alors x <S y

′.et 
lose par transitivité :iv. si x <S y et y <S z, alors x <S zDans la suite |t| désigne le nombre de symboles du terme t. On a :Fait 2.2.91. Si la relation <S est un ordre stri
t, et si x <S y, alors x 6∼S y.2. si x <S y, alors pour toute uni�
ateur s de S, |s(x)| > |s(y)|.3. Soit <S /∼S
la relation induite sur var(S)/∼S

par le passage au quotient de var(S) par
∼S. On alors que <S est un ordre stri
t ssi <S /∼S

est un ordre stri
t sur var(S)/∼S
.Démonstration. Le 1 dé
oule dire
tement de la dé�nition. Pour le 2, on pro
ède par indu
tionsur la dé�nition de l'ordre : pour la 
lause iv de la dé�nition, 
ela dé
oule de 
e que t n'estpas une variable, 
ontient y et s(x) = s(t) ; pour les 
lauses ii et iii 
'est une 
onséquen
edu 2.2.5 page pré
édente. 2 page 
i-
ontre, et 
ela passe à la transitivité. En 
e qui 
on
ernele 3 : d'après la dé�nition, pour x et y deux variables quel
onques, si [x]∼S

et [y]∼S
désignentleurs 
lasses d'équivalen
es, on a que [x]∼S

<S /∼S
[y]∼S

ssi x <S y, d'où le résultat.Fait 2.2.10 Si S est un ensemble de 
ouples tels que <S a un 
y
le, alors S n'est pas uni�able.



76 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.Démonstration. Si <S n'est pas un ordre stri
t, on a un 
y
le : x <S x, suivant 2.2.9 pagepré
édente. 2 page pré
édente le système ne peut être uni�able.On note [x := t] la substitution dé�nie par s(x) = t et s(y) = y pour y 6= x.Proposition 2.2.11 Soit S un système réduit. On suppose que la relation <S n'a pas de
y
les. Soit ρ une substitution à image dans les variables qui 
hoisit un représentant dans les
lasses modulo ∼S, 
.a.d. :
x ∼S ρ(x) et x ∼S y ⇒ ρ(x) = ρ(y)Soit < un ordre total stri
t sur var(S)/∼S

, qui prolonge <S /∼S
. On note aussi < l'ordre(partiel) induit sur var(S). L'image par ρ de S s'é
rit de façon unique 
omme

ρ(S) = {(x1, t1), . . . , (xn, tn)} ∪ Ioù I ne 
ontient que des 
ouples de variables identiques, les ti ne sont pas des variables et
xi < xj ssi i < j.Alors :

σ = [x1 := t1] ◦ · · · ◦ [xn := tn] ◦ ρest un uni�
ateur prin
ipal de S.Démonstration. Vu la dé�nition de α et de ∼S, la substitution α uni�e tous les 
ouples devariable de S, en les transformant en 
ouples de variables identiques. La substitution α nepeut identi�er deux variables qui apparaissent à gau
he dans des 
ouples de S dont le membredroit n'est pas une variable d'après le fait 2.2.7 page pré
édente.L'ordre < étant stri
t sur les 
lasses d'équivalen
es modulo ∼S, il n'y a qu'une façond'ordonner et d'indexer les variables α(x) de la façon indiquée.Si σ′ est un uni�
ateur de S′ = {(x1, t1), . . . , (xn, tn)} alors σ′ ◦α est un uni�
ateur de S.Posons σ′ = [x1 := t1] ◦ · · · ◦ [xn := tn]. Remarquons que xi = α(xi) et ti = α(ti).Du fait de la 
ondition sur l'ordre des variables, au
une des variables xj pour j ≥ in'apparaît dans t1, . . . , ti, don
, en posant si = [xi := ti],
σ′(S′) = {(s1(x1), t1), (s1 ◦ s2(x2), s1(t1)), . . . , (s1 ◦ · · · ◦ sn(xn), s1 ◦ · · · ◦ sn−1(tn))}et σ′ est bien un uni�
ateur de S′ don
 σ un uni�
ateur de S.pour montrer que σ est un uni�
ateur prin
ipal. Il su�t de montrer que σ′ est un uni�-
ateur prin
ipal de S′. En e�et un uni�
ateur s de S va identi�er les variables d'une même
lasse modulo ∼S. On a don
, si s′ est la restri
tion de s à l'image par α du support de S,

s = s′ ◦ α. Don
 si σ′ est un uni�
ateur prin
ipal de α(S), σ′ ◦ α est un uni�
ateur prin
ipalde S.Pour montrer que σ′ est un uni�
ateur prin
ipal de S′, on utilise le lemme suivant.Lemme 2.2.12 Un système {(x, t)}∪S tel que x n'apparaît ni dans t ni dans S est uni�ablepar la substitution s ssi il existe une substitution s′ telle que s = s′ ◦ [x := t] et s′ uni�e S.



2.2. UNIFICATION. 77Démonstration (lemme). On suppose que s uni�e S. On pose, pour y 6= x s′(y) = s(y) et
s′(x) = x. On a s′(t) = s(t) et s′(S) = s(S), 
ar x n'apparaît ni dans t ni dans S. Don
 s′uni�e S, et s(x) = s(t) = s′(t). La ré
iproque est évidente.Démonstration (�n de la preuve de la proposition). On doit montrer que σ′ qui est un uni�-
ateur de S′, est un uni�
ateur prin
ipal. On montre par ré
urren
e sur i ≤ n que si s est ununi�
ateur de S′, alors s = σi ◦ [xn−i := tn−i] ◦ · · · ◦ [xn := tn], où σi est un uni�
ateur de
(x1, t1), . . . , (xn−i, tn−i).Si i = 0, 
'est évident.On passe de i à i+1 par le lemme 2.2.12 page pré
édente. Le fait que l'ordre des variablesprolonge <S assure que xn−i−1 n'apparaît ni dans tn−i−1 ni dans les tj pour j < n− i− 1.On en déduit en posant i = n que σ′ est un uni�
ateur prin
ipal de S′.Proposition 2.2.13 Un système réduit S est uni�able si et seulement si la relation <S estun ordre stri
t (n'a pas de 
y
les).Démonstration. Si <S est un ordre stri
t la proposition pré
édente donne un uni�
ateur.Si <S n'est pas un ordre stri
t, S n'est pas uni�able (fait 2.2.10 page 75).Dé�nition 2.2.14 Un système résolu est un système réduit S tel que <S est un ordre. Ununi�
ateur prin
ipal dé�ni tel que 
i-dessus à la proposition 2.2.11 page pré
édente est appelésubstitution dé�nie par le système résolu.Remarquons qu'une substitution dé�nie par un système résolu dépend de la donnée dela substitution α et de l'ordre stri
t < tels qu'en 2.2.11 page 
i-
ontre, mais que , 
omme ils'agit d'un uni�
ateur prin
ipal, elle est unique à renommage près.Il est bien sûr dé
idable, mais de plus 
'est algorithmiquement raisonnable (linéaire entemps et en espa
e, voir Knuth The Art of C. Pr., Vol 1, A. W. 1969 pp258-268, tri topolo-gique), de tester si une relation �nie donnée a un 
y
le.Pour montrer l'existen
e d'un uni�
ateur prin
ipal pour un système uni�able, il nous restedon
 à montrer qu'un système est toujours équivalent pour l'uni�
ation à un système réduit.C'est l'objet de 
e la se
tion suivante.On peut dé
omposer un algorithme d'uni�
ation en deux partie,une première partie 
onduit à un système réduit et teste au passage les �
lash� (deuxtermes à uni�er ne 
ommençant pas par le même symbole de fon
tion) ;une deuxième partie où l'on teste si le système réduit est résolu, (�o

ur 
he
k�).Les deux parties ne sont pas né
essairement disjointes : dans l'algorithme de Martelli-Montanari ([Martelli Montanari 82℄) qui est très utilisé, on teste l'a
y
li
ité au 
ours de larédu
tion, 
e qui est meilleur en 
as d'é
he
 par test d'o

urren
e. Il semble que l'on arriveà de meilleurs résultats théoriques ave
 un test d'a
y
li
ité disjoint �nal. L'uni�
ation sanstest d'o

urren
e revient à de l'uni�
ation ave
 termes in�nis. En 
as de suite importanted'uni�
ations (prolog, résolution), il pourrait être beau
oup plus é
onomique de faire un seultest d'a
y
li
ité à la �n (
f. [Martelli Rossi 84℄).Rédu
tion d'un système à uni�er.On dé�nit deux types de rédu
tion sur les systèmes. Le but est de transformer le systèmede départ en un système réduit ayant mêmes uni�
ateurs. La relation ⊲ est la 
l�ture transitivedes rédu
tions dé�nies 
i-dessous.



78 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.Rédu
tion 1 (simplifi
ation).1. si f 6= g, alors {(ft1 . . . tp, gt′1 . . . t′n)} ∪ S ne se réduit pas (CLASH)2. {(ft1 . . . tp, ft′1 . . . t′p)} ∪ S ⊲1 {(t1, t′1), . . . , (tp, t′p)} ∪ S3. {(x, x)} ∪ S ⊲1 S4. {(t, x)} ∪ S ⊲1 {(x, t)} ∪ S, si t n'est pas une variable.Remarquons que, dans les trois premiers 
as, une étape de Rédu
tion 1 fait dé
roîtrestri
tement la somme des longueurs des termes de S, et don
 il ne peut y avoir de suite in�nied'étapes de 
ette rédu
tion.Fait 2.2.15 Une suite de Rédu
tion 1 est né
essairement �nie.La solution qui avait été esquissée au début 
onsiste à itérer autant que possible la sim-pli�
ation (Rédu
tion 1), et la substitution d'une variable, le test d'o

urren
e étant fait à
ette o

asion :
{(x, t)} ∪ S ⊲ {(x, t)} ∪ S[t/x] où x n'apparaît pas dans t substExer
i
e 18 Montrer en utilisant 
ette méthode que si S est uni�able, S a un uni�
ateurprin
ipal, qui est fourni par les règles de rédu
tion 
i-dessus.On a vu que l'in
onvénient de l'algorithme induit par les règles de simpli�
ation et la règlesubst était un temps de 
al
ul pouvant être exponentiel en la taille du système original. Pouréviter 
e
i, on va don
 éviter de substituer :Rédu
tion 2 (superposition).

{(x, t1), (x, t2)} ∪ S ⊲2 {(x, t1), (t1, t2)} ∪ S .Il peut y avoir une suite in�nie de telles rédu
tions dès qu'elle est autorisée quand t1 estune variable. Même en se restreignant aux 
as où t1 et t2 ne sont pas des variables, il peut yavoir des suites in�nies d'étapes de Rédu
tion 2 et 1 
omme le montre l'exemple qui suit.
(x, ffx), (x, fx) ⊲2 (x, ffx), (fx, ffx) ⊲1 (x, ffx), (x, fx) . . .On note ⊲ = ⊲1 ∪ ⊲2.On véri�e immédiatement queFait 2.2.16 Si S ⊲ S′ alors s est un uni�
ateur de S si et seulement si s est un uni�
ateurde S′, ou en
ore ssi S est un uni�
ateur de S ∪ S′.On peut don
 interrompre la rédu
tion S ⊲ S1 ⊲ · · · ⊲ Si dès déte
tion d'un 
y
le pour larelation <Si

asso
iée au système (fait 2.2.10 page 75), ou même pour la réunion des relationsasso
iées aux systèmes obtenus au 
ours de la rédu
tion S ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si, 
e qui est en faitplus simple : dans 
e 
as il su�t, au 
ours de la rédu
tion, d'étendre la relation.Par ailleurs, par dé�nition d'un système réduit :



2.2. UNIFICATION. 79Fait 2.2.17 Un système S est réduit si et seulement si au
une des 2 étapes de rédu
tionsdé�nies 
i-dessus ne peut s'appliquer à S.On peut remarquer que :Fait 2.2.18 si S ⊲∗1 S′ alors <S⊂<S′Mais 
e
i est faux pour la Rédu
tion 2.Il nous reste à montrer queProposition 2.2.19 Si S est uni�able, il existe un système réduit S′ tel que S ⊲ S′. Alorsune substitution σ est un uni�
ateur de S si et seulement si elle est un uni�
ateur de S′.Pour 
ela il su�t, d'après les faits 2.2.16 page 
i-
ontre et 2.2.17, d'ajouter une 
onditionpour l'appli
ation de l'étape Rédu
tion 2 qui assure la terminaison d'une suite d'étapes derédu
tions. Il y a plusieurs façons d'assurer 
ette terminaison, qui 
onduisent à des algorithmesdi�érents. On dé
rit deux solutions 
i-dessous qui peuvent d'ailleurs être asso
iées. La première
onsiste à faire le test d'o

urren
e au 
ours de la rédu
tion, de façon à assurer la terminaison.La se
onde 
onsiste à se servir d'un ordre sur les termes pour restreindre l'usage de la deuxièmerédu
tion. Il est en fait plus e�
a
e de modi�er la deuxière rédu
tion, et de travailler àéquivalen
e S . C'est 
e qui est fait au � 2.2.2 auquel on peut dire
tement se reporter pourune preuve de la proposition 2.2.19.Première solution.Une première méthode est de faire le test d'o

urren
e pendant la rédu
tion, 
e qui donneun argument de terminaison. L'algorithme induit n'a pas d'intérêt propre, mais la méthodepeut être asso
iée à d'autres plus e�
a
es.Le prin
ipe est d'une part d'appliquer l'étape de Rédu
tion 1 dès que possible, d'autrepart d'appliquer l'étape de Rédu
tion 2 pour une variable dont le nombre d'o

urren
esdans les membres gau
hes des 
ouples n'augmentera pas au 
ours de la rédu
tion. Pré
isons.
ord(x,≺) = 
ard{z / z 6≻ x}
occgS(x) = 
ard{(x′, t) / (x′, t) ∈ S et x ∼S x

′}
occ2(S) = {x / occgS(x) ≥ 2}
eqS(x) = 
ard{(x, y) ∈ S / y ∈ var(S)}max(S,≺) = {x / x maximale pour ≺ dans occ2(S)}
mes(S,≺) = (supx∈max(S) ord(x,≺),

∑

x∈max(S) occgS(x),
∑

x∈max(S) eqS(x)})On a :Lemme 2.2.20 On suppose donnée une rédu
tion de S véri�ant les 
onditions de la �gure 2.1page suivante. (Si)i ≤ n est la suite des systèmes obtenus au 
ours de la rédu
tion. On pose
≺i= (

⋃i
j=0 <j)

∗. Supposons que Si ⊲2 Si+1 ⊲
∗
1 Sk. Alors mes(Si,≺i) < mes(Sk,≺k).Démonstration. Posons

Si = {(x, t1), (x, t2)} ∪ S′ ⊲2 {(x, t1), (t1, t2)} ∪ S′ = Si+1 .



80 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.On demande que dans une rédu
tion
S = S0 ⊲ S1 ⊲ · · · ⊲ SnPour

Si = {(x, t1), (x, t2)} ∪ S′ ⊲2 {(x, t1), (t1, t2)} ∪ S′ = Si+1 .tous les 
ouples de Si ont une variable 
omme membre gau
he (la ré-du
tion 1 n'est pas possible)
(<S1

∪ · · · <Si
)∗ est un ordre stri
t (sinon le système n'est pas uni�ableo

ur 
he
k).la variable x est maximale pour la relation (<S1

∪ · · · <Si
)∗ parmi lesvariables apparaissant au moins deux fois à gau
he (existe quand (<S1

∪ · · · <Si
)∗ est un ordre),

t1 n'est pas une variable.Figure 2.1 � Conditions pour la Rédu
tion 2 : première solutionSi t2 est une variable, la troisième 
omposante dé
roit.Supposons que t2 n'est pas une variable. Les étapes de dé
omposition (Rédu
tion 1) sur
Si+1 
on
ernent né
essairement des sous-termes de t1 et t2 dans lesquels n'apparaissent quedes variables inférieures à x pour <Si

don
 pour ≺i.Soit y une variable telle que y ≺i x don
 y ≺i+1 x. On a pour z une variable quel
onque partransitivité (z ≻i x ⇒ z ≻i+1 y) don
 (z 6≻i+1 y ⇒ z 6≻i x) don
 ord(y,≺i+1) ≤ ord(x,≺i).Par ailleurs x 6≻i x et x ≻i+1 y, don
 on a que ord(y,≺i) < ord(x,≺i).Supposons maintenant que x soit la seule variable dans max(Si,≺i) et que x ait seulementdeux o

urren
es à gau
he dans S. Alors les variables de max(Sk,≺k) sont des variablesinférieures à x pour ≺i soient qu'elles soient dans t1 ou t2, soient qu'elles soient majorées par
x dans Si et d'après 
e qui pré
ède mes(Sk,≺k) < mes(Si,≺i) (première 
omposante).Supposons que x soit la seule variable dans max(Si,≺i) et que x ait plus de deux o

urren
esà gau
he dans S. Alors x reste maximale et la se
onde 
omposante dé
roit.Rest à traiter le 
as où x n'est pas la seule variable dans max(Si,≺i). Dans 
e 
as ànouveau la se
onde 
omposante de a mesure dé
roit.On en déduit le lemme suivant :Lemme 2.2.21 Une suite de rédu
tions véri�ant les 
onditions indiquées à la �gure 2.1 estné
essairement �nie.Démonstration. Par l'absurde : supposons une suite in�nie de rédu
tions véri�ant les 
ondi-tions indiquées à la �gure 2.1. Cette suite 
ontient né
essairement une in�nité d'étapes deRédu
tion 2 d'après le fait 2.2.15 page 78 
e qui est impossible d'après le lemme pré
édent.On est maintenant en mesure de prouver la proposition.



2.2. UNIFICATION. 81Démonstration (preuve de la proposition 2.2.19 page 79). étant donné S, il existe une suite�nie de rédu
tions d'origine S véri�ant les 
onditions indiquées à la �gure 2.1 page 
i-
ontreet qui est maximale d'après le lemme pré
édent. Le système S0 obtenu est réduit.L'algorithme d'uni�
ation induit est 
lair : on itère l'appli
ation de la Rédu
tion 1 tantque 
'est possible, puis la Rédu
tion 2 sous les 
onditions de la �gure 2.1 page pré
édente.On 
al
ule l'ordre asso
ié au système au 
ours de la rédu
tion.Pour que l'algorithme soit e�
a
e, il faut modi�er l'étape de Rédu
tion 2 et traiter desensembles de variables (équivalentes par ∼S) et des ensembles de termes 
ha
un substituableà 
es variables (voir le � 2.2.2[Martelli Montanari 82℄).Proposition 2.2.22 Le système S est uni�able, si et seulement s'il existe une rédu
tion
S ⊲∗ S0 qui termine sur un système résolu. Une substitution dé�nie par le système résolu estun uni�
ateur prin
ipal de S.Démonstration. 
onséquen
e des propositions 2.2.19 page 79 et 2.2.13 page 77.On a pour 
orollaire la proposition 2.2.2 page 73 annon
ée en début de se
tion.Se
onde solutionCette solution n'est qu'esquissée.Donnons maintenant un algorithme de rédu
tion indépendant du test d'o

urren
e. Pour
ela on donne une 
ondition pour la deuxième rédu
tion qui ne dépend pas de l'ordre.

{(x, t1), (x, t2)} ∪ S′ ⊲2 {(x, t1), (t1, t2)} ∪ S′pour |t1| ≤ |t2| et t1 6= x, t2 6= x, et étant donné un ordre total arbitraire
< sur les variables, si t1 = y, alors x < y.Figure 2.2 � Conditions pour la Rédu
tion 2 : deuxième solutionLa terminaison est assurée essentiellement par dé
roissan
e de l'ordre lexi
ographique surles suites des termes à gau
he dans S rangés par ordre dé
roissant (
et ordre ne dé
roit passtri
tement à 
haque étape de rédu
tion 2 mais il ne peut y avoir de suite in�nie de tellesrédu
tions). I
i l'ordre sur les termes est l'ordre sur la taille de 
eux-
i, prolongé par l'ordretotal stri
t arbitraire sur les variables de la �gure 2.2.Remarquons que l'on pourrait, en suivant 
e deuxième algorithme, donner une versionplus générale de la proposition 2.2.19 page 79, en enlevant la 
ondition que S est uni�able.La 
omparaison sur les longueurs n'a pas grand intérêt algorithmique. Il est plus e�
a
e demodi�er le deuxième étape de rédu
tion de façon à utiliser un ordre qui respe
te la stru
turedes termes. On peut 
hoisir (voir [Martelli Montanari 82℄, [Martelli Rossi 84℄)Rédu
tion 2'.

{(x, t1), (x, t2)} ∪ S ⊲ {(x, t), (t, t1), (t, t2)} ∪ Soù t est la partie 
ommune de t1 et t2, si elle existe,
'est à dire le terme obtenu en � superposant � les deux termes t1 et t2 et en prenant �l'interse
tion �. Si on ne peut trouver un tel terme, (t1, t2) n'est pas uni�able.



82 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.Le 
al
ul de t se fait en fait en même temps que la rédu
tion par simpli�
ation (⊲1) de
(t, t1) et (t, t2). Le résultat obtenu est appellé frontière de t1, t2.Un algorithme 
omme 
elui de Martelli-Montanari (voir [Martelli Montanari 82℄) 
al
ulela partie 
ommune et la frontière de plusieurs termes, le test d'o

urren
e étant fait à 
haqueétape de façon analogue à 
e qui est indiqué en �gure 2.1 page 80.Une solution plus e�
a
e pour la rédu
tion d'un système à uni�er.On pré
ise dans 
ette partie la solution à l'uni�
ation par 
al
ul de partie 
ommune etfrontière de Martelli-Montanari ([Martelli Montanari 82℄) esquissée 
i-dessus.On ne va plus travailler sur des 
ouples de termes, mais sur des 
ouples d'ensembles devariables et de multi-ensembles de termes.La substitution σ uni�e l'ensemble de termes {t1, . . . , tn}) signi�e que :

σ(t1) = · · · = σ(tn) .La substitution σ uni�e ({x1, . . . , xm}, {t1, . . . , tn}) signi�e qu'elle uni�e {x1, . . . , xm} ∪
{t1, . . . , tn} :

σ(x1) = · · · = σ(xm) = σ(t1) = · · · = σ(tn) .Une substitution σ uni�e un ensemble S de tels 
ouples si elle uni�e 
ha
un des 
ouplesde S. De la même façon on peut parler d'ensemble uni�able, d'uni�
ateur le plus général etde système réduit :Dé�nition 2.2.23 Un tel système S est réduit quand :i. si (X,T ) ∈ S alors T = ∅ où T = {t} est un singleton.ii. si (X,T ) ∈ S et (X ′, T ′) ∈ S alors X ∩X ′ = ∅.iii. (∅, T ) 6∈ S, (où T vide ou singleton quel
onque).Les deux notions de système uni�ables sont équivalentes ; pour tous termes u, v on a :
(u, v) est uni�able ssi (∅, {u, v}) est uni�ableet pour tout ensemble de variable {x1, . . . , xm} et tout multi-ensemble de termes {t1, . . . , tn},l'un des deux étant non vide, et α ∈ {x1, . . . , xm} ∪ {t1, . . . , tn} :

({x1, . . . , xm}, {t1, . . . , tn}) est uni�ablessi
{(x1, α), . . . , (xm, α), (α, t1), . . . , (α, tn)} est uni�able.Si de plus on 
hoisit pour α une variable, un système réduit au nouveau sens est traduiten un système réduit en l'an
ien sens. Pour la ré
iproque la tradu
tion 
i-dessus ne 
onvientpas, il n'est pas très di�
ile d'en donner une (il faut regrouper les variables de S par 
lassesd'équivalen
e pour ∼S).On dé�nit un premier ensemble de règles de simpli�
ations :



2.2. UNIFICATION. 83Préparation.1. {(X, {x} ∪ T )} ∪ S ⊲p {(X ∪ {x}, T )} ∪ S pour x variable.2. {(X,T ), (X ′, T ′)} ∪ S ⊲p
X∩X′ 6=∅

{(X ∪X ′, T ∪ T ′)} ∪ S3. {(∅, ∅)} ∪ T ⊲p T .4. {(∅, {t})} ∪ T ⊲p T .Les deux dernières règles sont là pour assurer que tous les 
as de �gure sont envisagés maisne sont jamais appliquées sur des exemples �réalistes�.Clairement il ne peut y avoir une suite in�nie de telles simpli�
ations (le nombre devariables à gau
he et le nombre de variables 
ommunes à plusieurs membres droits diminuent).Le test de CLASH se fait dans le 
al
ul de la partie 
ommune et de la frontière pour unensemble de termes. La partie 
ommune de {t1, . . . , tn}, notée com({t1, . . . , tn}, est un terme,et la frontière de {t1, . . . , tn}, notée (frt({t1, . . . , tn}), est un ensemble de 
ouples 
onstituésd'un ensemble de variables et d'un multi-ensemble de termes. Elles sont dé�nies par :a. com(X∪T ) = x, frt(X∪T ) = (X,T ), où, X est un ensemble de variables, T un ensemblede termes qui ne sont pas des variables et x est �la plus petite variable� de X pour unordre arbitraire prédéterminé sur les variables.b. Pour {ft, gu} ∪ T ), où T est un ensemble de termes et f 6= g, parties 
ommunes etfrontières ne sont pas dé�nies (CLASH).
. Pour T = {ft1,1 . . . t1,k, · · · , f tp,1 . . . tp,k}, un ensemble de termes qui ont tous mêmesymbole prin
ipal :
com({ft1,1 . . . t1,k, · · · , f tp,1 . . . tp,k}) = fcom({t1,1 . . . t1,k}) . . . com({tp,1 . . . tp,k})

frt({ft1,1 . . . t1,k, · · · , f tp,1 . . . tp,k}) = frt({t1,1 . . . t1,k}) ∪ · · · ∪ frt({tp,1 . . . tp,k})On peut maintenant 
ompléter les règles pour l'uni�
ation.Superposition+Simplifi
ation.
(X,T ) ∪ S ⊲s {(X, com(T ))} ∪ frt(T ) ∪ S pour T possède au moins deux éléments.On note ⊲ = ⊲p ∪ ⊲s. On véri�e fa
ilement les deux faits suivants.Fait 2.2.24 Si S ⊲ S ′ alors σ uni�e S si et seulement si σ uni�e S ′.Fait 2.2.25 Si au
une des règles ⊲s ou ⊲p ne s'applique à S alors S est réduit au sens dé�ni
i-dessus ( 2.2.23 page 
i-
ontre).Il reste à pré
iser l'en
haînement des règles de simpli�
ation ⊲p et ⊲s pour obtenir :Proposition 2.2.26 Un ensemble S de 
ouples 
onstitué d'un ensemble de variables et d'unmulti-ensemble de termes est uni�able si et seulement s'il se simpli�e par une su

ession derègles ⊲p et ⊲s en un système S ′ réduit ( 2.2.23 page pré
édente). Alors une substitution σ estun uni�
ateur de S ssi elle est un uni�
ateur de S ′.



84 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.Démonstration. On 
onvient de toujours appliquer prioritairement les règles ⊲p. Cela signi�een parti
ulier que le 
al
ul de partie 
ommune et de frontière n'est e�e
tué que pour unensemble de termes T ne 
ontenant pas de variables. On dé�nit une mesure sur les termes qui
onsiste à 
ompter le nombre de symboles qui ne sont pas des variables :� mes(x) = 0 pour x variable ;� mes(ft1 . . . tn) = 1 +mes(t1) + · · · +mes(tn) pour f un symbole de fon
tion d'arité nave
 n ∈ N.On étend 
ette mesure aux ensembles de termes, et aux systèmes à uni�er :� mes({t1, . . . , tn}) = mes(t1) + · · · +mes(tn) ;� mes({(X1, T1), . . . , (Xp, Tp)} = mes(T1) + · · ·+mes(Tp).Les étapes ⊲p 
onservent la mesure ou la font diminuer. Les étapes ⊲s la font dé
roître. Ene�et quand T ne 
ontient pas de variables, mes(com(T )) > 0. Par ailleurs, si T a n élémentson véri�e fa
ilement par indu
tion sur la dé�nition de la partie 
ommune et de la frontièreque :
mes(T ) = n.mes(com(T )) +mes(frt(T ))
omme la règle ⊲s ne s'applique que pour T ayant au moins deux élements on en déduitque : si S ⊲s S ′ alors mes(S) < mes(S ′).Dans une suite de rédu
tions ⊲p et ⊲s ave
 priorité à ⊲p il ne peut don
 y avoir qu'unnombre �ni d'étapes ⊲s. Comme par ailleurs il ne peut y avoir qu'un nombre �ni d'étapes ⊲psu

essives, une telle suite est �nie, et d'après le fait 2.2.25 page pré
édente le système obtenuest réduit. On 
on
lue par le fait 2.2.24 page pré
édente.On obtient la proposition 2.2.19 page 79 
omme 
orollaire de 
elle-
i. Il su�t d'utiliser lestradu
tions indiquées en début de paragraphe.2.3 Le 
al
ul des prédi
ats : formes de Herbrand.La méthode de re
her
he de preuves esquissée dans l'introdu
tion du � 2.2 page 72 :utiliser des meta-variables dans les règles ∀g et ∃d pour reporter le 
hoix du terme à la miseen éviden
e d'axiomes fait l'impasse sur le problème suivant : une fois la subtitution e�e
tuéeobtient-on une preuve 
orre
te en 
al
ul des séquents ? Cela va s'avérer faux en général à
ause de la 
ondition sur les paramètres propres dans les règles ∀d et ∃g, 
omme le montrel'exemple suivant :Dans 
e � on va se restreindre au 
as où la 
ondition sur les paramètres propres ne peutpas poser de problèmes.La façon la plus simple est de se restreindre aux séquents sans ∀ en position positive et ∃en position négative, en simpli�ant on se restreint à la prouvabilité des formules existentielles(non né
essairement 
loses) ou en
ore à la satisfaisaibilité (
'est à dire la non 
ontradi
tion)des formules universelles.On verra ensuite au � 2.4 page 89 
omment traiter le 
as général, soit en se ramenant à
e 
as parti
ulier, soit en restreignant l'uni�
ation.



2.3. LE CALCUL DES PRÉDICATS : FORMES DE HERBRAND. 852.3.1 Formes de Herbrand, formes de skolem.En fait les ∀ en tête des formules à droite et les ∃ en tête de formules à gau
he ne posent pasvéritablement de problèmes, puisque l'on ne perd rien à supposer que dans une preuve d'untel séquent, les règles 
orrespondantes sont à la ra
ine. Pour simpli�er on va se restreindreaux formules prénexes. Il n' y a d'ailleurs essentiellement qu'une forme prénexe naturelle(en respe
tant la stru
ture propositionnelle) d'une formule n'ayant soit que des ∀ négatifs,soit que des ∃ positifs, l'ordre des quanti�
ateurs en tête, tous de même nature, n'ayant pasd'importan
e. On ne perd don
 pas vraiment la stru
ture de la formule originale par misesous forme prénexe, 
e qui n'est pas le 
as en général.Dé�nition 2.3.1 Une formule prénexe de la forme :
∃a1 . . . ∃ap∀x1, . . . ,∀xnF F propositionnelleest dite en forme de Herbrand.Une formule sous forme prénexe de la forme :
∀x1, . . . ,∀xn∃a1 . . . ∃apF F propositionnelleest dite en forme de Skolem.Un séquent est en forme de Herbrand quand toutes les formules à droite sont en forme deHerbrand et quand toutes les formules à gau
he sont en forme de Skolem.On peut appliquer le théorème du séquent médian aux séquents en forme de Herbrand.En parti
ulier on peut montrer une forme plus pré
ise suivante :Proposition 2.3.2 Si un séquent en forme de Herbrand est démontrable, il a une preuve en
al
ul des séquents version montante qui véri�e que :i. les a�aiblissements sont au dessus de toutes les autres règles ;ii. les règles propositionnelles sont au dessus des règles sur les quanti�
ateurs et des 
ontra
-tions ;iii. les règles ∀g et ∃d sont au dessus des 
ontra
tions et des règles ∀d et ∃g ;iv. les règles de 
ontra
tion sont au dessus des règles ∀d et ∃g.Démonstration. On sait déjà (théorème du séquent médian) qu'il existe une preuve véri�antles deux premières 
onditions. Ensuite il est toujours possible de faire 
ommuter une règle

∀d ou ∃g vers le bas ave
 une règle ∃g ou ∀d. Il est toujours possible de faire 
ommuter les
ontra
tions ave
 les quanti�
ateurs des deux façons né
essaires pour obtenir le résultat :[à 
ompléter℄Cela signi�e qu'il su�t, pour 
ontr�ler les 
ontra
tions, d'asso
ier un entier à 
haqueformule qui est à droite et qui et qui 
ontient au moins un quanti�
ateur existentiel, ou quiest à gau
he et qui 
ontient au moins un quanti�
ateur universel.On va appeller multipli
ité d'un séquent en forme de Herbrand une fon
tion qui asso
ie unentier à toute première o

urren
e d'un quanti�
ateur existentiel dans une formule à droite,et toute première o

urren
e d'un quanti�
ateur universel dans une formule à gau
he. On
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Γ, P t1, . . . tn ⊢ Pt′1 . . . t′n,∆
P atomique, σ uni�
ateur de (t1, t′1), . . . , (tn, t

′

n)

Γ, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
∧g

Γ ⊢ A,∆ Γ ⊢ B,∆
Γ ⊢ A ∧B,∆ ∧d

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∨B ⊢ ∆
∨g

Γ ⊢ A,B,∆
Γ ⊢ A ∨B,∆ ∨d

Γ, B ⊢ ∆ Γ ⊢ A,∆
Γ, A→ B ⊢ ∆

→g
Γ, A ⊢ B,∆

Γ ⊢ A→ B,∆
→d

Γ ⊢ A,∆
Γ,¬A ⊢ ∆

¬g
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ¬A,∆
¬d

A[?y/x],Γ ⊢ ∆

∀xA,Γ ⊢ ∆
∀g

Γ ⊢ A[y/x],∆
Γ ⊢ ∀xA,∆ ∀d

Γ, A[y/x] ⊢ ∆

Γ,∃xA ⊢ ∆
∃g

Γ ⊢ A[?y/x],∆
Γ ⊢ ∃xA,∆ ∃d

y est une variable du langage qui n'a pas d'o

urren
e libre dans Γ, A, ∆.
?y est une meta-variable qui n'a pas d'o

urren
e libre dans Γ, A, ∆.

Γ,∀x1A[x1/x], . . . ,∀xnA[xn/x] ⊢ ∆

Γ,∀nxA ⊢ ∆
cg

Γ ⊢ ∆,∃x1A[x1/x], . . . ,∃xnA[xn/x]
Γ ⊢ ∆,∃nxA

cdTable 2.1 � Re
her
he de preuves pour des formes de Herbrand.



2.3. LE CALCUL DES PRÉDICATS : FORMES DE HERBRAND. 87note l'entier en indi
e du quanti�
ateur 
orrespondant. On peut réé
rire la version montantedu 
al
ul des séquents en tenant 
ompte de la multipli
ité pour la 
ontra
tion et en utilisantdes meta-variables pour l'uni�
ation 
omme indiqué dans le tableau 2.1.Du point de vue de l'uni�
ation, les variables du langage sont 
onsidérées 
omme des
onstantes, les meta-variables jouent le r�le des variables.Corollaire 2.3.3 Une séquent sous forme de Herbrand est démontrable ssi il existe une mul-tipli
ité pour 
e séquent et une substitution σ telle que le séquent soit démontrable dans lesystème de règles du tableau 2.1.La démontrabilité d'un séquent dans 
e système pour une multipli
ité donnée est dé
idable.En e�et, en dehors de la 
ontra
tion, toutes les règles font dé
roître le nombre de symboles(vues du haut vers le bas) et on ne peut utiliser qu'un nombre �ni de 
ontra
tions. On
onstruit don
 en appliquant 
es règles de bas en haut un arbre �ni. Il reste à énumérer toutesles possibilités pour que les séquents feuilles de l'arbre obtenu soient des axiomes, il ne peuty en avoir qu'un nombre �ni, et à utiliser dans 
haque 
as l'algorithme d'uni�
ation.On obtient un algorithme de semi-dé
ision en énumérant toutes les multipli
ités.2.3.2 Méthode des tableaux.La méthode des tableaux est essentiellement le 
al
ul des séquents version montante ave
uni�
ation esquissé 
i-dessus. On peut préférer retarder la 
ontra
tion en utilisant les règlesave
 
ontra
tion internalisée du � 1.3.3. La notation est optimisée 
omme indiqué au � 2.1.1.[à 
ompléter℄2.3.3 Méthode des 
onnexions.Comme en 
al
ul propositionnel, il s'agit essentiellement d'une version optimisée en es-pa
e du 
al
ul des séquents version montante, plus pré
isément de 
elui de la table 2.1 pagepré
édente.Dé�nition 2.3.4 On dé�nit don
 la matri
e d'une formule signée ave
 multipli
ité, par in-du
tion sur la stru
ture de la formule, pour les 
onne
teurs propositionnels, on reprend ladé�nition 2.1.1 page 69 que l'on 
omplète par :i. M((∀xA)+) = A[a/x]+ où a est une variable du langage (
onstante pour l'uni�
ation)�nouvelle� ;ii. M((∀nxA)−) = A[?x1/x]
− . . . A[?xn/x]

− où les meta-variables ?xi sont distin
tes et�nouvelles� ;iii. M((∃nxA)+) = A[?x1/x]
+ . . . A[?xn/x]

+ où les meta-variables ?xi sont distin
tes et�nouvelles� ;iv. M((∃xA)−) = A[a/x]− où a est une variable du langage (
onstante pour l'uni�
ation)�nouvelle�.On étend 
ette dé�nition aux séquents 
omme en 2.1.1.Les 
hemins sont dé�nis de la même façon qu'en 
al
ul propositionnel ( 2.1.2 page 70). Pourles 
onnexions, on fait intervenir l'uni�
ation :



88 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.Dé�nition 2.3.5 On appelle 
onnexion d'une matri
e un 
ouple d'o

urren
es dans 
ettematri
e de formules atomiques sur un 
hemin de signes opposés et de même 
onne
teurprin
ipal, soit (αu1 . . . u+p , αv1 . . . v−p ). La substitution σ, dé�nie sur les meta-variables à va-leur dans les termes étendus ave
 meta-variables, uni�e 
ette 
onnexion quand elle uni�e
{(u1, v1), . . . , (up, vp)}.Un ensemble 
omplet de 
onnexions d'une matri
e M est un ensemble de 
onnexions telque l'une d'entre elles apparaisse sur tout 
hemin traversant M . Un ensemble 
omplet de
onnexions est uni�able s'il existe une substitution σ qui uni�e toutes les 
onnexions de 
etensemble.Proposition 2.3.6 Un séquent en forme de Herbrand est démontrable si et seulement si samatri
e possède un ensemble 
omplet de 
onnexions uni�able.Exemple. Le langage 
ontient un symbole de prédi
at unaire R (rationnel), un symbole defon
tion binaire exp (exponentielle) et un symbole de 
onstante √

2. On veut démontrer leséquent :
R
√
2, Rexp(exp(

√
2,
√
2),

√
2) ⊢ ∃x∃y(¬Rx ∧ ¬Ry ∧Rexp(x, y))Ce séquent est sous forme de Herbrand. La seule formule à laquelle une multipli
ité peut êtreattribuée est la formule de droite. Si la multipli
ité est de 1 on peut véri�er que la matri
e nefournit pas de preuves :

R
√
2 + Rexp(exp(

√
2,
√
2),

√
2)−





R?x−

R?y−

Rexp(?x, ?y)+



il n'y a qu'un ensemble 
omplet de 
onnexions : 
elui indiqué sur le s
héma, et il n'est pasuni�able.On va attribuer une multipli
ité de 2 à la formule 
on
lusion on obtient la matri
e :
R

√
2 + Rexp(exp(

√
2,
√
2),

√
2)−





R?x−

R?y−

Rexp(?x, ?y)+









R?x−1
R?y−1

Rexp(?x1, ?y1)
+





L'ensemble 
omplet de 
onnexions indiqué est uni�able par la substitution σ dé�nie par :
σ(?x) = exp(

√
2,
√
2), σ(?y) = σ(?x1) = σ(?y1) =

√
2[à 
ompléter℄2.3.4 Résolution.[à 
ompléter℄



2.4. LE CALCUL DES PRÉDICATS : CAS GÉNÉRAL. 892.3.5 Méthode inverse, tradu
tion en résolution.[à 
ompléter℄2.4 Le 
al
ul des prédi
ats : 
as général.2.4.1 Skolemisation, herbrandisation.[à 
ompléter℄2.4.2 Substitutions idempotentes, ordre asso
ié.On rappelle que le support de la substitution σ, noté support(σ), désigne l'ensemble �nides variables x telles que σ(x) 6= x.Étant donné une substitution σ, il est toujours possible de trouver un renommage (voirparagraphe 2.2.1 page 72) α tel que, en posant σ′ = α ◦ σ,
∀x, y ∈ support(σ′) y n'apparaît pas dans σ′(x) .Par ailleursFait 2.4.1 La substitution à support �ni s est idempotente, 
.a.d. s ◦ s = s, ssi :
∀x, y ∈ support(s) y n'apparaît pas dans s(x) .On a don
Fait 2.4.2 Un système S est uni�able ssi il a un uni�
ateur prin
ipal idempotent.On peut, à une substitution s, asso
ier un ensemble de variables var(s) deux relationsbinaires sur les variables notée ∼s et <s qui sont l'ensemble var(S), les relations binaires ∼Set <S où S = {(x, s(x)) / x ∈ support(S)}.On a immédiatement que :Fait 2.4.3 Si s est une substitution dé�nie (voir 2.2.14 page 77) par un système résolu Salors, var(s) ⊂ var(S) :

∀x, y ∈ var(s) (y <s x⇒ y <S x) .par transitivité de <S et dé�nition de s 
omme 
omposée.Il sera utile par la suite de se restreindre aux substitutions idempotentes, et on aurait pule faire pré
édemment :Proposition 2.4.4 Une substitution est dé�nie par un système résolu ssi elle est idempotente.Démonstration. Supposons que s soit une substitution idempotente de support x1, . . . , xn ,alors {(x1, s(x1)), . . . , (xn, s(xn)} est un système résolu qui dé�nit la substitution s.Ré
iproquement, supposons que s est une substitution dé�nie par le système résolu S. Sup-posons que xj apparaisse dans s(xi). Comme <s est in
lus dans <S et que <S n'a pas de
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y
le i 6= j. Supposons que s(xi) ne soit pas une variable, alors xj < xi. Vu l'ordre de 
ompo-sition des substitutions élémentaires pour dé�nir S (voir proposition 2.2.11 page 76), qui doitrespe
ter <S, il faudrait que xj <S xj 
e qui 
ontredit que <S n'a pas de 
y
le.Si maintenant s(xi) est une variable, s(xi) = xj . Alors par dé�nition de la substitution s(proposition 2.2.11 page 76) s(xj) = xj .2.4.3 Uni�
ation modulo une relation entre 
onstantes et variables.On 
onsidère le 
as où l'on s'interdit, pour les substitutions 
her
hées, l'o

urren
e de
ertaines 
onstantes dans l'image par la substitution d'une 
ertaine variable. Cela intervienten re
her
he de preuves, les variables 
orrespondent aux instan
iations de quanti�
ateursexistentiels à droite ou universels à gau
he, 
ertaines 
onstantes aux instan
iations de quan-ti�
ateurs universels à droite ou existentiels à gau
he, et dans 
e dernier 
as la � 
onstante� en question ne doit pas apparaître libre dans le 
ontexte, d'où 
e genre de 
ontraintes. Ona besoin dans 
e 
as d'une extension très simple de la notion d'uni�
ation, pour laquelle lesrésultats des paragraphes pré
édents restent vrais.Pour un système de 
ouples S, on note cst(S) les 
onstantes de L qui apparaissent dans
S. La relation <S est étendue à une relation entre cst(S) ∪ var(S) et var(S) en reprenant lamême dé�nition qu'en 2.2.8 page 75. En parti
ulier la 
lause i page 75 devient :i' si (x, t) appartient à S, si t n'est pas une variable et si α apparaît dans t (α variable ou
onstante) alors α <S xOn 
l�t de façon identique par 
ompatibilité ave
 ∼S et transitivité. La restri
tion de 
ettenouvelle relation <S à var(S)× var(S) est 
lairement la relation <S dé�nie en 2.2.8 page 75,
e qui autorise à employer la même notation.Ces dé�nitions et notations sont étendues aux substitutions 
omme dans le paragraphepré
édent, et on a de la même façon :Fait 2.4.5 Si s est une substitution dé�nie par un système résolu S, alors pour toute variableou 
onstante α, pour toute variable x, (α <s x⇒ α <S x).Dé�nition 2.4.6 Soit <E une relation entre variables et 
onstantes. Une substitution s estdite 
ompatible ave
 la relation <E si et seulement si la relation <s ∪ <E, dé�nie sur cst(s)∪
var(s) est sans 
y
les (la 
l�ture transitive est un ordre).Uni�er modulo la relation <E un ensemble �ni S de 
ouples de termes,

S = {(t1, t′1), . . . , (tn, t′n)}
'est trouver un uni�
ateur s 
ompatible ave
 la relation <E.Notons <sE, resp. <SE, la 
l�ture transitive de <E ∪ <s, resp. <E ∪ <S. (Dans unepreuve <sE 
orrespondra à l'ordre que doivent respe
ter les règles sur les quanti�
ateurs, enremontant, voir la preuve de la proposition 2.5.2 page 96). Ces relations sont dé�nies sur laréunion des 
onstantes et des variables du langage.On a immédiatement :Fait 2.4.7 Une substitution idempotente s uni�e S modulo <E si et seulement si s uni�e Set <sE est un ordre.



2.4. LE CALCUL DES PRÉDICATS : CAS GÉNÉRAL. 91Lemme 2.4.8 On a, pour un système résolu S dé�nissant s, une variable x et une 
onstanteou une variable α,
(α <sE x⇒ α <SE x) (1)et si c est une 
onstante
(c <S x⇒ c <s x) (2)don
, pour α une 
onstante ou une variable

(c <SE α⇒ c <sE α) . (3)Démonstration. (1) évident.(2) par dé�nition de s à partir de S (c n'est pas substituable).(3) On dé
ompose c <SE d = α (idem pour une variable) :
c = c1 <S x1 <E c2 · · · <S xn <E cn = dD'après (2), c <sE d.Lemme 2.4.9 Soit S un système résolu, s un uni�
ateur prin
ipal dé�ni par S. Alors larelation <sE est un ordre partiel si et seulement si la relation <SE est un ordre partiel.Démonstration. Il est évident que si <sE est un ordre, alors <SE est un ordre. Ré
iproque-ment, puisque <S est un ordre, un 
y
le 
ontient au moins une 
onstante soit c, c <SE c, etd'après (3), c <sE c.Lemme 2.4.10 Si s est une substitution idempotente telle que <sE a un 
y
le, alors pourtoute substitution p, p ◦ s a un 
y
le .Démonstration. Si <sE a un 
y
le, 
omme s est une substitution idempotente, 
e 
y
le
ontient né
essairement une 
onstante. Il se dé
ompose en

c = c1 <s x1 <E c2 · · · <s xn <E cn = cComme ci est une 
onstante, si ci apparaît dans s(xi), alors ci apparaît dans p ◦ s(xi), i.e.
ci <s xi ⇒ ci <p◦s xiCe dernier lemme assure, pour l'uni�
ation modulo un ordre, qu'il su�t de 
her
her ununi�
ateur prin
ipal.Remarque. Soit s est une substitution idempotente qui uni�e S. Alors p ◦ s est une sub-stitution idempotente qui uni�e S modulo <E si et seulement si la 
l�ture transitive de

<s ∪ <E ∪ <p est sans 
y
les.Proposition 2.4.11 Si S ⊲ S′ alors s est un uni�
ateur de S modulo <E si et seulement si
s est un uni�
ateur de S′ modulo <E.Démonstration. Évident pour les deux étapes de rédu
tion.On déduit de 
ette proposition et des lemmes pré
édents la proposition qui suit.



92 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.Proposition 2.4.12 Un système réduit S est uni�able modulo la relation <E si et seulementsi la relation <SE est un ordre (partiel). Le système est dit alors résolu modulo l'ordre <E.La substitution dé�nie par 
e système est un uni�
ateur prin
ipal de S et un uni�
ateur de Smodulo l'ordre <E.Il su�t don
, pour uni�er un système modulo un ordre, de réduire le système par unedes méthode dé
rit pré
édemment, puis, si S est le système réduit obtenu, de véri�er que larelation <SE est sans 
y
les.On peut également réduire l'uni�
ation modulo un ordre à l'uni�
ation ordinaire par uneméthode apparentée à la skolémisation.2.4.4 Skolémisation.On voit qu'uni�er modulo un ordre 
onsiste à ajouter à l'uni�
ation ordinaire une nouvellepossibilité d'é
houer, en ne respe
tant pas 
et ordre. La skolémisation 
onsiste à traduire lesystème de façon à 
e que l'é
he
 de l'uni�
ation dû à l'ordre soit traduit en un é
he
 del'uni�
ation ordinaire par test d'o

urren
e. Pour 
ela on rempla
e les 
onstantes par destermes où apparaissent toutes les variables inférieures à 
ette 
onstante. Pré
isons.On étend le langage ave
 de nouveaux symboles de fon
tions, de façon qu'à 
haque 
onstante
c apparaissant dans le graphe de <E soit asso
iée une fon
tion fc d'arité n le nombre de va-riables x tel que x <E c. A 
haque 
onstante c apparaissant dans le graphe de <E on asso
iele terme tc = fc(x1, . . . , xn) où x1, . . . , xn sont exa
tement les n variables distin
tes, véri�ant
x1 <E c, . . . , xn <E c. Sauf pré
ision expli
ite, le même symbole de fon
tion peut être asso
iéà 2 
onstantes di�érentes, mais fc ne peut être un symbole du langage L de départ. S'il n'y apas d'ambiguïté, on notera sk(S) le système obtenu à partir de S en remplaçant les 
onstantes
c par les termes tc. Bien entendu sk(S) dépend non seulement de S mais aussi de <E et du
hoix des symboles de fon
tion fc, et du 
hoix d'un ordre sur les arguments des fc.Comme seules des 
onstantes sont substituées, on a :Fait 2.4.13 Le système S est réduit ssi le système sk(S) est réduit.Proposition 2.4.141. Un système réduit S est uni�able modulo l'ordre <E si et seulement si le système sk(S)est uni�able.2. Si le système S est uni�able le système sk(S) est uni�able.3. Si sk(S) est uni�able par une substitution s telle que, pour tout c et c′, ave
 tc =

fc(x1, . . . , xn), tc′ = fc′(x
′
1, . . . , x

′
n) on a

(fc = fc′ et s(x1) = s(x′1), . . . , s(xn) = s(x′n)) ⇒ c = c′alors S est uni�able.Démonstration (2.4.14.1). Considérons une étape élémentaire dans la dé�nition de <sk(S),soit
y <sk(S) x ave
 y apparaît dans t et (x, t) ∈ sk(S) .On en déduit que,

y <S x ou ∃c(c <S x et y apparaît dans tc) ,
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e qui entraîne :
(y <S x ou ∃c(c <S x et y <E c)),don
 dans les deux 
as

y <SE x.Par ailleurs ∼S=∼sk(S), don
 
e résultat passe à la 
ompatibilité ave
 ∼S . Il passe aussià la transitivité et don
, si x et y sont des variables :
y <sk(S) x⇒ y <SE x,et don


(<sk(S) a un 
y
le ) ⇒ (<SE a un 
y
le),don

S uni�able modulo E ⇒ sk(S) uni�able.Ré
iproquement, si <SE a un 
y
le, il 
ontient né
essairement une variable x, et peut sedé
omposer :
x = x0 <E c1 <S x1 <E c2 · · · <S xn = xde xi <E ci+1, on déduit xi apparaît dans tci+1

, de ci <S xi on déduit don
 xi <sk(S) xi+1,et don
 x <sk(S) x.Démonstration (2.4.14.2). La rédu
tion 
onservant le 
ara
tère d'être uni�able et restant 
or-re
te par substitution aux 
onstantes c des termes tc (
f.). Si S est un système réduit sk(S)est un système réduit.Démonstration (2.4.14.3 : indi
ations). Par indu
tion sur la taille de S. La 
ondition donnéepermet d'assurer que S est uni�able dans le 
as (c, c′).2.5 Preuve et uni�
ation, le théorème de Herbrand.On utilise maintenant 
e qui pré
ède pour la re
her
he de preuve en 
al
ul des séquents.L'uni�
ation ordinaire su�t pour traiter les séquents ne 
ontenant que des formules purementuniverselles à gau
he et purement existentielles à droite. Le 
as général se ramène au 
aspré
édent par skolemisation, ou le traite dire
tement en utilisant l'uni�
ation modulo un ordreadéquat. Dans 
ha
un des 
as on peut donner une formulation du théorème de Herbrand.On utilisera le théorème d'élimination des 
oupures pour un 
al
ul des séquents version�montante� où les axiomes et a�aiblissements sont restreints aux séquents 
onstitués de for-mules atomiques, et les 
ontra
tions expli
ites aux existentiels à droite, universels à gau
he.On utilise même en fait une généralisation du théorème du séquent médian où les règles surles quanti�
ateurs apparaissent �le plus bas possible� dans la preuve.On suppose que les variables liées par des quanti�
ateurs distin
ts sont de noms distin
tsentre eux et de noms distin
ts de 
eux des variables libres.



94 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.On dé�nit une forme de Skolem d'une formule de façon usuelle. On dé�nit la forme deHerbrand de même (analogue à la forme de Skolem en inversant les r�les des quanti�
ateursexistentiels et universels). Une forme de Skolem d'un séquent est obtenu en prenant des formesde Skolem des formules à gau
he et des formes de Herbrand des formules à droite.On va tout d'abord dé�nir une expansion de Herbrand d'une formule, rapidement 
'est uneformule propositionnelle obtenue par disjon
tion de 
opies de la �stru
ture propositionnelle�de la formule originale.expansion de Herbrand d'une formule.Dans la re
her
he de preuve, le 
omportement d'un quanti�
ateur ne dépend pas seulementde sa nature (existentiel ou universel), mais aussi de la pla
e à laquelle apparaîtra la formulede 
onstru
teur prin
ipal 
e quanti�
ateur dans (à droite ou à gau
he dans le séquent) quandla règle qui le 
on
erne s'applique. Rappelons qu'une sous-formule ou un 
onstru
teur apparaîten position positive dans un séquent Σ, si elle apparaît en position positive dans une formulede la partie droite de Σ, ou en position négative dans une formule de la partie gau
he de Σ,et qu'elle apparaît en position négative dans les autres 
as, i.e. en position négative dans uneformule droite de Σ, ou en position positive dans une formule gau
he de Σ.Nous dirons don
 qu'un quanti�
ateur est de valeur universelle dans un séquent Σ s'il estuniversel et apparaît en position positive dans Σ, ou s'il est existentiel et apparaît en positionnégative dans Σ. Nous dirons don
 qu'un quanti�
ateur est de valeur existentielle dans unséquent Σ dans les autres 
as, i.e. s'il est existentiel et apparaît en position positive dans Σ, ous'il est universel et apparaît en position négative dans Σ. Nous utiliserons le même vo
abulairepour la variable asso
iée, sa
hant que nous avons pris la pré
aution de nommer di�éremmentles variables liées di�éremment. Dans 
e qui suit, Qj désignera un quanti�
ateur, ∀j , resp. ∃j ,un quanti�
ateur à valeur universelle, respe
tivement existentielle.On asso
ie bije
tivement à 
haque nom de variable quanti�ée à valeur existentielle, unemeta-variable de terme, et on appelle 
elle-
i des variables existentielles (
e ne sont pas desvariables du langage).On asso
ie bije
tivement à 
haque nom de variable quanti�ée à valeur universelle, unevariable du langage distin
te de toutes les variables libres déjà utilisées. On appelle 
elles-
i variables universelles (
e sont des variables du langage). Sous les 
onditions énon
ées plushaut on peut 
hoisir le même nom pour une variable universelle que pour la variable quanti�éeasso
iée et 
'est 
e que l'on fera dans la suite. Remarquons que, dans le 
as des variablesexistentielles, il ne s'agit pas du même type d'objet. Par abus de langage on prendra 
ependantla même 
onvention.Du point de vue de l'uni�
ation, les variables et 
onstantes du langage 
onsidéré (enparti
ulier les variables universelles) sont des 
onstantes, les variables existentielles sont desvariables.Soit Σ un séquent dont les variables quanti�és à valeur universelle sont c1, . . . , cp, lesvariables quanti�ées à valeur existentielle sont x1, . . . , xq . On suppose de plus que 
ette énu-mération respe
te l'ordre sur les quanti�
ateurs induit par l'ordre stru
turel sur les formules :si le quanti�
ateur liant cj , respe
tivement xj , apparaît dans la sous-formule de 
onstru
teurle quanti�
ateur liant ci, respe
tivement xi, alors i < j (on peut prendre par exemple l'ordred'apparition dans le sens de la le
ture).A�n de gérer plusieurs 
opies de la � matri
e propositionnelle � de F , on va attribuer un
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haque quanti�
ateur de valeur existentielle, puis indexer les variables et 
onstantesen fon
tion de 
ette indexation.On suppose don
 la donnée d'une fon
tion partielle ι des variables existentielles, dans lesentiers, dé�nie pour toutes 
elles qui apparaissent dans une formule F .On dé�nit à partir de ι une fon
tion des sous-formules G de F dans les suites �nies d'entiersest la suite des ι(xi) pour xi une variable existentielle de G dans l'ordre de le
ture. On la noteégalement ι, en parti
ulier, ave
 les notations introduites, ι(F ) = 〈i(x1), . . . , i(xq)〉.On dé�nit par indu
tion, pour une sous-formule G de F , la formule propositionnelle. Gι :1. Si G est atomique, alors Gι = G ;2. si G = ¬H, alors Gι = ¬Hι ;3. si G = H c H ′, où c est un 
onne
teur propositionnel binaire, alors Gι = Hι c Hι ;4. si G = ∀jcj H, alors Gι = H[c
ι(H)
i /ci]

ι (dans 
e 
as ι(H) = ι(G)) ;5. si G = ∃j xj H, alors Gι = H[x
ι(G)
j /xj ]

ι.On note F 〈i1,..,ip〉 la formule F ι, pour ι dé�nie par ι(xj) = ijL'expansion d'ordre 〈n1, . . . , np〉 de F est l'ensemble de formules propositionnelles
{F 〈i1,...,iq〉, pour 0 < i1 ≤ n1, . . . , 0 < il ≤ nq}L'expansion d'ordre 〈n1, . . . , np〉 du séquent ⊢ F est le séquent

⊢ {F 〈i1,...,ip〉, pour 0 < i1 ≤ n1, . . . , 0 < il ≤ np}On pourrait étendre 
ette notation à des séquents quel
onques, a partir de maintenant,pour simpli�er, on 
onsidère un séquent 
ontenant une seule formule F à droite.Théorème de Herbrand.On étend l'appellation variables existentielles variables universelles aux variables indexées.Cette indexation sert à gérer les dupli
ations de F . De plus du même 
oup on a des variablesqui ont des noms toujours distin
ts des variables liées, et don
 on peut s'abstraire des pro-blèmes de 
apture de variable au 
ours de la re
onstru
tion de la preuve (le problème des
aptures de variable existentielle n'est par ailleurs pas réellement problématique).L'ordre stru
turel sur les formules induit un ordre stri
t naturel sur la réunion des variablesexistentielles et universelles dans une expansion, 
elui de la pré
éden
e sur les pla
es desquanti�
ateurs. Pré
isons. Soit Σ une expansion du séquent Σ. On pose x〈u〉i <Σ c
〈v〉
j si 〈u〉est une suite pré�xe (au sens large) de 〈v〉 (
e qui a pour 
onséquen
e que le quanti�
ateur

∀jci apparaît dans la sous-formule de 
onstru
teur prin
ipal ∃ixi).On s'o

upe des substitutions idempotentes dé�nies sur les variables existentielles, à valeurdans l'ensemble des termes sur les variables union un ensemble de variables arbitraires (donton a besoin pour re
onstituer la substitution à partir de la preuve), les variables universellessont don
 bien 
onsidérées 
omme des 
onstantes, du point de vue de la substitution.On peut énon
er maintenant le théorème de Herbrand pour des formules quel
onques.Proposition 2.5.1 Un séquent Σ est prouvable si et seulement si il existe une expansion Σde Σ et une substitution s dé�nie sur les variables existentielles à valeurs dans les termes, et
ompatible ave
 la relation <Σ (
f 2.4.6 page 90) telle que
s(Σ) est prouvable.



96 CHAPITRE 2. APPLICATIONS À LA PREUVE AUTOMATIQUE.On peut en donner une version plus pré
ise en 
al
ul des séquents.Proposition 2.5.2 (HERBRAND � 
al
ul des séquents) Un séquent Σ est prouvable siet seulement s'il existe une expansion Σ d e Σ, et un ensemble 
omplet de 
onne
tions de Σqui soit uni�able modulo la relation <Σ.Donnons maintenant, un énon
é du théorème de Herbrand plus usuel (ave
 skolemisation).Proposition 2.5.3 (HERBRAND � Skolemisation) Un séquent Σ est prouvable si etseulement s'il existe une expansion sk(Σ) de la forme de skolem sk(Σ) de Σ, et un ensemble
omplet de 
onne
tions de sk(Σ) qui soit uni�able.Démonstration (Herbrand � 
al
ul des séquents). S'il existe une preuve, on a une expansion,un ensemble 
omplet de 
onne
tions, une substitution s qui uni�e 
es 
onne
tions, on supposemodulo renommage de variables, que 
'est une substitution idempotente. A 
haque règleexistentielle on asso
ie à la variable 
onsidérée son image par s. S'il y a un 
y
le :
c = c1 <s x1 <Σ c2 · · · <s xn <Σ cn = cLa règle sur xi est en dessous de la règle sur ci+1, 
ar l'ordre des règles doit respe
ter 
elui dessous-formules. La règle sur ci est en dessous de la règle sur xi, en e�et sinon, ci serait libredans le 
ontexte lors de la règle sur ci. Il y a une 
ontradi
tion.Ré
iproquement. S'il existe une telle expansion, un tel ensemble 
omplet de 
onne
tionsune telle substitution, supposée idempotente, l'expansion asso
iée de F est don
 prouvable.On passe de F à son expansion, en remontant en appliquant ni 
ontra
tions dès apparitiondu quanti�
ateur ∃xi, en 
hoisissant à 
haque étape une variable ou 
onstante minimale pourl'ordre <sΣ parmi 
elles restantes. Les règles sur les quanti�
ateurs universels sont don
 bien
orre
tes. Il est possible de pro
éder ainsi 
ar l'ordre des sous-formules et 
ompatible ave
l'ordre <sΣ. Si α est avant β, β <sΣ α est impossible. Distinguons les 4 
as possibles pour le
ouple (α, β).(variable, 
onstante), par dé�nition de <Σ, <sΣ aurait un 
y
le.(variable,variable), supposons que x est avant y et y <sΣ x, alors il existe une variable univer-selle c tel que y <Σ c <sΣ x, mais 
omme x est avant y , x est avant c, 
e qui est impossible(
as pré
édent).(
onstante,variable), supposons que x est avant c et c <sΣ x, alors, il existe une variableexistentielle y tel que c <Σ y <sΣ x. De x avant c on déduit x avant y, et on est ramené au
as pré
édent.(
onstante,
onstante), supposons d avant c, et c <sΣ d, alors il existe x tel que c <sΣ x <Σ d,de d avant c on déduit x avant c, et on est ramené au 
as pré
édent.Démonstration ( HERBRAND � skolemisation : indi
ations). On se ramène au résultat pré-
édent.Supposons le séquent Σ prouvable. L'ensemble des variables et 
onstantes est donné parl'expansion prouvable. Il su�t de montrer que la skolémisation est une skolémisation dusystème de termes asso
ié aux 
onne
tions de Σ pour <Σ. La 
lause 2 de la proposition 2.4.14page 92.Supposons maintenant que sk(Σ) est prouvable.



2.5. PREUVE ET UNIFICATION, LE THÉORÈME DE HERBRAND. 97Soit s la substitution donnée par la preuve du skolemisé. On 
onstruit l'index de l'ex-pansion en prenant à 
haque fois le 
ardinal de l'ensemble des 
lasses d'équivalen
es pour lasubstitution s, dans les variables issue du même quanti�
ateur. On 
onstruit l'expansion 
or-respondante, en parti
ulier, vu la dé�nition de la skolemisation et de l'expansion du séquent :
(fc = fc′ et x1 ∼s x

′
1, . . . , xn ∼S x

′
n) ⇒ c = c′
e qui permet de 
on
lure grâ
e à la 
lause 3 de la proposition 2.4.14 page 92.2.5.1 Méthode des 
onnexions dans le 
as général.Pour adapter la méthode utilisée pour les séquents de Herbrand au � 2.3.3 page 87, il su�tde rempla
er l'uni�
ation par l'uni�
ation modulo un ordre 
omme indiqué au � pré
édent.Exemple. On veut montrer ⊢ ∃x(Bx→ ∀cBc). Pour une multipli
ité de 1, la matri
e est :

B?x− Bc+ 
onditions :?x < cIl y a évidemment un ensemble 
omplet de 
onnexions, il faut uni�er par σ(?x) = c 
e quin'est pas possible 
ar alors c <σ?x, 
e qui 
rée un 
y
le. Pour une multipli
ité de 2 la matri
eest :
B?x−1 Bc+1 B?x−2 Bc+2 
onditions : ?x1 < c1, ?x2 < c2L'ensemble 
omplet de 
onnexions (réduit à une 
onnexion) indiqué est uni�able modulol'ordre indiqué par σ(?x2) = c1, qui induit c1 <σ?x2.[à 
ompléter℄
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