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Polynomes irréductibles sur les corps finis

Un polynome de F,[X] (p premier) de degré n est dit primitif s'il est irréductible et s'il est le polyn6me minimal d’une
racine primitive de 'unité dans [ .. Dit autrement P € [, [X] est primitif §’il est irréductible et si le plus petit r tel que
X"=1 mod Pestr=p"—1,1'ordre du groupe [F;‘]n.

n

Le polynome réciproque d'un polynome P(X) = X' a; X' de degré n, est le polynome P*(X) = Yiso an_; X', et donc

P*(X) = X”P(%). Ona P** = P sile coefficient constant de P est non nul (P et P* de méme degré).

Exercice 1. 1. Montrer que si X JP, le polyndéme P est irréductible, resp. primitif, si et seulement si son polynéme
réciproque P* est irréductible, resp. primitif.

Calculer le nombre de polyndmes primitifs de degré n sur [, (utiliser la fonction ¢ d’Euler).

Montrer que le polynoéme Y., X' (n=1) deF,[X] nest primitif que sin=1oun=2.

Déterminer tous les polyndémes irréductibles et primitifs de degré 2, 3 et 4 sur F».

ARl O

Montrer que tous les polynomes irréductibles de degré 5 sur [, sont primitifs. Les déterminer.

Exercice 2 (Un algorithme pour l'irréductibilité). Soit g un nombre premier, n un entier naturel strictement positif, et
P un polyndme unitaire a coefficients dans F. Le polynéme X9 " — X est a coefficients dans Fy. Onpose K=F,[X]/(P).

1. Montrer que si P est irréductible de degré d, et si d | n, alors tout élément de K est racine de X 4" _ X et en déduire
que P | X9 "_X.
2. Montrer que si I'entier naturel strictement positif d est tel que g% — 1 divise g" — 1 alors d divise 7.

3. Montrer que si le polynéme P est irréductible de degré d et divise X " _ X, alors tout élément de K est racine de
ce polynéme. En déduire que d divise n.

4. Montrer que X 7" — X n'a pas de facteur multiple.

5. En déduire que dans F,[X], X7 " — X est exactement le produit de tous les polyndmes unitaires irréductibles dont
le degré divise n.

6. En déduire qu'un polynome P de degré n de F4[X] est irréductible si et seulement si :
a. P| X7 - X;
/
b. pour tout diviseur premier p de n, P et X "7 _ X sont premiers entre eux.

Proposer un algorithme dans le cas g = 2 pour décider si un polynéme de degré n est irréductible, et évaluer sa
complexité.

7. Soit my(q) le nombre de polynomes irréductibles de degré n sur ;. Montrer que :

q" =) dmg(q)
din
et en déduire que :
q" - qL%Hl n

=my(q) < %

puis que pour n assez grand, parmi les polynémes de degré n, environ un sur n est irréductible.
On déduit de I'inégalité précédente qu'il existe un polynome irréductible sur Fp, p premier, et donc I'existence d’un corps fini de cardinal p”,
comme corps de rupture de ce polynome sur F,.

8. Lafonction pu étant la fonction de M6bius, montrer que :

1 n d
ma(q)=—> u|=)q".
n dln (d)
9. Montrer que P est un polynome primitif de degré n de ;[ X] si et seulement s’il vérifie, en plus des deux conditions
précédentes :

n-1

a
c. Pour tout diviseur premier pde g” -1, PyX » —1.
Cette condition est en général beaucoup plus lourde a vérifier, que celles du test d’irréductibilité on doit calculer 'ensemble des diviseurs

premiers de g — 1.

Exercice 3. Le but de cet exercice est de faire fonctionner les algorithmes de I'exercice précédent sur des exemples. Or-
ganisez vos calcul de facon efficace, par exemple en base 2 on peut utiliser que :
Zk a2t k 2l ai 2l
xTas? =T[(x*)" = [1 X*, acon
i=1 1<i<k, a;#0

et X2 se calcule par i élévations au carré successives. Montrer que dans F»[X] :



1. X%+ X +1 estirréductible et primitif;

2. Paps=X%+X*+ X3+ X +1 (polynome de 'AES) est irréductible, mais pas primitif.

Exercice 4. 1. Calculer X modulo 1+ X3 + X%. Le polynéme 1+ X3 + X® est-il irréductible? Est-il primitif?
2. Déterminer tous les polyndmes primitifs de degré 6 dont 3 coefficients sont non nuls.

3. Calculer X?! modulo 1+ X + X2 + X* + X5, Ce polyndme est-il irréductible? Est-il primitif?

Exercice 5. Un nombre de Mersenne est un nombre de la forme 2™ — 1 avec m premier. Un exposant de Mersenne est
un nombre m tel que 2" — 1 est un nombre de Mersenne premier.

1. Montrer que m est un exposant de Mersenne si et seulement si 2" — 1 est premier.

2. Soit [, le corps a deux éléments. Montrer que si m est un exposant de Mersenne, tous les polynémes irréductibles
de F2[X] de degré m sont primitifs (et réciproquement).

3. Combien y-a-t-il de polynomes primitifs de F,[X] de degré m si ce dernier est un exposant de Mersenne?

1 A 2 . o . . m—1
4. Montrer que si m est un exposant de Mersenne, le polynéme P de degré m est primitif si et seulement si X*>* =1
mod P.

5. Application : vérifier que 7 est un exposant de Mersenne. Combien y-a-t-il de polyndmes primitifs de degré 7?
Vérifier que X’ + X + 1 est un polyndme primitif.
Montrer qu'un polynéme primitif de degré 7 posséde 3, 5 ou 7 coefficients non nuls, et qu'’il en existe bien dont
exactement 5 coefficients sont non nuls.

Calcul sur les corps finis de caractéristique 2

Vous avez a réaliser en C une petite bibliotheque pour le calcul dans les corps finis de caractéristique 2. Les poly-
nodmes sur F2 de degré au plus 63 sont représentés par des entiers de 64 bits, chaque bit de poids i étant le coefficient du
mondéme de méme poids. par exemple 0x65 représente le polynome X’ + X° + X? + 1. Le corps fini F2» est vu comme le
quotient F»[X]/(P), ou P est un polyndme irréductible de degré n, ses éléments sont représentés de facon univoque par
des polynémes de degré au plus n—1.

Les calculs se font grace aux opérations bit a bit, en particulier sile polyndme P est représenté par I'entier machine P :

— le xor (*) donne la somme de deux polyndémes;

— P&(1<<i) donne le coefficient de degré i de P;

— le décalage a gauche (P <<= n) donne X"P (s'iln’y a pas de débordement);

— le décalage a droite (P >>= n) donne le quotient de P par X"

Les opérations de multiplication et de division peuvent se réaliser par des algorithmes analogues a ceux de I'école pri-
maire (avec seulement 2 chiffres 0 et 1 et sans retenue!).

Exercice 6. Décrire des algorithmes linéaires (en la taille, soit le degré des entrées!) pour :
1. lamultiplication de deux polynoémes P et Q (sans tenir compte des débordements);
2. la division euclidienne d'un polynéme de P par un polynéme Q;

3. la multiplication de deux polynémes P et Q modulo un polynéme M (sans débordement). Sachant que deg(P) <
deg(M) le calcul du reste de la dvision de X - P par M demande un test et au plus une addition polynomiale.

Exercice 7. Déduire de I'estimation du nombre de polyndmes irréductibles et de polynémes primitifs de degré donné
que 'on a un algorithme « raisonnable » pour produire aléatoirement un polynéme irréductible ou un polyndme primitif
de degré donné.

Un fichier £2_poly.h est distribué, qui détaille les fonctions a réaliser. Toutes doivent étre testées. Le produit et I'élévation
a la puissance sont a réaliser modulo un polynéme donné, cas ol les questions de débordement se gerent simplement,
et qui fournit le calcul.

Les tests d’irréductibilité et de primitivité doivent étre implémentés de fagon suffisamment efficace pour que par
exemple le calcul de tous les polyndmes irréductibles de degré n soit tres rapide, voire quasi-instantané pour n = 20), de
méme pour les polynémes primitifs (bien que I'algorithme soit moins efficace).

Une facon de vérifier les tests d’irréductibilité et de primitivité est de compter a I'aide de ces tests le nombre de
polynomes irréductibles et de polynémes primitifs d'un degré donné. Ces nombres se calculent plus rapidement a I'aide
de la fonction de Mdbius pour les polynémes irréductibles (voir la formule démontrée a 1'exercice 2), et de la fonction
d’Euler pour les polyndmes primitifs (voir exercice 1).

Vous pouvez utiliser le logiciel Sage pour les calculs utilisant ces deux fonctions (la fonction indicatrice d’Euler se
note euler_phi, la fonction de Mébius moebius), ou bien calculer directement ces fonctions en C.



