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Règles admissibles en
al
ul propositionnel intuitionniste.Paul RozièreEquipe de Logique, CNRS UA 753Université Paris 72 pla
e Jussieu, 75230 PARIS 
edex 05roziere�logique.jussieu.frRésuméLe travail suivant tente d'é
lai
ir les liens entre admissibilité et dérivabilité en
al
ul propositionnel intuitionniste.La première partie (se
tions 1, 2, 3) donne des 
onditions simples pour que
es deux notions soient identiques. On utilise en parti
ulier une sorte parti
ulièrede substitutions (dé�nie en se
tion 2), dont on montrera dans la deuxième partiequ'elles 
ara
térisent, en un 
ertain sens, l'admissibilité.La deuxième partie (se
tions 4, 5) réutilise 
ertaines des méthodes introduites(les substitutions introduites dans la se
tion 2), et des 
as parti
uliers très simplesdes résultats montrés en se
tion 3, pour obtenir une 
ara
térisation de l'admis-sibilité par la �rétro-dérivation� en 
al
ul des séquents. C'est le résultat 
entralde la thèse. On obtient ainsi 
ertains résultats de dé
idabilité, en parti
ulier ladé
idabilité de l'admissibilité, ainsi que d'autres 
ara
térisations.La troisième partie (se
tion 6, 7) illustre le résultat pré
édent et en donne desappli
ations. On dé
rit 
omplètement en se
tion 6 le 
as à une variable. On donneen se
tion 7 une axiomatisation dénombrable de l'admissibilité, et l'on en déduitl'impossibilité d'une axiomatisation �nie. On en déduit en se
tion 8 que la logique
lassique n'est pas la plus petite logique au dessus de la logique intuitionniste telleque toutes les règles admissibles soient dérivables.Un résumé plus 
onséquent est donné dans l'introdu
tion.
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Admissible rules in Intuitionisti
 Propositional Cal
ulus.Abstra
tA rule is said admissible in a logi
 if the set of valid formulae of this logi
 is
losed under this rule. In 
lassi
al propositional 
al
ulus all admissible rules arederivable (provable inside the logi
), but that is not the 
ase in intuitionisti
 logi
.In this thesis we study how admissibility is related with derivability in Intuitionisti
propositional 
al
ulus.The �rst part gives su�
ient synta
ti
 
onditions for admissible rules to bederivable. We de�ne a parti
ular 
lass of substitutions useful when dealing withadmissibility.The se
ond part uses this 
lass of substitution and simple parti
ular 
ases of the�rst part to give 
hara
terization of admissibility using the intuitionisti
 sequent of
al
ulus (pre
isely a kind of �retro-derivation� in sequent 
al
ulus). It is the 
entralresult of the thesis. It leads to de
idable 
riteria for admissibility and other relatednotions.The third part illustrates these results and gives appli
ations of them. The onevariable 
ase is 
ompletely des
ribed. We give then a 
omplete 
ountable axio-matization of admissibility, and we infer that their is no �nite one. We use thisaxiomatization to exhib the least super-intuitionisti
 Logi
 in whi
h all intuitionis-ti
 admissible rules are derivable. In this logi
 every admissible rule is derivable,and this is not Classi
al Logi
.
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Introdu
tionL'intuitionnisme, tel qu'il est introduit par Brouwer au début de 
e siè
le, est unephilosophie des mathématiques qui s'ins
rit dans la 
ontroverse de l'époque sur les fon-dations. L'une de ses 
ara
téristiques est de remettre en 
ause la logique 
lassique. Lespreuves doivent être 
onstru
tives et en parti
ulier, la loi du tiers-ex
lu, �A ∨ ¬A� n'estpas valide a priori (voir [Du 77℄, [Tr vD 88℄, [vD 86℄, [Gi 87℄ en parti
ulier le 
hapitre I).La logique dite intuitionniste a été formalisée sous sa forme a
tuelle par Heyting en1930.Bien que diverses traditions plus ou moins pro
hes de l'intuitionnisme soient toujoursbien vivantes a
tuellement, elles semblent 
on
erner et intéresser un nombre restreint demathémati
iens non logi
iens ou informati
iens.Cependant, indépendemment de tout point de vue sur les fondations, la programma-tion a donné de nouvelles motivations à l'étude et au développement de systèmes formelsde logique intuitionniste. En e�et une preuve en logique intuitionniste, formalisée endédu
tion naturelle, peut s'é
rire 
omme un λ-terme typé, et le λ-terme extrait 
ommeun programme qui réalise en un 
ertain sens la spé
i�
ation donnée par la propositionprouvée. Il est important du point de vue informatique que 
ette transformation soit trèsnaturelle, et ne fasse pas intervenir de 
odages intermédiaires. C'est 
e qui la di�éren
iepar exemple des notions de réalisabilité en terme de fon
tions ré
ursives (Kleene 45).La logique intuitionniste de Heyting a d'autre part pour intérêt sa proximité ave
 lalogique 
lassique : le langage est le même, tout énon
é prouvable intuitionnistiquementest prouvable en logique 
lassique, il existe une tradu
tion de la logique 
lassique enlogique intuitionniste (¬¬-tradu
tion de Gödel), les fon
tions ré
ursives prouvables dansles arithmétiques 
lassiques et intuitionnistes sont les mêmes.Un phénomène intervient souvent en logique intuitionniste. Choisissons une notionde �règle� très générale : si les formules A1, . . . , An, (moyennant éventuellement 
ertainesrestri
tions syntaxiques sur 
es formules) sont prouvables, alors il existe un terme t etune formule Ci tel que Ci(t) est prouvable (dans le 
as propositionnel, Ci). Par exempleon peut montrer dans l'arithmétique de Heyting la propriété de disjon
tion : si A ∨ Best prouvable A est prouvable ou B est prouvable, ou plus généralement, si H satisfait
ertaines hypothèses, H → A est prouvable ou H → B est prouvable. La propriétéd'existen
e est analogue, si ∃A est prouvable, il existe un terme t tel que A(t) soitprouvable. Ces dernières propriétés sont éminemment liées au 
ara
tère 
onstru
tif de lalogique intuitionniste.Les propriétés de disjon
tion et d'existen
e étant 
onnues, on peut reformuler lanotion de règle introduite 
i-dessus sans perdre de généralité : si les formules A1, . . . , An,moyennant 
ertaines restri
tions sur 
es formules, sont prouvables alors la formule C estprouvable (on pose C la disjon
tion des 
l�tures existentielles des Ci).Ces propriétés de 
l�ture sont souvent utiles. Par exemple, pour montrer que les6



fon
tions ré
ursives prouvables dans l'arithmétique 
lassique sont les fon
tions prouvablesdans l'arithmétique intuitionniste, on est amené à montrer la 
l�ture des théorèmesde l'arithmétique intuitionniste (HA) sous (un 
as parti
ulier de) la règle de Markov(voir [Fr 77℄) : si ⊢HA ∀n, m(ϕ(n, m) ∨ ¬ϕ(m, n)) et ⊢HA ¬¬∃mϕ(m, n)) alors ⊢HA

∃mϕ(m, n)). (voir également [Tr 73℄ pour 
et exemple et d'autres). Remarquons qu'àla règle de Markov 
orrespond un axiome, le prin
ipe de Markov, qui s'exprime dansle langage de l'arithmétique. Ce prin
ipe n'est pas intuitionnistiquement démontrable([Tr 73, vD 86℄).Le but de 
ette thèse est d'étudier 
e phénomène dans le 
adre restreint du 
al-
ul propositionnel. Plus pré
isément, on s'interesse aux règles du type : si les formules
A1, . . . , An sont prouvables, alors la formule C est prouvable. Quand une de 
es règlesn'introduit pas de nouveaux théorèmes, elle sera dite admissible. Il peut arriver, 
ommepour le prin
ipe de Markov, que l'axiome 
orrespondant (A1 ∧ . . .∧An) → C ne soit pasprouvable, et on dit que la règle n'est pas dérivable. Ce phénomène est fortement lié àl'impossibilité de donner en 
al
ul des séquents intuitionniste propositionnel (une seuleformule à droite) les règles gau
he de �→� et droite du �∨� de façon inversible. Une règleest inversible quand la 
onjon
tion des prémisses de la règle équivaut à la 
on
lusion. Onpeut 
onsidérer que l'axiomatisation de l'admissibilité donnée en se
tion 7 donne une for-mulation pré
ise de 
e que le phénomène des règles admissibles non dérivables se réduit àla non-inversibilité de 
es deux règles. D'une façon plus générale 
e phénomène est don
lié à 
e qui fait la spé
i�
ité de la logique intuitionniste : interprétation fon
tionnelle despreuves, propriété de disjon
tion.Il est à remarquer que la non-inversibilité de 
es règles est également liée en séman-tique de Kripke ([Kr 63, Kr 65℄) à �l'arbores
en
e� des modèles. Plus pré
isément, larègle (→ gauche) est liée à la longueur des bran
hes, la règle (∨droite) au bran
hement.Cependant, l'apparition de règles admissibles non dérivables né
essite la présen
esimultanée de 
es deux règles, 
omme le montrent les résultats de la première partiede 
ette thèse (on montre par exemple que dans le fragment sans le 
onne
teur �→�,
omme 
elui sans le 
onne
teur �∨� toute les règles admissibles sont dérivables, et d'autrerésultats plus généraux qui vont dans le même sens).Essayons de pré
iser. Un résultat 
entral de la thèse est qu'une règle admissible s'ob-tient, soit par dérivation, soit par la re
her
he des preuves possibles d'éventuelles sub-stituées des prémisses de 
ette règle en 
al
ul des séquents (d'où le lien ave
 l'existen
ede règles non-inversibles), soit par 
omposition de 
es deux pro
édés. En parti
ulier onne peut rien dire des preuves possibles d'un séquent qui 
ontient une variable proposi-tionnelle, d'où la né
essité de la présen
e simultanée des deux règles non inversibles pourl'apparition de règles admissibles non dérivables.Le 
al
ul des séquents de Gentzen n'est utilisé i
i que de façon �statique� et non�dynamique� : on utilise par exemple seulement l'existen
e d'une démonstration sans
oupures, et non l'élimination des 
oupures. De 
e point de vue, on pourrait également7



penser utiliser la méthode des tableaux sémantiques de Beth. Celle-
i 
orrespond, (
ommeremarqué dans [Be 65℄) à une formulation du 
al
ul des séquents ave
 plusieurs formulesà droite, et une restri
tion sur la règle droite de �→�, qui est alors la seule règle noninversible du 
al
ul. Le phénomène des règles admissibles non dérivables s'analyseraitalors d'une façon analogue.Contenu de la thèseLe point de départ de 
e travail m'a été donné par la le
ture du manus
ript d'une
onféren
e de W.Dekkers donné à Edinburgh, dans le 
adre du Jumelage λ-
al
ul typé 89.W.Dekkers montre que pour les formules é
rites seulement ave
 le 
onne
teur �→�, règlesadmissibles et dérivables sont les mêmes. Son argument est astu
ieux mais très simple. Ilsu�t, pour une règle donnée de prémisse A et de 
on
lusion C , de substituer à 
haquevariable α dans 
es formules la formule A → α, et de remarquer que 
ette substitution�s'hérite� pour les formules dans le fragment 
onsidéré, à savoir que la substituée de A estprouvable, et que 
elle de C est équivalente à A → C. On montre don
 que si 
ette règleest admissible, elle est prouvable, et 
e
i en utilisant une seule instan
e de 
ette règle(voir pour des pré
isions la se
tion 3.1). Il se trouve que G.E.Mints avait déja montré 
erésultat et d'autres, en utilisant essentiellement le même argument ([Mi 72℄).Dans la première partie (se
tions 1 à 3) de 
ette thèse, on étend 
e résultat dans deuxdire
tions. D'une part on montre que 
et argument permet de 
ara
tériser une propriétéplus forte que l'admissibilité (voir se
tion 2 en parti
ulier dé�nition 2.2.3), d'autre part etsurtout on donne des 
onditions syntaxiques plus générales sous lesquelles admissibilitéégale dérivabilité.La méthode est le suivante. Pour une formule A donnée, on montre que pour touteformule C, les règles �si A alors C� admissibles sont dérivables en exhibant un ensemble�ni de substitutions 
ara
téristique (par exemple dans le 
as des formules é
rites seule-ment ave
 le 
onne
teur �→�,on a une seule substitution 
ara
téristique, la substitution�s(α) = A → α�). D'une part 
es substitutions doivent valider A, d'autre part la 
onjon
-tion des formules obtenues en appliquant 
es substitutions à une formule quel
onque Cdoit avoir pour 
onséquen
e A → C (par dérivation).Cette méthode est générale. En e�et, on montrera en se
tion 5 (
orollaire 5.5.5) laré
iproque, à savoir que si une formule A véri�e pour toute formule C que les règles �si Aalors C� admissibles sont dérivables, alors il existe un tel ensemble �ni de substitutions
ara
téristique. On peut d'ailleurs voir a posteriori les résultats de la se
tion 3, 
ommeune illustration du 
orollaire 5.5.5.Dans la deuxième partie (se
tions 4 et 5), on met en éviden
e une espè
e de systèmede dédu
tion pour l'admissibilité. On ajoute à la dérivation qui donne bien entendu desrègles admissibles, un autre pro
édé que nous appelons rétro-dérivation (voir se
tion4) : 
'est la formalisation d'une méthode souvent utilisée pour montrer qu'une règle8



est admissible. Il s'agit sommairement d'étudier 
omment peuvent se terminer toutes lespreuves possibles en 
al
ul des séquents d'une formule donnée. Tant que les séquents ainsiproduits ne 
ontiennent pas de variable propositionnelle, ils ne peuvent être 
on
lusionque d'un nombre �ni de règles (indiquées par les 
onne
teurs prin
ipaux des formules duséquent).Le résultat essentiel de la se
tion 5 (proposition 5.5.3) est que la 
ombinaison dela dérivation et de la rétro-dérivation engendrent toutes les règles admissibles. Il s'agitdon
 d'un résultat de 
omplétude, et la preuve s'apparente à une preuve de 
omplétudeusuelle. La notion de sémantique est assurée par les substitutions, que l'on peut voir
omme des valuations sur l'ensemble des formules (ou sur le quotient de de 
elui-
i paréquivalen
e). Cependant des 
ompli
ations interviennent, du fait que pour pouvoir dé�nirdes substitutions on doit manipuler des ensembles �nis de formules (par exemple à lanotion de saturation utilisée usuelle dans les preuves de 
omplétude 
orrespond i
i unesaturation sur un ensemble �ni). D'autre part la rétro-dérivation n'est pas une notionsimple de dédu
tion, 
e qui induit également des perturbations.On obtient également d'autres résultats 
omme le 
orollaire 5.5.5 déja mentionné 
i-dessus, ou la 
ara
térisation suivante de l'admissibilité : pour toute formule A il existeun ensemble �ni de substitutions tel que la règle �si A, alors C� soit admissible si etseulement si 
es substitutions valident la formule C. Comme par ailleurs un algorithmeinspiré de la preuve de 
omplétude fournit 
et ensemble �ni, et que la prouvabilité estdé
idable en 
al
ul propositionnel intuitionniste, on montre ainsi que l'admissibilité estdé
idable.La troisième partie (se
tion 6 à 8) illustre ou donne des appli
ations des résultatspré
édents. La se
tion 6 traite 
omplètement le 
al
ul propositionnel à une variable dupoint de vue de l'admissibilité. Il s'agit don
 d'un exer
i
e assez ane
dotique, mais oùles diverses notions s'illustrent aisément.La se
tion 7 donne une axiomatisation in�nie de l'admissibilité, et utilise fortementle résultat de 
omplétude. Les règles utilisées pour l'axiomatisation sont exa
tement
elles dont on a besoin, en plus de règles dérivables, pour exprimer les règles admissiblesobtenues de la façon suivante :on se pla
e dans le 
al
ul des séquents intuitionniste, ave
 une seule formule à droite.Si un séquent qui ne 
ontient que des formules gau
he de 
onne
teur prin
ipal �→�,et une formule droite de 
onne
teur prin
ipal �∨�, est prouvable, alors la disjon
tiondes prémisses des règles pouvant avoir 
e séquent pour 
on
lusion, est prouvable.Comme 
es règles sont 
lairement des instan
es des règles �(→ gauche)�et �(∨ droite)�,
ette axiomatisation lie d'une façon 
laire l'existen
e de règles admissibles ave
 la noninversibilité de 
es deux règles. On obtient ainsi une formalisation plus manipulableque la rétro-dérivation, mais on perd a priori toute �maîtrise� sur les dédu
tions quiutiliseraient 
es règles. En parti
ulier on ne voit pas 
omment utiliser l'ensemble in�nide règles indiqué pour une pro
édure de dé
ision.9



La preuve de l'axiomatisation serait une 
onséquen
e simple du résultat de 
omplé-tude, si la rétro-dérivation ne tenait 
ompte des �redondan
es� (s'il existe une preuve en
al
ul des séquents d'une 
ertaine formule, il existe une preuve de la même formule tellequ'au
une bran
he de la preuve ne 
omporte la répétition d'un même séquent). Il fautdon
 un pro
édé pour les éliminer. Celui-
i est analogue à 
elui utilisé pour donner uneformulation du 
al
ul propositionnel des séquents intuitionniste ne né
essitant pas le testde redondan
e pour dé
ider de la prouvabilité (voir [Dy 91℄).On montre également que 
ette suite in�nie de règles est stri
tement 
roissante pourla relation de 
onséquen
e, et on en déduit fa
ilement qu'il n'y a pas d'axiomatisation�nie de l'admissibilité.La se
tion 8 en�n donne une appli
ation immédiate des résultats de la se
tion 5 et dela se
tion 7. On dé�nit une logique au dessus de la logique intuitionniste dans laquelletoutes les règles, admissibles en logique intuitionniste ainsi que dans 
ette logique même,sont dérivables.Travaux pré
édents, 
omparaisonsUn 
ertain nombre de résultats existent sur les règles admissibles.G.E.Mints a montré, voir [Mi 72℄, qu'admissibilité et dérivabilité se 
onfondaient dansle fragment de la logique intuitionniste sans le 
onne
teur �→� ainsi que dans le fragmentsans le 
onne
teur �∨�.G.E.Mints utilise un argument qui est essentiellement le même que 
elui donné i
i(se
tion 3.1), pour les formules dans le fragment �∧,→�, et en quelque sorte réduit lesautre 
as à 
elui-
i.Les prin
ipales di�éren
es entre [Mi 72℄ et la première partie de 
ette thèse sont quel'on montre que les restri
tions n'ont à porter que sur les prémisses de la règle
onsidérée,les résultats sont étendus également en 
e qui 
on
erne la forme des prémisses (parexemple formules de Harrop),l'argument est isolé (2), il est utilisé uniformément, pour tous les fragments 
onsi-dérés et non par des pro
édés de rédu
tion (
e qui est une illustration des 
orollaires5.5.2 et 5.5.5 de la deuxième partie).D'autres travaux utilisent fortement la sémantique de la logique intuitionniste enterme d'algèbres de Heyting (ou algèbres pseudo-booléeennes) 
omme [Ci 77, Ci 78℄,ainsi que [Ry 84, Ry 85, Ry 86℄. Les travaux de Rybakov utilisent de plus la tradu
tionde la logique intuitionniste dans une logique modale adéquate (S4 ou de Grzegor
zyk).A.I.Citkin donne un ensemble in�ni de règles admissibles indépendantes [Ci 77℄, des
ara
térisations en termes d'algèbres et des exemples de logique plus forte que la logiqueintuitionniste où toutes les règles admissibles sont dérivables [Ci 77, Ci 78℄.10



V.V.Rybakov démontre la dé
idabilité de l'admissibilité en 
al
ul propositionnel in-tuitionniste par le biais de la logique S4 [Ry 84℄, par le biais de la logique de Grzegor
zyk[Ry 86℄, résolvant ainsi un problème posé par H.Friedman (problème no 40 de [Fr 75℄).Il montre également qu'il n'existe pas d'axiomatisation �nie de l'admissibilité [Ry 85℄.L'arti
le [Ro 9 ?℄ est une version un peu 
ondensée et en anglais des se
tions 2 et 3 dela présente thèse. Le préprint [Ro 91℄ est une version préliminaire de ses deux premièresparties.La majeure partie du présent travail a été réalisée dans l'ignoran
e de 
es résultats.En parti
ulier nous redémontrons les résultats de Rybakov d'une façon 
omplètementdi�érente. Au
un usage n'est fait i
i de méthodes sémantiques, hormis pour des résultatstrès simples de non-prouvabilité, où l'on utilise la sémantique de Kripke qui donne unargument 
onvainquant sous une forme 
ompa
te. Il pourrait d'ailleurs être interessantde lier les deux appro
hes.En 
on
lusion,on présente dans 
e qui suit des méthodes qui di�érent de 
elles utiliséesdans les travaux antérieurs, prin
ipalement par :l'utilisation expli
ite et systématique des substitutions dé�nies en se
tion 3,l'utilisation parti
ulière du 
al
ul des séquents (formalisation de la rétro-dérivation).Ces méthodes 
onduisent, d'une part, pour 
e qui est de la rétro-dérivation à despreuves très di�érentes de résultats existant (
omme la dé
idabilité de l'admissibilité)d'autre part à des résultats qui semblent nouveaux :les résultats de la première partie qui étendent 
eux de G.Mints ;Les résultats de 
ara
térisation de l'admissibilité, (
omplétude pour la rétro-déri-vabilité plus la dérivabilité, 
ara
térisation par un nombre �ni de substitutions) ;les 
ara
térisations des formules ayant mêmes 
onséquen
es admissibles et déri-vables,l'axiomatisation expli
ite de l'admissibilité.Remer
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1 Préliminaires1.1 NotationsNous utiliserons, pour désigner les formules du 
al
ul propositionnel, les abréviations
A → B → C ou A, B,→ C voire s'il n'y a pas d'ambiguïté A, B → C pour A → (B →
C) .Si Γ = A1, . . . , An est un ensemble �ni de formules, nous utilisons les notations ambiguëssuivantes :� Γ → C pour la formule A1, . . . , An → C, (C si Γ = ∅) ;� ∧Γ pour la formule A1 ∧ . . . ∧ An (⊤ si Γ = ∅) ;� A ∧ Γ pour la formule A ∧ A1 ∧ . . . ∧ An (A si Γ = ∅).En 
hangeant l'ordre des Ai, on obtient des formules toutes équivalentes dans les logiques
onsidérées, don
 l'ambiguité de la notation ne pose pas vraiment de problèmes.Les opérateurs unaires, ¬, le symbole ∧ utilisé devant un ensemble 
omme 
i-dessussont prioritaires sur les opérateurs binaires.La relation de dédu
tion en logique 
lassique est notée ⊢c , en logique intuitionniste
⊢ , on é
rit A ≡ B pour A ⊢ B et B ⊢ A.1.2 Dé�nitionsOn peut, de façon générale, dé�nir une règle admissible dans une logique L de lafaçon suivante :Dé�nition 1.2.1 Si A1, . . . , An, C sont des formules de la logique L, 
ontenant desméta-variables, nous dirons que

⊢L A1 . . . ⊢L An

⊢L Cest une règle admissible dans L et nous noterons :
A1, . . . , An ≫ C,pour exprimer que l'ensemble des théorèmes de L est 
los par appli
ation de 
ette règle.Dans 
e qui suit nous nous restreignons à des 
al
uls propositionnels. Nous 
onsidé-rerons que les variables propositionnelles jouent le r�le de méta-variables. Dans 
e 
asparti
ulier, la dé�nition suivante est alors équivalente à la pré
édente :Dé�nition 1.2.2 Nous dirons que
⊢L A1 . . . ⊢L An

⊢L C15



est une règle admissible dans L si et seulement si pour toute substitution s de formulespropositionnelles portant sur les variables propositionnelles :
si ⊢L s(A1), . . . ,⊢L s(An), alors ⊢L s(C).L'un des buts de 
e qui suit est de 
omparer la notion de règle admissible à la notionde règle dérivable.Dé�nition 1.2.3 Nous dirons que

⊢L A1 . . . ⊢L An

⊢L C
,est une règle dérivable dans L ssi :

⊢L A1, . . . , An,→ C.La proposition suivante est évidemment vraie.Proposition 1.2.4 Toute règle dérivable dans une logique ave
 Modus Ponens est ad-missible.En 
al
ul propositionnel 
lassique, la ré
iproque est vraie.Proposition 1.2.5 En 
al
ul propositionnel 
lassique toute règle admissible est déri-vable.Preuve : par 
omplétude. On pose ⊤ = A∨¬A,⊥ = A∧¬A, si 
es 
onstantes ne sontpas prédé�nies. On asso
ie à 
haque valuation v sur 0,1 la substitution sv dé�nie sur
haque variable prositionnelle α par :si v(α) = 0, alors sv(α) = ⊥ ;si v(α) = 1, alors sv(α) = ⊤.Il est immédiat que, pour toute formule A, ⊢ sv(A) si et seulement si v(A) = 1.Soit maintenant une règle admissible A1, . . . , An ≫ C . Toute substitution qui valideles prémisses Ai valide la 
on
lusion. C'est en parti
ulier le 
as des substitutions sv, et
e pour toute valuation v. On on déduit que toute valuation qui valide les Ai valide C,et don
 que ⊢ A1, . . . , An → C.Dans la suite on désignera également les valeurs de vérité par ⊥ et ⊤.Le but de 
e qui suit est d'étudier les rapports entre dérivabilité et admissibilité enlogique intuitionniste.Des règles admissibles non dérivables apparaissent également dans d'autres logiques,par exemple 
ertaines logiques modales. 16



1.3 Cal
ul propositionnel intuitionnisteLes variables propositionnelles sont représentées par les lettres minus
ules de l'alpha-bet gre
. Les 
onne
teurs sont ∨,∧,→,⊥ . Le 
onne
teur 0-aire ⊥ est une 
onstantepropositionnelle pour l'absurde. On 
hoisit don
 de dé�nir ¬A 
omme abréviation pour
A → ⊥. Ce 
hoix n'a pas d'in�uen
e sur les résultats qui suivent. On aurait les mêmesrésultats ave
 une négation primitive, et l'absurde dé�ni par ⊥ = A ∧ ¬A.Il existe en logique intuitionniste des règles admissibles non dérivables.les exemples suivants sont bien 
onnus.� ¬α → β ∨ γ ≫ (¬α → β) ∨ (¬α → γ)

¬α → β ∨ γ 0 (¬α → β) ∨ (¬α → γ).� (α → δ) → β ∨ γ ≫ ((α → δ) → β) ∨ ((α → δ) → γ) ∨ ((α → δ) → α)
(α → δ) → β ∨ γ 0 ((α → δ) → β) ∨ ((α → δ) → γ) ∨ ((α → δ) → α).Les preuves sont très simples. Nous les donnons aux paragraphes 4.3 et 7.3.Dans tout 
e qui suit, nous nous restreignons au 
al
ul propositionnel intuitionniste.1.4 PrésupposésNous utiliserons la version suivante du théorème de Glivenko.Proposition 1.4.1 (Théorème de Glivenko) Une formule qui 
ommen
e par unenégation est démontrable intuitionnistiquement si et seulement si elle est démontrable
lassiquement. Par 
onséquent pour Γ un ensemble �ni de formules :

⊢ Γ → ⊥ ssi ⊢c Γ → ⊥ .En e�et Γ → ⊥ ≡ ¬(∧Γ).Pour la preuve, voir par exemple [Tr vD 88℄.Nous utiliserons également la propriété de disjon
tion en logique intuitionniste :Proposition 1.4.2 (propriété de disjon
tion) Soient C et D deux formules :
⊢ C ∨ D ssi ⊢ C ou ⊢ D.Il existe di�érentes méthodes qui 
onduisent à 
e résultat. L'une des plus élémentaireest d'utiliser le �slash� de Kleene ou l'une de ses variantes (voir par exemple [Tr vD 88℄).Une autre est d'utiliser l'existen
e d'une preuve sans 
oupures en 
al
ul des séquentsintuitionniste (voir par exemple [Du 77℄).

17



1.5 Quelques propriétés immédiates de l'admissibilitéOn peut remarquer que, en dehors de la règle droite de l'impli
ation, toutes lesrègles du 
al
ul des séquents intuitionniste (formulation ave
 au plus une seule formuleà droite), y 
ompris règles stru
turelles et 
oupure, sont valides pour l'admissibilité,i.e. en remplaçant le symbole ⊢ par le symbole ≫ . En fait, si on interprète les�,� de droite par des ∨ , il en est de même pour les règles du 
al
ul des séquents
lassique ex
epté toujours la règle droite de l'impli
ation. Ces règles sont d'ailleurs validesintuitionnistiquement. On peut même remarquer que, les règles �inversibles� du 
al
ul desséquents intuitionniste (la 
onjon
tion des prémisses de la règle équivaut à la 
on
lusion
f 4.1), sont également inversibles pour l'admissibilité. Nous détaillons 
ertains 
as dansles paragraphes suivants.1.5.1 Conjon
tion
Γ ≫ C ∧ C ′ ssi Γ ≫ C et Γ ≫ C ′ ;

A ∧ A′, Γ ≫ C ssi A, A′, Γ ≫ C .1.5.2 A�aiblissement
Si Γ ≫ C alors Γ, B ≫ C .1.5.3 Disjon
tion

Γ, B ∨ B′ ≫ C ssi Γ, B ≫ C et Γ, B′ ≫ C .Il est évident par a�aiblissement que si Γ, B ∨ B′ ≫ C, alors Γ, B ≫ C et Γ, B′ ≫ C.La ré
iproque est une 
onséquen
e de la propriété de disjon
tion. En e�et, supposonsque Γ, B ≫ C et Γ, B′ ≫ C. Supposons que s est une substitution telle que pour touteformule A de Γ, s(A) soit prouvable et telle que s(B ∨ B′) soit prouvable. On en déduitpar la propriété de disjon
tion que s(B) est prouvable ou s(B′) est prouvable. On peutdans 
ha
un des 
as appliquer l'une des deux règles supposées admissibles 
i-dessus. On
on
lut que s(C) est prouvable.1.5.4 Impli
ation
Si Γ ≫ B → C alors Γ, B ≫ C .18



Par 
ontre il n'y a pas d'équivalent du lemme de dédu
tion pour l'admissibilité, puisqu'ilexiste des règles admissibles non dérivables et que � ≫ C � si et seulement si � ⊢ C �. Ona 
ependant la propriété suivante :
Γ ≫ C ssi Γ ≫ Γ → C .1.5.5 NégationNous utiliserons plus loin 
e
i :Lemme 1.5.1 Les propositions suivantes sont équivalentes :(i) Γ ≫ ⊥ ,(ii) Γ ⊢c ⊥ ,(iii) Γ ⊢ ⊥ .Preuve : (iii) équivaut à (ii) par le théorème de Glivenko (se
tion 1.4). Il est évidentque (iii) implique (i). Il nous su�t don
 de montrer que (i) implique (ii).Si Γ ≫ ⊥, il n'existe au
une substitution par ⊥ ou ⊤ qui valide Γ, don
 au
unevaluation 
lassique qui valide Γ. On en déduit, par 
omplétude de la logique 
lassique,que Γ ⊢c ⊥.Conséquen
e : les propositions suivantes sont équivalentes :� Γ ≫ ¬C ,� Γ ⊢c ¬C ,� Γ ⊢ ¬C .1.5.6 Admissibilité et substitutionsLa propriété suivante est évidente, mais utile.Pour toute substitution s , si Γ ≫ C alors s(Γ) ≫ s(C) .1.5.7 Conséquen
es admissibles et dérivablesNous allons 
ommen
er par étudier plus parti
ulièrement les ensembles de formulesayant la propriété suivante :Dé�nition 1.5.2 Nous dirons qu'une formule A (respe
tivement qu'un ensemble �ni deformules Γ) a mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables pour exprimer que :

A ≫ C ssi A ⊢ C (respectivement Γ ≫ C ssi Γ ⊢ C) .On peut déduire de la propriété énon
ée au paragraphe 1.5.3 que :Lemme 1.5.3 L'ensemble des formules ayant mêmes 
onséquen
es admissibles et déri-vables est stable par disjon
tions. 19



2 SubstitutionsIl s'avère que, pour étudier l'admissibilité, on peut se limiter à une 
lasse restreintede substitutions, que nous étudions dans 
e paragraphe.2.1 NotationsLes substitutions sont des appli
ations dé�nies des variables dans les formules pro-positionnelles, et étendues naturellement aux formules propositionnelles. On note
[A1/α1, . . . , An/αn]la substitution dé�nie par

s(α1) = A1, . . . , s(αn) = An et s(β) = β pour β 6∈ {α1, . . . , αn}

s(C) est alors notée C[A1/α1, . . . , An/αn].2.2 Dé�nitionsDé�nition 2.2.1 Si Γ est un ensemble de formules nous dirons que la substitution s estune Γ-identité si pour toute variable propositionnelle α :
Γ ⊢ α ↔ s(α) ,ou en
ore, si Γ est �ni :

Γ → α ≡ Γ → s(α).Proposition 2.2.2(i) La substitution s est une Γ-identité ssi pour toute formule C :
Γ ⊢ C ↔ s(C) ,ou en
ore, si Γ est �ni :

Γ → C ≡ Γ → s(C) .(ii) L'ensemble des Γ-identités est stable par 
omposition.(iii) Si Γ est �ni, C une formule propositionnelle et s une Γ-identité, alors :
Γ ≫ C ssi s(Γ) ≫ s(C) .
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Preuve : indu
tion évidente sur la 
omplexité de C pour le (i), évident pour le (ii).Pour le (iii) un sens est évident (voir 1.5.6), voyons la ré
iproque. On suppose s(Γ) ≫
s(C) et l'on veut montrer Γ ≫ C. Soit don
 σ une substitution validant Γ, 
'est à diretelle que ⊢ ∧σ(Γ). Comme s est une Γ-identité, on déduit du (i) que Γ ⊢ ∧s(Γ), don

σ(Γ) ⊢ ∧σ(s(Γ)), et par hypothèse sur σ on obtient ⊢ ∧σ(s(Γ)). Or s(Γ) ≫ s(C), don
par dé�nition de l'admissibilité ⊢ σ(s(C)) .On utilise à nouveau le (i) qui donne Γ ⊢ C ↔ s(C), don
 σ(Γ) ⊢ σ(C) ↔ σ(s(C)).On utilise l'hypothèse sur σ et le pré
édent résultat pour 
on
lure que ⊢ σ(C), 
e qui estle résultat 
her
hé.Dé�nition 2.2.3 Si Γ est un ensemble de formules, nous dirons qu'une substitution
s est Γ-validante si pour toute formule C de Γ la formule s(C) est démontrable.Nous dirons une Γ-identité validante pour une Γ-identité Γ-validante.Nous dirons que Γ a la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité, quand pourtoutes formules C et D,

si Γ ≫ C ∨ D alors Γ ⊢ C ou Γ ⊢ D .Ces dé�nitions sont introduites à 
ause du résultat suivant :Lemme 2.2.4 Soit Γ un ensemble �ni de formules.(i) S'il existe une Γ-identité validante, alors Γ a la propriété de disjon
tion pourl'admissibilité.(ii) Si Γ a la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité, alors Γ a mêmes 
onsé-quen
es admissibles et dérivables.Preuve ((i)) : soit s la Γ-identité validante 
onsidérée, de :
Γ ≫ C ∨ D et ⊢ ∧s(Γ) ,on déduit par dé�nition de l'admissibilité que :

⊢ s(C) ∨ s(D) ,et par la propriété de disjon
tion :
⊢ s(C) ou ⊢ s(D) .En a�aiblissant on obtient :

⊢ Γ → s(C) ou ⊢ Γ → s(D) ,et par dé�nition d'une Γ-identité on a don
 :
⊢ Γ → C ou ⊢ Γ → D ,
'est à dire :

Γ ⊢ C ou Γ ⊢ D .21



Preuve ((ii)) : si Γ ≫ C, alors Γ ≫ C ∨ C, don
 Γ ⊢ C ou Γ ⊢ C.Nous montrerons la ré
iproque du (i) au paragraphe 5 .Le 
orollaire suivant ne sera pas utilisé dans la suite. Il �explique� 
ependant d'une
ertaine façon par exemple le fait que l'on retrouve au paragraphe 3.4 les formules deHarrop.Corollaire 2.2.5 Si Γ a la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité, en parti
uliers'il existe une Γ-identité validante, alors Γ a la propriété de disjon
tion, i.e.
si Γ ⊢ C ∨ D alors Γ ⊢ C ou Γ ⊢ D.Preuve : si Γ ⊢ C ∨ D, alors Γ ≫ C ∨ D, d'où le résultat.Remarquons que la ré
iproque est fausse. Ainsi la formule ¬α → (β ∨ γ) n'a pas lapropriété de disjon
tion pour l'admissibilité, mais on peut fa
ilement véri�er qu'elle ala propriété de disjon
tion. En e�et une preuve en 
al
ul des séquents (voir 4.1) d'unséquent ¬α → (β ∨ γ) ⊢ (C ∨ D) ne peut se terminer que par une règle droite sur le ∨.En e�et (¬α → (β ∨ γ)) ⊢ ¬α, qui équivaut à ⊢ ¬α, n'est pas prouvable.Donnons une première appli
ation de 
e qui pré
ède.2.3 Un exemple simpleSi α est une variable propositionnelle , alors [⊤/α] est une α-identité validante, [⊥/α]est une ¬α-identité validante, et don
 α et ¬α ont la propriété de disjon
tion pourl'admissibilité.En généralisant [⊤/α1, . . . ,⊤/αn,⊥/β1, . . . ,⊥/βp] est une {α1∧ . . .∧αn ∧¬β1 ∧ . . .∧

¬βp}-identité. On en déduit par le lemme 1.5.3 que les formules 
onstruites ave
 ∧,∨sur des variables et des variables niées ont mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables(sur 
e fragment les formes normales 
onjon
tives et disjon
tives existent).Remarquons que, 
omme une 
onjon
tion de formules niées (
ommençant par ¬)est une formule niée, il su�t pour généraliser le résultat à tout le fragment �∧,∨,¬�, detrouver pour toute formule A,toutes variables αi, une {¬A, α1, . . . , αn}-identité validante.Il su�t pour 
ela de trouver une ¬A[⊤/α1, . . . ,⊤/αn]-identité validante, que l'on pourraprolonger.. Finalement, il su�t don
, pour généraliser le résultat au fragment �∧,∨,¬�,de trouver pour toute formule A une ¬A-identité validante.Ce
i sera fait dans la suite.On va, dans la se
tion suivante, utiliser les substitutions introduites pour donnerdes 
ara
térisations d'ensembles de formules ayant mêmes 
onséquen
es admissibles etdérivables. 22



Ces substitutions interviennent à nouveau dans la deuxième partie. L'une des prin
i-pales étapes de la démonstration de 
omplétude pour la rétro-dérivation est la suivante.On 
onstruit une Γ-identité validante pour un ensemble Γ de formules 
los sous unepropriété de saturation parti
ulière, qui est en l'o

uren
e une restri
tion de la propriétéde disjon
tion pour l'admissibilité sur un ensemble �ni.
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3 Quand admissibilité égale dérivabilitéLe premier résultat est un 
as parti
ulier du suivant mais sa preuve est parti
ulière-ment simple.3.1 Le fragment �∧,→�Lemme 3.1.1 Soient Γ un ensemble �ni de formules, V ar
Γ
l'ensemble des variablespropositionnelles apparaissant dans les formules de Γ, s la substitution, identité en dehorsde V ar

Γ
, dé�nie pour α dans V ar

Γ
par :

s(α) = Γ → α pour α dans V ar
Γ

,alors(i) pour toute formule C dans le fragment �V ar
Γ
,∧,→� :

s(C) ≡ Γ → C ,(ii) s est une Γ-identité, don
 pour toute formule C (sans restri
tions)
Γ → s(C) ≡ Γ → C .Preuve ((i)) : par indu
tion sur la stru
ture de C.Le résultat vient de la dé�nition pour les variables propositionnelles.Pour les pas d'indu
tion on utilise les équivalen
es suivantes :

(⊤ → ⊤) : (Γ → A) → (Γ → B) ≡ Γ → (A → B) ;
(⊤∧ ⊤) : (Γ → A) ∧ (Γ → B) ≡ Γ → (A ∧ B) ;qui se montrent sans di�
ulté.Preuve ((ii)) : la dé�nition 2.2.1 est évidemment satisfaite :

Γ → Γ → α ≡ Γ → α .Proposition 3.1.2� Si Γ est un ensemble �ni de formules dans le fragment �∧,→�, alors la substitution
s dé�nie au lemme 
i-dessus est une Γ-identité validante.� Les formules du fragment �∧,→� ont la propriété de disjon
tion pour l'admissibi-lité.� Les formules du fragment �∧,→� et les disjon
tions de telles formules ont mêmes
onséquen
es admissibles et dérivables.24



Preuve : d'après le lemme 2.2.4, et le lemme 1.5.3, il su�t de montrer la première
lause. On sait que que s est une Γ-identité d'après le lemme 3.1.1 (ii). Du (i) on déduitque pour toute formule A de Γ :
s(A) ≡ Γ → A ≡ ⊤ ,don
 s valide bien Γ.3.2 Le fragment �∧,→,⊥� ou � ∧,→,¬�Lemme 3.2.1 Soient Γ un ensemble �ni de formules, V ar

Γ
l'ensemble des variablespropositionnelles apparaissant dans Γ.Soient v une valuation 
lassique sur le fragment engendré par V ar

Γ
et sv la substitution,identité en dehors de V ar

Γ
, et dé�nie pour α dans V ar

Γ
par :� Si v(α) = ⊤ alors sv(α) = Γ → α ,� Si v(α) = ⊥ alors sv(α) = ¬¬Γ ∧ (Γ → α) .Alors(i) pour toute formule C dans le fragment �V ar

Γ
,∧,→,⊥� :� Si v(C) = ⊤ alors sv(C) ≡ Γ → C ,� Si v(C) = ⊥ alors sv(C) ≡ ¬¬Γ ∧ (Γ → C) .(ii) sv est une Γ-identité , don
 pour toute formule C (sans restri
tions)

Γ → sv(C) ≡ Γ → C .Preuve ((i)) : par indu
tion sur la stru
ture de C.Le résultat vient de la dé�nition pour les variables propositionnelles. Pour ⊥ on remarqueque :
¬¬Γ ∧ (Γ → ⊥) ≡ ⊥ .Pour les pas d'indu
tion on utilise, outre les équivalen
es (⊤ → ⊤) et (⊤∧⊤) énon
éesen se
tion 3.1, les équivalen
es suivantes :

(⊥ → ⊤) : [¬¬Γ ∧ (Γ → A)] → (Γ → B) ≡ Γ → (A → B) ;
(⊥ → ⊥) : [¬¬Γ ∧ (Γ → A)] → [¬¬Γ ∧ (Γ → B)] ≡ Γ → (A → B) ;
(⊤ → ⊥) : (Γ → A) → [¬¬Γ ∧ (Γ → B)] ≡ ¬¬Γ ∧ [Γ → (A → B)] ;
(⊥∧ ⊤) : [¬¬Γ ∧ (Γ → A)] ∧ (Γ → B) ≡ ¬¬Γ ∧ [Γ → (A ∧ B)] ;
(⊥∧ ⊥) : [¬¬Γ ∧ (Γ → A)] ∧ [¬¬Γ ∧ (Γ → B)] ≡ ¬¬Γ ∧ [Γ → (A ∧ B)] .Ces équivalen
es se prouvent sans di�
ultés. Remarquons que seule la troisième (
as

(⊤ → ⊥)) utilise de façon indispensable l'absurdité intuitionniste a�n de montrer :
(Γ → A) → ¬¬Γ ≡ ¬¬Γ .25



Voyons un pas d'indu
tion. Supposons que C = A → B et v(C) = ⊥. Cela entraine que
v(A) = ⊤ et v(B) = ⊥. On en déduit par hypothèse d'indu
tion que

sv(A) ≡ Γ → A et sv(B) ≡ ¬¬Γ ∧ (Γ → B) .On utilise l'équivalen
e (⊤ → ⊥) qui permet de 
on
lure que
sv(C) = sv(A → B) ≡ ¬¬Γ ∧ (Γ → (A → B)) = ¬¬Γ ∧ (Γ → C) .Preuve ((ii)) : l'équivalen
e est une égalité pour les variables propositionnelles hors de

V ar
Γ
et pour ⊥.Elle se véri�e fa
ilement pour les variables α de V ar

Γ
telles que v(α) = ⊤.Pour les variables α de V ar

Γ
telles que v(α) = ⊥, on remarque que :

Γ → sv(α) = Γ → [¬¬Γ ∧ (Γ → α)] ≡ Γ → α .Proposition 3.2.2(i) Supposons que Γ soit un ensemble �ni de formules dans le fragment �∧,→,⊥�tel qu'il existe une valuation 
lassique v véri�ant v(∧Γ) = ⊤, alors la substitutionasso
iée sv dé�nie au lemme 3.2.1 est une Γ-identité validante.(ii) Les formules du fragment �∧,→,⊥� ont la propriété de disjon
tion pour l'admissi-bilité.(iii) Les formules du fragment "∧,→,⊥" et les disjon
tions de telles formules ontmêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables.Preuve ((i)) : on sait que, pour toute valuation 
lassique v 
onvenable, sv est une Γ-identité d'après le (ii) du lemme 3.2.1. la valuation parti
ulière 
onsidérée v véri�e que
v(∧Γ) = ⊤,et don
 pour toute formule A de Γ, v(A) = ⊤. On déduit de 
e
i et du (i) dulemme 3.2.1 que

sv(A) ≡ Γ → A ≡ ⊤ ,don
 sv est bien une substitution Γ-validante.Preuve ((ii)) : dans le 
as où il existe une valuation 
lassique validant Γ, 
'est une
onséquen
e du (i).Dans le 
as où il n'en existe au
une, d'après le lemme 1.5.1 :
Γ ⊢ ⊥ ,et don
 pour toute formule C :

Γ ⊢ C et Γ ≫ C .26



Preuve ((iii)) : 
onséquen
e de (ii), d'après le lemme 2.2.4 (ii).Mints dans [Mi 72℄ démontre le (iii) de la proposition pré
édente dans le 
as parti
ulieroù la formule 
on
lusion de la règle admissible est aussi dans le fragment�∧,→,⊥�. Le(i) du lemme 3.2.1 su�t alors pour 
on
lure.On peut remarquer que toute formule qui 
ommen
e par une négation est équivalenteà une formule dans le fragment �∧,→,⊥�. Ce
i se montre par indu
tion en utilisant leséquivalen
es suivantes :
¬A ≡ ¬¬¬A ;

¬¬(A → B) ≡ ¬¬A → ¬¬B ;

¬¬(A ∧ B) ≡ ¬¬A ∧ ¬¬B ;

¬(A ∨ B) ≡ ¬A ∧ ¬B .On déduit don
 de 
e qui pré
ède le 
orollaire suivant.Corollaire 3.2.3 Sous les hypothèses du lemme 3.2.1 la 
on
lusion se généralise à uneformule C qui 
ommen
e par une négation i.e.� Si v(C) = ⊤ alors sv(C) ≡ Γ → C ,� Si v(C) = ⊥ alors sv(C) ≡ ¬¬Γ ∧ (Γ → C) .3.3 Le fragment �∧,∨,¬�On 
onsidère, uniquement dans 
e paragraphe dont nous n'utiliserons pas les résultatsdans la suite, que le �¬� est primitif.Les 
on
lusions de la proposition 3.2.2 sont également valides pour les formules 
om-mençant par une négation. Ce
i permet don
 de montrer (voir 2.3), que les formules dufragment �∧,∨,¬� ont mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables. Cependant 
etteméthode n'est pas très satisfaisante puisque la Γ-identité validante employée 
omporte le
onne
teur →. On aimerait une Γ-identité validante qui n'utilise que des formules dansle même fragment, la négation étant 
onsidérée 
omme primitive. Ce
i est possible pourles formules niées. En e�et, quand on rempla
e une sous-formule propre d'une formuleniée, par une formule qui lui est 
lassiquement équivalente, on obtient une formule niéeintuitionnistiquement équivalente (
'est une 
onséquen
e du théorème de Glivenko). Or :
Γ → α ≡c ¬Γ ∨ α

¬¬Γ ∧ (Γ → α) ≡c Γ ∧ α .On a don
 le lemme suivant, que l'on peut d'ailleurs montrer dire
tement sans grandedi�
ulté. 27



Lemme 3.3.1 Soient Γ un ensemble �ni de formules, V ar
Γ
l'ensemble des variablespropositionnelles apparaissant dans Γ.Soient v une valuation 
lassique sur le fragment engendré par V ar

Γ
et s′v la substitution,identité en dehors de V ar

Γ
, et dé�nie pour α dans V ar

Γ
par :� Si v(α) = ⊤ alors s′v(α) = ¬¬(¬Γ ∨ α) ,� Si v(α) = ⊥ alors s′v(α) = Γ ∧ α .Alors(i) pour toute 
onjon
tion C de variables propositionnelles et de formules niées :� Si v(C) = ⊤ alors s′v(C) ≡ ¬¬(¬Γ ∨ C) ,� Si v(C) = ⊥ alors s′v(C) ≡ Γ ∧ C .(ii) s′v est une Γ-identité , en parti
ulier pour toute formule C (sans restri
tions)

Γ ⊢ s′v(C) ↔ C .(iii) Si Γ est un ensemble �ni non 
ontradi
toire de formules niées et de variablespropositionnelles, et v est une valuation 
lassique validant Γ, la substitution s′v estune Γ-identité validante.Remarque : dans le 
as parti
ulier envisagé au paragraphe 2.3, on retrouve, à équivalen
eprès, les substitutions indiquées alors.Proposition 3.3.2� Si Γ est un ensemble �ni non 
ontradi
toire de formules niées et de variables pro-positionnelles, et v est une valuation 
lassique validant Γ, la substitution s′v dé�nie
i-dessus est une Γ-identité validante.� Les 
onjon
tions de variables propositionnelles et de formules niées ont la propriétéde disjon
tion pour l'admissibilité.� Les formules du fragment "∧,∨,¬" sont équivalentes à des disjon
tions de 
onjon
-tions de variables propositionnelles et de formules niées. Elles ont mêmes 
onsé-quen
es admissibles et dérivables.Mints ([Mi 72℄) montre le (iii) de la proposition dans le 
as parti
ulier où la 
on
lusionde la règle est dans le même fragment. Dans 
e 
as le (i) du lemme pré
édent su�t.Nous allons maintenant donner des 
lasses de formules plus générales, dont les 
on-séquen
es admissibles sont les 
onséquen
es dérivables.3.4 Formules de HarropLes formules de Harrop (Rasiowa-Harrop) ont été introduites par
e qu'elles possèdentla propriété de disjon
tion et ont une 
ara
térisation syntaxique simple. Nous rappelonsleur dé�nition, dans le 
ontexte restreint qui est le n�tre du 
al
ul propositionnel.28



Dé�nition 3.4.1 Les formules de Harrop sont les formules propositionnelles qui ne
ontiennent pas de disjon
tion en position stri
tement positive. On peut dé�nir indu
ti-vement l'ensemble H des formules de Harrop de la façon suivante :� pour toute formule atomique α (variable propositionnelle ou ⊥ ) α ∈ H ;� si A est une formule quel
onque, si B ∈ H, alors A → B ∈ H ;� si A ∈ H, si B ∈ H, alors A ∧ B ∈ H.Par exemple A1 → . . . → An → α est une formule de Harrop.Dé�nition 3.4.2 les formules
A1 → . . . → An → α ,où α est atomique (soit ⊥, soit une variable propositionnelle), sont appelées formules deHarrop primitives.Lemme 3.4.3 Toute formule de Harrop est équivalente à une de 
onjon
tion de formulesde Harrop primitives.Preuve : par indu
tion sur la dé�nition de H. On utilise pour le pas d'indu
tion l'équi-valen
e :

A → (B ∧ C) ≡ (A → B) ∧ (A → C) .Nous allons utiliser la substitution sv dé�nie au paragraphe 3.2. Le lemme suivantpermet d'étendre les résultats du lemme 3.2.1.Lemme 3.4.4 Sous les hypothèses du lemme 3.2.1, la 
on
lusion (i) de 
e même lemmes'étend aux formules de Harrop, i.e. pour toute formule de Harrop C :� Si v(C) = ⊤ alors sv(C) ≡ Γ → C ,� Si v(C) = ⊥ alors sv(C) ≡ ¬¬Γ ∧ (Γ → C) .Preuve : d'après le lemme 3.4.3, on peut se limiter à C une 
onjon
tion de formules deHarrop primitives, et en appliquant les équivalen
es (⊤ ∧ ⊤) de la se
tion 3.1, (⊤ ∧ ⊥)et (⊥ ∧ ⊥) de la se
tion 3.2, on peut se limiter à C une formule primitive de Harrop.Posons don
 :
C = ∆ → α où α est atomique et ∆ = {B1, . . . , Bn}.- Supposons tout d'abord que v(α) = ⊤, et don
 v(C) = ⊤.

sv(α) = Γ → α ,don
 :
sv(C) = sv(∆ → α)

≡ sv(∆) → Γ → α

≡ Γ → sv(∆) → α ,29



or d'après le lemme 3.2.1, sv est une Γ-identité don
 :
sv(C) ≡ Γ → ∆ → α = Γ → C .- Supposons maintenant que v(α) = ⊥. On a don
 :

sv(α) ≡ ¬¬Γ ∧ (Γ → α) ,(
'est une égalité si α est une variable propositionnelle, l'équivalen
e est évidente si
α = ⊥). On en déduit :

sv(C) = sv(∆ → α)

≡ sv(∆) → [¬¬Γ ∧ (Γ → α)]

≡ [sv(∆) → ¬¬Γ] ∧ [sv(∆) → Γ → α] . (⋆)Considérons le deuxième membre de la 
onjon
tion (⋆) 
i-dessus. De même qu'au 
aspré
édent on déduit de 
e que sv est une Γ-identité que :
[sv(∆) → Γ → α] ≡ Γ → C .Considérons le premier membre de la 
onjon
tion (⋆). De l'équivalen
e :

A → ¬B ≡ ¬¬A → ¬B ,on déduit que :
sv(∆) → ¬¬Γ ≡ ¬¬sv(∆) → ¬¬Γ

≡ sv(¬¬∆) → ¬¬Γ .Or ¬¬∆ est une formule qui 
ommen
e par une négation, don
 d'après le 
orollaire 3.2.3(¬¬∆ ≡ ¬¬ ∧ ∆ ≡c ∧∆) :� soit v(∧∆) = ⊤ et alors sv(¬¬∆) ≡ Γ → ¬¬ ∧ ∆,� soit v(∧∆) = ⊥ et alors sv(¬¬∆) ≡ ¬¬Γ ∧ (Γ → ¬¬ ∧ ∆).Distinguons à nouveau deux 
as, suivant la valeur de v(∧∆).Si v(∧∆) = ⊤, alors, 
omme v(α) = ⊥ et C = ∆ → α, v(C) = ⊥. On a :
sv(∆) → ¬¬Γ ≡ (Γ → ¬¬∆) → ¬¬Γ

≡ ¬¬Γ .Reprenons (⋆). On a montré �nalement dans 
e 
as le résultat voulu, 
'est à dire que,si v(C) = ⊥ :
sv(C) ≡ ¬¬Γ ∧ Γ → C .30



Supposons maintenant v(∧∆) = ⊥, alors, 
omme v(α) = ⊥ et C = ∆ → α, on a
v(C) = ⊤. On a aussi :

sv(¬¬∆) → ¬¬Γ ≡ (¬¬Γ ∧ (Γ → ¬¬ ∧ ∆)) → ¬¬Γ

≡ ⊤ .et don
, en reprenant (⋆) :
sv(C) ≡ Γ → C ,
e qui est le résultat voulu sa
hant que v(C) = ⊤.On peut remarquer que la preuve de 
e lemme utilise les résultats du paragraphe 3.2pré
édent seulement dans le 
adre restreint des formules du fragment �∧,→,⊥� 
om-mençant par une négation, mais qu'il 
ontient stri
tement le lemme 3.2.1.Nous pouvons maintenant, exa
tement de la même façon que 
i-dessus, énon
er laproposition suivante qui généralise la proposition 3.2.2 :Proposition 3.4.5� Supposons que Γ soit un ensemble �ni de formules de Harrop tel qu'il existe unevaluation 
lassique v véri�ant v(∧Γ) = ⊤, alors la substitution asso
iée sv dé�nieau lemme 3.2.1 est une Γ-identité validante,� les formules de Harrop ont la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité,� les formules de Harrop et les disjon
tions de telles formules ont mêmes 
onsé-quen
es admissibles et dérivables.Dans le paragraphe suivant, nous donnons un autre ensemble de formules ayant lapropriété de disjon
tion pour l'admissibilité, mais utilisant un type di�érent de substi-tutions.3.5 Formules anti-HarropDé�nition 3.5.1 Les formules anti-Harrop sont les formules propositionnelles qui 
on-tiennent au moins une variable en position stri
tement négative. On peut dé�nir indu
-tivement l'ensemble aH des formules anti-Harrop de la façon suivante :� Pour toute variable propositionnelle α, si A est une formule quel
onque, alors

α → A ∈ aH ;� si A est une formule quel
onque, si B ∈ aH, alors A → B ∈ aH ;� si A ∈ aH, si B ∈ aH, alors A ∧ B ∈ aH.
31



Nous appellerons formules anti-Harrop primitives les formules de la forme
α → B ,où α est une variable propositionnelle.Lemme 3.5.2 Toute formule anti-Harrop est équivalente à une 
onjon
tion de formulesformules anti-Harrop primitives.Preuve : indu
tion immédiate sur la dé�nition de aH.Lemme 3.5.3 Soient Γ un ensemble �ni de formules, V ar

Γ
l'ensemble des variablespropositionnelles apparaissant dans Γ, s la substitution, identité en dehors de V ar

Γ
,dé�nie pour α dans V ar

Γ
par :

s(α) = Γ ∧ α ,alors(i) s est une Γ-identité, et don
 pour toute formule C (sans restri
tions)
Γ → s(C) ≡ Γ → C ,(ii) pour toute formule anti-Harrop C :

s(C) ≡ Γ → C .Preuve ((i)) : s est une Γ-identité (dé�nition 2.2.1) 
ar Γ → (Γ ∧ α) ≡ Γ → α.Preuve ((ii)) : d'après le lemme 3.5.2 et l'équivalen
e (⊤ ∧ ⊤) du paragraphe 3.1, ilsu�t de démontrer le résultat pour C = α → B, où α est une variable propositionnelle.Dans 
e 
as :
s(C) = s(α) → s(B) ≡ (Γ ∧ α) → s(B) ≡ α → Γ → s(B) ,et don
 d'après (i) :

s(C) ≡ α → Γ → B ≡ Γ → α → B = Γ → C .On déduit de 
e lemme de façon analogue aux 
as pré
édents la proposition :Proposition 3.5.4� Si Γ est un ensemble �ni de formules anti-Harrop, alors la substitution s dé�nieau lemme 
i-dessus est une Γ-identité validante ;� les formules anti-Harrop ont la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité ;� les formules anti-Harrop et les disjon
tions de formules Harrop et anti-Harrop ontmêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables.32
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Deuxième partieAdmissibilité et rétro-dérivabilité
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4 Rétro-dérivation4.1 Cal
ul des séquentsNous 
onsidérerons que le séquent Γ ⊢ C est un 
ouple 
onstitué d'un ensemble deformules Γ et d'une formule C. La notation Γ, A signi�e Γ ∪ {A}, en parti
ulier elle nesuppose pas que A 6∈ Γ. On peut donner la version suivante du 
al
ul des séquents sans
oupures de Gentzen, qui est peu di�érente de 
elle énon
ée par M.Dummet ([Du 77℄page 133, et remarque sur la dérivabilité de l'a�aiblissement gau
he page 134), modi-�ée pour tenir 
ompte du fait que le symbole �⊥�, (et non�¬�) est primitif. Les règlesstru
turelles, a�aiblissement gau
he et 
ontra
tion, deviennent inutiles pour les raisonssuivantes :la 
ontra
tion est éliminée 
ar la partie gau
he du séquent est un ensemble de formules ;la formulation parti
ulière des règles internalise l'a�aiblissement gau
he, et le �remonte�au niveau des axiomes.On peut même demander que la formule a
tive A dans l'axiome Γ, A ⊢ A soit un atome(variable propositionnelle ou ⊥).axiomes Γ, A ⊢ A Γ,⊥ ⊢ Arègles gau
he droite
→

Γ, A → B ⊢ A Γ, B ⊢ C

Γ, A → B ⊢ C

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A → B

∧

Γ, A, B ⊢ C

Γ, A ∧ B ⊢ C
Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B

∨

Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ, A ∨ B ⊢ C
Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ BRemarquons que 
e 
al
ul des séquents a la propriété de 
roissan
e logique des par-ties gau
hes, 
'est à dire que la partie gau
he du séquent 
on
lusion d'une règle nonaxiome, est 
onséquen
e de la partie gau
he de 
ha
une des prémisses de 
ette règle. Onpréfère, pour fa
iliter les preuves qui vont suivre, utiliser un 
al
ul des séquents ayantla propriété de 
roissan
e des parties gau
hes au sens ensembliste. On utilisera don
 laversion suivante, qui est très pro
he de la pré
édente, et qui s'apparente fortement à uneméthode des tableaux sémantiques. 36



axiomes Γ, A ⊢ A Γ,⊥ ⊢ Arègles gau
he droite
→

Γ, A → B ⊢ A Γ, B, A → B ⊢ C

Γ, A → B ⊢ C

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A → B

∧

Γ, A, B, A ∧ B ⊢ C

Γ, A ∧ B ⊢ C
Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B

∨

Γ, A, A ∨ B ⊢ C Γ, B, A ∨ B ⊢ C

Γ, A ∨ B ⊢ C
Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ BRemarquons que dans la re
her
he d'une preuve, il est inutile d'appliquer une règleaux formules ajoutées (marquées en gras), 
ar 
e
i 
onduirait à une redondan
e triviale(l'une des prémisses de la règle égale la 
on
lusion). D'autre part, la partie gau
he d'unséquent ave
 une formule marquée en gras est équivalente au même ensemble sans 
etteformule.Lemme 4.1.1 (
roissan
e des parties gau
hes) Pour toute règle non axiome du 
al-
ul des séquents juste 
i-dessus, la partie gau
he du séquent 
on
lusion est 
ontenue dansla partie gau
he de 
ha
un des séquents prémisses.4.2 Sous-formulesOn dé�nit la notion de sous-formule positive ou négative de la façon habituelle, à undétail près qui se justi�era par la suite : on 
onsidère que ⊥ est une sous-formule detoute formule.Dé�nition 4.2.1 On dé�nit par indu
tion l'ensemble des sous-formules positives d'uneformule A, soit F+
(A) et l'ensemble des sous-formules négatives de A, soit F−

(A) :� A ∈ F+
(A), ⊥ ∈ F+

(A) et ⊥ ∈ F−
(A) ;� si C ∈ F−

(A) ou C ∈ F+
(B), alors C ∈ F+

(A → B) ;� si C ∈ F+
(A) ou C ∈ F−

(B), alors C ∈ F−
(A → B) ;� si C ∈ F+

(A) ou C ∈ F+
(B), alors C ∈ F+

(A ∧ B) ;� si C ∈ F−
(A) ou C ∈ F−

(B), alors C ∈ F−
(A ∧ B) ;� si C ∈ F+

(A) ou C ∈ F+
(B), alors C ∈ F+

(A ∨ B) ;37



� si C ∈ F−
(A) ou C ∈ F−

(B), alors C ∈ F−
(A ∨ B).L'ensemble des sous-formules de A, soit F(A), peut être dé�ni par :

F (A) = F−
(A) ∪F+

(A) .Si Γ est un ensemble de formules, on note :
F (Γ) =d

⋃

A∈Γ

F(A) .Bien-sûr on peut dé�nir dire
tement et plus simplement la notion de sous-formule.Lemme 4.2.2 L'ensemble des sous-formules d'une formule donnée est �ni.Lemme 4.2.3 (Propriété de la sous-formule) Dans une preuve du séquent Γ ⊢ C,toute formule qui apparait est une sous-formule de Γ ∪ C. Si 
ette formule apparaitdans un séquent à droite du signe thèse, 
'est une sous-formule positive de C ou unesous-formule négative de Γ. Si 
ette formule apparait à gau
he du signe thèse, 
'est unesous-formule négative de C ou une sous-formule positive de Γ.Preuve : par indu
tion sur la hauteur de la preuve. Pour 
ha
un des 
al
uls des sé-quents dé�nis 
i-dessus, toute formule qui apparait dans les séquents prémisses d'unerègle est sous-formule d'une des formules du séquent 
on
lusion, ave
 le �signe� indiqué.Ces deux derniers lemmes permettent de prouver la dé
idabilité du 
al
ul proposi-tionnel intuitionniste. En e�et , si une formule est prouvable, elle possède une preuvedans l'un des systèmes pré
édents, et il en existe une non redondante, 
'est à dire sans larépétition de séquents identiques dans une même bran
he de la preuve. D'après les deuxlemmes pré
édents, on peut don
 borner la hauteur des preuves possibles.4.3 Introdu
tion à la rétro-dérivabilitéPar la rétro-dérivabilité on veut asso
ier à un séquent des ensembles de séquents telsque l'un de 
es ensembles ait du être prouvé a�n de prouver un substitué du séquentoriginel. Il s'agit sommairement de dé
rire l'algorithme de re
her
he d'une preuve en
al
ul des séquents. La re
her
he s'arrête sur un axiome, ou quand un séquent 
ontientune variable propositionnelle, en e�et dans 
e dernier 
as on ignore la formule substituéeà 
ette variable. La règle qui permet de prouver le séquent peut porter sur le 
onne
teurprin
ipal de la formule substituée.Par exemple, pour la substitution : s(α) = β ∨ γ, s(β) = β, s(γ) = γ, le séquent
s(α) ⊢ s(β) ∨ s(γ) est prouvable, mais sa preuve ne peut se terminer pas par une règle
(∨ droite). 38



Dans le 
as d'un séquent ne 
ontenant pas de variable propositionnelle, on peutdé
rire les règles pouvant être appliquées, et pour 
ha
une d'entre elles, l'ensemble deses prémisses. L'un de 
es ensembles de prémisses a né
essairement été prouvé. La rétro-dérivabilité est don
 un moyen d'obtenir des règles admissibles.Pour que 
es règles admissibles ne soient pas dérivables, il faut bien-sûr utiliser desrègles non-inversibles.Voyons l'exemple annon
é au paragraphe 1.3. Posons s(α) = A, s(β) = B, s(γ) =
C, s(δ) = D . L'arbre suivant dé
rit les prémisses possibles d'une preuve de (A → B) →
(C ∨ D).

A → B ⊢ A A → B, B ⊢ C ∨ D A → B ⊢ C A → B ⊢ D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A → B ⊢ C ∨ DOn a don
, après une simpli�
ation immédiate :

(α → β) → γ∨ δ ≫ [((α → β) → α)∧ (β → (γ∨ δ))]∨ ((α → β) → γ)∨ ((α → β) → δ) ;et don
, en développant, puis en projetant :
(α → β) → γ ∨ δ ≫ ((α → β) → α) ∨ ((α → β) → γ) ∨ ((α → β) → δ) .Remarquons que, 
omme

(α → β) → (γ ∨ δ) ⊢ β → (γ ∨ δ) ,il n'est pas utile de 
onserver la partie de la règle qui 
on
erne la formule β → (γ ∨ δ).Si l'on prend A = C ∨ D , on voit que le séquent
(C ∨ D) → B ⊢ C ∨ Ddoit se prouver autrement qu'en terminant par la règle gau
he sur la �è
he, puisque
ette règle produit 
omme prémisse le même séquent et que don
 la preuve obtenueserait redondante. Il n'y a don
 que deux façons de prouver 
e séquent sans redondan
e.

(C ∨ D) → B ⊢ C (C ∨ D) → B ⊢ D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(C ∨ D) → B ⊢ C ∨ Det l'on obtient :

((γ ∨ δ) → β) → (γ ∨ δ) ≫ [((γ ∨ δ) → β) → γ] ∨ [((γ ∨ δ) → β) → δ] . (ad′
1)39



L'autre exemple annon
é au paragraphe 1.3 s'obtient simplement à partir du premier(ad1) en substituant ⊥ à β :
¬α → (γ ∨ δ) ≫ (¬α → γ) ∨ (¬α → δ) .On remarque que, dès qu'il est possible d'appliquer une règle inversible à un séquent,le pas de rétro-dérivation est dérivable.Les séquents qui 
ontiennent une variable propositionnelle à gau
he ou à droite dusigne thèse, 
orrespondent à des formules respe
tivement anti-Harrop et de Harrop (pri-mitives). Nous voulons montrer maintenant que la rétro-dérivabilité plus la dérivabilité
apturent 
omplètement l'admissibilité. La méthode utilisée sera analogue à une dé-monstration de 
omplétude, le r�le sémantique étant i
i assuré par l'interprétation surle modèle des termes, 
'est à dire les substitutions. On voit assez fa
ilement que, parrétro-dérivation, on peut se ramener à des disjon
tions de 
onjon
tions de formules deHarrop et anti-Harrop. Nous avons étudier dans la première partie le 
as �homogène� :les 
onjon
tions doivent être de formules toutes Harrop, ou toutes anti-Harrop, et alorsadmissibilité égale dérivabilité. L'exemple suivant montre que, si la 
onjon
tion n'est pashomogène, on ne peut espérer le même genre de résultats.

¬α → β, β → (γ ∨ δ) ≫ (¬α → γ) ∨ (¬α → δ) ;

¬α → β, β → (γ ∨ δ) 0 (¬α → γ) ∨ (¬α → δ) .Dé�nissons maintenant maintenant formellement la rétro-dérivation.4.4 Dé�nition de la rétro-dérivabilitéD'abord quelques notations.4.4.1 Dé�nition des 
onditionsDé�nition 4.4.1 Les 
onditions sont des 
ombinaisons booléennes positives de séquents,
'est à dire des expressions 
onstruites à partir des séquents et des seuls 
onne
teurs�∧,∨�.Une formule asso
iée au séquent S = Γ ⊢ C, notée S→, est une des formules Γ → C(nous rappelons que la notation est ambiguë).Une formule asso
iée à la 
ondition C, notée C→, est une formule propositionnelle obtenueen remplaçant 
ha
un des séquents de C par une de ses formules asso
iées.L'équivalen
e entre deux 
onditions désigne l'équivalen
e entre les formules asso
iées. Onnote :
C ≡ D si et seulement si C→ ≡ D→.40



La prouvabilité d'une 
ondition désigne la prouvabilité de la formule asso
iée.Il est bien-sûr immédiat que la prouvabilité d'un séquent au sens habituel 
oïn
ideave
 la dé�nition 
i-dessus (règle (→ gauche)).On préfère introduire une nouvelle notation,plut�t que de manipuler dire
tement desensembles d'ensembles de séquents.On a besoin d'une dé�nition de la forme normale disjon
tive un peu parti
ulière, quien assure l'uni
ité, et dont l'interêt apparaîtra ensuite.Dé�nition 4.4.2 Nous appelerons la forme normale disjon
tive d'une 
ondition, la 
on-dition disjon
tion de toutes les formules dont l'arbre syntaxique est un sous-arbre de la
ondition originale de même ra
ine, tel que tous les n÷uds ∧ soient 
omplets, et que lesn÷uds ∨ n'aient qu'un seul �ls.Le lemme suivant est évident pour toute 
ombinaison booléenne.Lemme 4.4.3 Chaque 
ondition est équivalente à sa forme normale disjon
tive.On utilisera ensuite la relation entre deux o

urren
es de séquents de C dé�nie par �
esdeux o

urren
es font partie d'une même 
onjon
tion de la forme normale disjon
tive�.On peut remarquer que 
ette relation n'est pas une relation d'équivalen
e (pas tran-sitive).Soient deux 
onditions C et E . Soit S une o

urren
e de séquent dans C = C[S].On désigne par C[E/S] la formule obtenue en remplaçant 
ette unique o

urren
e de Spar la 
ondition E . Par ailleurs les substitutions dé�nies sur les formules sont étenduesnaturellement aux séquents et aux 
onditions.4.4.2 Dé�nition des rétro-dérivationsLes rétro-dérivations seront dé�nies 
omme des sous-arbres de l'arbre de toutes lespreuves possibles d'un séquent. Ce dernier est 
lairement un arbre in�ni, sauf à se donnerdes restri
tions sur les preuves possibles, 
omme par exemple 
elles sans redondan
es.Donnons une dé�nition informelle de 
et arbre.Ses n÷uds sont étiquetés par :des séquents Γ ⊢ C,des séquents 
omportant une unique formule pointée Γ, A
.
⊢ C, dit séquents pointés (lepoint désigne la formule prin
ipale d'une règle de 
on
lusion 
e séquent).L'arbre des preuves possibles d'un séquent S est l'arbre maximal de ra
ine étiquetéepar S, et tel que 
haque n÷ud de 
et arbre 
orresponde à l'une des règles énon
ées
i-après. Ces règles sont de deux sortes : 41



� les règles disjon
tives 
orrespondant aux n÷uds de hauteur paire, qui sont unefamille de règles à nombre �ni quel
onque de prémisses, et sont notées par unebarre horizontale dis
ontinue ;� des règles 
onjon
tives 
orrespondant aux n÷uds de hauteur impaire, qui sontles règles non-axiomes du 
al
ul des séquents donné 
i-dessus, mais restreintesaux formules pointées, et sont notées 
omme d'habitude par une barre horizontale
ontinue ;� deux règles supplémentaires qui signi�ent en quelque sorte qu'il n'y a pas de règle
onjon
tive dont la formule prin
ipale est un atome (variable ou ⊥). On aurait puplus naturellement ne pas pointer les atomes, 
e qui est équivalent, mais 
ompliquel'énon
é des règles disjon
tives. D'autre part 
es deux dernières règles n'intervien-drons pas dans la restri
tion utile pour l'étude de l'admissibilité.Règles disjon
tives :
A
.
1, . . ., An ⊢ C . . . A1, . . ., A.i , . . ., An ⊢ C . . . A1, . . ., A.n ⊢ C . . . A1, . . ., An ⊢ C

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1, . . ., An ⊢ CRègles 
onjon
tives :règles gau
he droite

→

Γ, (A → B) ⊢ A Γ, B, A → B ⊢ C

Γ, (A → B)
.
⊢ C

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ (A → B)
.

∧

Γ, A, B, A ∧ B ⊢ C

Γ, (A ∧ B)
.
⊢ C

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ (A ∧ B)
.

∨

Γ, A, A ∨ B ⊢ C Γ, B, A ∨ B ⊢ C

Γ, (A ∨ B)
.
⊢ C

Γ ⊢ A

Γ ⊢ (A ∨ B)
. Γ ⊢ B

Γ ⊢ (A ∨ B)
.Règles atomes : (α atome)

⊢ ⊥
α
.
, Γ ⊢ C

⊢ ⊥
Γ ⊢ α

.Il est 
lair qu'un séquent ou séquent pointé donné ne peut être 
on
lusion que d'uneseule instan
e de règle, une règle disjon
tive si 
'est un séquent usuel, une règle 
onjon
-tive si 
'est un séquent pointé. L'arbre des preuves possibles est don
 entièrement déter-miné par son séquent ra
ine.Nous n'aurons 
ependant à traiter que de sous-arbres 
omplets �nis de 
es arbres des42



preuves possibles (on dira qu'un sous-arbre est 
omplet si tous les n÷uds de 
e sous-arbreont autant de �ls que l'arbre d'origine ou n'en ont au
un).Appellons arbres tronqués des preuves possibles de S les sous-arbres 
omplets �nis dera
ine S de l'arbre des preuves possibles de S et dont toutes les feuilles sont des séquentsnon pointés, et dé�nissons formellement 
eux-
i, ainsi que quelques notions utiles s'yrapportant.Dé�nition 4.4.4 L'ensemble des arbres tronqués de preuves possibles est le plus petitensemble 
ontenant les séquents et 
los par les règles de formation pré
édentes.On appelle sous-dérivation d'un arbre tronqué des preuves possibles d'un séquent unsous-arbre de 
elui-
i de ra
ine identique, tel que 
haque n÷ud disjon
tif possède un seul�ls et 
haque n÷ud 
onjon
tif est 
omplet.On dira que la bran
he d'un arbre tronqué de preuves possibles est redondante si ellepossède deux o

urren
es non pointées d'un même séquent. Une redondan
e désigne 
etterépétition.Un arbre tronqué de preuves possibles est dit non-redondant quand il ne possède pasde redondan
es autre que sur un séquent feuille.A une sous-dérivation 
orrespond trivialement un arbre de preuve tronqué dans le 
al
uldes séquents, un arbre de preuve si toutes les feuilles de la rétro-dérivation sont desaxiomes.Il est 
lair que l'arbre des preuves possibles est une notion plus ou moins expli
ite mais
entrale dans les preuves de 
omplétude par la méthode des tableaux, que 
e soit pourla sémantique de Kripke ou de Beth (voir [Be 65, Be Ma 1977℄ . . .). L'arbores
en
e desmodèles de Kripke ou de Beth 
orrespond alors à l'arbores
en
e des sous-arbres obtenusde façon duale vis à vis des sous-dérivations (un seul �ls pour les n÷uds 
onjon
tifs,
omplets pour les n÷uds disjon
tifs).On aurait pu faire un autre 
hoix pour les règles disjon
tives que le n�tre qui estsimple mais très brutal. Une règle disjon
tive est 
orre
te quand son séquent 
on
lusionest prouvable si et seulement s'il est prouvable par une règle portant sur une formulepointée de l'une des prémisses. On pourrait tirer partie de l'inversibilité de 
ertainesrègles, 
e qui est fait usuellement dans les méthodes des tableaux (voir [Be 65℄).Venons en maintenant au 
as parti
ulier utile pour traiter de l'admissibilité.Dé�nition 4.4.5 Une rétro-dérivation de 
on
lusion un séquent (non pointé) S est ladonnéed'un arbre tronqué des preuves possibles de S tel qu'au
une règle n'a pour 
on
lusionun séquent 
ontenant une variable propositionnelle,d'un marquage des séquents feuilles de 
et arbre tel que seules des feuilles 
orres-pondant à des redondan
es soient marquées. On dira que 
es séquents sont barrés,et on les notera entre 
ro
hets [[Γ ⊢ C]].43



Quand au
un séquent feuille n'est barré, on dira qu'il s'agit d'une rétro-dérivation simple,qui est don
 dé�nie uniquement par l'arbre tronqué de preuves asso
iée.La sous-dérivation d'une rétro-dérivation est la donnée d'une sous-dérivation de l'ar-bre tronqué des preuves possibles asso
ié plus la restri
tion du marquage des séquentsfeuilles à 
elle-
i.La rétro-dérivation simple asso
iée à une rétro-dérivation est 
elle obtenue en oubliantles marques sur les séquents feuilles.On n'impose ni que l'arbre tronqué des preuves possibles asso
ié soit non-redondant,ni que toutes les feuilles 
orrespondant à des redondan
es soient barrées. On veut en e�etque la notion de rétro-dérivation soit stable par substitution. Ce n'est pas le 
as si toutesles feuiles redondantes doivent être barrées. On veut également que 
ette notion soitstable par �
omposition� (rempla
er une feuille non barrée de rétro-dérivation par unerétro-dérivation). Or la 
omposition ajoute éventuellement des redondan
es �internes�.L'arbre asso
ié à une rétro-dérivation est de hauteur né
essairement paire. On parlerad'un pas ou d'une étape de rétro-dérivation pour un sous-arbre 
omplet de la rétro-dérivation 
onsidérée, de hauteur 2, de 
on
lusion un séquent non pointé. A 
ause desséquents barrés qui tiennent 
ompte des redondan
es il n'est en général pas possiblede dé
omposer une rétro-dérivation non simple en sous-arbres ave
 feuilles barrées, quisoient des rétro-dérivations (on ne pourra éventuellement plus barrer les séquents feuillesbarrés originellement).On 
onstate qu'ave
 la restri
tion imposée, les règles atomes ne peuvent intervenirdans une rétro-dérivation. Ce
i est naturel pour traiter de l'admissibilité, puisque 
esrègles ne sont pas stables par substitution sur les variables propositionnelles.Lemme 4.4.6 La notion de rétro-dérivation est stable par substitution, 
'est à dire quessi l'on applique uniformément la même substitution s aux formules de tous les séquentsd'une rétro-dérivation de 
on
lusion S, on obtient une rétro-dérivation de 
on
lusion
s(S).Preuve : la restri
tion adoptée pour les rétro-dérivations impose qu'au
une règle n'apour 
on
lusion un séquent 
ontenant une variable propositionnelle.Toutes les règles d'un arbre tronqué de preuves possibles restent valides après substi-tution sauf les règles atomes. Si l'une de 
es deux dernières était présente, 
'est que l'onaurait un séquent 
ontenant une variable pointée, 
'est à dire qu'une règle disjon
tiveaurait pour 
on
lusion un séquent 
ontenant une variable. Cela 
ontredit la dé�nitiond'une rétro-dérivation. Les redondan
es restent valides après substitution.Dans la pratique, on 
hoisira le plus souvent de ne pas é
rire les étiquettes des n÷udsdisjon
tifs (séquents pointés), 
omme 
ela a été fait dans le paragraphe, 4.3. On 
hoisiraégalement de ne pas é
rire les sous-dérivations 
ontenant des séquents redondants.44



On asso
ie naturellement à une rétro-dérivation, une 
ondition, d'arbre syntaxiquede même stru
ture que 
ette rétro-dérivation :ses feuilles sont étiquetées par les mêmes séquents, s'il ne sont pas barrés, par le séquent
⊢ ⊥ si 
e sont des séquents barrés ;ses n÷uds non terminaux d'étiquette un séquent pointé, et 
orrespondant don
 à unerègle 
onjon
tive, sont étiquetés par �∧� ;ses n÷uds non terminaux d'étiquette un séquent non pointé, et 
orrespondant don
 àune règle disjon
tive, sont étiquetés par �∨�.On peut pro
éder plus formellement :Dé�nition 4.4.7 La 
ondition asso
iée à une rétro-dérivation se dé�nit par indu
tionde la façon suivante :(i) la 
ondition asso
iée au séquent Γ ⊢ C est le même séquent Γ ⊢ C, la 
onditionasso
iée au séquent barré [[Γ ⊢ C]] est le séquent ⊢ ⊥ ;(ii) si la rétro-dérivation RDest obtenue par règle 
onjon
tive unaire, ou par règleaxiome, à partir de la rétro-dérivation RD', la 
ondition asso
iée à RDest la
ondition asso
iée à RD' ;(iii) si la rétro-dérivation RDest obtenue par règle 
onjon
tive binaire à partir desrétro-dérivations RD1 et RD2 de 
onditions asso
iées C1 et C2, alors la 
onditionasso
iée à RDest C1 ∧ C2 ;(iv) si la rétro-dérivation RDest obtenue par règle disjon
tive n-aire à partir des rétro-dérivations RD1, . . . ,RDn de 
onditions asso
iées C1, . . . , Cn, alors la 
onditionasso
iée à RDest C1 ∨ . . . ∨ Cn.On véri�e par une indu
tion immédiate que rétro-dérivation et arbre syntaxique de sa
ondition asso
iée sont bien les mêmes, au 
hangement d'étiquettes des n÷uds intérieuret des séquents barrés près. Le lemme suivant devient alors évident.Lemme 4.4.8 A 
haque sous-dérivation d'une rétro-dérivation 
orrespond exa
tementune et une seule 
onjon
tion de la forme normale disjon
tive de la 
ondition asso
iée,qui est la 
onjon
tion des feuilles de la sous-dérivation.Dé�nition 4.4.9 On dit que le séquent S se rétro-dérive en la 
ondition C si et seule-ment s'il existe une rétro-dérivation de 
on
lusion le séquent S, asso
ié à la 
ondition C.On note S rd C.On dit que la 
ondition D se rétro-dérive en la 
ondition D′ si et seulement s'il existeun séquent S qui se rétro-dérive en la 
ondition C tel que D′ = D[C/S] (on substitue uneseule o

urren
e). On note D rd D′.On dit que le séquent S se rétro-dérive simplement en la 
ondition C si la rétro-dérivation en jeu est simple. 45



Lemme 4.4.10 Soient C et D deux 
onditions telles que D rd C, alors C→ ⊢ D→, et
D→ ≫ C→.Preuve : par une ré
urren
e immédiate on se ramène au 
as S rd C.- On montre C→ ⊢ S→ par indu
tion sur la stru
ture des rétro-dérivation. L'indu
tionse ramène à véri�er la 
orre
tion des règles 
onjon
tives et axiomes.- On montre maintenant que D→ ≫ C→. On montre tout d'abord le résultat pour unerétrodérivation simple.On montre que, pour toute substitution s, pour toute rétro-dérivation simple RDde S, toute preuve de s(S) est le prolongement d'une sous-dérivation de s(RD). Onpro
ède par indu
tion sur la hauteur des sous arbres 
omplets de la rétro-dérivation de
S, de ra
ine un séquent non pointé. On asso
ie à 
ha
un de 
es sous-arbres une rétro-dérivations simple (en ne barrant au
un séquent).Soit un tel arbre de ra
ine T . La règle appliquée à T est né
essairement disjon
tive.Tous les sous-arbres obtenus sont de hauteur au moins 2, puisque les séquents pointés nesont pas des rétro-dérivations. On applique l'hypothèse d'indu
tion à 
ha
un des sous-arbres de 
on
lusion les séquents de niveau 2 dans l'arbre, don
 non pointés. Ces séquentsnon pointés énumèrent toutes les règles du 
al
ul des séquents qui peuvent s'appliquerà T , et don
 à n'importe quel substitué de T . En e�et 
omme T ne 
ontient au
unevariable propositionnelle, tous les 
onne
teurs prin
ipaux des formules d'un substitué de
T sont 
eux des formules de T .Maintenant, montrons le résultat pour une rétro-dérivation RDquel
onque.Si la preuve de s(S) est non redondante (sans répétition de séquents sur une bran
he),le résultat pré
édent, qui est vrai pour la rétro-dérivation simple asso
iée à n'importequelle rétro-dérivation RD, est en
ore vrai pour 
ette rétro-dérivation RD, dans la-quelle n'ont été barrées que des o

urren
es de séquents redondantes, don
 non dans lasous-dérivation S 
onsidérée.Puisque les séquents barrés sont traduits par l'absurde dans la 
ondition C asso
iéeà RD, 
elle-
i est équivalente à la disjon
tion des 
onjon
tions des feuilles des sous-dérivations ne 
ontenant pas les séquents barrés (A∧⊥ ≡ ⊥, A∨⊥ ≡ A). On en déduitpar dé�nition de l'admissibilité que S→ ≫ C→.Dé�nition 4.4.11 Un séquent est dit maximal, s'il 
ontient une variable proposition-nelle à gau
he ou à droite, on dira alors maximal gau
he et maximal droit, ou si 
'estle séquent ⊢ ⊥.Une 
ondition est dite maximale si elle n'est 
omposée que de séquents maximaux.Une rétro-dérivation est dite maximale si sa 
ondition asso
iée est maximale.Lemme 4.4.12 Tout séquent possède une rétro-dérivation non redondante et maximale.46



Preuve : d'après les lemmes 4.2.2 et 4.2.3 (propriété de la sous-formule, l'ensemble dessous-formules est �ni), un séquent a un nombre �ni de rétro-dérivations non redondantes,et don
 l'une d'entre elle est maximale.Remarque : 
ette rétro-dérivation maximale est 
lairement unique (
ela n'intervientpas dans la suite).4.4.3 Rétro-dérivabilité en 
al
ul propositionnelDé�nissons maintenant la rétro-dérivabilité entre formules propositionnelles.Dé�nition 4.4.13 Nous dirons que la formule propositionnelle A se rétro-dérive en laformule propositionnelle B, 
e que nous noterons A rd B, si et seulement si il existe une
ondition B telle que B→ = B et (⊢ A) rd B.La dérivabilité aller-retour entre formules, notée � >� est la 
l�ture transitive de larelation de 
onséquen
e et de la relation de rétro-dérivation.Nous noterons A ⊣> B, pour B ⊢ A et A > B.Une première remarque : la relation � >� n'est pas évidemment dé
idable à priori,en parti
ulier, si A > B, on n'a pour le moment au
une 
ontrainte sur les formulesintervenant dans la suite de dédu
tions et de rétro-dérivations intermédiaires, 
omme lapropriété de la sous-formule par exemple pour la dédu
tibilité en 
al
ul des séquents.Lemme 4.4.14 Si A rd B, alors B ⊢ A et A ≫ B.Preuve : par dé�nition de la rétro-dérivation, et d'après le lemme 4.4.10.Lemme 4.4.15 (�délité) Si A > B alors A ≫ B.Preuve : 
onséquen
e du lemme 4.4.14 et de la dé�nition de la rétro-dérivation aller-retour.Le 
hapitre suivant est 
onsa
ré prin
ipalement à la preuve d'un résultat de 
omplé-tude (dont on donnera un énon
é plus pré
is à la proposition 5) :Théorème 4.4.16 (
omplétude) La dérivabilité aller-retour �>� 
apture 
omplète-ment l'admissibilité �≫�, 
'est à dire que pour toutes formules A et B,
A ≫ B ssi A > B .Pour montrer 
e résultat, nous allons asso
ier à 
haque formule propositionnelle uneformule équivalente par dérivation aller-retour, et ayant mêmes 
onséquen
es admissibleset dérivables. 47



5 Complétude5.1 PréliminairesOn utilise dans 
e qui suit les dé�nitions et lemmes élémentaires de la se
tion 2, etun 
as parti
ulier très simple des résultats montrés en se
tion 3, 
on
ernant une 
lasserestreinte de formules de Harrop 
orrespondant aux séquents maximaux droits. Enonçonsle lemme que nous utiliserons, 
as parti
ulier des lemme et proposition de la se
tion 3.5,mais de démonstration nettement plus simple.Dé�nition 5.1.1 Les formules de Harrop primitives du type ∆ → α où α est unevariable propositionnelle, sont appelées formules de Harrop simples.Il est très fa
ile de montrer que 
es formules de Harrop parti
ulières ont mêmes
onséquen
es admissibles et dérivables.Lemme 5.1.2 Soit Γ un ensemble �ni de formules de Harrop simples. Soit s lasubstitution (dé�nie au lemme 3.1.1), dé�nie par :
s(α) = Γ → α , si α ∈ V ar

Γ
;

s(α) = α , sinon.Alors s est une Γ-identité validante.Preuve : on a déja montré que s est une Γ-identité au lemme 3.1.1. Il est évident que
s est Γ-validante.5.2 Sous-formules (suite)On reprend les notations introduites au paragraphe 4.2.Il est bien 
onnu que la 
l�ture par le 
onne
teur → d'un ensemble �ni de formulesn'est pas en général �ni même à équivalen
e près. On est amené à poser la dé�nitionsuivante.Dé�nition 5.2.1 L'ensemble des sous-séquents d'une formule A, noté S(A), est l'en-semble des séquents dont la partie gau
he ne 
ontient que des sous-formules négatives de
A, et dont la 
on
lusion est une sous-formule positive de A.L'ensemble des sous-formules d'ordre 1 de A, noté F→

(A), est l'ensemble des formulesasso
iées aux sous-séquents de A.On note F→,∧,∨, l'ensemble obtenu en prenant des disjon
tions de 
onjon
tions distin
tesde sous-formules d'ordre 1 de A elles mêmes distin
tes à l'intérieur d'une même 
onjon
-tion (
'est à dire une représentation �nie de la 
l�ture par 
onjon
tions et disjon
tionsde F→
(A), quotientée par la relation d'équivalen
e � ≡ �).On étend 
es dé�nitions à un ensemble de formules par réunion.48



Un lemme te
hnique :Lemme 5.2.2(i) Les ensembles S(A) des sous-séquents de A, F→
(A) des sous-formules d'ordre 1de A, F→,∧,∨

(A), sont �nis.(ii) Si B ∈ F→
(A), alors toute formule de F→

(B) est équivalente à une formule de
F→

(B) ∩F→
(A)(Autrement dit F→

(F→
(Γ))/

≡
= F→

(Γ)/
≡
).Preuve (i) : l'ensemble F (A) est �ni, les ensembles F−

(A) et F+
(A) sont don
 �nis,et don
 l'ensemble des parties de F−

(A) également, 
e qui assure que S(A) est �ni(on rappelle que la partie gau
he d'un séquent est un ensemble de formules). Il suitimmédiatement que F→
(A) est �ni, et don
 que l'ensemble des parties de l'ensemble desparties de F→

(A) est �ni 
e qui assure que F→,∧,∨
(A) est �ni.Preuve (ii) : soit B = A1, . . . , An,→ C, où A1, . . . , An sont des sous-formules négativesde A, et C une sous-formule positive de A. Les sous-formules négatives de B sont lessous-formules positives de A1, . . . , An et négatives de C, 
'est à dire des sous-formulesnégatives de A. Les sous-formules positives de B sont les sous-formules négatives de

A1, . . . , An, positives de C (dans 
es deux 
as 
e sont des sous-formules positives de A),plus les formules :
Ai, . . . , An,→ C avec i ∈ {1, . . . , n} .Un sous-séquent de B, soit S, a don
 pour partie gau
he un ensemble de sous-formulesnégatives de A. Deux 
as se présentent. Soit la formule droite de S est une sous-formulede A et alors S est un sous-séquent de A. Soit la formule droite de S est l'une des formules

Ai, . . . , An,→ C, soit S = Γ ⊢ Ai, . . . , An,→ C. Dans 
e 
as S a même formule asso
iéeque le sous-séquent de A, Γ, Ai, . . . , An,⊢ C.Remarque : sans la restri
tion sur la position des sous-formules dans A (signe) dans ladé�nition de F→
(A), on perdrait le (ii) du lemme, qui assure une 
ertaine stabilité pour
ette extension de la notion de sous-formule.Les dé�nitions pré
édentes ont été introduites à 
ause du lemme suivant qui est unavatar de la propriété de la sous-formule.Lemme 5.2.3 Tout séquent apparaissant dans une rétro-dérivation de ⊢ A est unsous-séquent de A. On en déduit que, si A rd B , alors B appartient à la 
l�ture par
onjon
tions et disjon
tions de F→

(A), et don
, à équivalen
e près, B ∈ F→,∧,∨
(A) .Preuve : indu
tion évidente sur la hauteur de la rétro-dérivation.49



5.3 SaturationDé�nition 5.3.1 Soit Θ un ensemble de formules. Nous dirons qu'un ensemble �ni Γde formules, est Θ-saturé quand on a pour toutes formules C et D dans F→,∧,∨
(Θ) :

si Γ > C ∨ D, alors Γ ⊢ C ou Γ ⊢ D .Nous dirons que Γ est saturé si Γ est Γ-saturé.Lemme 5.3.2 Soit Γ un sous-ensemble �ni de F→
(Θ). Si Γ est Θ-saturé, alors Γ estsaturé.Preuve : on déduit du lemme 5.2.2 (ii) que toute formule de F→

(Γ), est équivalente àune formule de F→
(Θ), d'où le résultat.Lemme 5.3.3 Pour toute proposition A, il existe une formule Ah, qui est, soit ⊢ ⊥, soitune disjon
tion de 
onjon
tions de formules de Harrop simples et anti-Harrop primitives,toutes dans F→

(A), et qui véri�e A rd Ah.Preuve : si S est un séquent maximal, S→ est soit prouvable, soit ⊢ ⊥, soit une formulede Harrop simple, soit une formule anti-Harrop primitive. On déduit le résultat deslemme 4.4.12 et lemme 5.2.3.On remarque que, si ∧Γ a la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité, Γ estsaturé (la ré
iproque sera une 
onséquen
e de 
e qui suit). On a don
 
omme exemplesd'ensembles saturés, les sous-ensembles de H (formules de Harrop) et les sous-ensemblesde aH (formules anti-Harrop). On a même :Lemme 5.3.4 Tout ensemble �ni de formules saturé Γ est équivalent à un ensemblesaturé qui ne 
ontient que des formules de Harrop et anti-Harrop primitives, toutes dans
F→

(Γ).Preuve : par le lemme de dé
omposition 5.3.3, on sait qu'il existe une disjon
tion de
onjon
tions de formules de Harrop et anti-Harrop primitives Aj toutes dans F→
(Γ) ,soit p

∨

i=1

(

qi
∧

j=1

Ai,j) , qui véri�e :
∧Γ rd

p
∨

i=1

(

qi
∧

j=1

Aj) .Par dé�nition de la saturation, il existe don
 i0 tel que :
Γ ⊢

qi0
∧

j=1

Aj ,50



et don
 :
Γ ≡

qi0
∧

j=1

Aj .L'ensemble {Aj}0<j≤qi0
est Γ-saturé. Il est in
lu dans F→

(Γ). Il est don
 saturé d'aprèsle lemme 5.3.2.Lemme 5.3.5 Pour tout ensemble Γ, il existe Γ1, . . . , Γn sous-ensembles saturés de
F→

(Γ) ∩ (H ∪ aH), tel que :
∧Γ ⊣> (∧Γ1) ∨ . . . ∨ (∧Γn) .Preuve : il su�t, en vertu du lemme 5.3.4 pré
édent, de montrer le résultat pour dessous-ensembles saturés de F→
(Γ). Raisonnons par l'absurde. Supposons que, pour toutensemble {Γ1, . . . , Γn} de sous-ensembles de F→

(Γ), véri�ant :
∧Γ ⊣> (∧Γ1) ∨ . . . ∨ (∧Γn) ,il existe un 0 < k ≤ n tel que Γk ne soit pas saturé. On va en déduire par ré
urren
equ'il existe une suite in�nie de sous-ensembles de F→

(Γ), ayant la même propriété,et stri
tement 
roissante pour la relation de 
onséquen
e, 
e qui 
ontredira le fait que
F→

(Γ) est �ni.On 
onstruit par ré
urren
e sur i une suite (∆i)i∈N telle que :pour tout i, pour tout ensemble {Γ1, . . . , Γn} de sous-ensembles de F→
(Γ), véri-�ant : ∧∆i ⊣> (∧Γ1) ∨ . . . ∨ (∧Γn) , il existe un 0 < k ≤ n tel que Γk ne soit passaturé ;pour i ∈ N, ∆i+1 ⊢ ∆i et ∆i 0 ∆i+1.On pose Γ = ∆0 qui satisfait évidemment l'hypothèse de ré
urren
e.Considérons que ∆0, . . . , ∆i, sont déja 
onstruit, et véri�ent l'hypothèse 
i-dessus.Soit ∆′

i la 
l�ture de ∆i par toutes ses 
onséquen
es par la relation > dansF→∧∨
(Γ),on a ∧∆i ⊣> ∧∆′

i. Toute formule A de ∆′
i est une disjon
tion de 
onjon
tion de formules

Ars de F→
(Γ), soit :

A =

pA
∨

r=1

qA
∧

s=1

Ars.On forme la 
onjon
tion
∧

A∈∆′
i

pA
∨

r=1

qA
∧

s=1

Ars
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que l'on met sous la forme de la disjon
tion pour (rA)A∈∆′
i
∈

∏

A∈∆′
i

{1, . . . , pA} de toutesles 
onjon
tions :
∧

A∈∆′
i

qA
∧

s=1

ArAs .On pose ∆i,1, . . . , ∆i,n, tous les sous-ensembles deF→
(Γ) 
orrespondant aux 
onjon
tions
i-dessus :

⋃

A∈∆′
i

{ArA1, . . . , ArAqA
} .Ils véri�ent :(1) ∧∆i ⊣> (∧∆i,1) ∨ . . . ∨ (∆i,n);(2) si ∆i > C ∨ D, ave
 C, D ∈ F→∧∨

(Γ), alors pour tout j, ∆i,j ⊢ C ou ∆i,j ⊢ D.En e�et C ∨ D ∈ ∆′
i, et d'autre part, si C =

pC
∨

r=1

qC
∧

s=1

Crs et D =

pD
∨

r=1

qD
∧

s=1

Drs, l'unedes 
onjon
tions est 
onséquen
e de l'un des ensembles ∆i,j par 
onstru
tion de
eux-
i.D'après (1), pour tout j, ∆i,j ⊢ ∆i.Par 
ontre au
un des ∆i,j n'est 
onséquen
e de ∆i. En e�et, si ∆i,j0 était 
onséquen
ede ∆i, on déduirait de (1) que ∆i ≡ ∆i,j0, et don
 d'après (2) ∆i serait saturé, 
e qui
ontredirait l'hypothèse de ré
urren
e.Cha
une des formules de ∆i,j est une formule de F→
(Γ).Supposons qu'il existe des sous-ensembles saturés {Γj,1, . . . , Γj,m} deF→

(Γ), véri�antpour 
ha
un des ∆i,j :
∆i,j ⊣> (∧Γj,1) ∨ . . . ∨ (∧Γj,n) .L'hypothèse de ré
urren
e sur ∆i, est 
ontredite pour l'ensemble de sous-ensembles de

F→
(Γ) :

m
⋃

j=1

{Γj,1, . . . , Γj,m} .Il existe don
 au moins un j tel que pour tout ensemble {Γ1, . . . , Γn} de sous-ensemblesde F→
(Γ), véri�ant :

∧∆i,j ⊣> (∧Γ1) ∨ . . . ∨ (∧Γn) ,il existe un 0 < i ≤ n tel que Γi ne soit pas saturé.Comme on a : ∆i,j ⊢ ∆i et ∆i 0 ∆i,j , 
omme ∆i,j est un sous-ensemble de F→
(Γ), onpeut poser ∆i+1 = ∆i,j, qui satisfait bien à toutes les 
onditions requises.On notera Aad la formule (∧Γ1) ∨ . . . ∨ (∧Γn) où Γ1, . . . , Γn sont les ensemblessaturés fournis par la preuve 
i-dessus, et satisfaisant don
 à la 
on
lusion du lemme.52



Il est à remarquer que la preuve 
i-dessus ne peut, en l'état, pas se formuler de façon
onstru
tive, 
ar la détermination de toutes les 
onséquen
es d'une formule par >,même dans un ensemble �ni, n'est pas a priori ré
ursive (voir paragraphe 4.4.3). Nousmontrerons au paragraphe 5.6 que la détermination de Aad est en fait ré
ursive.Notre but est maintenant de montrer que, si A ≫ C, alors Aad ⊢ C, 
e qui permettrade 
on
lure que la rétro-dérivabilité plus la dérivabilité 
apturent l'admissibilité. Pour
ela il su�t de montrer qu'un ensemble saturé a mêmes 
onséquen
es admissibles etdérivables. Nous allons pour 
ela montrer qu'un ensemble saturé Γ a la propriété de dis-jon
tion pour l'admissibilité, en exhibant une Γ-identité validante, (voir paragraphes 2.2et suivants) . En inspe
tant la preuve on pourra même donner une 
ara
térisation ré
ur-sive de Aad, et don
 
on
lure que l'admissibilité est dé
idable.Nous allons tout d'abord, pour un ensemble saturé donné, exhiber une substitutionqui �élimine� les formules anti-Harrop. C'est une 
omposée des substitutions dé�nies auparagraphe 3.5.5.4 Elimination des anti-HarropDans tout 
e paragraphe nous �xons une formule G (
e qui suit est valable pourun ensemble �ni de formules en posant G = ∧Γ). On ajoute au langage une in�nité de
onstantes vraies, ⊤α, pour 
haque variable propositionnelle α. L'interprétation logiquede ⊤α est ⊤ = ⊥ → ⊥, en parti
ulier ⊤α est stable par substitution. Pour α une variablepropositionnelle et A une proposition, on pose A−α = A[⊤α/α].L'introdu
tion des 
onstantes ⊤α simpli�e un peu, d'une part par
e qu'ainsi 
ettesubstitution 
onserve la stru
ture des sous-formules (
onstantes), d'autre part par
equ'ainsi sa �ré
iproque�s'obtient trivialement. Il est 
lair que 
ela n'a rien de fonda-mental, A−α = A[⊥ → ⊥/α] 
onviendrait, ainsi d'ailleurs que toute dé�nition uniformedes A−α véri�ant que α ⊢ A−α ↔ A et A−α ne 
ontient pas α.Remarquons également que A−α est stable par toute substitution ne portant que sur
α. On note A+α = A[α/⊤α], attention, 
ontrairement à A−α, A+α n'est pas l'image de
A par une substitution telle que nous les avons dé�ni plus haut, puisque l'on substituedes 
onstantes. Il s'agit don
 seulement d'une notation. Le lemme suivant est évident.Lemme 5.4.1 Pour toute formule A sans o

urren
e de ⊤α, A−α+α = A.Pour toute formule A sans o

urren
e de α, A = A+α−α.Pour toute formule A sans o

urren
e de ⊤α, pour toute sous-formule B′ de A−α, ilexiste une sous-formule B de A, soit B = B+α telle que B′ = B−α.On note V ar

G
= {α1, . . . , αn}, l'ensemble des variables de G sur lesquelles on a �xé unordre arbitraire donné par l'indexation. 53



5.4.1 Dé�nition des substitutions �σi�On dé�nit maintenant les substitutions σi qui permettront en quelque sorte d'éliminerles formules anti-Harrop �potentiellement� dans G . Elles dépendent de 
e qui pré
ède,en parti
ulier de la façon d'ordonner les variables. Ce sont des 
omposées de substitutionstelles que 
elles dé�nies au paragraphe 3.5.Dé�nition 5.4.2 On dé�nit les substitutions si, i ∈ {1, . . . , n}, par indu
tion sur i. Onnote σi = si ◦ . . . ◦ s1 ◦ s0. On pose :� s0 = Id ,� si+1 = [σi(G)−αi+1 ∧ αi+1/αi+1].Une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition :
Pour i > k , σk(αi) = αi ;
Pour 0 < i ≤ k , σk(αi) = sk ◦ . . . ◦ si(αi)

= sk ◦ . . . ◦ si+1(σi−1(G)−αi ∧ αi)
≡ sk ◦ . . . ◦ si(σi−1(G)−αi ∧ αi) .Lemme 5.4.3 Les si et les σi sont des G-identités.Preuve : on pro
ède par indu
tion sur i. Supposons que si et σi sont des G-identités.On déduit de σi est une G-identité que

G ⊢ G ↔ σi(G) .On a don

G ⊢ σi(G) .Comme d'autre part

σi(G)−αi+1 ∧ αi+1 ≡ σi(G) ∧ αi+1 ,on a :
G ⊢ (σi(G)−αi+1 ∧ αi+1) ↔ αi+1,
'est à dire que si+1 est une G-identité.Comme l'ensemble des G-identités est stable par 
omposition (voir proposition 2.2.2),on 
on
lut que σi+1 est également une G-identité.5.4.2 Sous-formules des substituées par les �σi�On sera amené ensuite à étudier des rétro-dérivations de substitués par les σi. Ily a peu d'espoir d'obtenir 
omme sous-formules d'une substituée des substituées dessous-formules. On peut 
ependant dé
rire 
es sous-formules, 
'est le but des lemmes etnotations qui suivent. 54



Lemme 5.4.4 Soit s une substitution, alors une sous-formule de s(A) est, soit s(B) ou
B est une sous-formule de A, soit une sous-formule propre de s(α) où α est une variablepropositionnelle apparaissant dans A.Preuve : indu
tion évidente sur la 
omplexité de A.Dé
rivons maintenant les sous-formules des substituées par les σi.Dé�nition 5.4.5 Soit 1 ≤ i1 < . . . < il, on notera σi1,...,il;q la substitution dé�nie pourtoute formule C par ré
urren
e sur q :� σi1,...,il;0(C) = σ0(C) = C ;� Si q + 1 6∈ {i1, . . . , il}, alors σi1,...,il;q+1(C) = sq+1(σi1,...,il;q(C)) ;� Si q + 1 ∈ {i1, . . . , il}, alors σi1,...,il;q+1(C) = σi1,...,il;q(C)−αq+1.Remarque : Si il > q et ij est le plus grand parmi les entiers {i1, . . . , il} qui soitinférieur ou égal à q , alors :

σi1,...,il;q = σi1,...,ij ;q .On a bien entendu σ∅;q = σq.Lemme 5.4.6 Pour toute suite 
roissante 1 ≤ i1 < . . . < il, on a :
αi1, . . . , αil, σi1,...,il;p(G) ⊢ σp(G) .Preuve : par indu
tion sur p.Si p = 0, 
'est évident par dé�nition de σ0.Supposons la propriété vraie pour p.Si p + 1 ∈ {i1, . . . , il}, alors σi1,...,il;p+1(G) = (σi1,...,il;p(G))−αp+1 , don
, on déduit del'hypothèse de ré
urren
e (αi1 , . . . , αil, σi1,...,il;p(G) ⊢ σp(G)) que :

αi1, . . . , αil, σi1,...,il;p+1(G) ⊢ σp(G) ,d'où,
αi1 , . . . , αil, σi1,...,il;p+1(G) ⊢ σp(G)−αp+1 .On en déduit que pour toute formule C,

αi1 , . . . , αil, σi1,...,il;p+1(G) ⊢ sp+1(C) ↔ C ,d'où le résultat souhaité :
αi1 , . . . , αil, σi1,...,il;p+1(G) ⊢ σp+1(G) .Si p+1 6∈ {i1, . . . , il}, alors σi1,...,il;p+1(G) = sp+1(σi1,...,il;p(G)). On applique la substi-tution sp+1 à l'hypothèse de ré
urren
e, 
e qui donne dire
tement le résultat.55



Dé�nition 5.4.7 A toute o

urren
e de sous-formule B de σq(G), on asso
ie une suitede q + 1 formules notée B0, . . . , Bq, et telle que Bq = B, que l'on appelle suite asso
iéeà B. A toute o

urren
e de sous-formule B de σq(G), qui n'est pas une variable αi pour
i ≤ q, on asso
ie une suite 
roissante d'entiers entre 1 et q que l'on appelle le type de
B dans σq(G).On dé�nit simultanément le type et la suite asso
iée d'une o

urren
e de sous-formule
B de σq(G) par ré
urren
e sur q.� Si q = 0 le type asso
ié à toute o

urren
e de sous-formule est la suite vide. Lasuite asso
iée à toute o

urren
e de sous-formule est 
ette sous-formule.� Supposons que pour toute o

urren
e de sous-formule de σq(G) la suite asso
iéeest dé�nie, ainsi que le type s'il ne s'agit pas d'une variable αi pour i ≤ q. Uneo

urren
e de sous-formule B de σq+1(G), est :(i) soit l'image par sq+1 d'une o

urren
e de sous-formule de σq(G) qui n'est pasune variable αi pour i ≤ q, auquel 
as on pose que

Bq est 
ette sous-formule,la suite asso
iée à B est la suite asso
iée à Bq, prolongée par B,le type de B est 
elui de Bq ;(ii) soit l'image par la substitution [⊤αq+1
/αq+1] d'une o

urren
e de sous-formulede σq(G) qui n'est pas une variable αi, i ≤ q, auquel 
as on pose que

Bq est 
ette sous-formule,la suite asso
iée à B est la suite asso
iée à Bq, prolongée par B,et le type de B est 
elui de Bq prolongé par q + 1.(iii) soit une variable αi, i ≤ q + 1, auquel 
as le type n'est pas dé�ni, et la suiteasso
iée est la suite 
onstante de longueur q + 1 égale à 
ette variable.On étend la notation B0, . . . , Bq à des ensembles de sous-formules de σq(G) (de typeséventuellement di�érents), à des séquents et à des 
onditions 
onstitués de sous-formulesde σq(G) .Un 
as parti
ulier utile : σq(G) est, en temps qu'o

urren
e de sous-formule d'elle même,de type vide, de suite asso
iée σq(G)0 = G, . . . , σq(G)i = σi(G), . . . , σq(G)q = σq(G).On a dé�ni type et suite asso
iée pour une o

urren
e de sous-formule de σq(G).Il n'y a au
une raison que deux o

urren
es distin
tes d'une même sous-formule aientmême type et même suite asso
iée. De plus il faut assurer que la dé�nition 
i-dessus est
orre
te. Le lemme 5.4.4 et le lemme 5.4.1 assurent que l'on est toujours dans un destrois 
as envisagés, et que 
es 
as sont ex
lusifs. Le (i) du lemme suivant assure que 
e
is'hérite 
onvenablement au 
ours de l'indu
tion.Lemme 5.4.8 56



(i) Si B est une o

urren
e de sous-formule de σq(G) alors pour tout j < q, Bj estune o

urren
e de sous-formule de σj(G) (en parti
ulier B0 est une sous-formulede G).De plus si B n'est pas une variable αi pour i ≤ q, alors Bj n'est pas une variable
αi pour i ≤ j. Par 
onséquent les seules sous-formules de σq(G) pour lesquelles letype n'est pas dé�ni sont bien les variables αi pour i ≤ q.(ii) Si i1, . . . , il, une suite 
roissante d'entiers entre 1 et q, est le type d'une o

urren
e
B de sous-formule de σq(G) (B n'est don
 pas une variable αi pour i ≤ q), alorspour tout j ≤ q,

Bj = σi1,...,il;j(B
0) ,(en parti
ulier B = σi1,...,il;q(B

0)).Par 
onséquent les sous-formules de σq(G) sont, soit des variables αi pour i ≤ q, soitdes images par les substitutions σi1,...,il;q, 1 ≤ i1 < . . . < il ≤ q des sous-formules de G.Preuve (i) : par ré
urren
e sur q.Pour q = 0 
'est évident (la numérotation des variables 
ommen
e à 1).Supposons le résultat pour q. Soit B une o

urren
e de sous-formule de σq+1(G). D'aprèsle lemme 5.4.4 et la dé�nition 5.4.7, Bq est une o

urren
e de sous-formule de σq(G).Supposons que B n'est pas une variable αi, i ≤ q + 1. Si Bq était une variable αi pour
i ≤ q, 
e serait également le 
as de B (B = sq+1(B

q) ou B = Bq−αq+1), 
e qui est ex
lu.On a don
 le résultat souhaité pour Bq. Mais alors, les 
onditions de l'hypothèse deré
urren
e sont satisfaites pour Bq, et l'on obtient ainsi également le résultat souhaitépour Bj , j < q (voir dé�nition 5.4.7).Preuve (ii) : par ré
urren
e sur q.Pour q = O, B = B0, et le type asso
ié est la suite vide, don
 B = σ∅;0(B
0).Supposons le résultat pour q et montrons le pour q + 1. Soit B, l'o

urren
e d'une sous-formule de σq+1(G). On déduit immédiatement de la dé�nition 5.4.7 que, pour j ≤ q,

Bi = (Bq)i, et don
, si i1, . . . , il est le type de Bq, on a Bj = σi1,...,il;j(B
0).Le type de B est soit i1, . . . , il, soit i1, . . . , il, q + 1. Pour j ≤ q, on a,

Bj = σi1,...,il;j(B
0) = σi1,...,il,q+1;j(B

0)(voir la remarque qui suit la dé�nition 5.4.5), on a don
 dans les deux 
as le résultates
ompté pour j ≤ q. Reste le 
as j = q + 1.L'o

urren
e de sous-formule B de σq+1(G) est soit l'image par sq + 1 (5.4.7 (i)), soitl'image par [⊤αq+1
/αq+1] (dé�nition 5.4.7 (ii)), de la sous-formule Bq de σq(G). Dans lesdeux 
as on obtient, d'après la dé�nition 5.4.5), que

B = Bq+1 = σi1,...,il,q+1;q+1(B
0) .57



Quelques propriétés immédiates, mais indispensables :Lemme 5.4.9(i) Si B est une o

urren
e de sous-formule de σq(G) et B0 = E ′ c F ′ pour un 
onne
-teur c, alors B = E c F , et pour tout j < q, Bj = Ej c F j, en parti
ulier E ′ = E0et F ′ = F 0.(ii) Soit B est une o

urren
e de sous-formule de σq(G) de type i1, . . . , il (qui n'estdon
 pas une variable αi, i ≤ q). Supposons que B0 est une variable αj.a. Si j 6∈ {i1, . . . , il} et j ≤ q, alorsa.1. soit j < i1, et
B = σi1,...,il;q(αj) = αj ∧ σj,i1,...,il;q(G) ;a.2. soit il existe k, 1 ≤ k < l tel que ik < j < ik+1, et

B = σi1,...,il;q(αj) = αj ∧ σj,ik+1,...,il;q(G) ;a.3. soit il < j, et
B = σi1,...,il;q(αj) = αj ∧ σj;q(G) .b. Si j > q, alors

B = σi1,...,il;q(αj) = αj .
. Si j ∈ {i1, . . . , il}, alors
B = σi1,...,il;q(αj) ≡ ⊤αj

.(iii) Soit une o

urren
e de la variable αi dans σq(G) ave
 i ≤ q. Alors il existe unesuite non vide d'entiers entre 1 et q, soit i1 < . . . < il, telle que i = i1, et telle que
ette o

urren
e de αi apparaisse dans une o

urren
e de la sous-formule suivantede σq(G) :
αi ∧ σi1,...,il;q(G) ,où σi1,...,il;q(G) est une o

urren
e de sous-formule de σq(G) de type i1, . . . , il, telleque σi1,...,il;q(G)0 = G.Preuve (i) : par indu
tion sur q, 
'est une 
onséquen
e dire
te de la dé�nition 5.4.7.Preuve (ii) : on sait que B = σi1,...,il;q(αj). On montre par indu
tion sur q, pour lesformules σi1,...,il;q(αj), le résultat énon
é 
i-dessus modi�é par l'ajout de la 
onditionsupplémentaire j ≤ q dans le 
as 
. Cette 
ondition est 
onséquen
e de j ∈ {i1, . . . , il}dans le 
as où i1, . . . , il est le type de la formule 
onsidérée.Pour q = 0 
'est évident, 
ar le type de B est la suite vide, on est dans le 
as b, et la58



substitution envisagée σ0 est l'identité.Supposons le résultat vrai pour q.Si j > q + 1, on est for
ément dans le 
as b pour q et q + 1, et 
omme sq+1 ne modi�epas αj le résultat suit par hypothèse d'indu
tion.Si j < q + 1, on est for
ément dans le 
as a pour q et q + 1. On obtient le résultat parhypothèse d'indu
tion, en utilisant dire
tement la dé�nition 5.4.5. Voyons par exemplele 
as q + 1 = i1. Par hypothèse d'indu
tion,
σi1,...,il;q(αj) = αj ∧ σj,i1,...,il;q(G) .D'après la dé�nition 5.4.5,

σi1,...,il;q+1(αj) = (αj ∧ σj,i1,...,il;q(G))[⊤αq+1
/αq+1] = αj ∧ σj,i1,...,il;q+1(G) .Si j = q + 1, alors soit j ∈ {i1, . . . , il}, et l'on passe du 
as b au 
as 
, soit j 6∈

{i1, . . . , il}, et l'on passe du 
as b au 
as a, voyons par exemple j < i1 :
σi1,...,il;q+1(αq+1) = αq+1 ∧ σq+1;q+1(G) = αq+1 ∧ σq+1;q+1,i1,...,il(G) .Preuve (iii) : par indu
tion sur q.Si q = 0, il n'y a pas de variables αi ave
 i ≤ 0, 
'est don
 évident.Supposons la propriété vraie pour q.La variable αq+1 n'apparait dans σq+1(G) = sq+1(σq(G)), que 
omme sous-formule de

sq+1(αq+1), par dé�nition de 
ette substitution. On a :
sq+1(αq+1) = αq+1 ∧ σq(G)−αq = αq+1 ∧ σq+1;q+1(G) .Comme σq(G) est de type vide et σq(G)0 = G, σq+1;q+1(G) est une o

urren
e de sous-formule de σq+1(G) de type q + 1 et σq+1(G)0 = G (5.4.7 (ii)). Le résultat est don
démontré pour 
ette variable.Voyons maintenant une variable αi, ave
 i ≤ q. Ces variables ne sont pas 
hangéespar sq+1. Une o

urren
e de la variable αi dans σq+1(G) = sq+1(σq(G)) est don
, soitl'image par sq+1 d'une o

urren
e de αi dans la formule σq(G), soit une o

urren
e de αidans σq(G)−αq+1. On applique l'hypothèse de ré
urren
e dans les deux 
as.On obtient dans le premier 
as que l'o

urren
e 
onsidérée de αi apparait dans unesous-formule de la forme

sq+1(αi ∧ σi1,...,il;q(G)) = αi ∧ σi1,...,il;q+1(G) .On obtient dans le se
ond 
as que l'o

urren
e 
onsidérée de αi apparait dans une sous-formule de la forme
(αi ∧ σi1,...,il;q(G))−αq+1 = αi ∧ σi1,...,il,q+1;q+1(G) .59



Dans les deux 
as i1, . . . , il est le type de σi1,...,il;q(G), 
omme o

urren
e de sous-formulede σq(G), et σi1,...,il;q(G)0 = G.Dans le premier 
as, par dé�nition (5.4.7 (i)), le type de σi1,...,il;q+1(G) égale 
elui de
σi1,...,il;q(G), et σi1,...,il;q+1(G)0 = σi1,...,il;q(G)0 = G.Dans le se
ond 
as par dé�nition (5.4.7 (ii)), le type de σi1,...,il,q+1;q+1(G) égale 
eluide σi1,...,il;q(G) prolongé par q + 1, et σi1,...,il,q+1;q+1(G)0 = σi1,...,il;q(G)0 = G.On a don
 dans 
ha
un des deux 
as le résultat voulu.5.4.3 Etude d'une rétro-dérivation d'une formule �σp(G)�Dans 
e paragraphe, l'entier p est �xé. On va 
onsidérer une rétro-dérivation duséquent ⊢ σp(G). Voyons d'abord un lemme dé
rivant une telle rétro-dérivation.Lemme 5.4.10 On 
onsidère une rétro-dérivation (⊢ σp(G)) rd C. Soit S un séquentde C. On asso
ie à S l'ensemble IS de tous les indi
es qui interviennent dans les typesdes formules de S, ex
epté k, si S est maximal gau
he et S = αk, Γ ⊢ C. On 
onsidère labran
he de la rétro-dérivation de feuille S, que l'on note b(S). On a les résultats suivants.(i) Pour 
haque variable αj dans IS, il existe un séquent non pointé

S ′
j = Σj ⊢ σi1,...,il;p(G) , avec 1 ≤ i1 < . . . < il ≤ p et j ∈ {i1, . . . , il} ,qui apparait dans b(S), 
omme prémisse d'une règle (∧droite), dont l'autre prémisseest Σj ⊢ αj. On désignera 
ette dernière par Sj = Σj ⊢ αj. De plus, au
un desséquents de b(S) qui apparaissent entre la ra
ine et S ′

j, ne 
ontient de formulesde type k1, . . . , km; p ave
 j ∈ {k1, . . . , km} (en parti
ulier, l'ensemble Σj a 
ettepropriété).(ii) Tous les séquents Sj ont leur partie gau
he in
luse dans 
elle de S, de plus ilest possible d'ordonner IS, soit IS = {αs1
, . . . , αst

}, de façon que, si e < f , alors
Σse

⊂ Σsf
.(iii) En�n tous les séquents Sj, j ∈ IS dé�nis 
i-dessus font partie de toute sous-dérivation 
ontenant S, don
 de toute 
onjon
tion de la forme normale disjon
tivede C 
ontenant S.Preuve (i) : 
onsidérons dans la bran
he b(S), la première o

urren
e à partir de la ra-
ine d'un séquent 
omportant une formuleE de type (k1, . . . , km; p) ave
 j ∈ {k1, . . . , km}.Considérons la formule prin
ipale de la règle dont 
e séquent est une prémisse. Si elleétait égale à σg1,...,gq;p(E c F ), on aurait (k1, . . . , km) = (g1, . . . , gq) (lemme 5.4.9 (i)),et don
 j ∈ {g1, . . . , gq} 
e qui 
ontredirait les hypothèses. Don
 
'est une formule ato-mique. Ce n'est pas ⊥ qui ne peut être formule prin
ipale d'une règle. Don
 
'est unevariable. Comme j 6∈ {g1, . . . , gq},mais doit apparaître dans le type de E, 
e ne peut êtreque αj. On a d'après le lemme 5.4.9 (ii) :
σg1,...,gq;p(αj) = σk1,...,km;p(G) ∧ αj avec E = σk1,...,km;p(G).60



Si 
ette formule était située à gau
he du signe thèse, l'unique prémisse de la règle(∧gauche) serait un séquent maximal gau
he don
 la feuille de la bran
he, soit S, 
equi 
ontredit l'hypothèse j 6∈ IS. Cette formule est don
 située à droite du signe thèse,et on obtient le résultat 
her
hé.Preuve (ii) : en ordonnant maintenant Is selon l'ordre d'apparition des séquents S ′
j , onobtient par 
roissan
e des parties gau
hes le résultat énon
é.Preuve (iii) : les séquents Sj sont maximaux, don
 obligatoirement présents dans C.Ils sont par 
onstru
tion dans une même sous-dérivation 
ontenant la bran
he b(S).Le lemme suivant permet de se ramener à des formules deF→,∧,∨

(G), 
e a�n d'utiliserle fait que G est saturée.Lemme 5.4.11 Soit C une 
ondition telle que (⊢ σp(G)) rd C. Soit C1∨. . .∨Cd sa formenormale disjon
tive (
elle de la dé�nition 4.4.2). Soient C0, C0
1 , . . . , C

0
d dé�nies telles que
i-dessus, à la dé�nition 5.4.7 (
omposées de séquents 
omposés de sous-formules de G).On a pour tout r ∈ {1, . . . , d} : G ⊢ C→

r ↔ C0→
r , et don
 G ⊢ C→ ↔ C0→.Preuve : on prouve par ré
urren
e sur q, q ≤ p que :

G ⊢ Cq→
r ↔ C0→

r .Cela permettra de 
on
lure puisque pour toute sous-formule A de σp(G), Ap = A.Le résultat est évident pour q = 0.Supposons le résultat pour q < p et montrons le pour q + 1. Pour 
ela il nous su�t demontrer que G ⊢ Cq→
r ↔ Cq+1→

r . Pour une sous-formule donnée A de type (i1, . . . , il; p)qui apparait dans Cr deux 
as se présentent. Si q + 1 6∈ {i1, . . . , il}, alors :
Aq+1 = σi1,...,il;q+1(A

0) = sq+1(σi1,...,il;q(A
0)) = sq+1(A

q) ,et don
, 
omme sq+1 est une G-identité on a, en substituant Aq+1 à un 
ertain nombred'o

urren
es de Aq :
G ⊢ Cq→

r ↔ Cq→
r [Aq+1/Aq] .On suppose que l'on réalise d'abord les substitutions [Aq+1/Aq] pour toutes les for-mules A de type (i1, . . . , il; p), ave
 q + 1 6∈ {i1, . . . , il} dans Cr. Soit Cq,q+1

r la 
onditionintermédiaire, équivalente à Cr obtenue.Considérons maintenant les formules A de type (i1, . . . , il; p), telles que q+1 ∈ {i1, . . . , il},on a :
Aq+1 = σi1,...,il;q+1(A

0) = (σi1,...,il;q(A
0))−αq+1 = Aq−αq+1 .61



Deux 
as sont possibles, d'après le lemme 5.4.10.Soit A apparait dans un séquent de Cr de la forme αq+1, A, ∆ ⊢ C. On rappelle que pourtout i ≤ q +1, (αq+1)
i = αq+1. Il est 
lair qu'un tel séquent est transformé en un séquentéquivalent par la substitution [Aq−αq+1/Aq] ;soit A apparait dans un séquent de Cr de la forme Σ ∪ ∆ ⊢ C, ave
 A ∈ ∆ ∪ {C}, Cr
ontient un séquent maximal Σ ⊢ αq+1 distin
t, et Σ ne 
ontient pas de formules de type

(k1, . . . , km; p) ave
 q + 1 ∈ {k1, . . . , km}.Dans le 
adre du pré
édent 
as, ont été �traduits� le séquent Σ ⊢ αq+1, et dans l'autreséquent les formules de Σ, et une partie éventuellement de ∆∪{C}. On rappelle que Cr,est une 
onjon
tion de séquents, et don
 les Ci
r et Cq,q+1

r également. On a don
 
ommeéléments de la 
onjon
tion Cq,q+1
r les séquents :

(Σ ⊢ αq+1)
q+1 et Σq+1 ∪ ∆q+1

1 ∪ ∆q
2 ⊢ Ck, avec k = q ou k = q + 1 .Remarquons que :

(Σ ⊢ αq+1)
q+1 = Σq+1 ⊢ αq+1 ,or :

(Σq+1 → αq+1) ∧ (Σq+1 ∪ ∆q+1
1 ∪ ∆q

2 → Ck)

≡ (Σq+1 → αq+1) ∧ (Σq+1 ∪ ∆q+1
1 ∪ (∆q

2)
−αq+1 → Cq+1)

= (Σq+1 → αq+1) ∧ (Σq+1 ∪ ∆q+1
1 ∪ ∆q+1

2 → Cq+1) .On obtient don
 en appliquant su

essivement 
ette transformation pour 
haque sé-quent :
Cq,q+1→

r ≡ Cq+1→
ret don
 �nalement :

G ⊢ Cq→
r ↔ Cq+1→

r ,
e qui a
hève l'indu
tion.5.4.4 Lorsque �G� est saturéeOn donne deux lemmes, 
onséquen
es du lemme 5.4.11, qui permettent de 
on
lurequand G est saturée.Lemme 5.4.12 On reprend les notations du lemme 5.4.11. On suppose de plus que Gest saturée. Soit C une 
ondition telle que (⊢ σp(G)) rd C. Soit C1 ∨ . . . ∨ Cd sa formenormale disjon
tive, alors il existe r ∈ {1, . . . , d} tel que :
G ⊢ C→

r ⊢ σp(G) .62



Preuve : on sait que G ⊢ σp(G), 
ar σp est une G-identité. On sait que par dé�nitionde la rétro-dérivation :
σp(G) > C→

1 ∨ . . . ∨ C→
d ,don
 :

G > C→
1 ∨ . . . ∨ C→

d ,on applique maintenant le lemme 5.4.11 :
G > C0→

1 ∨ . . . ∨ C0→
d .Or les 
onditions C0

i sont des 
onjon
tions de séquents formés de sous-formules de G, etdon
 les formules C0→
i appartiennent à F→,∧

(G). on peut don
 appliquer la dé�nition dela saturation (voir paragraphe 5.3). Il existe r tel que G ⊢ C0→
r . On applique à nouveaule lemme 5.4.11 et on obtient

G ⊢ C→
r .Le fait que C→

r ⊢ σp(G) est une 
onséquen
e de la dé�nition de la relation �rd� (lemme4.4.10).Le lemme suivant a un double but : fournir une G-identité validante dans le 
asoù G est saturée en se ramenant à un ensemble de formules de Harrop, donner une
ara
térisation ré
ursive de la saturation. Il utilise dans sa preuve le lemme 5.4.11Lemme 5.4.13 On reprend les notations du lemme 5.4.11. Soit C est une 
onditiontelle que (⊢ σp(G)) rd C. On suppose que l'une des 
onjon
tions de la forme normaledisjon
tive de C , soit Cr , véri�e :
G ⊢ C→

r ⊢ σp(G) .Alors tout séquent maximal gau
he S de Cr (
orrespondant à une formule anti-Harrop)est 
onséquen
e de la 
onjon
tion Cr,d des séquents maximaux droits de Cr (
orrespondantà des formules de Harrop) :
C→

r,d ⊢ S→ .Preuve : soit S un séquent maximal gau
he de Cr. On remarque tout d'abord que Sn'a pu être obtenu que 
omme prémisse d'une règle dont la formule prin
ipale est du type
αi c A ou A c αi, 
e par dé�nition de la rétro-dérivation. Mais d'après le lemme 5.4.9(iii)on sait que 
ette formule est du type σi1,...,il;p(G) ∧ αi ave
 i ∈ {i1, . . . , il}. La dernièrerègle appliquée est don
 un (∧gauche). S s'é
rit don
 :

S = αi, σi1,...,il;p(G), ∆ ⊢ C .63



Toujours d'après 5.4.9(iii), 
ette o

urren
e de σi1,...,il;p(G) est e�e
tivement de type
i1, . . . , il, et véri�e σi1,...,il;p(G)0 = G. On peut don
 déduire du lemme 5.4.8 (ii) :

Sq = αi, σi1,...,il;q(G), ∆q ⊢ Cq .On asso
ie maintenant (
omme au lemme 5.4.10) à S l'ensemble IS de tous les indi
esqui interviennent dans les types des formules de S, y 
ompris i1, . . . , il, ex
epté i, et pour
haque αj ∈ IS les séquents maximaux droits Sj = Σj ⊢ αj 
orrespondant. D'après lelemme 5.4.10 (iii), les Sj sont dans toute 
onjon
tion de la forme normale disjon
tivede C dans laquelle S apparait, don
 tous dans Cr. D'après le lemme 5.4.10 (ii), leursparties gau
hes sont totalement ordonnées par in
lusion, et in
lues dans 
elle de S, don
dans ∆ (5.4.10 (i)). En parti
ulier, une formule de Σj a un type k1, . . . , km; p véri�ant
{k1, . . . , km} ⊂ IS.On va, de façon analogue au lemme 5.4.11, prouver par indu
tion sur q où q ≤ pet p �xé, que :

{Σq
j → αj , j ∈ Is}, αi, σi1,...,il;q(G), ∆q ⊢ Cq . (Pq)Pour q = 0 , on sait, d'après le lemme 5.4.11, que G ⊢ C0→

r , S0 = αi, G, ∆0 ⊢ C0 estdon
 prouvable.Supposons maintenant le résultat vrai pour q < p et montrons le pour q + 1 .Rappelons que IS 
ontient tous les indi
es qui interviennent dans les types des formulesde (Pq) ex
epté i.Supposons tout d'abord que q + 1 6∈ IS , et q + 1 6= i.En appliquant la substitution sq+1 à (Pq) on obtient(Pq+1), d'où le résultat.Supposons que q + 1 = i (don
 q + 1 6∈ IS et q + 1 ∈ {i1, . . . , il}).Comme αq+1 est une formule gau
he du séquent, on 
onserve la prouvabilité de 
elui-
ien remplaçant dans (Pq) toutes les formules Aq , ave
 A de type k1, . . . , km; p et
q + 1 ∈ {k1, . . . , km} , par Aq+1 = Aq−αq+1 . Soit (P ′

q) le résultat obtenu. On applique
sq+1 à (P ′

q). On obtient, 
omme les formules Aq−αq+1 ne sont pas transformées, que leséquent suivant est prouvable :
{Σq+1

j → αj , j ∈ Is}, αq+1, σq(G)−αq+1, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ Cq+1 .Rappelons que q + 1 ∈ {i1, . . . , il}, et don
 σi1,...,il;q+1(G) = (σi1,...,il;q(G))−αq+1 .D'après le lemme 5.4.10, les Σj sont tous in
lus dans ∆, et don
 pour tout j ∈ Is :
{Σq+1

j → αj , j ∈ Is}, αq+1, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ αj . (∗)D'autre part, d'après le lemme 5.4.6,
αi1 , . . . , αil , σi1,...,il;q(G) ⊢ σq(G) ,64



don

αi1 , . . . , αil, σi1,...,il;q(G)−αq+1 ⊢ σq(G)−αq+1 ,i.e.
αi1 , . . . , αil , σi1,...,il;q+1(G) ⊢ σq(G)−αq+1 .Or, par dé�nition de IS, {i1, . . . , il} − {q + 1} ⊂ IS, don
 d'après l'assertion (∗),

{Σq+1
j → αj , j ∈ Is}, αq+1, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ σq(G)αq+1 ,d'où le résultat 
her
hé :
{Σq+1

j → αj , j ∈ Is}, αq+1, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ Cq+1 .Supposons maintenant que q + 1 ∈ IS (don
 q + 1 6= i).Considérons le séquent Σq+1 ⊢ αq+1 . On sait que Σq+1 ne 
ontient pas de formule detype k1, . . . , km; p ave
 q+1 ∈ {k1, . . . , km} , et que Σq+1 est 
ontenu dans ∆ , ainsi quedans tous les Σj , j ∈ IS dès qu'ils 
ontiennent de telles formules de type k1, . . . , km; p(lemme 5.4.10). Comme q + 1 ∈ IS , Σq+1 ⊢ αq+1 apparait à droite du signe thèsedans (Pq), On peut don
 
onserver la prouvabilité de (Pq), en remplaçant dans les Σq
jet dans Sq , les formules Aq , ave
 A de type k1, . . . , km; p et q + 1 ∈ {k1, . . . , km} ,par Aq+1 = Aq−αq+1 (
e
i ne modi�era pas le séquent Σq+1 ⊢ αq+1.On applique ensuite sq+1 au séquent obtenu. On obtient, après avoir dé
omposer

Σq+1
q+1 → αq+1 ∧ σq(G)αq+1 en Σq+1

q+1 → αq+1 et Σq+1
q+1 → σq(G)αq+1 :

{Σq+1
j → αj , j ∈ Is}, Σ

q+1
q+1 → σq(G)αq+1 , αi, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ Cq+1 .D'après le lemme 5.4.10, les Σj sont tous in
lus dans ∆. On en déduit que, pour tout

j ∈ Is :
{Σq+1

j → αj , j ∈ Is}, αi, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ αj .(∗∗)Or, par dé�nition de IS, {i1, . . . , il}−{i} ⊂ IS. De la même façon qu'au 
as pré
édent,on déduit de l'assertion (∗∗) et du lemme 5.4.6 que
{Σq+1

j → αj , j ∈ Is}, αq+1, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ σq(G)αq+1 ,et on obtient le résultat 
her
hé :
{Σq+1

j → αj , j ∈ Is}, αi, σi1,...,il;q+1(G), ∆q+1 ⊢ Cq+1 .
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5.5 Admissibilité égale dérivabilité plus rétro-dérivabilitéProposition 5.5.1 Soit Γ un ensemble (�ni) saturé de formules propositionnelles.Alors,soit ∧Γ est une antilogie 
lassique, soit Γ possède une Γ-identité validante quine substitue que des formules 
onstruites sur les variables de Γ. Don
 Γ a la propriété dedisjon
tion pour l'admissibilité, et don
 mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables.Preuve : on pose V ar
Γ

= {α1, . . . , αn} . On applique le lemme 5.4.13 pré
édent, ave

p = n , G = ∧Γ et C obtenue par une rétro-dérivation maximale de σn(G) (il en existeune, voir lemme 4.4.12). On 
hoisit pour Cr la 
onjon
tion fournie par le lemme 5.4.12.Comme C ne 
ontient que des séquents maximaux et que le lemme 5.4.13 montre que lesséquents maximaux gau
hes sont 
onséquen
es des séquents maximaux droits, on obtienten prenant la 
onjon
tion des formules 
orrespondant aux séquents maximaux droits de
C , une formule de Harrop H , qui est soit équivalente à une 
onjon
tion de formules deHarrop simples (
f lemme 5.1.1), soit équivalente à ⊤ , soit équivalente à ⊥ , telle que :

G ⊢ H ⊢ σn(G) .Si H = ⊤ , σn est G-validante. On 
on
lut par le lemme 2.2.4 que G a mêmes
onséquen
es admissibles dérivables.Si H , est une 
onjon
tion de formules de Harrop simples, d'après le lemme 5.1.2 ilexiste une H-identité validante, soit s . Comme G ⊢ H , s est également une G-identité, et don
 s ◦ σn est une G-identité. D'autre part 
omme H ⊢ σn(G) , on a
s(H) ⊢ s ◦ σn(G) . De plus on sait que s est H-validante, s(H) est démontrable, don

s ◦ σn(G) également, et don
 s ◦ σn est G-validante. On 
on
lut par le lemme 2.2.4que G a mêmes 
onséquen
es admissibles dérivables.Supposons maintenant que H est équivalente à ⊥ don
 une antilogie 
lassique, 
omme
G ⊢ H , G est également une antilogie. On 
on
lut 
omme au paragraphe 3.4.Corollaire 5.5.2 Un ensemble �ni Γ de formules propositionnelles non 
ontradi
toirea la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité si et seulement s'il existe une Γ-identité-validante.Un ensemble �ni Γ de formules propositionnelles non 
ontradi
toire a la propriétéde disjon
tion pour l'admissibilité si et seulement s'il existe une Γ-identité-validante quine substitue que des formules 
onstruites sur les variables de Γ.Preuve : on sait que s'il existe une Γ-identité-validante, Γ a la propriété de disjon
tionpour l'admissibilité (lemme 2.2.4). Ré
iproquement, si Γ a la propriété de disjon
tionpour l'admissibilité, Γ est évidemment saturé et on 
on
lut par la proposition 5.5.1pré
édente. 66



Proposition 5.5.3 (
omplétude) Pour un ensemble �ni Γ de formules proposition-nelles, C une formule propositionnelle, on a :
Γ ≫ C ssi Γ > C .Plus pré
isémment, à tout ensemble Γ de formules, on peut asso
ier un ensemble deformules Γad =

q
∨

i=1

∧Γi , où les Γi sont des ensembles saturés, tels que pour touteformule C :
Γ ≫ C ssi Γad ⊢ C ,et

Γ ⊣> Γad .Preuve : d'après le lemme 5.3.5, il existe Γ1, . . . , Γn sous-ensembles saturés, tels que :
∧Γ ⊣> (∧Γ1) ∨ . . . ∨ (∧Γn) .On pose Γad = (∧Γ1) ∨ . . . ∨ (∧Γn).De Γ rd Γad, on déduit (lemme de �délité 4.4.15) Γ ≫ Γad. De Γad ⊢ Γ, on déduit demême Γad ≫ Γ. Par 
omposition de la relation d'admissibilité, on obtient,

Γ ≫ C ssi Γad ≫ C .D'après le lemme 1.5.3, la proposition 5.5.1 et 
omme les Γi sont saturés,
Γad ≫ C ssi Γad ⊢ C .Corollaire 5.5.4 Pour un ensemble �ni de formules donné Γ , il existe un nombre �nide substitutions s1, . . . , sq , à valeurs dans l'ensemble des formules propositionnelles ne
omportant que des variables propositionnelles apparaissant dans Γ , et telles que pourtoute formule C :

Γ ≫ C ssi pour tout i ∈ {1, . . . , q}, ⊢ si(C) .Preuve : 
onséquen
e du 
orollaire 5.5.2 et de la proposition 5.5.3.Corollaire 5.5.5 les propositions suivantes sont équivalentes.(i) La formule G a mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables(ii) La formule G est équivalente à une disjon
tion de p formules ayant la propriétéde disjon
tion pour l'admissibilité. 67



(iii) Soit G est une antilogie, soit il existe p substitutions s1, . . . , sp telles que
⊢ s1(G), . . . ,⊢ sp(G) et pour toute proposition C, s1(C)∧ . . .∧ sp(C) ⊢ G → C.Preuve ((i)⇔(ii)) : on déduit de la proposition 5.5.3 pré
édente qu'il existe une dis-jon
tion de p formules saturées Gad telle que G ⊣> Gad. Si G a mêmes 
onséquen
esadmissibles et dérivables alors G ≡ Gad. La ré
iproque est déja démontrée (
f lemmes2.2.4 et 1.5.3).Preuve ((ii)⇒(iii)) : soient G1, . . . , Gp des formules ayant la propriété de disjon
tionpour l'admissibilité et véri�ant G ≡

∨p

i=1 Gi. D'après le 
orollaire 5.5.2, pour 
haque
Gi, il existe une Gi-identité validante si. Par dé�nition d'une Gi-identité, pour touteproposition C,

Gi → si(C) ≡ Gi → C .On en déduit que
p

∧

i=1

(Gi → si(C)) ≡

p
∧

i=1

(Gi → C) ,et don

p

∧

i=1

si(C) ⊢ G → C .Preuve ((iii)⇒(i)) : on applique la dé�nition de l'admissibilité pour s1, . . . , sp .5.6 Résultats de dé
idabilitéProposition 5.6.1 La saturation (ou le fait d'avoir la propriété de disjon
tion pourl'admissibilité) d'un ensemble de formules Γ est dé
idable. Plus pré
isémment, posons
G = ∧Γ ave
 α1, . . . , αn une énumération de toutes les variables de Γ . On asso
ieà G la substitution σn dé�nie en 5.4.2. Soit C la 
ondition maximale telle que
σn(G) rd C et C1 ∨ . . . ∨ Cd la forme normale disjon
tive de C . Alors Γ est saturési et seulement si il existe r tel que G ⊢ Cr

→ , et 
e
i est dé
idable.Preuve : s'il n'existe pas un tel r , il est 
lair que Γ n'est pas saturé. Si un tel rexiste on peut appliquer le lemme 5.4.11. On a don
 
onstruit une formule de Harrop Hvéri�ant G ⊢ H ⊢ σn(G) . On en déduit exa
tement 
omme en 5.5.3 l'existen
e d'une
Γ-identité et don
 la saturation de Γ . La détermination de C , 
ondition formée de sous-formules de Γ est dé
idable, don
 
elle de sa forme normale disjon
tive l'est également.On est don
 ramené à la dé
idabilité de la relation de dédu
tion intuitionniste.68



Proposition 5.6.2 La détermination pour un ensemble Γ de formules d'un ensemble
Γad =

q
∨

i=1

∧Γi , où les Γi sont des ensembles saturés, tels que pour toute formule C :
Γ ≫ C ssi Γad ⊢ C ,et

Γ ⊣> Γad .(voir proposition 5.5.3) est dé
idable. Par 
onséquent l'admissibilité en 
al
ul proposi-tionnel intuitionniste est dé
idable, avoir mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivablesest dé
idable.Preuve : il s'agit de montrer qu'il est possible de 
onstruire de façon ré
ursive pourun ensemble Γ de formules données les ensembles saturés (voir lemme 5.3.5), soient
Γ1, . . . , Γq tels que :

∧Γ ⊣>

q
∨

i=1

∧Γi .Comme pour la proposition pré
édente, la preuve d'élimination des anti-Harrop fournitle pro
édé. On 
onstruit la substitution σn , (n le nombre de variables de V ar
Γ
)telle que dé�nie au paragraphe 5.4. On applique le lemme 5.4.11 ave
 p = n . Onobtient des ensembles de sous-formules d'ordre 1 de Γ , Harrop et anti-Harrop. Si l'und'entre eux est la 
onséquen
e de Γ , d'après la proposition pré
édente Γ est saturé.Si au
un des ensembles obtenus n'est 
onséquen
e de Γ , 
elui-
i n'est don
 pas saturé.On 
onstruit les ensembles obtenus en réunissant à Γ 
ha
un des ensembles obtenus eton réïtère le pro
édé pour 
ha
un d'entre eux. Comme on reste toujours dans l'ensemble�ni F→,∧,∨

(Γ) , le pro
édé termine, et l'on 
onstruit les ensembles Γ1, . . . , Γq véri�ant :
Γ ≫ C ssi Γ1 ⊢ C et . . . et Γq ⊢ C .Il est à remarquer que le pro
essus de dé
ision pour l'admissibilité indiqué 
i-dessussemble extrêmement lourd, même 
omparé à 
elui pour la prouvabilité, y 
ompris ene�e
tuant un 
ertain nombre d'améliorations immédiates utilisant l'inversibilité de 
er-taines règles. Je n'ai pas étudier la 
omplexité de 
e pro
essus de dé
ision.
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Troisième partieExemples, appli
ations
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6 Le 
al
ul propositionnel à une variableLe 
as des formules à une variable en 
al
ul propositionnel intuitionniste est trèsparti
ulier et assez peu représentatif du 
as général. Mais, 
omme il se dé
rit simplement,il permet d'illustrer fa
ilement les notions introduites pré
édemment.6.1 Le treillis de Rieger-NishimuraLe treillis pour la dédu
tion de l'algèbre de Lindenbaum (ensemble des formulesquotienté par l'équivalen
e) à une variable α a une forme remarquable qui est lasuivante [Ni 60, Tr vD 88℄ :
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A0 = ⊥

A1 = α¬α = A2

A4 ≡ ¬¬αα ∨ ¬α = A3

A5 ≡ ¬α ∨ ¬¬α¬¬α → α ≡ A6

A8 ≡ (¬¬α → α) → (α ∨ ¬α)(¬¬α → α) ∨ ¬¬α ≡ A7

A9A10

A12A11

qAω = ⊤

Fig. 1 � Treillis de Rieger-Nishimura72



Les formules An, n ∈ N ∪ {ω}, sont dé
rites indu
tivement par :� A0 = ⊥, A1 = P, A2 = ¬P, Aω = ⊤ ;� A2p+3 = A2p+2 ∨ A2p+1 pour p ∈ N ;� A2p+4 = A2p+2 → A2p+1 pour p ∈ N.6.2 Substitutions et treillis de Rieger-NishimuraD'après le 
orollaire 5.5.4, on peut, pour étudier l'admissibilité dans 
e 
as parti
ulier,se limiter à des substitutions de formules propositionnelles à une variable. Il est amusantd'observer que les treillis images obtenus sont �nis et en nombre �ni. Dé
rivons les.Voyons tout d'abord les substitutions �
lassiques� s(α) = ⊤ et s(α) = ⊥ . Les formulessubstituées forment deux 
lasses pour l'équivalen
e (qui est marquée, dans 
ette �gureet dans les suivantes, par un trait gras).
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Fig. 2 � s(α) = ⊥
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s(A1) = ⊤s(A2) ≡ ⊥

s(A4)s(A3)

s(A5)s(A6)

s(A8)s(A7)

rAω = ⊤

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��@@ @@

Fig. 3 � s(α) = ⊤On utilise maintenant dire
tement la dé�nition de l'admissibilité. On ne s'interessequ'à la 
lasse des formules dont les substituées sont équivalentes à ⊤. Ave
 
es deux sub-stitutions on obtient que A1 = α, A2 = ¬α et A3 = α∨¬α n'ont d'autres 
onséquen
esadmissibles que leurs 
onséquen
es dérivables.
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Les 
as s(α) = ¬α et s(α) = ¬¬α sont identiques. Le treillis obtenu par substitu-tion 
omporte 5 
lasses.
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Fig. 4 � s(α) = C ave
 C = ¬α ou C = ¬¬αAve
 
es substitutions, on obtient que A6 n'a pas d'autre 
onséquen
es admissiblesque ses 
onséquen
es dérivables, que A7 et Ai, i ≥ 9 n'ont pour 
onséquen
esadmissibles, ni A8, ni Ai, i ≤ 5.
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Toutes les autres substitutions par des formules à une variable quotientent le treillisde la même façon (3 
lasses, treillis linéaire) :
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Fig. 5 � s(α) = C ave
 α ∨ ¬α ⊢ CAve
 
es substitutions, on obtient que A4 n'a pour 
onséquen
es admissibles queses 
onséquen
es dérivables, que A7 n'a pas A6 pour 
onséquen
e admissible, et don
en utilisant également la pré
édente substitution, n'a pour 
onséquen
es admissibles queses 
onséquen
es dérivables. De même en reprenant la substitution s(α) = ⊥ on obtientque A5 n'a pour 
onséquen
es admissibles que ses 
onséquen
es dérivables.On obtient de façon analogue que A9 ne peut avoir d'autres 
onséquen
es admissiblesnon dérivables que A7 et A10 .En regroupant 
es résultats, et en utilisant de plus le fait que 
es substitutions sontsu�santes pour 
ara
tériser l'admissibilité (
orollaire 5.5.4), on obtient une des
riptionde toutes les règles admissibles pour les formules propositionnelles à une variable, quel'on a synthétisée dans la �gure 6 du paragraphe suivant.
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6.3 Règles admissiblesToutes les règles admissibles sont obtenues par 
omposition des règles dérivables, etdes règles admissibles suivantes :pour tout n ∈ N A2n+8 ≫ A2n+5, A2n+9 ≫ A2n+7, A2n+11 ≫ A2n+10 .
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A1 = α¬α = A2

A4 ≡ ¬¬αα ∨ ¬α = A3

A5 ≡ ¬α ∨ ¬¬α¬¬α → α ≡ A6

A8 ≡ (¬¬α → α) → (α ∨ ¬α)(¬¬α → α) ∨ ¬¬α ≡ A7

A9A10
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(bien entendu, Aω = ⊤ n'a au
une 
onséquen
e admissible non dérivable)Fig. 6 � Treillis de Rieger-Nishimura et admissibilité
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Remarquons que l'ensemble des formules propositionnelles quotienté par la relationd'équivalen
e admissible,
A ≪≫ B ssi A ≫ B et B ≫ A ,
ontient exa
tement 9 
lasses. On peut remarquer qu'une règle possédant un nombre�ni de prémisses est équivalente à la règle à une seule prémisse obtenue en prenant leur
onjon
tion. On déduit don
 fa
ilement de 
e qui prè
ède, le résultat suivant.Proposition 6.3.1 Les règles admissibles à une variable propositionnelle sont, à équi-valen
es près, exa
tement les suivantes :� les règles dérivables ;� A8 ≫ A5, 
'est à dire (¬¬α → α) → (α ∨ ¬α) ≫ ¬α ∨ ¬¬α ;� Ai ≫ Aj pour tous i, j ∈ {7} ∪ {k ∈ N, k ≥ 9} ;(le premier et le dernier 
as ne sont pas ex
lusifs).6.4 Rétro-dérivationIl n'est bien entendu pas indispensable d'utiliser le résultat de 
omplétude de la se
-tion 5. Sans 
e résultat on prouve simplement, en substituant des formules à une variable,qu'il n'y a pas d'autres règles admissibles que 
elles dé
rites à la proposition 6.3.1.Pour prouver que 
es règles sont bien admissibles, on peut utiliser dire
tement larétro-dérivation, plus pré
isément l'exemple (ad1) donné au paragraphe 4.3.Lemme 6.4.1 Toutes les règles admissibles portant sur des formules propositionnelles àune variable sont obtenues par 
omposition de règles dérivables et d'instan
es de la règleadmissible :

(α → δ) → (β ∨ γ) ≫ ((α → δ) → β) ∨ ((α → δ) → γ) ∨ ((α → δ) → α) . (ad1)Preuve : on utilise le treillis de Nishimura et les notations introduites en 6.1. Il noussu�t de démontrer (voir paragraphe 6.3) que les règles suivantes sont obtenues par
omposition d'instan
es de (ad1) et de règles dérivables :pour tout n ∈ N A2n+8 ≫ A2n+5, A2n+9 ≫ A2n+7, A2n+11 ≫ A2n+10 .Nous allons tout d'abord montrer que pour tout n entier A2n+8 ≫ A2n+5. On se sertde l'équivalen
e suivante :
pour tout n ∈ N, A2n+6 ≡ A2n+4 → A2n+1 . (1)En e�et

A2n+6 = A2n+4 → A2n+3 = (A2n+2 → A2n+1) → (A2n+2 ∨ A2n+1) ,78



et indépendamment du sens des Ai l'assertion
(A2n+2 → A2n+1) → (A2n+2 ∨ A2n+1) ≡ (A2n+2 → A2n+1) → A2n+1 ,est démontrable intuitionnistiquement.L'équivalen
e (1) et d'autres équivalen
es du même genre sont d'ailleurs né
essairespour montrer que le treillis de Rieger-Nishimura dé
rit bien 
e qu'il est sensé dé
rire(voir [Ni 60, Tr vD 88℄).On déduit don
 de (1) que A2n+8 ≡ A2n+6 → A2n+3, et en réappliquant la mêmeéquivalen
e pour A2n+6 d'une part, en remplaçant A2n+3 par sa dé�nition (voir 6.1)d'autre part, on obtient :

A2n+8 ≡ (A2n+4 → A2n+1) → (A2n+1 ∨ A2n+2) .On peut appliquer la règle admissible (ad1). On obtient que, pour tout entier n, A2n+8 apour 
onséquen
e admissible :
[(A2n+4 → A2n+1) → A2n+1]∨[(A2n+4 → A2n+1) → A2n+2]∨[(A2n+4 → A2n+1) → A2n+4] .Remarquons que trivialement, A2n+1 ⊢ A2n+4, on peut don
 simpli�er la disjon
tion :

A2n+8 ≫ [(A2n+4 → A2n+1) → A2n+2] ∨ [(A2n+4 → A2n+1) → A2n+4] . (2)On rempla
e maintenant A2n+4 par A2n+2 → A2n+1 dans la deuxième 
omposante dela disjon
tion. On obtient :
(A2n+4 → A2n+1) → A2n+4 ≡ [(A2n+2 → A2n+1) → A2n+1] → (A2n+2 → A2n+1)

≡ [A2n+1 → A2n+1] → (A2n+2 → A2n+1)

≡ A2n+2 → A2n+1

≡ A2n+4 .Don
, en remplaçant dans (2) :
A2n+8 ≫ [(A2n+4 → A2n+1) → A2n+2] ∨ A2n+4 . (3)Pour la première 
omposante de la disjon
tion, on peut se servir de l'équivalen
e sui-vante :
pour tout n ∈ N, A2n+1 → A2n+2 ≡ A2n+2 . (4)En e�et 
ette équivalen
e est fa
ilement démontrable pour n = 0 . La montrer pour

n > 0 revient à montrer :
A2n+3 → A2n+4 ≡ A2n+4 ,79




'est à dire :
(A2n+1 ∨ A2n+2) → A2n+2 → A2n+1 ≡ A2n+2 → A2n+1 ,Ce qui est évident, indépendemment de la valeur des Ai. On déduit de (4) que :

(A2n+4 → A2n+1) → A2n+2 ≡ (A2n+4 → A2n+1) → A2n+1 → A2n+2

≡ A2n+1 → A2n+2

≡ A2n+2 .On obtient �nalement en appliquant 
ette dernière équivalen
e à (3) :
A2n+8 ≫ A2n+4 ∨ A2n+2 .Or A2n+3 = A2n+1 ∨A2n+2 et A2n+1 ⊢ A2n+4 don
 A2n+4 ∨A2n+3 ≡ A2n+4 ∨A2n+2, et
omme A2n+5 = A2n+4 ∨ A2n+3, on a �nalement le résultat annon
é :

pour tout n ∈ N, A2n+8 ≫ A2n+5 .On en déduit que A2n+8 ≫ A2n+7 , puisque A2n+5 ⊢ A2n+7 .De A2n+9 = A2n+7 ∨ A2n+8 on déduit A2n+9 ≫ A2n+7.De A2n+10 = A2n+8 → A2n+7 on déduit A2n+9 ≫ A2n+10.De A2n+11 = A2n+9 ∨ A2n+10 on déduit A2n+11 ≫ A2n+10.Ces derniers résultats valent pour tout entier n et sont 
eux qu'il nous su�sait de montrer.6.5 Illustration de dé�nitions pré
édemment introduitesEn observant la �gure 6 du paragraphe 6.3, on 
onstate que les seules formules àune variable propositionnelle ayant mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables sont,à équivalen
e près :
A0 = ⊥ , Aω = ⊤ , A1 = α ,
A2 = ¬α , A3 = α ∨ ¬α , A4 ≡ ¬¬α ,
A5 = ¬α ∨ ¬¬α , A6 ≡ ¬¬α → α , A7 = (¬¬α → α) ∨ ¬¬α .Parmi 
elles 
i, les seules à avoir la propriété de la disjon
tion pour l'admissibilité sont :

A0 = ⊥ , Aω = ⊤ ,
A1 = α , A2 = ¬α ,
A4 ≡ ¬¬α , A6 ≡ ¬¬α → α .80



On remarque que, par 
ontre, toutes les formules A2p pour p dans N ainsi que
A1 = α, ont la propriété de disjon
tion, et seulement 
elles-
i à équivalen
e près, parmiles formules à une variable propositionnelle. Pour A0, A1 et A2 
'est évident. les autresformules 
onsidérées sont les A2p+4 = A2p+2 → A2p+1. Un séquent :

A2p+4 ⊢ C ∨ Dne peut être prouvé dans le 
al
ul des séquents de la se
tion 4.1 par la règle gau
he dela �è
he. En e�et 
ela 
onduirait à prouver le séquent A2p+4 ⊢ A2p+2 
e que 
ontreditle treillis de Rieger-Nishimura. La seule solution est don
 d'utiliser la règle droite de ladisjon
tion, et don
 de prouver A2p+4 ⊢ C ou A2p+4 ⊢ D.On 
onstate que les formules A2p+8 pour p dans N ont la propriété de disjon
tionsans avoir la propriété de disjon
tion pour l'admissibilité.6.6 RemarquesLes divers phénomènes 
onstatés dans 
e 
as très parti
ulier ne doivent pas êtreabusivement généralisés. Par exemple il est faux que toutes les règles admissibles puissentêtre engendrées par une seule règle. Nous montrerons plus loin (voir 
orollaire 7.5.2) qu'unsystème générant toutes les règles admissibles est né
essairement in�ni.Un autre phénomène à priori interessant est que le treillis des formules à une variablequotienté par l'équivalen
e admissible �≪≫� est �ni. Mais 
e
i est déja faux pour letreillis des formules à deux variables. En e�et nous avons vu que les formules anti-Harrop ont mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables (voir paragraphe 3.5). Prenonsmaintenant deux variables propositionnelles α et β et posons An(α), n ∈ N lesformules dé�nies telles que 
i-dessus au paragraphe 6.1. Les formules β → An(α), n ∈ Nsont toutes des formules anti-Harrop et ont don
 mêmes 
onséquen
es admissibles etdérivables. D'autre part deux d'entre 
es formules ne sont jamais équivalentes. En e�etnous savons que 
e
i est vrai pour les formules An(α), n ∈ N (voir 6.1). On montred'autre part :
β → An(α) ⊢ β → Ap(α) ssi An(α) ⊢ Ap(α)(substituer ⊤ à β pour le sens dire
t, ré
iproque évidente).On obtient �nalement une in�nité de formules à deux variables, β → An(α), n ∈

N, telles que deux d'entre elles ne soient jamais ni équivalentes ni équivalentes pourl'admissibilité.
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7 Une axiomatisation de l'admissibilitéDans 
ette se
tion on met en éviden
e un ensemble in�ni de règles admissibles quiengendre toutes les règles admissibles par substitution et 
omposition ave
 la dédu
tion.La forme de 
es règles est dire
tement liée aux deux règles non inversibles, �(→ gauche)�et�(∨ droite)�. On montre ensuite qu'il n'existe pas d'ensemble �ni de règles ayant 
ettepropriété.7.1 Les règles (adn), et autres règles admissiblesL'exemple (ad1) (voir 4.3) est en quelque sorte le prototype des règles admissiblesnon dérivables. Exa
tement de la même façon dont on a pro
édé pour 
ette règle auparagraphe 4.3, on montre par rétro-dérivation (rétro-dérivation simple de hauteur 2)que les règles suivantes sont admissibles :
{αi → βi}1≤i≤n → (γ ∨ δ) ≫



































n
∨

j=1

({αi → βi}1≤i≤n → αj)

∨({αi → βi}1≤i≤n → γ)
∨({αi → βi}1≤i≤n → δ)

(adn)

On veut montrer que les règles (adn)n∈N plus les règles dérivables engendrent toutes lesautres règles admissibles. Ce serait très simple de le déduire du théorème de 
omplétu-de 5.5.3, s'il n'y avait la notion de redondan
e dans une rétro-dérivation, qui intervientpar exemple dans la preuve donnée au paragraphe 4.3 que la règle (ad′
1) est admissible.On verra au paragraphe suivant (lemme 7.2.2) que (ad′

1) se déduit simplement de larègle (ad2).Introduisons une généralisation assez naturelle de la règle (ad′
1) qui nous sera utile.On montre fa
ilement par rétro-dérivation que les règles suivantes sont admissibles :

[(
n+1
∨

i=1

αi) → β] →
n+1
∨

i=1

αi ≫
n+1
∨

j=1

[(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → αj . (ad′
n)Les règles (adn) sont envisagées le plus souvent 
omme des s
hémas de règles. Onnotera les substituées des variables propositionnelles par les lettres romaines majus
ules
orrespondant aux lettres gre
ques désignant 
es variables.7.2 Une relation de 
onséquen
e entre règlesDé�nissons ave
 plus de pré
ision la notion de 
onséquen
e entre règles que nousutilisons, qui est une 
onséquen
e à dédu
tibilité intuitionniste près. On rappelle que les82



règles envisagées 
on
ernent des séquents de partie gau
he vide, et don
 on se limite à
e 
as parti
ulier pour la dé�nition qui suit.Dé�nition 7.2.1 Soit R un ensemble de règles. Une règle (r), soit
B1, . . . , Bp

C
(r)est dite 
onséquen
e intuitionniste de R quand il existe une suite de formules (Aj)1≤j≤N ,telles que :� la dernière formule de la suite est la 
on
lusion de (r), AN = C ;� pour tout 1 ≤ j ≤ n,soit il existe 1 ≤ i ≤ p tel que Aj égale Bi l'une des prémisses de (r),soit Aj est 
onséquen
e intuitionniste des formules la pré
édant {Ai}1≤i<j,soit il existe une règle de R telle que Aj soit l'image par une substitution de la
on
lusion de 
ette règle, et que les images par la même substitution des prémissesde 
ette règle soient parmi les formules pré
édentes {Ai}1≤i<j.Il est immédiat qu'une règle 
onséquen
e intuitionniste de l'ensemble vide est déri-vable.Bien entendu, la notion de 
onséquen
e intuitionniste est transitive et stable parsubstitution. L'ensemble des règles dérivables 
omme l'ensemble des règles admissiblessont 
los tous deux par 
onséquen
e intuitionniste. Remarquons également que si unerègle est 
onséquen
e d'un ensemble in�ni de règles, elle est, par dé�nition, 
onséquen
ed'un sous-ensemble �ni de 
elui-
i.Comme les règles 
onsidérées portent sur des séquents de partie gau
he vide, ellespeuvent elles mêmes s'é
rire 
omme des séquents de partie gau
he les formules prémissesde la règle, de partie droite la formule 
on
lusion. La notion de 
onséquen
e intuitionnisteentre règles 
i-dessus dé�nie, peut alors se dé
rire dans le 
al
ul des séquents intuition-niste ave
 
oupures, en présen
e d'axiomes. La règle (r) est 
onséquen
e intuitionnistede R si et seulement si le séquent 
orrespondant à (r) est démontrable en présen
e desaxiomes qui sont les séquents 
orrespondant à toutes les instan
es possibles des règlesde R , et en interdisant à 
es axiomes d'être les prémisses d'autres règles que la règlede 
oupure.Le lemme suivant regroupe un 
ertain nombre d'exemples qui nous serons utiles (lesnotations ont été introduites au paragraphe 7.1).Lemme 7.2.2 Pour tout entier non nul n,(i) la règle (adn) est 
onséquen
e intuitionniste de la règle (adn+1) ;(ii) la règle (ad′

n) est 
onséquen
e intuitionniste de la règle (ad′
n+1) ;(iii) la règle (ad′

n) est 
onséquen
e intuitionniste de la règle (adn+1).Preuve (i) : en 
onsidèrant l'instan
e de (adn+1) où αn+1 et βn+1 sont rempla
éesrespe
tivement par αn et βn On obtient immédiatement le résultat.83



Preuve (ii) : on 
onsidère l'instan
e de (ad′
n+1) où αn+1 = αn.Preuve (iii) : on montre par ré
urren
e sur p que pour tout entier p entre 0 et n,la règle suivante est 
onséquen
e de (adn+1) :

[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] →

p+1
∨

j=1

αj ≫

p
∨

j=1

[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → αj . (ad′
n,p)Comme (ad′

n,n) = (ad′
n), on obtient ainsi le résultat voulu.Pour p = 0 (ad′

n,0) est évidemment démontrable.Supposons que (ad′
n,p−1) est 
onséquen
e de (adn+1), pour p ≤ n. On applique à laprémisse de la règle (ad′

n,p) l'équivalen
e :
(
n+1
∨

i=1

αi) → β ≡
n+1
∧

i=1

(αi → β) . (∗)On peut maintenant appliquer la règle (adn+1), ave
, pour 1 ≤ j ≤ n + 1, Aj = αj ,
Bj = β, C =

p
∨

i=1

αi et D = αp+1. On obtient
[

n+1
∧

i=1

(αi → β)] →

p+1
∨

i=1

αi ≫















































n+1
∨

j=1

({αi → β}1≤i≤n+1 → αj)

∨

{αi → β}1≤i≤n+1 →

p
∨

i=1

αi

∨({αi → β}1≤i≤n+1 → αp+1)

(adn+1)


e qui donne, en simpli�ant, puis en réutilisant dans l'autre sens l'équivalen
e (∗),
[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] →

p+1
∨

i=1

αi ≫































n+1
∨

j=1

([(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → αj)

∨

[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] →

p
∨

i=1

αiOn applique maintenant (ad′
n,p−1) au premier des membres de la disjon
tion 
i-dessus,
e qui donne le résultat par hypothèse de ré
urren
e.Pour montrer que les règles (adn) engendrent toutes les règles admissibles, nousaurons à utiliser, pour gérer les redondan
es, une méthode analogue à l'usage qui est faiti
i de l'équivalen
e (∗) (
f lemme 7.4.2 (iii)).84



7.3 La suite (adn) est stri
tement 
roissanteLe but de 
ette se
tion est de montrer que pour un entier non nul n donné la règle
(adn) n'est pas 
onséquen
e intuitionniste des règles pré
édentes (adp), 1 ≤ p < n.Pour 
ela il su�t de trouver une règle 
onséquen
e intuitionniste de (adn) qui nesoit pas 
onséquen
e des pré
édentes. C'est la raison pour laquelle nous introduisons lesrègles suivantes, dont nous allons voir qu'elles sont admissibles :

{[(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1 ≫
n+1
∨

j=1

[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → αj . (ad′′
n)Remarquons que (ad′′

1) = (ad′
1).Lemme 7.3.1 Pour tout entier non nul n la règle (ad′′

n) est 
onséquen
e intuitionnistede la règle (ad′
n) , et don
 de la règle (adn+1). Elle est par 
onséquent admissible. Larègle (ad′′

n) n'est pas dérivable, et don
 les règles (ad′
n) et (adn+1) non plus.Preuve : (ad′′

n) est évidemment 
onséquen
e intuitionniste de
[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (α1 ∨ α2) ≫
n+1
∨

j=1

[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → αj (ad′
n,1)règle elle même 
onséquen
e de (ad′

n), don
 de (adn+1) d'après le lemme 7.2.2.Montrons maintenant que 
es règles ne sont pas dérivables. On pose, pour 
haque nle modèle de Kripke suivant (arbre à n + 1 bran
hes de 3 næuds) :
HHHHHHHHHHHHHHH

���������������

s

s

s

s s

s s

q q qqqq

q q qqqq


 αi, i 6= j, 
 β
(1 αj)


 αi, i 6= 1, 
 β
(1 α1)


 αi, i 6= n + 1, 
 β
(1 αn+1)


 αi, i 6= j
(1 αj)


 αi, i 6= 1
(1 α1)


 αi, i 6= n + 1
(1 αn+1)


 [(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq), 1 ≤ p < q ≤ n + 1

1 [(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → αj, 1 ≤ j ≤ n + 1On laisse le le
teur se 
onvain
re qu'il s'agit bien d'un 
ontre-modèle de la formule :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1 →
n+1
∨

j=1

[(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → αj .85



On a introduit les règles (ad′′
n) par
e qu'elles permettent d'obtenir assez simplement lerésultat suivant.Lemme 7.3.2 Pour tout entier non nul n, la règle (ad′′

n) n'est pas 
onséquen
e intui-tionniste des règles (adp)1≤p≤n.Preuve : Puisque nous avons montré que la suite (adn)n∈N∗ est 
roissante, il noussu�t de montrer que (ad′′
n) n'est pas 
onséquen
e intuitionniste de (adn). Pour 
elanous allons pro
éder par l'absurde. Supposons que (ad′′

n) soit 
onséquen
e de (adn).Il existe alors une dérivation de 
e
i, 
'est à dire (voir dé�nition 7.2.1) une suite deformules se terminant par la 
on
lusion de (ad′′
n), et telle que 
haque formule de 
ettesuite est, soit une prémisse de (ad′′

n), soit est obtenue par dérivation, soit est obtenuepar appli
ation de la règle (adn) à partir des formules pré
édentes. Montrons qu'alors
(ad′′

n) est dérivable, par indu
tion sur le nombre d'o

urren
es de la règle (adn) dans
ette suite. Comme 
e résultat est en 
ontradi
tion ave
 le lemme 7.3.1 pré
édent, onaura démontré le présent lemme.Considérons don
 la première o

urren
e de (adn) dans la suite 
i-dessus introduite,et montrons qu'elle peut être rempla
ée par une dérivation. La formule de la suite quiest prémisse de (adn) peut s'é
rire :
{Ai → Bi}1≤i≤n → (C ∨ D) .et 
omme il s'agit de la première o

urren
e de (adn), on a :

{[(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1 ⊢ {Ai → Bi}1≤i≤n → (C ∨ D) ,don
 de façon équivalente :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1, {Ai → Bi}1≤i≤n ⊢ C ∨ D .Etudions une preuve en 
al
ul des séquents intuitionniste (sans 
oupures) de 
e dernierénon
é.Si 
ette preuve se termine par une règle gau
he sur la �è
he d'un Ai → Bi , ou parune règle droite sur la disjon
tion C∨D. On regarde la prémisse droite des règles gau
hessur la �è
he, la seule prémisse des règles droites sur la disjon
tion, et l'on 
onstate que,dans 
ha
un des 
as, le séquent suivant est démontrable :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1 ⊢



































n
∨

j=1

({Ai → Bi}1≤i≤n → Aj)

∨({Ai → Bi}1≤i≤n → C)
∨({Ai → Bi}1≤i≤n → D)

(1)
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à savoir que :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1démontre dire
tement la 
on
lusion de 
ette o

urren
e de la règle (adn). On peut don
rempla
er l'appli
ation de (adn) et les dérivations qui pré
èdent par 
ette dérivation.Supposons que la preuve se termine par une autre règle, 
e ne peut être qu'une règlegau
he sur la �è
he de l'une des formules
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1 .On 
onsidère la prémisse droite de 
ette règle, le séquent suivant est don
 démontrable :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1, {Ai → Bi}1≤i≤n ⊢ (

n+1
∨

j=1

αj) → β . (2)Ce
i est équivalent à 
e que 
e 
ha
un des séquents :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1, {Ai → Bi}1≤i≤n, αj ⊢ β , 1 ≤ j ≤ n + 1 ,soit démontrable.Comment se termine une preuve non redondante de 
es séquents ? On rappelle queles αj et β sont atomiques. Appliquer à nouveau une règle gau
he sur la �è
he de l'unedes formules [(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq) 
onduirait à une redondan
e. Les preuves seterminent don
 né
essairement par une règle gau
he sur la �è
he de l'une des n formules
Ai → Bi, 1 ≤ i ≤ n. On 
onsidère à nouveau les prémisses droites de 
es règles, et onobserve que pour 
ha
une des n + 1 variables αj , il existe une formule Aij parmi les
n formules Ai telle que le séquent suivant soit démontrable :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1, {Ai → Bi}1≤i≤n, αj ⊢ Aij , 1 ≤ j ≤ n + 1 .On applique le prin
ipe des tiroirs de Diri
hlet. Il existe aux moins deux αj distin
tsasso
iés à la même formule Aij . On peut supposer sans restreindre la portée de la preuvequ'il s'agit de α1 et α2, et que Ai1 = Ai2 = Ak. On a don
 les deux séquents :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1, {Ai → Bi}1≤i≤n, α1 ⊢ Ak ,87



{[(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1, {Ai → Bi}1≤i≤n, α2 ⊢ Ak ,qui sont démontrables, et don
 (règle (∨gauche) en des
endant) le séquent suivant estprouvable :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1, {Ai → Bi}1≤i≤n, α1 ∨ α2 ⊢ Ak .De 
e dernier séquent et de 
e que le séquent (2) 
i-dessus est prouvable, on déduit, parrègle (→ gauche) en des
endant, que :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp∨αq)}1≤p<q≤n+1
, {Ai → Bi}1≤i≤n

, [(
n+1
∨

i=1

αi) → β] → (α1∨α2) ⊢ Ak ,est prouvable, et don
 que le séquent équivalent :
{[(

n+1
∨

i=1

αi) → β] → (αp ∨ αq)}1≤p<q≤n+1 ⊢ {Ai → Bi}1≤i≤n → Ak ,est prouvable également.Comme dans le premier 
as envisagé, le séquent (1) (voir début de la preuve) estprouvable, et on 
on
lut de même en remplaçant la règle (adn) et les dérivations qui lapré
èdent par 
ette dérivation.On 
on
lut 
e paragraphe par la proposition suivante.Proposition 7.3.3 les règles (adn)n ∈ N
∗ sont toutes admissibles et non dérivables.Cette suite de règles est stri
tement 
roissante pour la relation de 
onséquen
e intuition-niste, 
'est à dire que pour tout n non nul (adn) est 
onséquen
e intuitionniste de

(adn+1), et que (adn+1) n'est pas 
onséquen
e intuitionniste de (adn).Preuve : nous avons déjà vu que 
es règles sont admissibles. Elles ne sont pas dérivablesd'après le lemme 7.3.1 pour n ≥ 2. Il reste à montrer que (ad1) n'est pas dérivable, 
eque l'on a�rmait déja dans l'introdu
tion. Le modèle de Kripke qui suit est un 
ontre-modèle de la formule :
[(α → β) → (γ ∨ δ)] → ([(α → β) → α] ∨ [(α → β) → γ] ∨ [(α → β) → δ]) .
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 α
 γ 
 δ


 (α → β) → (γ ∨ δ), 1 [(α → β) → α],
1 [(α → β) → γ], 1 [α → β) → δ]

La suite est 
roissante d'après le lemme 7.2.2, la 
roissan
e est stri
te 
ar (ad′′n)est 
onséquen
e de (adn+1) (lemme 7.3.1), mais n'est pas 
onséquen
e de (adn)(lemme 7.3.2).7.4 La suite (adn) est génératri
eIl s'agit maintenant de montrer que toutes les règles admissibles sont 
onséquen
esintuitionnistes des règles (adn). D'après le théorème de 
omplétude 5.5.3, il su�t dele démontrer pour les règles dérivables en aller retour, et don
 pour les règles rétro-dérivables (voir dé�nition 4.4.13). Les règles (adn) 
aptureraient très naturellement larétro-dérivabilité s'il n'y avait à gérer les redondan
es, 
e qui oblige à quelques 
ontor-sions.Nous noterons dans la suite A >(adn) B pour indiquer que la formule B est obtenueà partir de la formule A par une suite de dérivations et d'instan
es des règles (adn) .7.4.1 Quelques préliminairesOn a vu au paragraphe 4.4.2 qu'à 
ause des redondan
es, il n'était pas possible dedé
omposer une rétro-dérivation en rétro-dérivations de hauteur minimale 2.On a 
ependant le résultat plus faible suivant. Appelons sous-rétro-dérivation d'unerétro-dérivation, un sous-arbre de 
elle-
i qui est aussi une rétro-dérivation.Lemme 7.4.1 Toute rétro-dérivation se dé
ompose en sous-rétro-dérivations dont tousles séquents qui ne sont pas feuilles ont même partie gau
he.Preuve : tous les séquents d'une bran
he redondante ont même partie gau
he.Ce lemme autorise don
 à ne s'interesser qu'à des rétro-dérivations dont tous les séquentsqui ne sont pas feuilles ont même partie gau
he, que nous appelerons rétro-dérivation à89



partie gau
he 
onstante. Nous noterons
(⊢ A) rdc Cpour indiquer que le séquent (⊢ A) se rétro-dérive en la 
ondition C par une rétro-dérivation à partie gau
he 
onstante.Pour des formules équivalentes, on n'obtient pas en général par rétro-dérivation(voir 4.4.9) des formules équivalentes. Ainsi

(¬α → β) ∧ (β → (γ ∨ δ)) ≡ (¬α → β) ∧ (β → (γ ∨ δ)) ∧ (¬α → (γ ∨ δ)) ,mais la première de 
es formules est stable par rétro-dérivation, alors que l'on a :
(¬α → β) ∧ (β → (γ ∨ δ)) ∧ (¬α → (γ ∨ δ))

rd (¬α → β) ∧ (β → (γ ∨ δ)) ∧ [(¬α → γ) ∨ ¬α → δ)) .On obtient 
ependant des résultats dans des 
as très parti
uliers utiles. Ainsi le lemme7.4.3 suivant assure que la rétro-dérivation est indépendante du séquent 
hoisi parmi 
euxnaturellement possibles pour représenter une formule, le lemme 7.4.8 du paragraphe 7.4.3fournissent d'autre exemples. Mais tout d'abord un lemme te
hnique sur les 
onditions,qui sera utilisé dans la preuve de 
es lemmes.Lemme 7.4.2(i) La 
ondition C[C/ ⊢ ⊥] obtenue en remplaçant une ou plusieurs o

urren
es duséquent ⊢ ⊥ dans C par la 
ondition C véri�e C[C/ ⊢ ⊥] ≡ C.(ii) La 
ondition C[D/ ⊢ ⊥] obtenue en remplaçant une ou plusieurs o

urren
es duséquent ⊢ ⊥ dans C par la 
ondition D véri�e C[D/ ⊢ ⊥]→ ⊢ (C ∨ D)→.Preuve : il su�t de prouver 
es résultats pour des 
onditions sous-forme normale (voirdé�nition 4.4.1). On les prouve alors par indu
tion sur le nombre d'o

urren
es de la
ondition substituée (dans la forme normale). Voyons par exemple le pas d'indu
tionpour le (i). On a C = C1∨(C2∧ ⊢ ⊥) et C[C/ ⊢ ⊥] = C1∨(C2∧C) (C sous forme normale,
C2 une 
onjon
tion de séquents, une seule o

urren
e substituée). Par distributivité onen déduit C[C/ ⊢ ⊥] ≡ C).Lemme 7.4.3 Soient un séquent Γ ⊢ B → C et une 
ondition C tels que

(Γ ⊢ B → C) rd C .Alors il existe une 
ondition C′ telle que
(Γ, B ⊢ C) rd C′ et C′→ ⊢ C→ .De plus 
ette rétro-dérivation est à partie gau
he 
onstante si la rétro-dérivation initialel'était. 90



Preuve : les deux séquents sont équivalents, le résultat est don
 évident pour une rétro-dérivation de hauteur nulle.Si maintenant la hauteur est non nulle, la rétro-dérivation est de hauteur au moins
2. Au sous-arbre 
omplet de hauteur 2 de la rétro-dérivation est asso
iée une disjon
tiondont fait partie le séquent Γ, B ⊢ C. On 
onsidère le sous-arbre 
omplet de la rétro-dérivation de ra
ine Γ, B ⊢ C.On pose C′′ la 
ondition formée par les feuilles de 
e sous-arbre, de la même façonque pour une rétro-dérivation. Il existe une 
ondition D telle que C équivaut à C′′∨D,don
 C′′→ ⊢ C→.Si la rétro-dérivation ne 
ontient au
une bran
he redondante 
ommençant par leséquent initial suivi de la règle (→ droite), alors 
e sous-arbre est en
ore une rétro-dérivation. On 
on
lut en posant C′′ = C′.Supposons maintenant que de telles bran
hes redondantes existent (
e n'est possibleque si B ∈ Γ). On 
onstruit une rétro-dérivation de la façon suivante. On prend lesous-arbre de ra
ine Γ, B ⊢ C pour lesquelles les feuilles Γ ⊢ B → C qui avaient étébarrées par redondan
e sont rétablies. On ajoute au dessus de 
ha
une de 
es feuilles larétro-dérivation initiale.

91



Le s
héma 
i-dessous dé
rit 
ette transformation.
A

A
A

A
A

A
A

A
AA

A
A
A
A
A
A

A1

B, Γ ⊢ C

�
�
�
�
�
�

RD. . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Γ ⊢ B → C

�
�
�
�
�
�
�
�
��

↓ (B ∈ Γ)

A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A

RD

Γ ⊢ B → C

�
�
�
�
�
�

A1

Γ ⊢ C

�
�
�
�
�
�

Remarquons que le premier 
as (pas d'o

urren
e de Γ ⊢ B → C qui soit feuille de
A1) peut-être vu 
omme 
as parti
ulier de 
elui-
i.Soit C′ la 
ondition à laquelle elle 
onduit, qui est don
 obtenue à partir de à C′′par les transformations dé
rites au lemme 7.4.2 (i) et (ii). On a don
 C′→ ⊢ C′′→ , etdon
 C′→ ⊢ C→.Dans les deux 
as si la rétro-dérivation initiale est à partie gau
he 
onstante, il est
lair que 
elle 
onstruite l'est aussi.Pour réduire la rétro-dérivation à l'utilisation des règles (adn)n∈N, on va pro
èder endeux étapes qui 
orrespondent aux deux paragraphe suivants. On montre tout d'abordle résultat pour une rétro-dérivation sur un type parti
ulier de séquent, 
elle-
i véri-�ant alors que les redondan
es sont immédiates. Ensuite on exhibe un 
ertain nombre92



de transformations ramenant toute rétro-dérivation à une rétro-dérivation sur 
e typeparti
ulier de séquent.7.4.2 Quand il n'y a que des redondan
es trivialesLemme 7.4.4 Une rétro-dérivation à partie gau
he 
onstante sur un séquent Γ ⊢ C
onduit à une 
ondition équivalente au séquent initial dans les 
as suivants :(i) il existe une formule disjon
tive A ∨ B dans Γ telle que A 6∈ Γ et B 6∈ Γ ;(ii) il existe une formule 
onjon
tive A ∧ B dans Γ telle que A 6∈ Γ ou B 6∈ Γ ;(iii) la formule gau
he C = D1 → . . . → Dn → G ave
 n ≥ 1 et l'un des Din'appartient pas à Γ.Preuve : si la rétro-dérivation est de hauteur nulle 
'est évident. Supposons don
 qu'elleest de hauteur non nulle.- Considérons le 
as (i). La rétro-dérivation est de hauteur non nulle. Lui est asso
iéeune 
ondition C dont l'un des éléments de la forme normale est né
essairement
(Γ, A ⊢ C) ∧ (Γ, B ⊢ C). En e�et 
es deux séquents sont des feuilles de la rétro-dérivation, puisque A 6∈ Γ , B 6∈ Γ et que la rétro-dérivation est à partie gau
he
onstante. Or 
omme A ∨ B ∈ Γ, Γ → C ≡ (Γ, A → C) ∧ (Γ, B → C). D'autrepart tous les éléments de la forme normale de C entrainent le séquent ra
ine. Don

C→ ≡ Γ → C.- Le 
as (ii) se traite de la même façon que le 
as (i).- Considérons le 
as (iii). Le prin
ipe est le même. Il existe une bran
he 
omplète dela rétro-dérivation obtenue par appli
ations su

essives d'uniquement la règle (→
droite). Sinon on aurait rétro-dériver sur Γ, D1, . . . , Dn ⊢ C 
e qui est impossiblepuisque la rétro-dérivation est à partie gau
he 
onstante. Le séquent feuille de 
ettebran
he est équivalent au séquent initial. On 
on
lut 
omme pré
édemment.Lemme 7.4.5 Une rétro-dérivation de hauteur 2 sur un séquent Γ ⊢ E ∨ F véri�ant(i) si A ∨ B ∈ Γ, alors A ∈ Γ ou B ∈ Γ,(ii) si A ∧ B ∈ Γ, alors A ∈ Γ et B ∈ Γ,(iii) si A → B ∈ Γ, alors A 6= E ∨ F ,est 
apturée par les règles (adn)n∈N plus la dédu
tion.Preuve : soit Γ′ l'ensemble des formules de Γ dont le 
onne
teur prin
ipal est la �è
he.On sait que Γ ne 
ontient pas de variable propositionnelle, puisque le séquent Γ ⊢ C estra
ine d'une rétro-dérivation de hauteur non nulle. On déduit de 
e
i et des 
onditions(i) et (ii) que ∧Γ ≡ ∧Γ′. Posons Γ′ = {A1 → B1, . . . , An → Bn}. La rétro-dérivation
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s'é
rit :
(Γ ⊢ E ∨ F ) rd



































n
∨

j=1

(Γ ⊢ Aj) ∧ (Γ, Bj ⊢ E ∨ F )

∨(Γ ⊢ E)
∨(Γ ⊢ F )Pour toute formule K, (Γ ⊢ K) ≡ (Γ′ ⊢ K). Par distributivité du ∨ sur le ∧ on déduitfa
ilement le pas de rétro-dérivation pré
édent des deux règles suivantes :une instan
e de (adn)

({Ai → Bi}1≤i≤n ⊢ E ∨ F ) >(adn)



































n
∨

j=1

({Ai → Bi}1≤i≤n → Aj)

∨({Ai → Bi}1≤i≤n → E)
∨({Ai → Bi}1≤i≤n → F )une règle dérivable

(Γ′ ⊢ E ∨ F ) ⊢



































n
∨

j=1

(Γ′, Bj → E ∨ F )

∨(Γ′ → E)
∨(Γ′ → F )La seule règle à avoir une prémisse de 
omplexité éventuellement supérieure à la
on
lusion, et 
e de façon irrédu
tible dans un 
al
ul des séquents ave
 règles stru
turellesinternalisées, est la règle (→ gauche). Les 
as posant problème sont éliminés dans ladé�nition qui suit.Dé�nition 7.4.6 Un séquent est dit non redondant si sa partie gau
he Γ véri�e lespropriétés suivantes :� si A → B ∈ Γ, alors B 6∈ Γ.� si (G → H) → B ∈ Γ, alors G 6∈ Γ ;� si A → B ∈ Γ, alors A n'est ni une 
onjon
tion, ni une disjon
tion ( A est don
une variable ou une �è
he).Lemme 7.4.7 Une rétro-dérivation à partie gau
he 
onstante sur un séquent non re-dondant Γ ⊢ C est 
apturée par les règles (adn) plus la dédu
tion :

Si (Γ ⊢ C) rdc C, alors Γ → C >(adn) C
→ .94



Preuve : Par indu
tion sur la 
omplexité de la formule droite C. Le 
as où la formule
C est une variable propositionnelle est évident. Supposons don
 que

C = D1 → . . .Dp → D0 ave
 D0 = E ∨ F ou D0 = E ∧ F et p ∈ N.Dans les 
as où le lemme 7.4.4 s'applique le résultat est évident. On peut don
 sup-poser :- si A ∨ B ∈ Γ, alors A ∈ Γ ou B ∈ Γ ;- si A ∧ B ∈ Γ, alors A ∈ Γ et B ∈ Γ ;- pour tout 1 ≤ i ≤ p , Di ∈ Γ.on se ramène ave
 le lemme 7.4.3 à l'étude d'une rétro-dérivation à partie gau
he
onstante sur Γ ⊢ D0, .Les seules règles de 
on
lusion Γ ⊢ D0 qui ne 
onduisent pas à une redondan
eimmédiate sont les règles (→ gauche) et (∧ droite) ou (∨ droite).Il n'existe pas de bran
he redondante d'origine le séquent initial qui ne soit pasimmédiate. En e�et, si une telle bran
he existe elle 
omporte for
ément une appli
ationde la règle (→ gauche), sinon la 
omplexité de la formule droite dé
roit stri
tement.Considérons la plus haute o

urren
e de 
ette règle. Cette règle a pour prémisse droiteun séquent Γ, B ⊢ C ave
 B 6∈ Γ et ne peut don
 
onduire à une redondan
e. Laprémisse gau
he est un séquent Γ ⊢ G → H ave
 G 6∈ Γ. Elle ne peut être uneredondan
e du séquent initial (C = E ∨ F ou C = E ∧ F ). Elle ne peut 
onduire à uneredondan
e du séquent initial, puisque si l'on applique la règle (→ droite), seule règleappliquable en dehors de (→ gauche) sans 
onduire à une redondan
e immédiate, on
hange la partie gau
he.On peut don
 dé
omposer la rétro-dérivation totale en la rétro-dérivation de hauteur
2 sur le séquent initial suivi des sous-rétro-dérivations sur les séquents feuilles. Il su�tde montrer que 
ha
une de 
es rétro-dérivations est 
apturée par les règles (adn)n∈Nplus la dédu
tion.La rétro-dérivation de hauteur 2 est 
apturée par la règle (adn) , d'après le lemme7.4.5.Après règle (∧ droite) ou (∨ droite) on obtient des sous-rétro-dérivations de ra
ine
Γ ⊢ E et Γ ⊢ F , qui sont 
apturées par les règles (adn)n∈N par hypothèse d'indu
tion.Voyons les sous-rétro-dérivations sur les prémisses droites des règles (→ gauche).Celles-
i sont des séquents Γ, B ⊢ C ave
 B 6∈ Γ, don
 
es rétro-dérivations sont dehauteur nulle 
ar la rétro-dérivation est par hypothèse à partie gau
he 
onstante.Voyons les rétro-dérivations sur les prémisses gau
hes des règles (→ gauche). Celles-
isont des séquents Γ ⊢ G → H ave
 G 6∈ Γ. Elles sont don
 
apturées par la dédu
tiond'après le lemme 7.4.4.7.4.3 Des transformations sur les rétro-dérivationsOn ramène maintenant le 
as général au 
as pré
édent par le lemme qui suit.95



Lemme 7.4.8 On suppose pour toutes les 
lauses de 
e lemme que les rétro-dérivationsdonnées par hypothèse ainsi que 
elles obtenues sont à partie gau
he 
onstante.(i) Si [A → B, B, Γ ⊢ C] rdc C, alors il existe une 
ondition C′ telle que C′,→ ⊢ C→et [B, Γ ⊢ C] rdc C′.(ii) Si [(E → F ) → B, E, Γ ⊢ C] rdc C et B 6∈ Γ, alors il existe une 
ondition Cttelle que Ct,→ ⊢ C→ et [F → B, E, Γ ⊢ C] rdc C
t.(iii) Si [(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ C] rdc C et B 6∈ Γ, alors il existe une 
ondition Ct telleque Ct,→ ⊢ C→ et [E → B, F → B, Γ ⊢ C] rdc Ct.(iv) Si [(E ∧F ) → B, Γ ⊢ C] rdc C et B 6∈ Γ, alors il existe une 
ondition Ct, il existe

n 
onditions Cti 1 ≤ i ≤ n, telles que
(Ct[Cti/(E → (F → B), F → B, Γ ⊢ C)]1≤i≤n)→ ⊢ C→(on substitue à n o

urren
es distin
tes de la formule E → (F → B), F → B, Γ ⊢ Cles 
onditions Cti).

[E → (F → B), Γ ⊢ C] rdc Ctet pour tout i ∈ {1, . . . , n}, [F → B, Γ ⊢ C] rdc C
ti .Preuve : dans 
ha
un des 
as le résultat est évident si la rétro-dérivation est de hauteurnulle, puisque le séquent asso
ié est équivalent.Le 
as (i) est le plus simple. En e�et pour tout n÷ud de la rétro-dérivation la règle(→ gauche) sur la formule A → B 
onduit à une redondan
e sur la prémisse droite.En supprimant dans la rétro-dérivation initiale [A → B, B, Γ ⊢ C] rd C l'appli
ationde 
es règles et dans les séquents la formule A → B à laquelle elles s'appliquent, onobtient la rétro-dérivation [B, Γ ⊢ C] rd Ct. On n'a e�a
é que des redondan
es don


C→ ≡ Ct→.Tous les autres 
as se montrent par indu
tion sur la hauteur de la rétro-dérivation. Le
as initial de l'indu
tion 
onsiste à 
haque fois en traduire le séquent de la façon adéquate.Comme les preuves sont assez répétitives, et ne présentent guère d'autres di�
ultés qued'être énon
ées, on n'a pas toujours détaillé tous les arguments.Il est utile pour les preuves qui suivent de remarquer que les 
onditions sont des
ombinaisons booléennes positives don
 la substitution d'un séquent par une 
onditionplus forte transforme une 
ondition en une 
ondition plus forte.Preuve ((ii)) : la tradu
tion d'une rétro-dérivation à partie gau
he 
onstante RD dera
ine (E → F ) → B, E, Γ ⊢ C , de feuilles C en la rétrodérivation à partie gau
he
onstante t(RD) de ra
ine F → B, E, Γ ⊢ C de feuilles C′ est dé�nie par indu
tionsur la longueur maximale des bran
hes ne 
ommençant pas par une appli
ation de larègle (→ gauche). On distingue les 
as C 6= E → F et C = E → F . Les deux s
hémas
i-dessous illustrent le pas d'indu
tion. 96



Cas où C 6= E → F

A
A

A
A

A
A

A
A

AA
A
A
A
A
A
A

A1

(E → F ) → B, E, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

A2. . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E → F ) → B, E, Γ ⊢ E → F

�
�
�
�
�
�
�
�
��

(E → F ) → B, B, E,Γ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E → F ) → B, E, Γ ⊢ C

↓

A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A

A
′

2

F → B, E, Γ ⊢ E → F

�
�
�
�
�
�

A
′

1

F → B, E, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

F → B, B, E,Γ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

t(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
F → B, E, Γ ⊢ CLe 
as C = F est vu 
omme un 
as dégénéré du 
as 
i-dessus : les rétro-dérivations

A1 et A′

1 sont réduites au séquent barré [[F → B, E, Γ ⊢ F ]].
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Cas où C = E → F

A
A
A
A
A
A

A1

(E → F ) → B, E, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

. . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E → F ) → B, E, Γ ⊢ E → F

↓

A
A
A
A
A
A

A
′

1

F → B, E, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A
′

1

F → B, E, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

F → B, B, E,Γ ⊢ E → F . . .
A
A
A
A
A
A

t(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
F → B, E, Γ ⊢ E → FDans les deux 
as l'arbre A′ désigne l'arbre obtenu à partir de l'arbre A enremplaçant dans les parties gau
hes de 
haque séquent la formule (E → F ) → B parla formule F → B et en appliquant les pas de rétro-dérivation aux formules qui se
orrespondent.Dans le deuxième 
as C = E → F , les formules modi�ées 
onduisent à des redon-dan
es, et don
 les feuilles de l'arbre A′

1 sont exa
tement les tradu
tions des feuillesde A1. Dans le premier 
as C 6= E → F , les éventuelles o

urren
es du séquent
(E → F ) → B, E, Γ ⊢ E → F , qui sont barrées dans A1 par redondan
e, sont tra-duites en o

urren
es du séquent F → B, E, Γ ⊢ E → F , qui ne donnent pas lieu à desredondan
es, et sont don
 des feuilles non barrées de l'arbre A′

1. Dans la tradu
tionon ajoute au dessus de 
es feuilles l'arbre A′

2, et 
ette fois les formules modi�ées dansla tradu
tion de A2 à A′

2 
onduisent à des redondan
es dans les deux arbres. On adon
 bien obtenu une rétro-dérivation, dont les feuilles non barrées 
orrespondent toutesà des feuilles non barrées de la rétro-dérivation originale.98



On montre par indu
tion sur la dé�nition de la tradu
tion que la 
ondition C asso-
iée à la rétro-dérivation originale est 
onséquen
e de la 
ondition Ct asso
iée à larétro-dérivation transformée.Voyons le pas d'indu
tion. On reprend les notations des s
hémas 
i-dessus dé�nissantla tradu
tion t.Appelons C1, C2, C′
1 et C′

2 les 
onditions asso
iées aux arbres A1, A2, A′

1 et A′

2. Ilest évident que C′→
1 ≡ C→

1 , et C′→
2 ≡ C→

2 , et que C→
1 ⊢ C→

2 .Appelons D respe
tivement Dt la disjon
tion pour i > 2 des 
onditions asso
iées auxarbres Ai, respe
tivement t(Ai).Cas C 6= E → F : nous avons à montrer
((C′

1[C
′
2/ ⊢ ⊥] ∧ (F → B, E, Γ ⊢ C)) ∨ Dt)→ ⊢ ((C2 ∧ (E → F ) → B, E, Γ ⊢ C)) ∨ D)→ ,
e qui dé
oule du lemme 7.4.2 (i) et de l'hypothèse d'indu
tion.Cas C = E → F : nous avons à montrer

(C′
1 ∨ (C′

1 ∧ (F → B, E, Γ ⊢ C)) ∨ Dt)→ ⊢ (C1 ∨ D)→ ,
e qui dé
oule de la distributivité du ∨ sur le ∧ et de l'hypothèse d'indu
tion.Preuve ((iii)) : on pro
ède de façon analogue au 
as pré
édent. On dé�nit une tradu
-tion t par indu
tion sur la longueur de la plus longue bran
he ne 
ommençant pas parune règle (∨droite).
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Cas où C 6= E ∨ F

A
A

A
A

A
A

A
A

AA
A
A
A
A
A
A

A1

(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A2

(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

A3. . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ E ∨ F

�
�
�
�
�
�
�
�
��

B, Γ′ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ Cave
 Γ′ = {(E ∨ F ) → B} ∪ Γ

↓

A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A

A
′

3

E → B, F → B, Γ ⊢ E ∨ F

�
�
�
�
�
�

A
2

1

E → B, F → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
�

B, Γ′′ ⊢ C

A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A

A
′

3

E → B, F → B, Γ ⊢ E ∨ F

�
�
�
�
�
�

A
1

2

E → B, F → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

B, Γ′′ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

t(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
E → B, F → B, Γ ⊢ Cave
 Γ′′ = {E → B, F → B} ∪ ΓLes 
as C = E et C = F sont des sous-
as dégénérés du 
as 
i-dessus.
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Cas où C = E ∨ F

A
A
A
A
A
A

A1

(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A2

(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

. . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ E ∨ F

↓

A
A
A
A
A
A

A
2

1

Γ′ ⊢ E

�
�
�
�
�
�

Γ′, B ⊢ E ∨ F

A
A
A
A
A
A

A
1

2

Γ′ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

Γ′, B ⊢ E ∨ F

A
A
A
A
A
A

A
2

1

Γ′ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A
1

2

Γ′ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

. . .
A
A
A
A
A
A

t(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
E → B, F → B, Γ ⊢ E ∨ Fave
 Γ′ = {E → B, F → B} ∪ ΓDé�nissons maintenant A2

1 et A1

2 qui sont obtenues à partir de A1 et A2 par latransformation suivante. On dé�nit par indu
tion sur la hauteur de A la transformation
B −→Bj , ave
 j = 1 ou j = 2. Voyons le 
as j = 1 (le 
as j = 2 est similaire).
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A
A

A
A

A
A

A
A

AA

. . .
A
A
A
A
A
A

Bi

. . . ⊢ D

�
�
�
�
�
�

. . . B. . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∨ F ) → B, Γ ⊢ K

�
�
�
�
�
�
�
�
��

↓

A
A
A
A
A
A

A
′

2

E → B, F → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

E → B, F → B, Γ, B ⊢ K . . .
A
A
A
A
A
A

B
1

i

. . . ⊢ D

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
E → B, F → B, Γ ⊢ KLa transformation A −→ A′ est dé�nie de façon analogue au 
as pré
édent, onrempla
e 
ette fois 
i dans les parties droites des séquents la formule (E∨F ) → B par lesdeux formules E → B et F → B. Les 
onditions asso
iées sont 
lairement équivalentes.On montre par indu
tion sur la dé�nition de la tradu
tion que la 
ondition Casso
iée à la rétro-dérivation originale est 
onséquen
e de la 
ondition Ct asso
iée à larétro-dérivation transformée.Voyons le pas d'indu
tion. On reprend les notations des s
hémas dé�nissant la tra-du
tion.Appelons Ci, C′

i et Cj
i les 
onditions asso
iées aux arbresAi,A′

i etAj

i pour i = 1, 2, 3et j = 1, 2 (j 6= i). Il est évident que C′→
i ≡ C→

i , et que C→
1 ∨ C→

2 ⊢ C→
3 .La transformation B −→ Bj envoie un arbre de 
ondition asso
iée D sur unarbre de 
ondition asso
iée Dj, véri�ant Dj→ ⊢ (D ∨ Cj)

→, à 
ondition de 
onserver
omme barrées des feuilles �[[E → B, F → B, Γ ⊢ E ∨ F ]]� qui ne 
orrespondent plus àdes redondan
es dans l'arbre transformé (indu
tion immédiate sur la dé�nition de 
ettetradu
tion).On en déduit que C2→
1 ⊢ (C′

1 ∨ C′
2)

→ et C1→
2 ⊢ (C′

1 ∨ C′
2)

→.
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On déduit du lemme 7.4.2 (ii) que
C2

1 [C
′
3/ ⊢ ⊥]→ ⊢ (C′

1 ∨ C′
2 ∨ C′

3)
→ et C1

2 [C
′
3/ ⊢ ⊥]→ ⊢ (C′

1 ∨ C′
2 ∨ C′

3)
→ .Il suit (lemme 7.4.2 (i))

C2
1 [C

′
3/ ⊢ ⊥]→ ⊢ C→

3 et C1
2 [C

′
3/ ⊢ ⊥]→ ⊢ C→

3 .Appelons D, respe
tivement Dt la disjon
tion pour i > 3 des 
onditions asso
iées auxarbres Ai, respe
tivement t(Ai).Dans le 
as C 6= E ∨ F il nous reste à montrer
(((C2

1 [C
′
3/ ⊢ ⊥] ∨ C2

1 [C
′
3/ ⊢ ⊥]) ∧ (E → B, F → B, Γ ⊢ C)) ∨ Dt)→

⊢ ((C3 ∧ (E ∨ F ) → B, Γ ⊢ C)) ∨ D)→ ,
e qui dé
oule de 
e qui pré
ède, de la distributivité et de l'hypothèse d'indu
tion. Le
as C = E ∨ F est analogue.Preuve (iv) : on pro
ède de façon analogue aux 
as pré
édents. On dé�nit 
ette foisune tradu
tion t et une tradu
tion tB paramétrée par un arbre B de 
on
lusion F →
B, Γ ⊢ F , par indu
tion sur la longueur de la plus longue bran
he ne 
ommençant paspar une règle (∧droite).
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Dé�nition de t dans le 
as où C 6= E ∧ F

A
A

A
A

A
A

A
A

AA
A
A
A
A
A
A

A1

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A2

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

A3. . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E ∧ F

�
�
�
�
�
�
�
�
��

B, Γ′ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ Cave
 Γ′ = {(E ∧ F ) → B} ∪ Γ

↓

A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A

A
′

3

E → (F → B), Γ ⊢ E ∧ F

�
�
�
�
�
�

A
′

1

E → (F → B), Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
�

E → (F → B), F → B, Γ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

t(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
E → (F → B), Γ ⊢ C
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Dé�nition de t dans le 
as où C = E ∧ F

A
A
A
A
A
A

A1

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A2

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

. . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E ∧ F

↓

A
A
A
A
A
A

A
′

1

Γ′ ⊢ E

�
�
�
�
�
�

Γ′, F → B ⊢ E ∧ F

A
A
A
A
A
A

A
′

1

Γ′ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

t(A2)

Γ′ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

. . .
A
A
A
A
A
A

t(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
E → (F → B), Γ ⊢ E ∧ Fave
 Γ′ = {E → (F → B)} ∪ Γ
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Dé�nition de tB dans le 
as où C 6= E ∧ F

A
A

A
A

A
A

A
A

AA
A
A
A
A
A
A

A1

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A2

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

A3. . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E ∧ F

�
�
�
�
�
�
�
�
��

B, Γ′ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ Cave
 Γ′ = {(E ∧ F ) → B} ∪ Γ

↓

A
A
A
A
A
A

B

F → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

F → B, B,Γ ⊢ C . . .
A
A
A
A
A
A

tB(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
F → B, Γ ⊢ C
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Dé�nition de tB dans le 
as où C = E ∧ F

A
A
A
A
A
A

A1

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A2

(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

. . .
A
A
A
A
A
A

Ai

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(E ∧ F ) → B, Γ ⊢ E ∧ F

↓

A
A
A
A
A
A

B

F → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

Γ′, B ⊢ E ∧ F

A
A
A
A
A
A

tB(A1)

F → B, Γ ⊢ E

�
�
�
�
�
� A

A
A
A
A
A

A
′′

2

F → B, Γ ⊢ F

�
�
�
�
�
�

. . .
A
A
A
A
A
A

tB(Ai)

. . . ⊢ .

�
�
�
�
�
�

. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
F → B, Γ ⊢ E ∧ Fave
 Γ′ = {F → B} ∪ Γ

Les transformations A −→ A′ , et A −→ A′′ sont dé�nies de façon analogueaux 
as pré
édents. On rempla
e 
ette fois 
i dans les parties droites des séquents laformule (E ∧ F ) → B par la formule E → (F → B) pour A −→ A′ , par la formule
F → B pour A −→ A′′. Les 
onditions asso
iées sont 
lairement équivalentes pour
A −→A′, On obtient une 
ondition plus forte pour A −→A′′.Appelons CB la 
ondition asso
iée à l'arbre B. On montre tout d'abord par indu
tionsur la dé�nition de tB que

CtB→ ⊢ (C ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ C)))→ .Le 
as initial ne pose pas de problèmes.Voyons le pas d'indu
tion. 107



Appelons Ci et C′′
i les 
onditions asso
iées aux arbres Ai, A′′

i pour i = 1, 2, 3. Il estévident que C′′→
i ⊢ C→

i , et que C→
1 ∧ C→

2 ⊢ C→
3 .Appelons CtB , respe
tivement CtB

1 , les 
onditions asso
iées aux arbres tB(A), res-pe
tivement tB(A1). Appelons D, respe
tivement DtB , la disjon
tion pour i > 3 des
onditions asso
iées aux arbres Ai, respe
tivement tB(Ai) des s
hémas dé�nissant latradu
tion tB.remarquons tout d'abord que l'hypothèse d'indu
tion entraîne que
DtB→ ⊢ (D ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ C)))→ . (∗)En e�et, 
e
i est vrai pour 
ha
une des 
onjon
tions 
onditions asso
iées aux arbresAi,

i > 3, prémisses d'une même règle. Voyons le 
as où la règle en question est une règle�(→ gauche)� (tous les autres 
as sont évidents). Nous devons montrer, pour A → B ∈ Γque
(((A → B, Γ ⊢ A) ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ A))) ∧ ((A → B, B, Γ ⊢ C) ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ C))))→

⊢ (((A → B, Γ ⊢ A) ∧ (A → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ C)))→ .On le déduit fa
ilement de
((A → B, Γ ⊢ A) ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ A)))→ ⊢ (A → B, Γ ⊢ A)→ .Voyons maintenant le pas d'indu
tion dans 
ha
un des deux 
as 
onsidérés pour ladé�nition de tB.Cas C 6= E ∧ F : nous pouvons déduire de 
e que A −→A′′ envoie une 
ondition surune 
ondition plus forte, et de (∗)

((CB ∧ (F → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ DtB)→

⊢ (CB ∧ (F → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ C)) ∨ D)→ ,et don
, en distribuant, et en remarquant que les séquents B, Γ ⊢ C, F → B, B, Γ ⊢ Cet (E ∧ F ) → B, B, Γ ⊢ C sont équivalents, et que D→ ⊢ C→,
((CB ∧ (F → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ DtB)→ ⊢ ((C2 ∧ (B, Γ ⊢ C)) ∨ C)→ .

Cas C = E ∧ F : il nous faut montrer que108



((CB ∧ (F → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ (CtB

1 ∧ C′′
2 ) ∨ DtB)→

⊢ ((CB ∧ (B, Γ ⊢ C)) ∨ (C1 ∧ C2) ∨ D)→ .On a par hypothèse d'indu
tion, et 
omme A −→ A′′ envoie une 
ondition sur une
ondition plus forte,
((CB ∧ (F → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ (CtB

1 ∧ C′′
2 ) ∨ DtB)→

⊢
((CB ∧ (F → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ (((CB ∧ (B, Γ ⊢ C)) ∨ C1) ∧ C2) ∨ (CB ∧ (B, Γ ⊢ C)) ∨D)→ ,
e qui donne le résultat après développement (C = (Mc1 ∧ C2) ∨ D).On montre maintenant par indu
tion sur la dé�nition de t que

Ct[CtBi /(E → (F → B), F → B, Γ ⊢ C)]i∈N ⊢ C→ ,pour un 
hoix 
onvenable des arbres Bi pour 
haque o

urren
e de la formule E →
(F → B), F → B, Γ ⊢ C. On dé�nit 
e 
hoix au fur et à mesure de l'indu
tion.Appelons Ci et C′

i les 
onditions asso
iées aux arbres Ai, A′

i pour i = 1, 2, 3. Il estévident que C′→
i ≡ C→

i , et que C→
1 ∧ C→

2 ⊢ C→
3 .Appelons Ct, respe
tivement Ct

1, les 
onditions asso
iées aux arbres t(A), respe
ti-vement t(A1). Appelons D, respe
tivement Dt, la disjon
tion pour i > 3 des 
onditionsasso
iées aux arbres Ai, respe
tivement t(Ai) des s
hémas dé�nissant la tradu
tion t.Cas C 6= E ∧ F : il nous faut montrer que
((C′

1[C
′
3/ ⊢ ⊥] ∧ CtB) ∨ Dt)→ ⊢ C→ ave
 C = (C3 ∧ ((E ∧ F ) → B, B, Γ ⊢ C)) ∨ D .On 
hoisit pour B, l'arbre A′′

2 dans lequel toutes les o

urren
es de F → BΓ ⊢ E ∧ F ,qui ne donnent plus lieu à des redondan
es, sont rempla
ées par l'arbreA′′

3. On obtientbien ainsi une rétro-dérivation. La 
ondition asso
iée à l'arbre B équivaut à C′′
2 ∨ C′′

3(lemme 7.4.2 (ii)), don
 entraîne C2 ∨ C3.On utilise l'hypothèse d'indu
tion, le résultat pré
édent sur tB, le lemme 7.4.2 (ii) etle fait A −→A′ envoie une 
ondition sur une 
ondition équivalente. On obtient
((C′

1[C
′
3/ ⊢ ⊥] ∧ CtB) ∨ Dt)→ ⊢ ((C1 ∨ C3) ∧ (C ∨ ((C2 ∨ C3) ∧ (B, Γ ⊢ C))) ∨ D)→et on en déduit le résultat en remarquant que (C1 ∧ C2)

→ ⊢ C→
3 .109



Cas C = E ∧ F : il nous faut montrer que
((C′

1 ∧ (CtB) ∨ (C′
1 ∧ Ct

2) ∨ Dt)→ ⊢ C→ ave
 C = (C1 ∧ C2) ∨ D .On 
hoisit pour B, l'arbreA′′

2. On obtient bien ainsi une rétro-dérivation. La 
onditionasso
iée à l'arbre B équivaut à C′′
2 ,et don
 entraîne C2.On utilise l'hypothèse d'indu
tion, le résultat pré
édent sur tB, et le fait que A −→

A′ envoie une 
ondition sur une 
ondition équivalente. On obtient
((C′

1 ∧ (Ct′) ∨ (C′
1 ∧ Ct

2) ∨ Dt)→ ⊢ ((C1 ∧ (C ∨ (C2 ∧ (B, Γ ⊢ C)))) ∨ (C1 ∧ C2) ∨ D)→et on en déduit le résultat.7.4.4 La suite est génératri
eLemme 7.4.9 Si le séquent (Γ ⊢ C) se rétro-dérive en une 
ondition C par une rétro-dérivation à partie gau
he 
onstante, alors Γ → C >(adn) C
→.Preuve : en vertu du lemme 7.4.7 il su�t de montrer qu'une telle rétro-dérivation peutse ramener à des rétro-dérivations sur un séquent non-redondant. On montre 
e résultatpar indu
tion sur les parties gau
hes des séquents ave
 le lemme 7.4.8. Mais dé�nissonstout d'abord un pré-ordre bien fondé sur les ensembles de formules utilisé pour 
etteindu
tion. On dé�nit pour 
ela une mesure sur les ensembles de formules :� le poids des 
onne
teurs �∨, →, � est 1, le poids du 
onne
teur �∧� est 2 ;� la mesure d'une formule est la somme des poids des 
onne
teurs apparaissant dansune formule ;� la mesure d'un ensemble de formules est la suite des mesures des formules de 
etensemble, rangées par ordre dé
roissant.On adopte 
omme pré-ordre sur les ensembles de formules, l'ordre lexi
ographiquesur la mesure 
i-dessus dé�nie de 
es ensembles. Ce pré-ordre est bien fondé, 
ar l'ordreasso
ié sur les multi-ensembles d'entiers est bien fondé.Montrons maintenant le pas d'indu
tion. Si le séquent Γ ⊢ C en question estredondant, alors (voir dé�nition 7.4.6), on a 4 
as possibles.Soit il existe deux formules A et B telles que A → B ∈ Γ et B ∈ Γ. On seramène alors par le lemme 7.4.8 (i) à une rétro-dérivation à partie gau
he 
onstantesur le séquent Γ − {A → B} ⊢ C, qui est de mesure inférieure à Γ ⊢ C. En e�et,on supprime une formule, on a don
 une suite de mesures plus 
ourte extraite dela pré
édente, et don
 inférieure dans l'ordre lexi
ographique, 
ar 
es mesures sontrangées par ordre dé
roissant.Soit il existe trois formules E, F et B telles que (E → F ) → B ∈ Γ, E ∈ Γ et

B 6∈ Γ. On se ramène alors par le lemme 7.4.8 (ii) à une rétro-dérivation à partiegau
he 
onstante sur le séquent Γ[F → B/(E → F ) → B] ⊢ C, qui est de mesureinférieure à Γ ⊢ C. En e�et, on rempla
e une formule de la partie gau
he par uneformule de mesure inférieure. 110



Soit il existe trois formules E, F et B telles que (E ∨ F ) → B ∈ Γ et B 6∈ Γ.On se ramène alors par le lemme 7.4.8 (iii) à une rétro-dérivation à partie gau
he
onstante sur le séquent Γ[E → B, F → B/(E ∨ F ) → B] ⊢ C, qui est de mesureinférieure à Γ ⊢ C. En e�et, on rempla
e une formule de la partie gau
he par deuxformules de mesure inférieure.Soit il existe trois formules E, F et B telles que (E ∧ F ) → B ∈ Γ et B 6∈ Γ.On se ramène alors par le lemme 7.4.8 (iv) à un nombre �ni de rétro-dérivations àpartie gau
he 
onstante.L'une porte sur le séquent Γ[E → (F → B)/(E ∧F ) → B] ⊢ C, qui est de mesureinférieure à Γ ⊢ C. En e�et, on rempla
e dans une formule de la partie gau
he le
onne
teur �∧� de poids 2 par le 
onne
teur �→� de poids 1.Les autres portent sur le séquent Γ[F → B/(E ∧ F ) → B] ⊢ C, qui est de mesureinférieure à Γ ⊢ C. En e�et, on rempla
e une formule de la partie gau
he par uneformule de mesure inférieure.Proposition 7.4.10 Toute règle admissible est 
onséquen
e intuitionniste des règles
(adn).Preuve : il su�t de démontrer 
e résultat pour les règles rétro-dérivables d'après laproposition 5.5.3. D'après le lemme 7.4.1, il su�t de démontrer 
e résultat pour des règlesrétro-dérivables utilisant des rétro-dérivations à partie gau
he 
onstante. On 
on
lut parle lemme 7.4.9 pré
édent.7.5 Une axiomatisation in�nie de l'admissibilitéRésumons les résultat de 
ette se
tion dans la proposition suivante.Proposition 7.5.1 La suite des règles (adn)n∈N est une suite stri
tement 
roissante, ausens où l'une d'entre elle n'est pas 
onséquen
e des pré
édentes, de règles admissibles, quiengendrent par 
onséquen
e intuitionniste toutes les règles admissibles.Corollaire 7.5.2 Il n'existe pas de suite �nie de règles qui engendrent par 
onséquen
eintuitionniste toutes les règles admissibles.Preuve : on le déduit de la proposition pré
édente. Supposons qu'une telle suite �-nie de règles existe. Ces règles sont 
onséquen
es des règles (adn)n∈N, puisqu'elles sontadmissibles, et d'un nombre �ni de règles parmi les règles (adn)n∈N, puisqu'elles sonten nombre �ni, et par dé�nition de la notion de 
onséquen
e entre règles (voir dé�ni-tion 7.2.1). Un nombre �ni de règles parmi les règles (adn)n∈N engendreraient don
 toutesles règles admissibles, en parti
ulier toutes les règles (adn)n∈N, 
e qui 
ontredirait le faitque 
ette suite est stri
tement 
roissante.Le résultat de 
e 
orollaire est également démontré (de façon di�érente) par V.V.Rybakovdans [Ry 85℄. 111



Des remarques sur la preuveLes transformations données au lemme 7.4.2 sont 
onnues dans un autre 
adre. Ellespermettent de donner une version du 
al
ul des séquents intuitionniste tel que la re
her
hed'une preuve dans 
e système ne né
essite plus le test de redondan
e. Cependant onperd la propriété de la sous-formule, du moins sous sa forme usuelle, et 
ela le rendtrès di�
ilement manipulable, pour une preuve dire
te de la 
omplétude de la rétro-dérivation.Il semble que 
ette méthode soit 
onnue depuis longtemps en URSS (Vorob'ev en 58).Des versions ré
entes ont été données par J. Hudelmaier et R. Dy
ko� [Dy 91℄, qui deplus donne une bibliographie à 
e sujet, et dont je tiens 
es renseignements. L'indu
tionutilisée au lemme 7.4.9 repose sur un ordre analogue à 
elui utilisé par R. Dy
ko�. Dansnotre 
as des 
ompli
ations viennent du fait que l'on doit étudier en quelque sorte lafaçon dont se traduit l'ensemble des preuves possibles d'un séquent, et non seulement
omment une preuve peut se traduire. Par 
ontre, nous n'avons pas à envisager le 
as oùle séquent ra
ine 
ontient une variable propositionnelle.
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8 Une logique où les règles admissibles sont dérivablesLa logique que nous présentons ne semble pas avoir grand intérêt en tant que telle,en parti
ulier l'axiome qui la dé�nit ne semble pas s'interpréter fon
tionnellement. Lerésultat est plut�t négatif, à savoir que la logique 
lassique n'est pas la plus petite logiqueau dessus de la logique intuitionniste dans laquelle toutes les règles admissibles en logiqueintuitionniste sont dérivables.8.1 PréliminairesSi l'on ajoute des axiomes, la relation d'admissibilité est en général transformée. Apriori rien ne permet de dire qu'une règle reste admissible, puisqu'éventuellement denouvelles substitutions valident ses prémisses, et rien ne permet de dire qu'une règlene devient pas admissible, puisqu'éventuellement de nouvelles substitutions valident sa
on
lusion.On peut 
ependant énon
er la 
onséquen
e des résultats de la se
tion 5 qui suit.Proposition 8.1.1 Les formules ayant mêmes 
onséquen
es dérivables et admissiblesdans la logique intuitionniste, gardent 
ette propriété dans toute logique plus forte que lalogique intuitionniste.Preuve : 
'est une 
onséquen
e immédiate du 
orollaire 5.5.5. Si la formule est uneantilogie le résultat est évident. On 
onsidère la 
ara
térisation donnée par la troisième
lause de 
e 
orollaire, à savoir qu'une formule G a mêmes 
onséquen
es admissibles etdérivables si et seulement s'il existe p substitutions s1, . . . , sp telles que ⊢ s1(G), . . . ,⊢
sp(G) et pour toute proposition C, s1(C) ∧ . . . ∧ sp(C) ⊢ G → C.Ces substitutions véri�ent de même dans une logique (AX) plus forte que la logiqueintuitionniste, ⊢(AX) s1(G), . . . ,⊢(AX) sp(G) . Don
 par dé�nition de l'admissibilité,

si G ≫(AX) C, alors ⊢(AX) s1(C), . . . ,⊢(AX) sp(C) .Mais 
omme s1(C) ∧ . . . ∧ sp(C) ⊢ G → C, on a :
⊢(AX) G → C .8.2 Dans la logique AD les règles admissibles sont dérivablesOn 
onsidère dans la suite l'axiome suivant (
orrespondant à la règle (ad1)).

((A → B) → C ∨ D) → ((A → B) → C) ∨ ((A → B) → D) ∨ ((A → B) → A) (AD)Il s'agit bien-sûr d'un s
héma d'axiomes. Comme 
et axiome est valide 
lassiquement,
ette logique n'est pas 
ontradi
toire.On notera dans la suite �⊢AD� pour la relation de dédu
tion dans la logique intui-tionniste augmentée de l'axiome (AD), que l'on appelle logique AD.113



Lemme 8.2.1 Dans la logique AD, les formules suivantes sont démontrables.
((A → B) →

n
∨

i=1

Ci) → (
n

∨

i=1

(A → B) → Ci) ∨ ((A → B) → A)Preuve : par ré
uren
e sur n.Lemme 8.2.2 Dans la logique AD toutes les règles (adn)n∈N∗ dé�nies au paragraphe 7.1sont dérivables.Preuve : par ré
uren
e sur n. C'est évident pour n = 1. Supposons que la règle (adn)soit dérivable ave
 l'axiome (AD).
{αi → βi}1≤i≤n

→ (γ ∨ δ) ⊢AD



































n
∨

j=1

({αi → βi}1≤i≤n
→ αj)

∨({αi → βi}1≤i≤n
→ γ)

∨({αi → βi}1≤i≤n
→ δ)On en déduit que

(αn+1 → βn+1) → ({αi → βi}1≤i≤n
→ (γ ∨ δ))

⊢AD (αn+1 → βn+1) →



































n
∨

j=1

({αi → βi}1≤i≤n
→ αj)

∨({αi → βi}1≤i≤n
→ γ)

∨({αi → βi}1≤i≤n
→ δ)On en déduit (lemme pré
édent) que

{αi → βi}1≤i≤n+1 → (γ ∨ δ) ⊢AD



































n+1
∨

j=1

({αi → βi}1≤i≤n+1
→ αj)

∨({αi → βi}1≤i≤n+1
→ γ)

∨({αi → βi}1≤i≤n+1
→ δ)
'est à dire que (adn+1) est dérivable. 114



Proposition 8.2.3(i) Toutes les règles admissibles en logique intuitionniste sont dérivables dans la logiqueAD.(ii) Toutes les règles admissibles dans la logique AD sont dérivables dans 
ette mêmelogique.Preuve (i) : 
'est une 
onséquen
e immédiate du lemme 8.2.2, puisque d'après la pro-position 7.5.1, l'admissibilité en logique intuitionniste est entièrement 
apturée par lesrègles (adn)n∈N∗ plus la dérivation.Preuve (ii) : soit une règle admissible dans la logique AD d'ensemble des prémisses Γ .On sait, d'après la proposition de 
omplétude 5.5.3 et le 
orollaire 5.5.4, qu'il existe pourtout ensemble �ni de formules Γ un ensemble de formules Γad ayant mêmes 
onséquen
esadmissibles et dérivables, et véri�ant Γ ⊣≫ Γad.D'après la proposition 7.5.1, l'admissibilité en logique intuitionniste est entièrement
apturée par les règles (adn)n∈N∗ . On déduit don
 du lemme 8.2.2 que dans la logiqueAD,
Γ ≡AD Γad ,et d'après la proposition 8.1.1 Γ a mêmes 
onséquen
es admissibles et dérivables.8.3 La logique AD n'est pas la logique 
lassiqueOn va étudier les équivalen
es sur les formules à une variable.Proposition 8.3.1 L'ensemble des formules à une variable quotienté par l'équivalen
edans la logique AD 
omporte 8 
lasses. Le treillis quotient pour la dédu
tion est 
elui dela �gure 
i-dessous. En parti
ulier, la logique AD n'est pas la logique 
lassique.
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A0 = ⊥

A1 = α¬α = A2

A4 ≡ ¬¬αα ∨ ¬α = A3

A5 ≡ ¬α ∨ ¬¬α¬¬α → α ≡ A6

(¬¬α → α) ∨ ¬¬α ≡ ⊤
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Preuve : tout d'abord, on déduit des résultats synthétisés à la �gure 6, paragraphe 6.3,que A8 ≡AD A5 et A10 ≡AD A7. Comme A10 = A8 → A5, on a ⊢AD A7. Cela montredon
 que toutes les formules de la logique AD sont équivalentes à l'une des 8 indiquéessur le s
héma 
i-dessus, et que le treillis à une variable est 
elui indiqué, ou un quotientde 
elui indiqué.Il su�t maintenant de montrer que toutes les instan
es de l'axiome (AD) sur 
e treillissont triviales. En e�et l'on peut toujours dériver une formule à une variable, uniquementà partir de formules à une variable (si 
e n'est pas le 
as, on peut substituer les autresvariables par ⊥).Remarquons tout d'abord que toute instan
e de (AD) ave
 B = ⊥ sur des formulesà une variable est triviale, et 
e déjà en logique intuitionniste. En e�et si ⊢ A → B,l'instan
e est démontrable intuitionnistiquement. Hors 
e 
as, ne restent 
omme instan
espossibles pour A que α,¬α,¬¬α don
 A → B équivaut soit à α, soit à ¬α. Dans lesdeux 
as, soit les deux formules à une variables C et D sont 
onséquen
e de A → B,soit l'une d'entre elle est 
onséquen
e de l'autre, et l'instan
e de (AD) obtenue dans
ha
un de 
es deux 
as est prouvable intuitionnistiquement.Ce
i prouve d'ailleurs que la logique AD ne s'axiomatise pas ave
 le s
héma d'axiomes
[¬A → (C ∨ D)] → (¬A → C) ∨ (¬A → D) .On véri�e maintenant fa
ilement qu'une instan
e de (AD) est prouvable dans l'undes 
as suivants :� l'une des formules A, B, C, D, A → B, C ∨ D est équivalente à ⊥ ou ⊤,� la formule (A → B) → A prouvable,� la formule C est 
onséquen
e de la formule D, ou ré
iproquement,� la formule C ou la formule D est 
onséquen
e de A → B.On élimine ainsi les instan
es telles que A → B ≡ ¬α. En e�et dans 
e 
as,soit Cou D est 
onséquen
e de ¬α, soit C est 
onséquen
e de D ou ré
iproquement.On peut don
 se restreindre à des instan
es de l'axiome telles que A → B ≡ ¬¬αet A ∈ {¬α, α ∨ ¬α,¬¬α → α} (A n'est pas 
onséquen
e de A → B), ou telles que

A → B ≡ ¬¬α → α et A ∈ {¬¬α,¬α ∨ ¬¬α}. Les instan
es de l'axiome où A ∈
{α ∨ ¬α,¬¬α → α} sont 
onséquen
es de 
elles où A = ¬α. Les instan
es de l'axiomeoù A = ¬α ∨ ¬¬α sont 
onséquen
es de 
elles où A = ¬¬α.On peut également se restreindre aux instan
es de C et de D égales à {α,¬α},
{¬α,¬¬α} ou {α∨¬α,¬¬α} (C ∨D n'est pas (AD)-prouvable, C n'est pas 
onséquen
ede D et vi
e versa). les instan
es de l'axiome dans le 
as {C, D} = {α ∨ ¬α,¬¬α}, sont
onséquen
es de 
elles dans le 
as {C, D} = {¬α,¬¬α}.Il nous reste don
 à étudier les 
as suivants(a) A → B ≡ ¬¬α et A = ¬α, et {C, D} = {α,¬α} ;(b) A → B ≡ ¬¬α → α et A = ¬¬α et {C, D} = {α,¬α} ;(
) A → B ≡ ¬¬α → α et A = ¬¬α et {C, D} = {¬α,¬¬α}.116



Dans le 
as (a) on obtient 
omme instan
e
(¬¬α → α ∨ ¬α) → (¬¬α → α) ∨ (¬¬α → ¬α)qui équivaut à (¬¬α → α) → (¬¬α → α), don
 est prouvable.L'instan
e dans le 
as (b) est une 
onséquen
e de 
elle dans le 
as (
).Dans le 
as (
) on obtient 
omme instan
e

((¬¬α → α) → ¬α ∨ ¬¬α) → ((¬¬α → α) → ¬α) ∨ ((¬¬α → α) → ¬¬α)qui équivaut à ((¬¬α → α) → α ∨ ¬α) → (¬α ∨ ¬¬α), 
'est à dire A8 → A5, don
 est(AD)-prouvable.Remarquons que l'on peut en déduire que 
ette logique n'a pas la propriété de dis-jon
tion puisque ⊢AD (¬¬α → α) ∨ ¬¬α mais 0AD ¬¬α → α et 0AD ¬¬α.
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Con
lusionDeux voies restent à explorer, qui ne sont pas abordées i
i. D'une part l'extension de
es résultats à des théories plus fortes, logique du premier ordre, 
al
ul propositionnel duse
ond ordre,. . .On peut espérer étendre les 
ara
térisations en terme de rétro-dérivationou de substitution, mais bien-sûr pas les résultats de dé
idabilité.D'autre part,se pose le problème d'une éventuelle interprétation fon
tionnelle desrègles admissibles. Une appro
he, si 
e n'est systématique, du moins un peu uniforme detelles interprétations, est elle possible ?Par ailleurs la méthode semble su�samment générale pour pouvoir être mise en ÷uvrepour d'autre 
al
uls propositionnels.
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