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Résumé

Le travail suivant tente d’éclaicir les liens entre admissibilité et dérivabilité en
calcul propositionnel intuitionniste.

La premiére partie (sections 1, 2, 3) donne des conditions simples pour que
ces deux notions soient identiques. On utilise en particulier une sorte particuliére
de substitutions (définie en section 2), dont on montrera dans la deuxiéme partie
qu’elles caractérisent, en un certain sens, ’admissibilité.

La deuxiéme partie (sections 4, 5) réutilise certaines des méthodes introduites
(les substitutions introduites dans la section 2), et des cas particuliers trés simples
des résultats montrés en section 3, pour obtenir une caractérisation de 1’admis-
sibilité par la “rétro-dérivation” en calcul des séquents. C’est le résultat central
de la thése. On obtient ainsi certains résultats de décidabilité, en particulier la
décidabilité de ’admissibilité, ainsi que d’autres caractérisations.

La troisiéme partie (section 6, 7) illustre le résultat précédent et en donne des
applications. On décrit complétement en section 6 le cas & une variable. On donne
en section 7 une axiomatisation dénombrable de ’admissibilité, et ’on en déduit
I'impossibilité d’une axiomatisation finie. On en déduit en section 8 que la logique
classique n’est pas la plus petite logique au dessus de la logique intuitionniste telle
que toutes les régles admissibles soient dérivables.

Un résumé plus conséquent est donné dans I'introduction.



Admissible rules in Intuitionistic Propositional Calculus.

Abstract

A rule is said admissible in a logic if the set of valid formulae of this logic is
closed under this rule. In classical propositional calculus all admissible rules are
derivable (provable inside the logic), but that is not the case in intuitionistic logic.
In this thesis we study how admissibility is related with derivability in Intuitionistic
propositional calculus.

The first part gives sufficient syntactic conditions for admissible rules to be
derivable. We define a particular class of substitutions useful when dealing with
admissibility.

The second part uses this class of substitution and simple particular cases of the
first part to give characterization of admissibility using the intuitionistic sequent of
calculus (precisely a kind of “retro-derivation” in sequent calculus). It is the central
result of the thesis. It leads to decidable criteria for admissibility and other related
notions.

The third part illustrates these results and gives applications of them. The one
variable case is completely described. We give then a complete countable axio-
matization of admissibility, and we infer that their is no finite one. We use this
axiomatization to exhib the least super-intuitionistic Logic in which all intuitionis-
tic admissible rules are derivable. In this logic every admissible rule is derivable,
and this is not Classical Logic.
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Introduction

L’intuitionnisme, tel qu’il est introduit par Brouwer au début de ce siécle, est une
philosophie des mathématiques qui s’inscrit dans la controverse de 1’époque sur les fon-
dations. L’une de ses caractéristiques est de remettre en cause la logique classique. Les
preuves doivent étre constructives et en particulier, la loi du tiers-exclu, “A VvV —A” n’est
pas valide a priori (voir [Du 77|, [Tr vD 88|, [vD 86|, [Gi 87| en particulier le chapitre I).

La logique dite intuitionniste a été formalisée sous sa forme actuelle par Heyting en
1930.

Bien que diverses traditions plus ou moins proches de I'intuitionnisme soient toujours
bien vivantes actuellement, elles semblent concerner et intéresser un nombre restreint de
mathématiciens non logiciens ou informaticiens.

Cependant, indépendemment de tout point de vue sur les fondations, la programma-
tion a donné de nouvelles motivations a I’étude et au développement de systémes formels
de logique intuitionniste. En effet une preuve en logique intuitionniste, formalisée en
déduction naturelle, peut s’écrire comme un A-terme typé, et le A-terme extrait comme
un programme qui réalise en un certain sens la spécification donnée par la proposition
prouvée. Il est important du point de vue informatique que cette transformation soit tres
naturelle, et ne fasse pas intervenir de codages intermédiaires. C’est ce qui la différencie
par exemple des notions de réalisabilité en terme de fonctions récursives (Kleene 45).

La logique intuitionniste de Heyting a d’autre part pour intérét sa proximité avec la
logique classique : le langage est le méme, tout énoncé prouvable intuitionnistiquement
est prouvable en logique classique, il existe une traduction de la logique classique en
logique intuitionniste (——-traduction de Godel), les fonctions récursives prouvables dans
les arithmétiques classiques et intuitionnistes sont les mémes.

Un phénomeéne intervient souvent en logique intuitionniste. Choisissons une notion
de “régle” trés générale : si les formules Ay, ..., A,,, (moyennant éventuellement certaines
restrictions syntaxiques sur ces formules) sont prouvables, alors il existe un terme ¢ et
une formule C; tel que C;(¢) est prouvable (dans le cas propositionnel, C;). Par exemple
on peut montrer dans 'arithmétique de Heyting la propriété de disjonction : si AV B
est prouvable A est prouvable ou B est prouvable, ou plus généralement, si H satisfait
certaines hypothéses, H — A est prouvable ou H — B est prouvable. La propriété
d’existence est analogue, si A est prouvable, il existe un terme t tel que A(t) soit
prouvable. Ces derniéres propriétés sont éminemment liées au caractére constructif de la
logique intuitionniste.

Les propriétés de disjonction et d’existence étant connues, on peut reformuler la
notion de régle introduite ci-dessus sans perdre de généralité : si les formules Ay, ..., A,,
moyennant certaines restrictions sur ces formules, sont prouvables alors la formule C' est
prouvable (on pose C' la disjonction des clotures existentielles des C;).

Ces propriétés de cloture sont souvent utiles. Par exemple, pour montrer que les



fonctions récursives prouvables dans ’arithmétique classique sont les fonctions prouvables
dans l'arithmétique intuitionniste, on est amené & montrer la cloture des théorémes
de Parithmétique intuitionniste (HA) sous (un cas particulier de) la régle de Markov
(voir [Fr 77]) : si Fga Yn,m(p(n,m) V —@(m,n)) et Fga ——=Imp(m,n)) alors Fya
Imp(m,n)). (voir également [Tr 73] pour cet exemple et d’autres). Remarquons qu’a
la régle de Markov correspond un axiome, le principe de Markov, qui s’exprime dans
le langage de I'arithmétique. Ce principe n’est pas intuitionnistiquement démontrable
(|Tr 73, vD 86]).

Le but de cette thése est d’étudier ce phénoméne dans le cadre restreint du cal-
cul propositionnel. Plus précisément, on s’interesse aux régles du type : si les formules
Ay, ..., A, sont prouvables, alors la formule C' est prouvable. Quand une de ces régles
n’introduit pas de nouveaux théorémes, elle sera dite admissible. Il peut arriver, comme
pour le principe de Markov, que I’axiome correspondant (A; A... A A,) — C ne soit pas
prouvable, et on dit que la régle n’est pas dérivable. Ce phénoméne est fortement lié a
I'impossibilité de donner en calcul des séquents intuitionniste propositionnel (une seule
formule a droite) les régles gauche de “—" et droite du “V” de fagon inversible. Une régle
est inversible quand la conjonction des prémisses de la régle équivaut a la conclusion. On
peut considérer que ’axiomatisation de I’admissibilité donnée en section 7 donne une for-
mulation précise de ce que le phénoméne des régles admissibles non dérivables se réduit a
la non-inversibilité de ces deux régles. D'une fagon plus générale ce phénoméne est donc
lié & ce qui fait la spécificité de la logique intuitionniste : interprétation fonctionnelle des
preuves, propriété de disjonction.

Il est & remarquer que la non-inversibilité de ces régles est également liée en séman-
tique de Kripke ([Kr 63, Kr 65]) a “I’arborescence” des modéles. Plus précisément, la
régle (— gauche) est liée a la longueur des branches, la régle (Vdroite) au branchement.

Cependant, 'apparition de régles admissibles non dérivables nécessite la présence
simultanée de ces deux régles, comme le montrent les résultats de la premiére partie
de cette thése (on montre par exemple que dans le fragment sans le connecteur “—”,
comme celui sans le connecteur “V” toute les régles admissibles sont dérivables, et d’autre
résultats plus généraux qui vont dans le méme sens).

Essayons de préciser. Un résultat central de la thése est qu'une régle admissible s’ob-
tient, soit par dérivation, soit par la recherche des preuves possibles d’éventuelles sub-
stituées des prémisses de cette régle en calcul des séquents (d’ou le lien avec 'existence
de régles non-inversibles), soit par composition de ces deux procédés. En particulier on
ne peut rien dire des preuves possibles d’'un séquent qui contient une variable proposi-
tionnelle, d’ou la nécessité de la présence simultanée des deux régles non inversibles pour
I’apparition de regles admissibles non dérivables.

Le calcul des séquents de Gentzen n’est utilisé ici que de fagon “statique” et non
“dynamique” : on utilise par exemple seulement l’existence d’une démonstration sans
coupures, et non I’élimination des coupures. De ce point de vue, on pourrait également
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penser utiliser la méthode des tableaux sémantiques de Beth. Celle-ci correspond, (comme
remarqué dans [Be 65]) & une formulation du calcul des séquents avec plusieurs formules
a droite, et une restriction sur la régle droite de “—”, qui est alors la seule régle non
inversible du calcul. Le phénoméne des régles admissibles non dérivables s’analyserait
alors d’une facon analogue.

Contenu de la thése

Le point de départ de ce travail m’a été donné par la lecture du manuscript d’une
conférence de W.Dekkers donné & Edinburgh, dans le cadre du Jumelage A-calcul typé 89.
W.Dekkers montre que pour les formules écrites seulement avec le connecteur “—”, régles
admissibles et dérivables sont les mémes. Son argument est astucieux mais trés simple. 1l
suffit, pour une régle donnée de prémisse A et de conclusion C', de substituer a chaque
variable o dans ces formules la formule A — «, et de remarquer que cette substitution
“s’hérite” pour les formules dans le fragment considéré, a savoir que la substituée de A est
prouvable, et que celle de C' est équivalente & A — C. On montre donc que si cette régle
est admissible, elle est prouvable, et ceci en utilisant une seule instance de cette regle
(voir pour des précisions la section 3.1). Il se trouve que G.E.Mints avait déja montré ce
résultat et d’autres, en utilisant essentiellement le méme argument ([Mi 72]).

Dans la premiére partie (sections 1 a 3) de cette thése, on étend ce résultat dans deux
directions. D’une part on montre que cet argument permet de caractériser une propriété
plus forte que I'admissibilité (voir section 2 en particulier définition 2.2.3), d’autre part et
surtout on donne des conditions syntaxiques plus générales sous lesquelles admissibilité
égale dérivabilité.

La méthode est le suivante. Pour une formule A donnée, on montre que pour toute
formule C| les régles “si A alors C” admissibles sont dérivables en exhibant un ensemble
fini de substitutions caractéristique (par exemple dans le cas des formules écrites seule-
ment avec le connecteur “—”,on a une seule substitution caractéristique, la substitution
“s(a) = A — ). D’une part ces substitutions doivent valider A, d’autre part la conjonc-
tion des formules obtenues en appliquant ces substitutions & une formule quelconque C'
doit avoir pour conséquence A — C' (par dérivation).

Cette méthode est générale. En effet, on montrera en section 5 (corollaire 5.5.5) la
réciproque, a savoir que si une formule A vérifie pour toute formule C' que les régles “si A
alors C” admissibles sont dérivables, alors il existe un tel ensemble fini de substitutions
caractéristique. On peut d’ailleurs voir a posteriori les résultats de la section 3, comme
une illustration du corollaire 5.5.5.

Dans la deuxiéme partie (sections 4 et 5), on met en évidence une espéce de systéme
de déduction pour 'admissibilité. On ajoute & la dérivation qui donne bien entendu des
régles admissibles, un autre procédé que nous appelons rétro-dérivation (voir section
4) : c’est la formalisation d’une méthode souvent utilisée pour montrer qu’une régle



est admissible. Il s’agit sommairement d’étudier comment peuvent se terminer toutes les
preuves possibles en calcul des séquents d’une formule donnée. Tant que les séquents ainsi
produits ne contiennent pas de variable propositionnelle, ils ne peuvent étre conclusion
que d’un nombre fini de régles (indiquées par les connecteurs principaux des formules du
séquent).

Le résultat essentiel de la section 5 (proposition 5.5.3) est que la combinaison de
la dérivation et de la rétro-dérivation engendrent toutes les régles admissibles. Il s’agit
donc d’un résultat de complétude, et la preuve s’apparente a une preuve de complétude
usuelle. La notion de sémantique est assurée par les substitutions, que l'on peut voir
comme des valuations sur ’ensemble des formules (ou sur le quotient de de celui-ci par
équivalence). Cependant des complications interviennent, du fait que pour pouvoir définir
des substitutions on doit manipuler des ensembles finis de formules (par exemple a la
notion de saturation utilisée usuelle dans les preuves de complétude correspond ici une
saturation sur un ensemble fini). D’autre part la rétro-dérivation n’est pas une notion
simple de déduction, ce qui induit également des perturbations.

On obtient également d’autres résultats comme le corollaire 5.5.5 déja mentionné ci-
dessus, ou la caractérisation suivante de I'admissibilité : pour toute formule A il existe
un ensemble fini de substitutions tel que la régle “si A, alors C” soit admissible si et
seulement si ces substitutions valident la formule C'. Comme par ailleurs un algorithme
inspiré de la preuve de complétude fournit cet ensemble fini, et que la prouvabilité est
décidable en calcul propositionnel intuitionniste, on montre ainsi que 'admissibilité est
décidable.

La troisiéme partie (section 6 & 8) illustre ou donne des applications des résultats
précédents. La section 6 traite complétement le calcul propositionnel & une variable du
point de vue de I'admissibilité. Il s’agit donc d’un exercice assez anecdotique, mais ou
les diverses notions s’illustrent aisément.

La section 7 donne une axiomatisation infinie de ’admissibilité, et utilise fortement
le résultat de complétude. Les régles utilisées pour I'axiomatisation sont exactement
celles dont on a besoin, en plus de régles dérivables, pour exprimer les régles admissibles
obtenues de la facon suivante :

on se place dans le calcul des séquents intuitionniste, avec une seule formule a droite.

Si un séquent qui ne contient que des formules gauche de connecteur principal “—7”,

et une formule droite de connecteur principal “V”, est prouvable, alors la disjonction

des prémisses des régles pouvant avoir ce séquent pour conclusion, est prouvable.
Comme ces régles sont clairement des instances des régles “(— gauche)’et “(V droite)”,
cette axiomatisation lie d’une facon claire I’existence de régles admissibles avec la non
inversibilité de ces deux régles. On obtient ainsi une formalisation plus manipulable
que la rétro-dérivation, mais on perd a priori toute “maitrise” sur les déductions qui
utiliseraient ces régles. En particulier on ne voit pas comment utiliser I’ensemble infini
de régles indiqué pour une procédure de décision.



La preuve de Iaxiomatisation serait une conséquence simple du résultat de complé-
tude, si la rétro-dérivation ne tenait compte des “redondances” (s'il existe une preuve en
calcul des séquents d’une certaine formule, il existe une preuve de la méme formule telle
qu’aucune branche de la preuve ne comporte la répétition d’'un méme séquent). Il faut
donc un procédé pour les éliminer. Celui-ci est analogue a celui utilisé pour donner une
formulation du calcul propositionnel des séquents intuitionniste ne nécessitant pas le test
de redondance pour décider de la prouvabilité (voir [Dy 91]).

On montre également que cette suite infinie de régles est strictement croissante pour
la relation de conséquence, et on en déduit facilement qu’il n'y a pas d’axiomatisation
finie de ’admissibilité.

La section 8 enfin donne une application immédiate des résultats de la section 5 et de
la section 7. On définit une logique au dessus de la logique intuitionniste dans laquelle
toutes les régles, admissibles en logique intuitionniste ainsi que dans cette logique méme,
sont dérivables.

Travaux précédents, comparaisons

Un certain nombre de résultats existent sur les régles admissibles.

G.E.Mints a montré, voir [Mi 72|, qu’admissibilité et dérivabilité se confondaient dans
le fragment de la logique intuitionniste sans le connecteur “—” ainsi que dans le fragment
sans le connecteur “V”.

G.E.Mints utilise un argument qui est essentiellement le méme que celui donné ici
(section 3.1), pour les formules dans le fragment “A, —”, et en quelque sorte réduit les
autre cas a celui-ci.

Les principales différences entre [Mi 72| et la premiére partie de cette thése sont que
I’on montre que les restrictions n’ont a porter que sur les prémisses de la régle
considérée,
les résultats sont étendus également en ce qui concerne la forme des prémisses (par
exemple formules de Harrop),
largument est isolé (2), il est utilisé uniformément, pour tous les fragments consi-
dérés et non par des procédés de réduction (ce qui est une illustration des corollaires
5.5.2 et 5.5.5 de la deuxiéme partie).

D’autres travaux utilisent fortement la sémantique de la logique intuitionniste en
terme d’algébres de Heyting (ou algébres pseudo-booléeennes) comme [Ci 77, Ci 78|,
ainsi que [Ry 84, Ry 85, Ry 86|. Les travaux de Rybakov utilisent de plus la traduction
de la logique intuitionniste dans une logique modale adéquate (S4 ou de Grzegorczyk).

A.I.Citkin donne un ensemble infini de régles admissibles indépendantes [Ci 77|, des
caractérisations en termes d’algébres et des exemples de logique plus forte que la logique
intuitionniste ou toutes les régles admissibles sont dérivables [Ci 77, Ci 78|.
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V.V.Rybakov démontre la décidabilité de ’admissibilité en calcul propositionnel in-
tuitionniste par le biais de la logique S4 [Ry 84|, par le biais de la logique de Grzegorczyk
[Ry 86], résolvant ainsi un probléme posé par H.Friedman (probléme no 40 de [Fr 75]).
Il montre également qu'il n’existe pas d’axiomatisation finie de "admissibilité [Ry 85].

L’article [Ro 97| est une version un peu condensée et en anglais des sections 2 et 3 de
la présente thése. Le préprint [Ro 91| est une version préliminaire de ses deux premiéres
parties.

La majeure partie du présent travail a été réalisée dans 'ignorance de ces résultats.
En particulier nous redémontrons les résultats de Rybakov d’une fagon complétement
différente. Aucun usage n’est fait ici de méthodes sémantiques, hormis pour des résultats
trés simples de non-prouvabilité, ot l'on utilise la sémantique de Kripke qui donne un
argument convainquant sous une forme compacte. Il pourrait d’ailleurs étre interessant
de lier les deux approches.

En conclusion,on présente dans ce qui suit des méthodes qui différent de celles utilisées
dans les travaux antérieurs, principalement par :

I'utilisation explicite et systématique des substitutions définies en section 3,
I'utilisation particuliére du calcul des séquents (formalisation de la rétro-dérivation).

Ces méthodes conduisent, d'une part, pour ce qui est de la rétro-dérivation a des
preuves trés différentes de résultats existant (comme la décidabilité de 1’admissibilité)
d’autre part a des résultats qui semblent nouveaux :

les résultats de la premiére partie qui étendent ceux de G.Mints;

Les résultats de caractérisation de I’admissibilité, (complétude pour la rétro-déri-
vabilité plus la dérivabilité, caractérisation par un nombre fini de substitutions);
les caractérisations des formules ayant mémes conséquences admissibles et déri-
vables,

I’axiomatisation explicite de I’admissibilité.
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1 Préliminaires

1.1 Notations

Nous utiliserons, pour désigner les formules du calcul propositionnel, les abréviations
A — B — CouA,B,— C voire §'il n’y a pas d’ambiguité A, B — C pour A — (B —

Q).
Sil'= Ay,..., A, est un ensemble fini de formules, nous utilisons les notations ambigués
suivantes :

~ I' = C pour la formule A;,..., A, — C, (Csi' =0);

— AT pour la formule Ay A ... A A, (T siT =0);

— AAT pour la formule ANA; AL AA, (AsiT =10).
En changeant I'ordre des A;, on obtient des formules toutes équivalentes dans les logiques
considérées, donc 'ambiguité de la notation ne pose pas vraiment de problémes.

Les opérateurs unaires, -, le symbole A utilisé devant un ensemble comme ci-dessus
sont prioritaires sur les opérateurs binaires.

La relation de déduction en logique classique est notée F. , en logique intuitionniste

F, on écrit A= Bpour AFB et BF A.

1.2 Définitions

On peut, de fagon générale, définir une régle admissible dans une logique £ de la
fagon suivante :

Définition 1.2.1 Si Ay,..., A,,C sont des formules de la logique L, contenant des
méta-variables, nous dirons que

Fe Ay br A,
. C

est une regle admissible dans L et nous noterons :

Ay, .. A, > C

pour exprimer que l’ensemble des théorémes de L est clos par application de cette regle.

Dans ce qui suit nous nous restreignons a des calculs propositionnels. Nous considé-
rerons que les variables propositionnelles jouent le role de méta-variables. Dans ce cas
particulier, la définition suivante est alors équivalente a la précédente :

Définition 1.2.2 Nous dirons que

Fe Ao 2 Ay
Fe C
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est une régle admissible dans L si et seulement si pour toute substitution s de formules
propositionnelles portant sur les variables propositionnelles :

si bz s(Ar),...,.Fz s(Ay), alors F, s(C).

L’un des buts de ce qui suit est de comparer la notion de régle admissible & la notion
de régle dérivable.

Définition 1.2.3 Nous dirons que

FeAr... b2 A,
Fe C ’

est une regle dérivable dans L ssi :
}_L: Al,...,An,—> C.
La proposition suivante est évidemment vraie.

Proposition 1.2.4 Toute regle dérivable dans une logique avec Modus Ponens est ad-
massible.

En calcul propositionnel classique, la réciproque est vraie.

Proposition 1.2.5 En calcul propositionnel classique toute regle admissible est déri-
vable.

PREUVE : par complétude. On pose T = AV —A, L = AA—A, si ces constantes ne sont
pas prédéfinies. On associe a chaque valuation v sur 0,1 la substitution s, définie sur
chaque variable prositionnelle o par :

si v(a) = 0, alors s,(a) = L;

si v(a) =1, alors s, (o) = T.

Il est immédiat que, pour toute formule A, F s,(A) si et seulement si v(A) = 1.

Soit maintenant une régle admissible Aq,..., A, > C'. Toute substitution qui valide
les prémisses A; valide la conclusion. C’est en particulier le cas des substitutions s, et
ce pour toute valuation v. On on déduit que toute valuation qui valide les A; valide C,
et donc que - Aq,..., A, — C. [ ]

Dans la suite on désignera également les valeurs de vérité par L et T.

Le but de ce qui suit est d’étudier les rapports entre dérivabilité et admissibilité en
logique intuitionniste.

Des régles admissibles non dérivables apparaissent également dans d’autres logiques,
par exemple certaines logiques modales.
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1.3 Calcul propositionnel intuitionniste

Les variables propositionnelles sont représentées par les lettres minuscules de ’alpha-
bet grec. Les connecteurs sont V,A,—, 1 . Le connecteur 0-aire | est une constante
propositionnelle pour I’absurde. On choisit donc de définir =A comme abréviation pour
A — 1. Ce choix n’a pas d’influence sur les résultats qui suivent. On aurait les mémes
résultats avec une négation primitive, et I’absurde défini par | = A A —A.

Il existe en logique intuitionniste des régles admissibles non dérivables.

les exemples suivants sont bien connus.

-t = VY>> (ma— )V (ca— )

o — V¥ (ma— F)V(ma— 7).

~(@a=0)=pBVy>((a—08)—=F)V((a—=08—=7)V(a—05) —a)

(@—=36) = pVyF(la—d)—pF)V((a—06—7)V(a—i)—a)
Les preuves sont trés simples. Nous les donnons aux paragraphes 4.3 et 7.3.
Dans tout ce qui suit, nous nous restreignons au calcul propositionnel intuitionniste.

1.4 Présupposés

Nous utiliserons la version suivante du théoréme de Glivenko.

Proposition 1.4.1 (Théoréme de Glivenko) Une formule qui commence par une
négation est démontrable intuitionnistiquement si et seulement si elle est démontrable
classiquement. Par conséquent pour I' un ensemble fini de formules :

FI'— 1 ssit . I'— L.

En effet I' — 1L = —=(AD).
Pour la preuve, voir par exemple [Tr vD 88|.
Nous utiliserons également la propriété de disjonction en logique intuitionniste :

Proposition 1.4.2 (propriété de disjonction) Soient C' et D deux formules :
FCVD ssi -Cout D.

Il existe différentes méthodes qui conduisent a ce résultat. L'une des plus élémentaire
est d’utiliser le “slash” de Kleene ou I'une de ses variantes (voir par exemple [Tr vD 88]).
Une autre est d’utiliser ’existence d’une preuve sans coupures en calcul des séquents
intuitionniste (voir par exemple [Du 77]).
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1.5 Quelques propriétés immédiates de ’admissibilité

On peut remarquer que, en dehors de la régle droite de I'implication, toutes les
régles du calcul des séquents intuitionniste (formulation avec au plus une seule formule
a droite), y compris régles structurelles et coupure, sont valides pour I'admissibilité,
i.e. en remplacant le symbole F par le symbole > . En fait, si on interpréte les
“7” de droite par des V , il en est de méme pour les régles du calcul des séquents
classique excepté toujours la régle droite de 'implication. Ces régles sont d’ailleurs valides
intuitionnistiquement. On peut méme remarquer que, les régles “inversibles” du calcul des
séquents intuitionniste (la conjonction des prémisses de la régle équivaut a la conclusion
cf 4.1), sont également inversibles pour I"admissibilité. Nous détaillons certains cas dans
les paragraphes suivants.

1.5.1 Conjonction

I'>CAC ssi I'>>Cetl > (C';
ANA T > C ssi A, A T'>C .

1.5.2 Affaiblissement

St I'>C alors I')B>C'.

1.5.3 Disjonction

IBVB >C ssi I,B>Cetl',B>C.

I1 est évident, par affaiblissement que si I', BV B’ > C, alors ', B> C et I', B' > C.
La réciproque est une conséquence de la propriété de disjonction. En effet, supposons
que I' B> C et I', B’ > (. Supposons que s est une substitution telle que pour toute
formule A de I', s(A) soit prouvable et telle que s(B V B’) soit prouvable. On en déduit
par la propriété de disjonction que s(B) est prouvable ou s(B’) est prouvable. On peut
dans chacun des cas appliquer 'une des deux régles supposées admissibles ci-dessus. On
conclut que s(C') est prouvable.

1.5.4 Implication

St I'>B—C alors ', B> C.
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Par contre il n’y a pas d’équivalent du lemme de déduction pour 'admissibilité, puisqu’il
existe des régles admissibles non dérivables et que “ > C'” si et seulement si “ + C'”. On
a cependant la propriété suivante :

I'>C ssit I'>T'—C.

1.5.5 Négation

Nous utiliserons plus loin ceci :

Lemme 1.5.1 Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) > L1,

(i) Tk L |

(iti) T+ L .
PREUVE : (iii) équivaut a (ii) par le théoréme de Glivenko (section 1.4). Il est évident
que (iii) implique (i). Il nous suffit donc de montrer que (i) implique (ii).

Si I' > 1, il n’existe aucune substitution par L ou T qui valide I', donc aucune

valuation classique qui valide I'. On en déduit, par complétude de la logique classique,
que I' +, L. [

Conséquence : les propositions sutvantes sont équivalentes :
-I'>-C,
- T'k.-C,
-I'+=C.

1.5.6 Admissibilité et substitutions

La propriété suivante est évidente, mais utile.
Pour toute substitution s, si I' > C alors s(I') > s(C) .

1.5.7 Conséquences admissibles et dérivables

Nous allons commencer par étudier plus particuliérement les ensembles de formules
ayant la propriété suivante :

Définition 1.5.2 Nous dirons qu’une formule A (respectivement qu’un ensemble fini de
formules T') a mémes conséquences admissibles et dérivables pour exprimer que :

A>Cssi A C  (respectivement T'> C ssi ' C) .
On peut déduire de la propriété énoncée au paragraphe 1.5.3 que :

Lemme 1.5.3 L’ensemble des formules ayant mémes conséquences admissibles et déri-
vables est stable par disjonctions.
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2 Substitutions

Il s’avére que, pour étudier I’admissibilité, on peut se limiter & une classe restreinte
de substitutions, que nous étudions dans ce paragraphe.

2.1 Notations

Les substitutions sont des applications définies des variables dans les formules pro-
positionnelles, et étendues naturellement aux formules propositionnelles. On note

[Al/Ozl, ey An/an]
la substitution définie par
s(ay) = Aq, ..., s(an) = Ay et s(B) = B pour B & {ai,...,a,}

s(C) est alors notée C[A1/aq, ..., Ay/ay).

2.2 Définitions

Définition 2.2.1 Si " est un ensemble de formules nous dirons que la substitution s est
une I'-identité si pour toute variable propositionnelle o :

'a«s(a),

ou encore, si 1" est fini :
F—-a=T - s(a).

Proposition 2.2.2
(i) La substitution s est une I'-identité ssi pour toute formule C' :

'EC < s(0),

ou encore, si ' est fini :
r-Cc=T—-s(C).

(ii) L’ensemble des T'-identités est stable par composition.
(iii) Si T est fini, C une formule propositionnelle et s une T'-identité, alors :

I'>C ssi s(T) > s(C).
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PREUVE : induction évidente sur la complexité de C pour le (i), évident pour le (ii).
Pour le (iii) un sens est évident (voir 1.5.6), voyons la réciproque. On suppose s(I') >
s(C) et 'on veut montrer I' > C'. Soit donc ¢ une substitution validant I', c’est a dire
telle que F Ao (T"). Comme s est une I'-identité, on déduit du (i) que I' F As(T'), donc
o(l') F Ao(s(T)), et par hypothése sur o on obtient - Ao (s(I')). Or s(I') > s(C), donc
par définition de I'admissibilité - o(s(C')) .

On utilise & nouveau le (i) qui donne I' F C' < s(C'), donc o(T") F o(C) < o(s(C)).
On utilise 'hypothése sur o et le précédent résultat pour conclure que F o(C), ce qui est
le résultat cherché. |

Définition 2.2.3 Si ' est un ensemble de formules, nous dirons qu’une substitution
s est I'-validante si pour toute formule C de T la formule s(C) est démontrable.
Nous dirons une I'-identité validante pour une I'-identité I'-validante.

Nous dirons que 1" a la propriété de disjonction pour I'admissibilité, quand pour
toutes formules C' et D,

si I'>CVD alors THFCoul'FD.
Ces définitions sont introduites a cause du résultat suivant :

Lemme 2.2.4 Soit I' un ensemble fini de formules.
(i) S’il existe une T'-identité validante, alors I' a la propriété de disjonction pour
l’admissibilité.
(i1) Si T a la propriété de disjonction pour l'admissibilité, alors T a mémes consé-
quences admissibles et dérivables.

PREUVE ((i)) : soit s la I'-identité validante considérée, de :

I'>CVD et FAs(T),
on déduit par définition de 'admissibilité que :

Fs(C)Vvs(D),
et par la propriété de disjonction :
Fs(C)ou Fs(D) .
En affaiblissant on obtient :
FI'— s(C)ou FT' — s(D),
et par définition d’une I'-identité on a donc :
FI'—=Cou FT'— D,

c’est a dire :

I'ECoul' -D.

21



PREUVE ((ii)) : siI'> C,alors'> CV C,donc ' Cou T C. n

Nous montrerons la réciproque du (i) au paragraphe 5 .

Le corollaire suivant ne sera pas utilisé dans la suite. Il “explique” cependant d’une
certaine fagon par exemple le fait que 'on retrouve au paragraphe 3.4 les formules de
Harrop.

Corollaire 2.2.5 Si I" a la propriété de disjonction pour l’admissibilité, en particulier
sl existe une I'-identité validante, alors I' a la propriété de disjonction, i.e.

st 'ECVD alors TECoul - D.
PREUVE : siI'HCV D, alors I' > C' VvV D, d’ou le résultat. [ ]

Remarquons que la réciproque est fausse. Ainsi la formule —a — (4 V 7) n’a pas la
propriété de disjonction pour 'admissibilité, mais on peut facilement vérifier qu’elle a
la propriété de disjonction. En effet une preuve en calcul des séquents (voir 4.1) d’un
séquent ~av — (BV ) F (C'V D) ne peut se terminer que par une régle droite sur le V.
En effet (—wa — (8V 7)) F —a, qui équivaut a - —«, n’est pas prouvable.

Donnons une premiére application de ce qui précéde.

2.3 Un exemple simple

Si « est une variable propositionnelle , alors [T /o] est une a-identité validante, [L/q/]
est une —a-identité validante, et donc a et -« ont la propriété de disjonction pour
I’admissibilité.

En généralisant [T /aq, ..., T/a,, L/B1, ..., L/G,) est une {on A A A=y AL A
0, }-identité. On en déduit par le lemme 1.5.3 que les formules construites avec A,V
sur des variables et des variables niées ont mémes conséquences admissibles et dérivables
(sur ce fragment les formes normales conjonctives et disjonctives existent).

Remarquons que, comme une conjonction de formules niées (commencgant par —)
est une formule niée, il suffit pour généraliser le résultat a tout le fragment “A,V, =", de
trouver pour toute formule A toutes variables «;, une {—A4, a4, . . ., a, }-identité validante.
Il suffit pour cela de trouver une —A[T /ayq, ..., T /ay,]-identité validante, que I’on pourra
prolonger.. Finalement, il suffit donc, pour généraliser le résultat au fragment “A, VvV, =",
de trouver pour toute formule A une —A-identité validante.

Ceci sera fait dans la suite.

On va, dans la section suivante, utiliser les substitutions introduites pour donner
des caractérisations d’ensembles de formules ayant mémes conséquences admissibles et
dérivables.
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Ces substitutions interviennent & nouveau dans la deuxiéme partie. L'une des princi-
pales étapes de la démonstration de complétude pour la rétro-dérivation est la suivante.
On construit une I'-identité validante pour un ensemble I' de formules clos sous une
propriété de saturation particuliére, qui est en l'occurence une restriction de la propriété
de disjonction pour ’admissibilité sur un ensemble fini.

23



3 Quand admissibilité égale dérivabilité

Le premier résultat est un cas particulier du suivant mais sa preuve est particuliére-
ment simple.

3.1 Le fragment “A, —”

Lemme 3.1.1 Soient I' un ensemble fini de formules, Var. l’ensemble des variables
propositionnelles apparaissant dans les formules de ', s la substitution, identité en dehors
de Var,., définie pour o dans Var,. par :

s(a) =T — a pour a dans Var.,

alors
(i) pour toute formule C dans le fragment “Var., N, —" :

s(C)=T—-C,
(ii) s est une I'-identité, donc pour toute formule C' (sans restrictions)
F—-s(C)=T'—-C.

PREUVE ((i)) : par induction sur la structure de C.
Le résultat vient de la définition pour les variables propositionnelles.
Pour les pas d’induction on utilise les équivalences suivantes :

(T—-T) : '-A4A)—->T—-B)=I'-(A— B);
(TAT) «: T=AAANT—-B)=I"- (AAB);

qui se montrent sans difficulté.
PREUVE ((ii)) : la définition 2.2.1 est évidemment satisfaite :
I'-T'—a=I—>a«. [

Proposition 3.1.2
— Si T est un ensemble fini de formules dans le fragment “A, —7, alors la substitution
s définie au lemme ci-dessus est une I'-identité validante.
— Les formules du fragment “N\,—" ont la propriété de disjonction pour I’admissibi-
lité.
— Les formules du fragment “N\,—" et les disjonctions de telles formules ont mémes
conséquences admissibles et dérivables.
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PREUVE : d’aprés le lemme 2.2.4, et le lemme 1.5.3, il suffit de montrer la premiére
clause. On sait que que s est une I'-identité d’aprés le lemme 3.1.1 (ii). Du (i) on déduit
que pour toute formule A de I' :

s(A)=T - A=T,

donc s valide bien T. ]

3.2 Le fragment “A, —, 1” ou “ A, —, "

Lemme 3.2.1 Soient I' un ensemble fini de formules, Var. l’ensemble des variables
propositionnelles apparaissant dans I.
Sotent v une valuation classique sur le fragment engendré par Var,. et s, la substitution,
identité en dehors de Var,., et définie pour o dans Var. par :
- St v(a) =T alors sy(a)=T — «,
- 51 v(a) =L alors sy(a)=—--"TA[I — «a).
Alors
(i) pour toute formule C' dans le fragment “Var.,\,—, L” :
- Si v(C)=T alors s,(C)=T —C,
- Si v(C) =1L alors s,(C)=--TANIT—C).
(ii) s, est une I'-identité , donc pour toute formule C' (sans restrictions)

' -s5,(C)=T—C.

PREUVE ((i)) : par induction sur la structure de C.
Le résultat vient de la définition pour les variables propositionnelles. Pour L on remarque
que :

—I'ANT—-1)=1.

Pour les pas d’induction on utilise, outre les équivalences (T — T) et (T A T) énoncées
en section 3.1, les équivalences suivantes :

(L—->T) : " TAT—-A4)]—->T—-=B)=T— (A— B);

(L—1) : [~ TAI = A)] = [-TA = B)]=T - (A— B);
(T—1) : T—=A) —->[-TAT—->B)]=--TA[I—(A— B);

( [-—TA(T - AJA(T — B)=—--TA[l - (AAB)];
(LALl)y [ IT'AT —=AA[-TAIT —B)=--TAI—-(AAB)].

Ces équivalences se prouvent sans difficultés. Remarquons que seule la troisiéme (cas
(T — L)) utilise de fagon indispensable I’absurdité intuitionniste afin de montrer :

- A —-—-—T=-T.
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Voyons un pas d’induction. Supposons que C' = A — B et v(C) = L. Cela entraine que
v(A) =T et v(B) = L. On en déduit par hypothése d’induction que

sp(A) =T — A et s,(B)=--TA(I'— B).
On utilise I’équivalence (T — L) qui permet de conclure que
$p(C)=8,(A—=B)=-—-TANIT—-(A—-B))=--TAT—-C). u

PREUVE ((ii)) : I'équivalence est une égalité pour les variables propositionnelles hors de
Var,. et pour L.

Elle se vérifie facilement pour les variables o de Var,. telles que v(a) = T.

Pour les variables a de Var, telles que v(a) = L, on remarque que :

I —-s(a)=T=[-TAT—-a)]=T—a. ]

Proposition 3.2.2

(i) Supposons que T' soit un ensemble fini de formules dans le fragment “A,—, L”
tel qu’il existe une valuation classique v vérifiant v(AL') = T, alors la substitution
associée s, définie au lemme 3.2.1 est une I'-identité validante.

(ii) Les formules du fragment “N, —, L” ont la propriété de disjonction pour l’'admissi-
bilité.

(iii) Les formules du fragment "N, —, L" et les disjonctions de telles formules ont
meémes conséquences admissibles et dérivables.

PREUVE ((i)) : on sait que, pour toute valuation classique v convenable, s, est une T'-
identité d’aprés le (ii) du lemme 3.2.1. la valuation particuliére considérée v vérifie que
v(Al') = T,et donc pour toute formule A de I', v(A) = T. On déduit de ceci et du (i) du
lemme 3.2.1 que

sp(A) =T - A=T

donc s, est bien une substitution I'-validante.

PREUVE ((ii)) : dans le cas ou il existe une valuation classique validant T, c¢’est une
conséquence du (i).
Dans le cas ou il n’en existe aucune, d’aprés le lemme 1.5.1 :

-1,
et donc pour toute formule C' :

I'-C et T'>C.
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PREUVE ((iii)) : conséquence de (ii), d’aprés le lemme 2.2.4 (ii). n

Mints dans [Mi 72| démontre le (iii) de la proposition précédente dans le cas particulier
ot la formule conclusion de la régle admissible est aussi dans le fragment“A, —, 1”. Le
(i) du lemme 3.2.1 suffit alors pour conclure.

On peut remarquer que toute formule qui commence par une négation est équivalente
a une formule dans le fragment “A, —, 1”. Ceci se montre par induction en utilisant les
équivalences suivantes :

—A=-—-4;
-—(A— B)= A — -—B;
-—(AANB)=—-—-AN—-"B;
-(AVB)=-AA-B.

On déduit donc de ce qui précéde le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.3 Sous les hypothéses du lemme 3.2.1 la conclusion se généralise a une
formule C' qui commence par une négation i.e.

- 81 v(C)=T alors s,(C)=T— C,

- Si v(C) =1L alors s,(C)=—--TA([IT —=C).

3.3 Le fragment “A,V, ="

On considére, uniquement dans ce paragraphe dont nous n’utiliserons pas les résultats
dans la suite, que le “=” est primitif.

Les conclusions de la proposition 3.2.2 sont également valides pour les formules com-
mengant par une négation. Ceci permet donc de montrer (voir 2.3), que les formules du
fragment “A,V, =" ont mémes conséquences admissibles et dérivables. Cependant cette
méthode n’est pas trés satisfaisante puisque la I'-identité validante employée comporte le
connecteur —. On aimerait une I'-identité validante qui n’utilise que des formules dans
le méme fragment, la négation étant considérée comme primitive. Ceci est possible pour
les formules niées. En effet, quand on remplace une sous-formule propre d’une formule
niée, par une formule qui lui est classiquement équivalente, on obtient une formule niée

intuitionnistiquement équivalente (c’est une conséquence du théoréme de Glivenko). Or :
I'—sa=."TVa

ﬁﬁF/\(FHa)ECF/\Oé.

On a donc le lemme suivant, que 1’on peut d’ailleurs montrer directement sans grande
difficulté.
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Lemme 3.3.1 Soient I' un ensemble fini de formules, Var. l’ensemble des variables
propositionnelles apparaissant dans I.
Soient v une valuation classique sur le fragment engendré par Var, et s, la substitution,
identité en dehors de Var,., et définie pour o dans Var. par :
- St v(a) =T alors s(a)=—--(-I'Va),
- St v(a) =1 alors s(a)=TANa.
Alors
(i) pour toute conjonction C' de variables propositionnelles et de formules niées :
- Sit v(C)=T alors s (C)=-~(-I"VC),
-8t v(C) =1L alors s\(C)=TANC".
(i) s, est une I'-identité , en particulier pour toute formule C' (sans restrictions)

Tk s, (C) e C.

(iii) Si ' est un ensemble fini non contradictoire de formules niées et de variables
propositionnelles, et v est une valuation classique validant T', la substitution s. est
une I'-identité validante.

Remarque : dans le cas particulier envisagé au paragraphe 2.3, on retrouve, a équivalence
pres, les substitutions indiquées alors.

Proposition 3.3.2

— Si ' est un ensemble fini non contradictoire de formules niées et de variables pro-
positionnelles, et v est une valuation classique validant T', la substitution s, définie
ci-dessus est une I'-identité validante.

— Les conjonctions de variables propositionnelles et de formules niées ont la propriété
de disjonction pour [’admissibilité.

— Les formules du fragment "N\, V, =" sont équivalentes a des disjonctions de conjonc-
tions de variables propositionnelles et de formules niées. FElles ont mémes consé-
quences admissibles et dérivables.

Mints (|Mi 72]) montre le (iii) de la proposition dans le cas particulier ot la conclusion
de la régle est dans le méme fragment. Dans ce cas le (i) du lemme précédent suffit.

Nous allons maintenant donner des classes de formules plus générales, dont les con-
séquences admissibles sont les conséquences dérivables.

3.4 Formules de Harrop

Les formules de Harrop (Rasiowa-Harrop) ont été introduites parce qu’elles possédent
la propriété de disjonction et ont une caractérisation syntaxique simple. Nous rappelons
leur définition, dans le contexte restreint qui est le notre du calcul propositionnel.
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Définition 3.4.1 Les formules de Harrop sont les formules propositionnelles qui ne
contiennent pas de disjonction en position strictement positive. On peut définir inducti-
vement [’ensemble H des formules de Harrop de la facon suivante :

— pour toute formule atomique o (variable propositionnelle ou 1 ) o € H;

— si A est une formule quelconque, si B € H, alors A — B € H;

-sit AeH, si BeH, alors ANB € H.

Par exemple A; — ... — A,, — « est une formule de Harrop.

Définition 3.4.2 [es formules
Al — ... — A, > «a,

ol a est atomique (soit L, soit une variable propositionnelle), sont appelées formules de
Harrop primitives.

Lemme 3.4.3 Toute formule de Harrop est équivalente a une de conjonction de formules
de Harrop primitives.

PREUVE : par induction sur la définition de H. On utilise pour le pas d’induction 1’équi-
valence :

A— (BANC)=(A—=B)ANA—-=C). [ ]

Nous allons utiliser la substitution s, définie au paragraphe 3.2. Le lemme suivant
permet d’étendre les résultats du lemme 3.2.1.

Lemme 3.4.4 Sous les hypothéses du lemme 3.2.1, la conclusion (i) de ce méme lemme
s’étend aux formules de Harrop, i.e. pour toute formule de Harrop C :

- Si v(C)=T alors s,(C)=T — C,

- Si v(C) =1L alors s,(C)=—--TA[IT —=C).
PREUVE : d’aprés le lemme 3.4.3, on peut se limiter & C' une conjonction de formules de
Harrop primitives, et en appliquant les équivalences (T A T) de la section 3.1, (T A L)
et (L A L) de la section 3.2, on peut se limiter & C' une formule primitive de Harrop.
Posons donc :

C=A— a ou «estatomique et A={By,...,B,}.
- Supposons tout d’abord que v(a) = T, et donc v(C) = T.

sp(a) =T = a,
donc :

$p(C) = 5,(A — )
$p(A) = T — «
I'— s,(A) — a,
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or d’apres le lemme 3.2.1, s, est une I'-identité donc :

$5(C) == A—-a=0I->C.

- Supposons maintenant que v(a) = L. On a donc :
sy(@)=--TA[T — «a),

(c’est une égalité si « est une variable propositionnelle, 1’équivalence est évidente si
a = 1). On en déduit :

$o(C) = 5,(A — )
= 5,(A) = [T A (T = a)]
= [8,(A) = 7T A [s,(A) = T —a] . (%)

Considérons le deuxiéme membre de la conjonction (x) ci-dessus. De méme qu’au cas
précédent on déduit de ce que s, est une I'-identité que :

[sp(A) =T — o] =T - C.
Considérons le premier membre de la conjonction (x). De I’équivalence :
A— -B=-—-A— -8B,
on déduit que :

SU(A) — —|—|P = _'_'SU(A) — —|—|F
= Sv<—|—|A) — ==

Or ==A est une formule qui commence par une négation, donc d’apreés le corollaire 3.2.3
(—|—|A =-NA=, /\A) :

— soit v(AA) =T et alors s,(——A) =T — == A A,

— soit v(AA) = L et alors s,(—=—A) = -—-T'A (' = = AA).
Distinguons a nouveau deux cas, suivant la valeur de v(AA).

Si v(AA) =T, alors, comme v(a) = Let C=A —a,v(C)=1L.0Ona:

= —-I.
Reprenons (x). On a montré finalement dans ce cas le résultat voulu, c’est a dire que,

sio(C)=L1:
SU(C)E—!—!F/\P—>C.
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Supposons maintenant v(AA) = L, alors, comme v(a) = L et C = A — a, on a
v(C)=T. On a aussi :

= T.
et donc, en reprenant (x) :
so(C)=T = C,
ce qui est le résultat voulu sachant que v(C) = T. n

On peut remarquer que la preuve de ce lemme utilise les résultats du paragraphe 3.2
précédent seulement dans le cadre restreint des formules du fragment “A, —, 1” com-
mengant par une négation, mais qu’il contient strictement le lemme 3.2.1.

Nous pouvons maintenant, exactement de la méme facon que ci-dessus, énoncer la
proposition suivante qui généralise la proposition 3.2.2 :

Proposition 3.4.5
— Supposons que I' soit un ensemble fini de formules de Harrop tel qu’il existe une
valuation classique v vérifiant v(AL') = T, alors la substitution associée s, définie
au lemme 3.2.1 est une I'-identité validante,
— les formules de Harrop ont la propriété de disjonction pour ’admissibilité,
— les formules de Harrop et les disjonctions de telles formules ont mémes consé-
quences admissibles et dérivables.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un autre ensemble de formules ayant la
propriété de disjonction pour I'admissibilité, mais utilisant un type différent de substi-
tutions.

3.5 Formules anti-Harrop

Définition 3.5.1 Les formules anti-Harrop sont les formules propositionnelles qui con-
tiennent au moins une variable en position strictement négative. On peut définir induc-
tivement l’ensemble aH des formules anti-Harrop de la facon suivante :
— Pour toute variable propositionnelle o, si A est une formule quelconque, alors
a— AeaH;
— si A est une formule quelconque, si B € aH, alors A — B € aH ;
- st AeaH, si B € aH, alors AN B € aH.
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Nous appellerons formules anti-Harrop primitives les formules de la forme
a— B,
ot « est une variable propositionnelle.

Lemme 3.5.2 Toute formule anti-Harrop est équivalente a une conjonction de formules
formules anti-Harrop primitives.

PREUVE : induction immeédiate sur la définition de aH. ]

Lemme 3.5.3 Soient I' un ensemble fini de formules, Var. l’ensemble des variables
propositionnelles apparaissant dans I', s la substitution, identité en dehors de Vary,
définie pour o dans Var. par :

s(a)=TANa,

alors
(i) s est une T'-identité, et donc pour toute formule C' (sans restrictions)

'-sC)=I'—-C,
(ii) pour toute formule anti-Harrop C' :
s(C)=T —C.
PREUVE ((i)) : s est une I-identité (définition 2.2.1) carI' - (I'Aa) =T — a.

PREUVE ((ii)) : d’aprés le lemme 3.5.2 et 1’équivalence (T A T) du paragraphe 3.1, il
suffit de démontrer le résultat pour C' = o — B, ot « est une variable propositionnelle.
Dans ce cas :

s(C)=s(a) = s(B)=(TNa) = s(B)=a—T — s(B),
et donc d’apres (i) :
sC)=a—-T'—-B='-a—-B=I—-C. n
On déduit de ce lemme de fagon analogue aux cas précédents la proposition :

Proposition 3.5.4
- 81 ' est un ensemble fini de formules anti-Harrop, alors la substitution s définie
au lemme ci-dessus est une I'-identité validante ;
— les formules anti-Harrop ont la propriété de disjonction pour l'admissibilité ;
— les formules anti-Harrop et les disjonctions de formules Harrop et anti-Harrop ont
meémes conséquences admissibles et dérivables.
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Deuxiéme partie

Admissibilité et rétro-dérivabilité
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4 Reétro-dérivation

4.1 Calcul des séquents

Nous considérerons que le séquent I' = C' est un couple constitué d’un ensemble de
formules I" et d’une formule C. La notation I', A signifie I' U { A}, en particulier elle ne
suppose pas que A € I'. On peut donner la version suivante du calcul des séquents sans
coupures de Gentzen, qui est peu différente de celle énoncée par M.Dummet ([Du 77]
page 133, et remarque sur la dérivabilité de I’affaiblissement gauche page 134), modi-
fiee pour tenir compte du fait que le symbole “ 1”7, (et non“—") est primitif. Les régles
structurelles, affaiblissement gauche et contraction, deviennent inutiles pour les raisons
suivantes :
la contraction est éliminée car la partie gauche du séquent est un ensemble de formules;
la formulation particuliére des régles internalise I’affaiblissement gauche, et le “remonte”
au niveau des axiomes.

On peut méme demander que la formule active A dans ’axiome I'; A = A soit un atome
(variable propositionnelle ou ).

axiomes AF A I1+HA
régles gauche droite
I'A—BFA r,B-C IA-B
— NA—-BFC 'HA— B
IVA,BEC -4 TFB
A AANBEC 'FAAB
LAFC T,BEC -4 I'+B
Y% IAVBFEC r-rAvB TFAVB

Remarquons que ce calcul des séquents a la propriété de croissance logique des par-
ties gauches, c’est a dire que la partie gauche du séquent conclusion d’une régle non
axiome, est conséquence de la partie gauche de chacune des prémisses de cette régle. On
préfére, pour faciliter les preuves qui vont suivre, utiliser un calcul des séquents ayant
la propriété de croissance des parties gauches au sens ensembliste. On utilisera donc la
version suivante, qui est trés proche de la précédente, et qui s’apparente fortement & une
méthode des tableaux sémantiques.
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axiomes IAF A I'lLEFA

régles gauche droite
'NA—BFA I''BA— BFC I'AFB
— INA—-BFC 'HrA— B
INNA,B_AANBFC I'EA I'-B
A IMAANBFEC 'HAAB
INAJAvBFEC INB,AVBFC T A B
\% IAVBFEC r-AvB T FAVB

Remarquons que dans la recherche d'une preuve, il est inutile d’appliquer une régle
aux formules ajoutées (marquées en gras), car ceci conduirait a une redondance triviale
(P'une des prémisses de la régle égale la conclusion). D’autre part, la partie gauche d’un
séquent avec une formule marquée en gras est équivalente au méme ensemble sans cette
formule.

Lemme 4.1.1 (croissance des parties gauches) Pour toute régle non aziome du cal-
cul des séquents juste ci-dessus, la partie gauche du séquent conclusion est contenue dans
la partie gauche de chacun des séquents prémisses.

4.2 Sous-formules

On définit la notion de sous-formule positive ou négative de la facon habituelle, & un
détail prés qui se justifiera par la suite : on considére que L est une sous-formule de
toute formule.

Définition 4.2.1 On définit par induction [’ensemble des sous-formules positives d’une
formule A, soit .7:+(A) et ’ensemble des sous-formules négatives de A, soit F (A) :

~AeFT(A), Le F (A et Le F (A);

~5iCeF (A) ouC e F(B), alors C € F(A— B);

~s5iCeF(A) ouCeF (B), alors Ce F (A— B);

~s5iCeF(A) ouCe F (B), alors C e F*(AANB);

-siCeF (A)ouCelF (B),alorsCeF (AANB);

~s5iCeF(A) ouCe F (B), alors C e F (AV B);
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-siCeF (A ouCeF (B),alorsCeF (AVB).
L’ensemble des sous-formules de A, soit F(A), peut étre défini par :

F(A) =F (AUF (4.
Si T est un ensemble de formules, on note :

FT) = |J F(A).

Ael
Bien-sir on peut définir directement et plus simplement la notion de sous-formule.

Lemme 4.2.2 L’ensemble des sous-formules d’une formule donnée est fini.

Lemme 4.2.3 (Propriété de la sous-formule) Dans une prewve du séquent T' + C,
toute formule qui apparait est une sous-formule de ' U C'. Si cette formule apparait
dans un séquent a droite du signe thése, c’est une sous-formule positive de C' ou une
sous-formule négative de I'. Si cette formule apparait a gauche du signe thése, c¢’est une
sous-formule négative de C ou une sous-formule positive de T'.

PREUVE : par induction sur la hauteur de la preuve. Pour chacun des calculs des sé-
quents définis ci-dessus, toute formule qui apparait dans les séquents prémisses d’une
régle est sous-formule d’une des formules du séquent conclusion, avec le “signe” indiqué.

[ |

Ces deux derniers lemmes permettent de prouver la décidabilité du calcul proposi-
tionnel intuitionniste. En effet , si une formule est prouvable, elle posséde une preuve
dans I'un des systémes précédents, et il en existe une non redondante, c’est a dire sans la
répétition de séquents identiques dans une méme branche de la preuve. D’aprés les deux
lemmes précédents, on peut donc borner la hauteur des preuves possibles.

4.3 Introduction a la rétro-dérivabilité

Par la rétro-dérivabilité on veut associer a un séquent des ensembles de séquents tels
que I'un de ces ensembles ait du étre prouvé afin de prouver un substitué du séquent
originel. Il s’agit sommairement de décrire 1’algorithme de recherche d’une preuve en
calcul des séquents. La recherche s’arréte sur un axiome, ou quand un séquent contient
une variable propositionnelle, en effet dans ce dernier cas on ignore la formule substituée
a cette variable. La régle qui permet de prouver le séquent peut porter sur le connecteur
principal de la formule substituée.

Par exemple, pour la substitution : s(a) = BV 7,s(8) = 5,s(vy) = v, le séquent
s(a) F s(B) V s(7) est prouvable, mais sa preuve ne peut se terminer pas par une régle
(V droite).
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Dans le cas d’un séquent ne contenant pas de variable propositionnelle, on peut
décrire les régles pouvant étre appliquées, et pour chacune d’entre elles, I’ensemble de
ses prémisses. L’un de ces ensembles de prémisses a nécessairement été prouvé. La rétro-
dérivabilité est donc un moyen d’obtenir des régles admissibles.

Pour que ces régles admissibles ne soient pas dérivables, il faut bien-sir utiliser des
régles non-inversibles.

Voyons l'exemple annoncé au paragraphe 1.3. Posons s(a) = A, s(8) = B, s(y) =
C, s(6) = D . L’arbre suivant décrit les prémisses possibles d’une preuve de (A — B) —
(CV D).

A—-BFA A— B B-FCVD A= BFC A— BFD

A— BFCVD
On a donc, aprés une simplification immédiate :
(@—=03)=yvi>[((a—=F) = a)A(B—(yVI))]V((a—B) =) V(la—pF)—d);
et donc, en développant, puis en projetant :
(@=B)=yVi>((a—=p)—=a)V((a—=pF)—=7)V(a—0)—=9).
Remarquons que, comme
(= B3) = (Vo FB—(yVi),

il n’est pas utile de conserver la partie de la régle qui concerne la formule 8 — (v V §).
Si 'on prend A= CV D, on voit que le séquent

(CvD)— BFCVD

doit se prouver autrement qu’en terminant par la régle gauche sur la fléche, puisque
cette régle produit comme prémisse le méme séquent et que donc la preuve obtenue
serait redondante. Il n’y a donc que deux fagons de prouver ce séquent sans redondance.

(CVvD)—B+C  (CVD)—BFD

(CVD)—BFCVD

et I’on obtient :

(Vo) = B) = (yVvdI)>[((yVi)—B) =] VI(yVé) — B) —d]. (ad})
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[’autre exemple annoncé au paragraphe 1.3 s’obtient simplement a partir du premier
(ad;) en substituant L a [ :

—a— (YVo) > (—~a— )V (-a—)9).

On remarque que, dés qu'’il est possible d’appliquer une régle inversible & un séquent,
le pas de rétro-dérivation est dérivable.

Les séquents qui contiennent une variable propositionnelle & gauche ou a droite du
signe thése, correspondent a des formules respectivement anti-Harrop et de Harrop (pri-
mitives). Nous voulons montrer maintenant que la rétro-dérivabilité plus la dérivabilité
capturent complétement 1’admissibilité. La méthode utilisée sera analogue a une dé-
monstration de complétude, le role sémantique étant ici assuré par l'interprétation sur
le modéle des termes, c’est a dire les substitutions. On voit assez facilement que, par
rétro-dérivation, on peut se ramener & des disjonctions de conjonctions de formules de
Harrop et anti-Harrop. Nous avons étudier dans la premiére partie le cas “homogeéne” :
les conjonctions doivent étre de formules toutes Harrop, ou toutes anti-Harrop, et alors
admissibilité égale dérivabilité. L’exemple suivant montre que, si la conjonction n’est pas
homogéne, on ne peut espérer le méme genre de résultats.

—a— 8,8 = (yV ) > (ma — )V (-a — 6) ;

~a— 3,0 —=(yVo¥(-a—y)V(ca—9).

Définissons maintenant maintenant formellement la rétro-dérivation.

4.4 Définition de la rétro-dérivabilité

D’abord quelques notations.

4.4.1 Définition des conditions

Définition 4.4.1 Les conditions sont des combinaisons booléennes positives de séquents,
c’est a dire des expressions construites a partir des séquents et des seuls connecteurs
“ALV

Une formule associée au séquent S = I' = C, notée S—, est une des formules I' — C
(nous rappelons que la notation est ambigué).

Une formule associée a la condition C, notée C™, est une formule propositionnelle obtenue
en remplacant chacun des séquents de C par une de ses formules associées.
L’équivalence entre deux conditions désigne I’équivalence entre les formules associées. On
note :

C =7D si et seulement si C~7 =D,
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La prouvabilité d’une condition désigne la prouvabilité de la formule associée.

Il est bien-stir immédiat que la prouvabilité d'un séquent au sens habituel coincide
avec la définition ci-dessus (régle (— gauche)).

On préfére introduire une nouvelle notation,plutot que de manipuler directement des
ensembles d’ensembles de séquents.

On a besoin d’une définition de la forme normale disjonctive un peu particuliére, qui
en assure l'unicité, et dont l'interét apparaitra ensuite.

Définition 4.4.2 Nous appelerons la forme normale disjonctive d’une condition, la con-
dition disjonction de toutes les formules dont l’arbre syntazrique est un sous-arbre de la
condition originale de méme racine, tel que tous les neeuds N\ soient complets, et que les
neuds V n’aient qu’un seul fils.

Le lemme suivant est évident pour toute combinaison booléenne.
Lemme 4.4.3  Chaque condition est équivalente a sa forme normale disjonctive.

On utilisera ensuite la relation entre deux occurrences de séquents de C définie par “ces
deux occurrences font partie d’'une méme conjonction de la forme normale disjonctive”.

On peut remarquer que cette relation n’est pas une relation d’équivalence (pas tran-
sitive).

Soient deux conditions C et £. Soit S une occurrence de séquent dans C = C[S].
On désigne par C[€/S] la formule obtenue en remplacant cette unique occurrence de S
par la condition £. Par ailleurs les substitutions définies sur les formules sont étendues
naturellement aux séquents et aux conditions.

4.4.2 Définition des rétro-dérivations

Les rétro-dérivations seront définies comme des sous-arbres de 'arbre de toutes les
preuves possibles d’un séquent. Ce dernier est clairement un arbre infini, sauf a se donner
des restrictions sur les preuves possibles, comme par exemple celles sans redondances.
Donnons une définition informelle de cet arbre.

Ses neeuds sont étiquetés par :
des séquents I' - C,
des séquents comportant une unique formule pointée I', A" F C, dit séquents pointés (le
point désigne la formule principale d’une régle de conclusion ce séquent).

L’arbre des preuves possibles d’un séquent S est I’arbre maximal de racine étiquetée
par S, et tel que chaque noeud de cet arbre corresponde a I'une des régles énoncées
ci-aprés. Ces régles sont de deux sortes :
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— les régles disjonctives correspondant aux nceuds de hauteur paire, qui sont une
famille de régles & nombre fini quelconque de prémisses, et sont notées par une
barre horizontale discontinue ;

— des régles conjonctives correspondant aux nceuds de hauteur impaire, qui sont
les régles non-axiomes du calcul des séquents donné ci-dessus, mais restreintes
aux formules pointées, et sont notées comme d’habitude par une barre horizontale
continue;

— deux régles supplémentaires qui signifient en quelque sorte qu’il n’y a pas de régle
conjonctive dont la formule principale est un atome (variable ou ). On aurait pu
plus naturellement ne pas pointer les atomes, ce qui est équivalent, mais complique
I’énoncé des regles disjonctives. D’autre part ces deux derniéres régles n’intervien-
drons pas dans la restriction utile pour I'’étude de I'admissibilité.

Regles disjonctives :

A, A EC
Reégles conjonctives :
régles gauche droite
I(A—B)FA I'BA— BFC IA+-B
— I(A—B) FC 'k (A— B)
I'A,B_ANBFC '+A TF+B
A I(AANB) HC I'F(AAB)
IAJAVBEC IB,AvBFC A I'+RB
\Y% I(AvB) FC '-(AvV B) '+ (AvVB)
Régles atomes : (o atome)
1 L
a,I'EC '+a

Il est clair qu’'un séquent ou séquent pointé donné ne peut étre conclusion que d’une
seule instance de régle, une régle disjonctive si c’est un séquent usuel, une régle conjonc-
tive si c’est un séquent pointé. L’arbre des preuves possibles est donc entiérement déter-
miné par son séquent racine.

Nous n’aurons cependant & traiter que de sous-arbres complets finis de ces arbres des
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preuves possibles (on dira qu’un sous-arbre est complet si tous les nceuds de ce sous-arbre
ont autant de fils que 'arbre d’origine ou n’en ont aucun).

Appellons arbres tronqués des preuves possibles de S les sous-arbres complets finis de
racine S de 'arbre des preuves possibles de S et dont toutes les feuilles sont des séquents
non pointés, et définissons formellement ceux-ci, ainsi que quelques notions utiles s’y
rapportant.

Définition 4.4.4 L’ensemble des arbres tronqués de preuves possibles est le plus petit
ensemble contenant les séquents et clos par les régles de formation précédentes.

On appelle sous-dérivation d’un arbre tronqué des preuves possibles d’un séquent un
sous-arbre de celui-ci de racine identique, tel que chaque neud disjonctif posséde un seul
fils et chaque neeud conjonctif est complet.

On dira que la branche d’un arbre tronqué de preuves possibles est redondante si elle
posséde deux occurrences non pointées d’un méme séquent. Une redondance désigne cette
répétition.

Un arbre tronqué de preuves possibles est dit non-redondant quand il ne posséde pas
de redondances autre que sur un séquent feuille.

A une sous-dérivation correspond trivialement un arbre de preuve tronqué dans le calcul
des séquents, un arbre de preuve si toutes les feuilles de la rétro-dérivation sont des
axiomes.

Il est clair que I'arbre des preuves possibles est une notion plus ou moins explicite mais
centrale dans les preuves de complétude par la méthode des tableaux, que ce soit pour
la sémantique de Kripke ou de Beth (voir [Be 65, Be Ma 1977] ...). L’arborescence des
modeéles de Kripke ou de Beth correspond alors a I'arborescence des sous-arbres obtenus
de fagon duale vis & vis des sous-dérivations (un seul fils pour les nceuds conjonctifs,
complets pour les nceuds disjonctifs).

On aurait pu faire un autre choix pour les régles disjonctives que le notre qui est
simple mais trés brutal. Une régle disjonctive est correcte quand son séquent conclusion
est prouvable si et seulement s’il est prouvable par une régle portant sur une formule
pointée de 1'une des prémisses. On pourrait tirer partie de 'inversibilité de certaines
régles, ce qui est fait usuellement dans les méthodes des tableaux (voir [Be 65]).

Venons en maintenant au cas particulier utile pour traiter de ’admissibilité.

Définition 4.4.5 Une rétro-dérivation de conclusion un séquent (non pointé) S est la
donnée
d’un arbre tronqué des preuves possibles de S tel qu’aucune régle n’a pour conclusion
un séquent contenant une variable propositionnelle,
d’un marquage des séquents feuilles de cet arbre tel que seules des feuilles corres-
pondant a des redondances soient marquées. On dira que ces séquents sont barrés,
et on les notera entre crochets [I' + C].

43



Quand aucun séquent feuille n’est barré, on dira qu’il s’agit d’une rétro-dérivation simple,
qui est donc définie uniquement par [’arbre tronqué de preuves associée.

La sous-dérivation d’une rétro-dérivation est la donnée d’une sous-dérivation de I’ar-
bre tronqué des preuves possibles associé plus la restriction du marquage des séquents
feuilles a celle-ci.

La rétro-dérivation simple associée a une rétro-dérivation est celle obtenue en oubliant
les marques sur les séquents feuilles.

On n’impose ni que 'arbre tronqué des preuves possibles associé soit non-redondant,
ni que toutes les feuilles correspondant & des redondances soient barrées. On veut en effet
que la notion de rétro-dérivation soit stable par substitution. Ce n’est pas le cas si toutes
les feuiles redondantes doivent étre barrées. On veut également que cette notion soit
stable par “composition” (remplacer une feuille non barrée de rétro-dérivation par une
rétro-dérivation). Or la composition ajoute éventuellement des redondances “internes”.

L’arbre associé a une rétro-dérivation est de hauteur nécessairement paire. On parlera
d’un pas ou d’une étape de rétro-dérivation pour un sous-arbre complet de la rétro-
dérivation considérée, de hauteur 2, de conclusion un séquent non pointé. A cause des
séquents barrés qui tiennent compte des redondances il n’est en général pas possible
de décomposer une rétro-dérivation non simple en sous-arbres avec feuilles barrées, qui
soient des rétro-dérivations (on ne pourra éventuellement plus barrer les séquents feuilles
barrés originellement).

On constate qu’avec la restriction imposée, les régles atomes ne peuvent intervenir
dans une rétro-dérivation. Ceci est naturel pour traiter de I’admissibilité, puisque ces
régles ne sont pas stables par substitution sur les variables propositionnelles.

Lemme 4.4.6 La notion de rétro-dérivation est stable par substitution, c¢’est a dire que
ssi l’on applique uniformément la méme substitution s auz formules de tous les séquents
d’une rétro-dérivation de conclusion S, on obtient une rétro-dérivation de conclusion

s(9).

PREUVE : la restriction adoptée pour les rétro-dérivations impose qu’aucune régle n’a
pour conclusion un séquent contenant une variable propositionnelle.

Toutes les régles d’un arbre tronqué de preuves possibles restent valides aprés substi-
tution sauf les régles atomes. Si I'une de ces deux derniéres était présente, c’est que l'on
aurait un séquent contenant une variable pointée, c’est a dire qu'une régle disjonctive
aurait pour conclusion un séquent contenant une variable. Cela contredit la définition
d’une rétro-dérivation. Les redondances restent valides aprés substitution. [ ]

Dans la pratique, on choisira le plus souvent de ne pas écrire les étiquettes des nceuds
disjonctifs (séquents pointés), comme cela a été fait dans le paragraphe, 4.3. On choisira
également de ne pas écrire les sous-dérivations contenant des séquents redondants.
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On associe naturellement & une rétro-dérivation, une condition, d’arbre syntaxique
de méme structure que cette rétro-dérivation :
ses feuilles sont étiquetées par les mémes séquents, s’il ne sont pas barrés, par le séquent
F L si ce sont des séquents barrés;
ses noeuds non terminaux d’étiquette un séquent pointé, et correspondant donc & une
régle conjonctive, sont étiquetés par “A”;
ses noeuds non terminaux d’étiquette un séquent non pointé, et correspondant donc a
une régle disjonctive, sont étiquetés par “V”.

On peut procéder plus formellement :

Définition 4.4.7 La condition associée a une rétro-dérivation se définit par induction
de la fagcon suivante :

(i) la condition associée au séquent I' = C' est le méme séquent T' = C, la condition
associée au séquent barré [I' = C] est le séquent = L ;

(ii) si la rétro-dérivation RDest obtenue par régle conjonctive unaire, ou par régle
aziome, & partir de la rétro-dérivation R'D’, la condition associée & RDest la
condition associée a RD’;

(iii) si la rétro-dérivation RDest obtenue par régle conjonctive binaire & partir des
rétro-dérivations R D, et R' Dy de conditions associées Cy et Co, alors la condition
associée & RDest Cy A Cs ;

(iv) si la rétro-dérivation R Dest obtenue par régle disjonctive n-aire a partir des rétro-
dérivations R Dy, ..., RD,, de conditions associées Cy,...,C,, alors la condition
associée & RDest C,V ...V C,.

On vérifie par une induction immédiate que rétro-dérivation et arbre syntaxique de sa
condition associée sont bien les mémes, au changement d’étiquettes des nceuds intérieur
et des séquents barrés prés. Le lemme suivant devient alors évident.

Lemme 4.4.8 A chaque sous-dérivation d’une rétro-dérivation correspond exactement
une et une seule conjonction de la forme normale disjonctive de la condition associée,
qui est la conjonction des feuilles de la sous-dérivation.

Définition 4.4.9 On dit que le séquent S se rétro-dérive en la condition C si et seule-
ment s’il existe une rétro-dérivation de conclusion le séquent S, associé a la condition C.
On note S rd C.

On dit que la condition D se rétro-dérive en la condition D' si et seulement s’il existe
un séquent S qui se rétro-dérive en la condition C tel que D' = D[C/S] (on substitue une
seule occurrence). On note D rd D'.

On dit que le séquent S se rétro-dérive simplement en la condition C si la rétro-
dériwvation en jeu est simple.
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Lemme 4.4.10 Soient C et D deux conditions telles que D rd C, alors C~ + D™, et
D~ >C.

PREUVE : par une récurrence immédiate on se raméne au cas S rd C.

- On montre C— F S par induction sur la structure des rétro-dérivation. L’induction
se raméne a vérifier la correction des régles conjonctives et axiomes.

- On montre maintenant que D~ > C~. On montre tout d’abord le résultat pour une
rétrodérivation simple.

On montre que, pour toute substitution s, pour toute rétro-dérivation simple RD
de S, toute preuve de s(S) est le prolongement d’une sous-dérivation de s(/RD). On
procéde par induction sur la hauteur des sous arbres complets de la rétro-dérivation de
S, de racine un séquent non pointé. On associe a chacun de ces sous-arbres une rétro-
dérivations simple (en ne barrant aucun séquent).

Soit un tel arbre de racine T'. La régle appliquée a T est nécessairement disjonctive.
Tous les sous-arbres obtenus sont de hauteur au moins 2, puisque les séquents pointés ne
sont pas des rétro-dérivations. On applique ’hypothése d’induction & chacun des sous-
arbres de conclusion les séquents de niveau 2 dans ’arbre, donc non pointés. Ces séquents
non pointés énumerent toutes les régles du calcul des séquents qui peuvent s’appliquer
a T, et donc & n'importe quel substitué de 7. En effet comme T ne contient aucune
variable propositionnelle, tous les connecteurs principaux des formules d’un substitué de
T sont ceux des formules de T.

Maintenant, montrons le résultat pour une rétro-dérivation /R Dquelconque.

Si la preuve de s(5) est non redondante (sans répétition de séquents sur une branche),
le résultat précédent, qui est vrai pour la rétro-dérivation simple associée a n’importe
quelle rétro-dérivation RD, est encore vrai pour cette rétro-dérivation /RD, dans la-
quelle n’ont, été barrées que des occurrences de séquents redondantes, donc non dans la
sous-dérivation S considérée.

Puisque les séquents barrés sont traduits par 'absurde dans la condition C associée
a RD, celle-ci est équivalente a la disjonction des conjonctions des feuilles des sous-
dérivations ne contenant pas les séquents barrés (AN L =1, AV L = A). On en déduit
par définition de I'admissibilité que S™ > C—. [ ]

Définition 4.4.11 Un séquent est dit maximal, s’il contient une variable proposition-
nelle a gauche ou a droite, on dira alors maximal gauche et maximal droit, ou si c’est
le séquent - L.

Une condition est dite maximale si elle n’est composée que de séquents marimaux.
Une rétro-dérivation est dite maximale si sa condition associée est maximale.

Lemme 4.4.12 Tout séquent posséde une rétro-dérivation non redondante et mazrimale.
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PREUVE : d’apreés les lemmes 4.2.2 et 4.2.3 (propriété de la sous-formule, ’ensemble des
sous-formules est fini), un séquent a un nombre fini de rétro-dérivations non redondantes,
et donc I'une d’entre elle est maximale. [ ]

REMARQUE : cette rétro-dérivation maximale est clairement unique (cela n’intervient
pas dans la suite).

4.4.3 Rétro-dérivabilité en calcul propositionnel
Définissons maintenant la rétro-dérivabilité entre formules propositionnelles.

Définition 4.4.13 Nous dirons que la formule propositionnelle A se rétro-dérive en la
formule propositionnelle B, ce que nous noterons A rd B, si et seulement si il existe une
condition B telle que B~ = B et (F A) rd B.

La dérivabilité aller-retour entre formules, notée “ >" est la cloture transitive de la
relation de conséquence et de la relation de rétro-dérivation.

Nous noterons A 4> B, pour BF A et A > B.

Une premiére remarque : la relation “ >” n’est pas évidemment décidable a priori,

en particulier, si A > B, on n’a pour le moment aucune contrainte sur les formules
intervenant dans la suite de déductions et de rétro-dérivations intermédiaires, comme la
propriété de la sous-formule par exemple pour la déductibilité en calcul des séquents.

Lemme 4.4.14 Si Ard B, alors BE A et A> B.
PREUVE : par définition de la rétro-dérivation, et d’aprés le lemme 4.4.10. [ ]
Lemme 4.4.15 (fidélité) Si A > B alors A> B.

PREUVE : conséquence du lemme 4.4.14 et de la définition de la rétro-dérivation aller-
retour. [ |

Le chapitre suivant est consacré principalement a la preuve d’un résultat de complé-
tude (dont on donnera un énoncé plus précis a la proposition 5) :

Théoréme 4.4.16 (complétude) La dérivabilité aller-retour “>” capture compléte-
ment [’admissibilité “>", c¢’est a dire que pour toutes formules A et B,

A>B ssi A>B.

Pour montrer ce résultat, nous allons associer a chaque formule propositionnelle une
formule équivalente par dérivation aller-retour, et ayant mémes conséquences admissibles
et dérivables.

47



5 Complétude

5.1 Préliminaires

On utilise dans ce qui suit les définitions et lemmes élémentaires de la section 2, et
un cas particulier trés simple des résultats montrés en section 3, concernant une classe
restreinte de formules de Harrop correspondant aux séquents maximaux droits. Enoncgons
le lemme que nous utiliserons, cas particulier des lemme et proposition de la section 3.5,
mais de démonstration nettement plus simple.

Définition 5.1.1 Les formules de Harrop primitives du type A — a ot « est une
variable propositionnelle, sont appelées formules de Harrop simples.

Il est trés facile de montrer que ces formules de Harrop particuliéres ont mémes
conséquences admissibles et dérivables.

Lemme 5.1.2 Soit T' wun ensemble fini de formules de Harrop simples. Soit s la
substitution (définie au lemme 3.1.1), définie par :

sfo) =T - a, sia€Var,;

s(a) = a, sinon.

Alors s est une I'-identité validante.

PREUVE : on a déja montré que s est une I'-identité au lemme 3.1.1. Tl est évident que
s est ['-validante. m

5.2 Sous-formules (suite)

On reprend les notations introduites au paragraphe 4.2.

Il est bien connu que la cloture par le connecteur — d’un ensemble fini de formules
n’est pas en général fini méme & équivalence prés. On est amené & poser la définition
suivante.

Définition 5.2.1 L’ensemble des sous-séquents d’une formule A, noté S(A), est I’en-
semble des séquents dont la partie gauche ne contient que des sous-formules négatives de
A, et dont la conclusion est une sous-formule positive de A.
L’ensemble des sous-formules d’ordre 1 de A, noté F (A), est l'ensemble des formules
associées aux sous-séquents de A.
On note F Y, Uensemble obtenu en prenant des disjonctions de conjonctions distinctes
de sous-formules d’ordre 1 de A elles mémes distinctes a l'intérieur d’une méme conjonc-
tion (c’est a dire une représentation finie de la cloture par conjonctions et disjonctions
de F(A), quotientée par la relation d’équivalence “=").

On étend ces définitions a un ensemble de formules par réunion.
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Un lemme technique :

Lemme 5.2.2
(i) Les ensembles S(A) des sous-séquents de A, F~ (A) des sous-formules d’ordre 1
de A, F "™V (A), sont finis.
(ii) Si B € F(A), alors toute formule de F (B) est équivalente a une formule de
F(B)nF (4)
(Autrement dit F (F(1))/_. =F (I)/_).

PREUVE (i) : I'ensemble F(A) est fini, les ensembles F (A) et F ' (A) sont donc finis,
et donc 'ensemble des parties de F (A) également, ce qui assure que S(A) est fini
(on rappelle que la partie gauche d’un séquent est un ensemble de formules). 11 suit
immeédiatement que JF (A) est fini, et donc que I’ensemble des parties de I’ensemble des
parties de F(A) est fini ce qui assure que F""(A) est fini. u

PREUVE (ii) : soit B = Ay,..., A,,— C,ou Ay,..., A, sont des sous-formules négatives
de A, et C' une sous-formule positive de A. Les sous-formules négatives de B sont les
sous-formules positives de Ay, ..., A, et négatives de C, c’est a dire des sous-formules
négatives de A. Les sous-formules positives de B sont les sous-formules négatives de
Ay, ..., Ay, positives de C' (dans ces deux cas ce sont des sous-formules positives de A),
plus les formules :

Ay Ay, — C avec i € {1,...,n}.

Un sous-séquent de B, soit S, a donc pour partie gauche un ensemble de sous-formules
négatives de A. Deux cas se présentent. Soit la formule droite de S est une sous-formule
de A et alors S est un sous-séquent de A. Soit la formule droite de S est I’'une des formules
Ao A, — C,s0it S=TF A;,..., A,,— C. Dans ce cas S a méme formule associée
que le sous-séquent de A, I', A;, ..., A,,F C. [ ]

Remarque : sans la restriction sur la position des sous-formules dans A (signe) dans la
définition de F(A), on perdrait le (ii) du lemme, qui assure une certaine stabilité pour
cette extension de la notion de sous-formule.

Les définitions précédentes ont été introduites a cause du lemme suivant qui est un
avatar de la propriété de la sous-formule.

Lemme 5.2.3 Tout séquent apparaissant dans une rétro-dérivation de + A est un
sous-séquent de A. On en déduit que, si A rd B , alors B appartient a la cloture par
conjonctions et disjonctions de F (A), et done, a équivalence prés, B € .’F_)’A’V(A) )

PREUVE : induction évidente sur la hauteur de la rétro-dérivation. ]
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5.3 Saturation

Définition 5.3.1 Soit © un ensemble de formules. Nous dirons qu’un ensemble fini T’
de formules, est O-saturé quand on a pour toutes formules C' et D dans f_)’/\’v(@) :

siI' >CVD, alors THFCoul D .
Nous dirons que I' est saturé si I' est I'-sature.

Lemme 5.3.2 Soit T' un sous-ensemble fini de F(©). Si T est O-saturé, alors T est
saturé.

PREUVE : on déduit du lemme 5.2.2 (ii) que toute formule de F (), est équivalente &
une formule de F (), d’ot le résultat. u

Lemme 5.3.3 Pour toute proposition A, il existe une formule A", qui est, soit - L, soit
une disjonction de conjonctions de formules de Harrop simples et anti-Harrop primitives,

toutes dans F (A), et qui vérifie A rd A".

PREUVE : si S est un séquent maximal, S~ est soit prouvable, soit - L, soit une formule
de Harrop simple, soit une formule anti-Harrop primitive. On déduit le résultat des
lemme 4.4.12 et lemme 5.2.3. [ ]

On remarque que, si AI' a la propriété de disjonction pour l'admissibilité, I" est
saturé (la réciproque sera une conséquence de ce qui suit). On a donc comme exemples
d’ensembles saturés, les sous-ensembles de H (formules de Harrop) et les sous-ensembles
de aH (formules anti-Harrop). On a méme :

Lemme 5.3.4 Tout ensemble fini de formules saturé T' est équivalent a un ensemble
saturé qui ne contient que des formules de Harrop et anti-Harrop primitives, toutes dans

F ().

PREUVE : par le lemme de décomposition 5.3.3, on sait qu’il existe une disjonction de
conjonctions de formules de Harrop et anti-Harrop primitives A; toutes dans JF (1),

p qi
soit, \/(/\ A, ;) , qui vérifie :

i=1 j=1
p qi
AT rd \/(\ 4)) .
i=1 j=1
Par définition de la saturation, il existe donc ig tel que :

i

w/\Aj,
j=1
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et donc :
i

PE/\AJ
j=1

L’ensemble {A;}o<j<q, est [-saturé. Il est inclu dans F (). Tl est donc saturé d’aprés
le lemme 5.3.2. n

Lemme 5.3.5 Pour tout ensemble I', il existe I'y,...,I',, sous-ensembles saturés de
F ()N (HUaH), tel que :

A 4> (ATy) V...V (AT,) .

PREUVE : il suffit, en vertu du lemme 5.3.4 précédent, de montrer le résultat pour des
sous-ensembles saturés de F  (T'). Raisonnons par I’absurde. Supposons que, pour tout
ensemble {T';,...,T,} de sous-ensembles de F ('), vérifiant :

A 4> (AT'y) V...V (AT,

il existe un 0 < k£ < n tel que I', ne soit pas saturé. On va en déduire par récurrence
qu’il existe une suite infinie de sous-ensembles de JF ('), ayant la méme propriété,
et strictement croissante pour la relation de conséquence, ce qui contredira le fait que
F(T) est fini.

On construit par récurrence sur ¢ une suite (A;);ey telle que :

pour tout 4, pour tout ensemble {I';,...,T,} de sous-ensembles de F (), véri-
fiant : AA; 4> (A7) V...V (ALY,) , il existe un 0 < k < n tel que 'y ne soit pas
saturé;

pouri € N, Ay  F A et A F Ay
On pose I' = Ay qui satisfait évidemment ’hypothése de récurrence.
Considérons que Ay, ..., A, sont déja construit, et vérifient 'hypothése ci-dessus.
Soit A} la cloture de A; par toutes ses conséquences par la relation > dans .'FHAV(F),

on a AA; 4> AAL Toute formule A de Al est une disjonction de conjonction de formules
A, de F(T), soit :

pPA 4A

A=\/N\A.

r=1s=1

On forme la conjonction
pPA qA

AV AA

AeA; r=1s=1
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que 'on met sous la forme de la disjonction pour (74)aca; € H {1,...,pa} de toutes

AeA)
les conjonctions :
qA
AWAGE
AeA) s=1
— . .
On pose A; 1, ..., A, tous les sous-ensembles de F (') correspondant aux conjonctions
ci-dessus :
U A At
AeA]

Ils vérifient :
(1) AA; 4> (AAL) V..V (A
(2) si A; > CV D, avec C,D e F "V (), alors pour tout j, Ajj=Coul;FD.

pc qc PD 49D

En effet C'vV D € Al et d’autre part, si C' = \/ /\ Cset D= \/ /\ D,,, I'une
r=1s=1 r=1s=1

des conjonctions est conséquence de l'un des ensembles A;; par construction de

ceux-ci.
D’aprés (1), pour tout j, A;; = A,.

Par contre aucun des A, ; n’est conséquence de A;. En effet, si A, ;, était conséquence
de A;, on déduirait de (1) que A; = A, j,, et donc d’aprés (2) A; serait saturé, ce qui
contredirait ’hypothése de récurrence.

Chacune des formules de A, ; est une formule de F (T).

Supposons qu'il existe des sous-ensembles saturés {T';1,...,T;,,} de F ('), vérifiant
pour chacun des A, ; :

Az‘J 4> (/\F]’J) V...V (/\F]ﬂ) .
L’hypothése de récurrence sur A;, est contredite pour I’ensemble de sous-ensembles de

F (D) :
GIVTHONS P
j=1

Il existe donc au moins un j tel que pour tout ensemble {I'y,...,T',,} de sous-ensembles
de F (T, vérifiant :
AA;j => (AT1) V...V (AL,)

il existe un 0 < 7 < n tel que I'; ne soit pas saturé.
Comme on a : A;; F A; et A; ¥ A;;, comme A, ; est un sous-ensemble de F(T), on
peut poser A1 = A, ;, qui satisfait bien a toutes les conditions requises. [ ]

On notera A% la formule (A1) V...V (AL,) ot T'y,..., T, sont les ensembles
saturés fournis par la preuve ci-dessus, et satisfaisant donc a la conclusion du lemme.
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Il est & remarquer que la preuve ci-dessus ne peut, en I’état, pas se formuler de facon
constructive, car la détermination de toutes les conséquences d’une formule par >,
méme dans un ensemble fini, n’est pas a priori récursive (voir paragraphe 4.4.3). Nous
montrerons au paragraphe 5.6 que la détermination de A% est en fait récursive.

Notre but est maintenant de montrer que, si A > C, alors A% - C, ce qui permettra
de conclure que la rétro-dérivabilité plus la dérivabilité capturent ’admissibilité. Pour
cela il suffit de montrer qu’un ensemble saturé a mémes conséquences admissibles et
dérivables. Nous allons pour cela montrer qu’'un ensemble saturé I' a la propriété de dis-
jonction pour ’admissibilité, en exhibant une T'-identité validante, (voir paragraphes 2.2
et suivants) . En inspectant la preuve on pourra méme donner une caractérisation récur-
sive de A%, et donc conclure que ’admissibilité est décidable.

Nous allons tout d’abord, pour un ensemble saturé donné, exhiber une substitution
qui “élimine” les formules anti-Harrop. C’est une composée des substitutions définies au
paragraphe 3.5.

5.4 Elimination des anti-Harrop

Dans tout ce paragraphe nous fixons une formule G (ce qui suit est valable pour
un ensemble fini de formules en posant G = AT'). On ajoute au langage une infinité de
constantes vraies, T,, pour chaque variable propositionnelle a.. L’interprétation logique
de T,est T = _L — 1, en particulier T, est stable par substitution. Pour « une variable
propositionnelle et A une proposition, on pose A~* = A[T,/al.

L’introduction des constantes T, simplifie un peu, d’une part parce qu’ainsi cette
substitution conserve la structure des sous-formules (constantes), d’autre part parce
qu’ainsi sa “réciproque’s’obtient trivialement. Il est clair que cela n’a rien de fonda-
mental, A=* = A[L — 1 /a] conviendrait, ainsi d’ailleurs que toute définition uniforme
des A~ vérifiant que a - A7 < A et A~ ne contient pas a.

Remarquons également que A~ est stable par toute substitution ne portant que sur
a. On note AT = Ala/T,], attention, contrairement a A~*, A*® n’est pas I'image de
A par une substitution telle que nous les avons défini plus haut, puisque 'on substitue
des constantes. Il s’agit donc seulement d’une notation. Le lemme suivant est évident.

Lemme 5.4.1 Pour toute formule A sans occurrence de T,, A=t = A.

Pour toute formule A sans occurrence de o, A = AT,

Pour toute formule A sans occurrence de T, pour toute sous-formule B’ de A™¢, il
existe une sous-formule B de A, soit B = BT telle que B’ = B~°.

On note Var, ={aq,...,a,}, Pensemble des variables de G sur lesquelles on a fixé un
ordre arbitraire donné par l'indexation.
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5.4.1 Définition des substitutions “o;”

On définit maintenant les substitutions o; qui permettront en quelque sorte d’éliminer
les formules anti-Harrop “potentiellement” dans G . Elles dépendent de ce qui précéde,
en particulier de la facon d’ordonner les variables. Ce sont des composées de substitutions
telles que celles définies au paragraphe 3.5.

Définition 5.4.2 On définit les substitutions s;, i € {1,...,n}, par induction suri. On
note o; = $;0...0 8,0 8y. On pose :

- s9=1d,

= Sit1 = [0i(G) " A a1 /iga].

Une conséquence immédiate de la définition :
Pouri>k, op(a;) = ;;
Pour0<i<k, op(ley) = spo...0si()
= S0...0 8i+1<0'l',1<G>_ai AN Oéi)
SLO...0 8i<0'l',1(G)_ai A Oéi) .

Lemme 5.4.3 Les s; et les o; sont des G-identités.

PREUVE : on procéde par induction sur i. Supposons que s; et o; sont des G-identités.
On déduit de o; est une G-identité que

On a donc

Comme d’autre part

oi(G) YA a1 = 03(G) AN gy,
ona:

GF(0)(G)" " Aapr) < qiga,

c’est a dire que s;;; est une G-identité.
Comme ’ensemble des G-identités est stable par composition (voir proposition 2.2.2),
on conclut que ;;1 est également une G-identité. |

5.4.2 Sous-formules des substituées par les “og;”

On sera amené ensuite a étudier des rétro-dérivations de substitués par les o;. 1l
y a peu d’espoir d’obtenir comme sous-formules d’une substituée des substituées des
sous-formules. On peut cependant décrire ces sous-formules, c’est le but des lemmes et
notations qui suivent.
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Lemme 5.4.4 Soit s une substitution, alors une sous-formule de s(A) est, soit s(B) ou
B est une sous-formule de A, soit une sous-formule propre de s(a) ot « est une variable
propositionnelle apparaissant dans A.

PREUVE : induction évidente sur la complexité de A. [ ]
Décrivons maintenant les sous-formules des substituées par les o;.

Définition 5.4.5 Soit 1 < iy < ... <14, on notera 0y, ;.4 la substitution définie pour
toute formule C' par récurrence sur q :

= Oiy,i0(C) = 00(C) = C';

- Si q-+ 1 ¢ {7;17 s 7il}’ alors O-ily---vilﬂl‘i’l(C) = SQ+1<Ui1,---7iz;Q<C>> ;

= Siqg+1e {iy,...,u}, alors o4y, iq+1(C) = 04y iyg(C) 7%t

REMARQUE : Si §; > ¢ et i; est le plus grand parmi les entiers {iy,...,4} qui soit
inférieur ou égal a ¢ , alors :

Oirysig = Oinyigig -
On a bien entendu oy, = o,.
Lemme 5.4.6 Pour toute suite croissante 1 <11 < ... <1, on a :
Qiyy ey Qg Oil,---7iz;P(G) + UP(G) .

PREUVE : par induction sur p.
Si p = 0, c’est évident par définition de oy.
Supposons la propriété vraie pour p.
Sip+ 1€ {ir,...,u}, alors 0;y _iyp+1(G) = (04y..5yp(G)) "+, done, on déduit de
’hypothése de récurrence (ay,, ..., &, 04 ip(G) F 0,(G)) que :

Qg ey O[Z‘l, o-il,...,il;p—i—l(G) l_ O'p(G) s

d’ou,
ail? R ai“ O-il,...7il;p+1<G) l_ O'p<G)7aP+l .

On en déduit que pour toute formule C,
Qiyy ooy Qs O i1 (G) 5,11 (C) & O
d’otu le résultat souhaité :
Qg+ ooy Qs Oy iypi1 (G) B opia(G)

Sip+1¢{ir,...,u},alors oy _iyp+1(G) = spr1(04y.iyp(G)). On applique la substi-
tution s, a ’hypotheése de récurrence, ce qui donne directement le résultat. [ ]
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Définition 5.4.7 A toute occurrence de sous-formule B de 0,(G), on associe une suite
de ¢ + 1 formules notée B°, ..., B, et telle que B = B, que l’on appelle suite associée
a B. A toute occurrence de sous-formule B de 0,(G), qui n’est pas une variable oy pour
1 < q, on associe une suite croissante d’entiers entre 1 et q que ['on appelle le type de
B dans 0,(G).
On définit simultanément le type et la suite associée d’une occurrence de sous-formule
B de 0,(G) par récurrence sur q.
- 81 q = 0 le type associé a toute occurrence de sous-formule est la suite vide. La
suite associée a toute occurrence de sous-formule est cette sous-formule.
— Supposons que pour toute occurrence de sous-formule de o,(G) la suite associée
est définie, ainsi que le type s’il ne s’agit pas d’une variable o; pour i < q. Une
occurrence de sous-formule B de 0,1(G), est :

(i) soit l'image par s,41 d’une occurrence de sous-formule de o,(G) qui n’est pas
une variable c; pour i < q, auquel cas on pose que
B1 est cette sous-formule,
la suite associée a B est la suite associée a B?, prolongée par B,
le type de B est celui de BY;

(ii) soit limage par la substitution [T, ., /ag1] d’'une occurrence de sous-formule
de 0,(G) qui n’est pas une variable o;, i < q, auquel cas on pose que
B1 est cette sous-formule,
la suite associée a B est la suite associée a B2, prolongée par B,
et le type de B est celui de B? prolongé par q + 1.

(iii) soit une variable oy, i < q+ 1, auquel cas le type n’est pas défini, et la suite
associée est la suite constante de longueur q + 1 égale a cette variable.

On étend la notation BY, ... B? a des ensembles de sous-formules de o,(G) (de types
éventuellement différents), a des séquents et a des conditions constitués de sous-formules

de 0,(G) .

Un cas particulier utile : 0,(G) est, en temps qu’occurrence de sous-formule d’elle méme,
de type vide, de suite associ¢e 0,(G)° = G,...,0,(G) = 0:(G),...,0,(G)? = 0,(G).

On a défini type et suite associée pour une occurrence de sous-formule de o,(G).
Il n’y a aucune raison que deux occurrences distinctes d’'une méme sous-formule aient
méme type et méme suite associée. De plus il faut assurer que la définition ci-dessus est
correcte. Le lemme 5.4.4 et le lemme 5.4.1 assurent que l'on est toujours dans un des
trois cas envisagés, et que ces cas sont exclusifs. Le (i) du lemme suivant assure que ceci
s’hérite convenablement au cours de I'induction.

Lemme 5.4.8
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(i) Si B est une occurrence de sous-formule de o,(G) alors pour tout j < q, B’ est
une occurrence de sous-formule de o;(G) (en particulier B° est une sous-formule
de G).
De plus si B n’est pas une variable o; pour i < q, alors B7 n’est pas une variable
a; pour i < j. Par conséquent les seules sous-formules de o,(G) pour lesquelles le
type n’est pas défini sont bien les variables oy pour i < q.

(i) Siiy,..., 4, une suite croissante d’entiers entre 1 et q, est le type d’une occurrence
B de sous-formule de o,(G) (B n’est donc pas une variable o; pour i < q), alors
pour tout § < q,

B =o0,,..i5(B°) ,

(en particulier B = 0, . i,.4(B°)).

Par conséquent les sous-formules de o,(G) sont, soit des variables a; pour i < q, soit
des images par les substitutions o;, .4 1 <11 < ... <14 < q des sous-formules de G.

PREUVE (i) : par récurrence sur g.

Pour ¢ = 0 c’est évident (la numérotation des variables commence a 1).

Supposons le résultat pour ¢. Soit B une occurrence de sous-formule de 0,41 (G). D’aprés
le lemme 5.4.4 et la définition 5.4.7, B? est une occurrence de sous-formule de o,(G).
Supposons que B n’est pas une variable «;, ¢ < g+ 1. Si B? était une variable «; pour
i < g, ce serait également le cas de B (B = s,41(B%) ou B = B9 %), ce qui est exclu.
On a donc le résultat souhaité pour B9Y. Mais alors, les conditions de I’hypothése de
récurrence sont satisfaites pour B?, et 'on obtient ainsi également le résultat souhaité
pour B7, j < q (voir définition 5.4.7).

PREUVE (ii) : par récurrence sur g.
Pour ¢ = O, B = BY, et le type associé est la suite vide, donc B = 0g,o(B°).
Supposons le résultat pour g et montrons le pour ¢ + 1. Soit B, 'occurrence d’une sous-
formule de 0,41(G). On déduit immédiatement de la définition 5.4.7 que, pour j < g,
B! = (B1)", et donc, si i1,...,7 est le type de BY, on a B! = oy, _;,.;(B°).

Le type de B est soit i1, ...,1%;, soit i1,...,7;,q+ 1. Pour j < g, on a,

B = 0i1,---7iz;j(BO) = Uil,---JL,Q-i-l;j(BO)

(voir la remarque qui suit la définition 5.4.5), on a donc dans les deux cas le résultat
escompté pour j < q. Reste le cas j = ¢+ 1.

L’occurrence de sous-formule B de 0,.1(G) est soit I'image par s, + 1 (5.4.7 (i)), soit
'image par [T,,.,/0q41] (définition 5.4.7 (ii)), de la sous-formule B? de 0,(G). Dans les
deux cas on obtient, d’aprés la définition 5.4.5), que

_ +1 0
B =BT =0, _igt10+1(B") . u
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Quelques propriétés immédiates, mais indispensables :

Lemme 5.4.9

(i)

(i)

(iii)

Si B est une occurrence de sous-formule de o,(G) et B = E'c¢ F' pour un connec-
teur ¢, alors B = EcF, et pour tout j < q, B = EJ cF7, en particulier £’ = E°
et F' = F°,
Soit B est une occurrence de sous-formule de o,(G) de type iy, ... i (qui n’est
donc pas une variable oy, i < q). Supposons que B° est une variable «;.
a. Sij & {ir,...,i} et j<gq, alors

a.l. soit 7 <1y, et

B =0y, i) = aj ANojiing(G);
a.2. soit il existe k, 1 <k <[ tel que ix < j < ipi1, €t
B =0y i) = aj Nojip g ing(G)
a.3. soit iy < j, et
B= Uz‘l,...,iz;q(aj) =a; A Uj;q<G) .

b. Sij > q, alors
B = 0i1,~~~7il;Q<Oéj> = ;.

c. Sije€{iy,...,u}, alors
B =0i,__iglay) = Ta -

Soit une occurrence de la variable o, dans o,(G) avec i < q. Alors il existe une
suite non vide d’entiers entre 1 et q, soit 11 < ... <1, telle que i = 1y, et telle que
cette occurrence de oy apparaisse dans une occurrence de la sous-formule suivante
de 0,(G) :

a; N\ 0i1,---7iz;q(G) )

ol 0;y,...i:q(G) est une occurrence de sous-formule de o,(G) de type i1, ..., 14, telle

que Uil,...,il;q(G)O =G.

PREUVE (i) : par induction sur ¢, c¢’est une conséquence directe de la définition 5.4.7.

PREUVE (ii) : on sait que B = 0y, _;4(@;). On montre par induction sur ¢, pour les
formules o, ;..(a;), le résultat énoncé ci-dessus modifié par 1'ajout de la condition
supplémentaire 7 < ¢ dans le cas ¢. Cette condition est conséquence de j € {iy,..., 4}
dans le cas ol iy,...,17; est le type de la formule considérée.

Pour ¢ = 0 c’est évident, car le type de B est la suite vide, on est dans le cas b, et la
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substitution envisagée oy est 1'identité.

Supposons le résultat vrai pour q.

Si j > q+ 1, on est forcément dans le cas b pour g et ¢ + 1, et comme s, ne modifie
pas o le résultat suit par hypothése d’induction.

Sij < q+ 1, on est forcément dans le cas a pour ¢ et ¢ + 1. On obtient le résultat par
hypothése d’induction, en utilisant directement la définition 5.4.5. Voyons par exemple
le cas ¢ + 1 = i;. Par hypothése d’induction,

O-i17~~~,il;fI(O[j) = a; N\ Uj,il,--wil;fI(G) :
D’apreés la définition 5.4.5,

Tirooivig+1(0) = (@ A Ty iig (G T ager /Qqi1] = i A0y g1 (G)

Si j = q+ 1, alors soit j € {iy,...,4}, et Pon passe du cas b au cas ¢, soit j ¢
{i1,...,14;}, et Pon passe du cas b au cas a, voyons par exemple j < i; :

0i1,---,iz;q+1(aq+1) = Qg1 A 0q+1;q+1(G) = Qg1 N 0q+1;q+1,i1,---,iz(G) .

PREUVE (iii) : par induction sur g.
Si g =0, il n’y a pas de variables «; avec ¢ < 0, ¢’est donc évident.
Supposons la propriété vraie pour q.
La variable a1 n’apparait dans o,.1(G) = s441(04(G)), que comme sous-formule de
Sq+1(g11), par définition de cette substitution. On a :

Sqr1(Qgi1) = agr1 A og(G) ™ = ag1 A 0gy1q41(G)

Comme 0,4(G) est de type vide et 04(G)? = G, 0441,441(G) est une occurrence de sous-
formule de 0,41(G) de type ¢ + 1 et 0,41(G)° = G (5.4.7 (ii)). Le résultat est donc
démontré pour cette variable.

Voyons maintenant une variable «;, avec ¢ < g. Ces variables ne sont pas changées
par s,+1. Une occurrence de la variable o; dans o,41(G) = s,11(04(G)) est donc, soit
I'image par s, d’une occurrence de «; dans la formule o,(G), soit une occurrence de «;
dans o,(G) 1. On applique 'hypotheése de récurrence dans les deux cas.

On obtient dans le premier cas que l'occurrence considérée de «; apparait dans une
sous-formule de la forme

Sq—H(ai A o-i17---7iz;q(G)) =o; N\ Uil,---,il;q-i-l(G) .

On obtient dans le second cas que 'occurrence considérée de o; apparait dans une sous-
formule de la forme

(@i A0 ig(G) 70 = o Aoy i gr1ig+1(G) -
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Dans les deux cas iy, . .., i; est le type de 0y, _;,.,(G), comme occurrence de sous-formule
de UQ(G)7 et O-i17~~~7il;€I(G)0 =G.

Dans le premier cas, par définition (5.4.7 (1)), le type de 0y, _i,.q+1(G) égale celui de
Oy, oivig(G)s €6 Tiy g 11(G)° = 04y i (G)° = G.

Dans le second cas par définition (5.4.7 (ii)), le type de 0y, i 4+1.4+1(G) égale celui
de 0y, _i:q(G) prolongé par ¢ + 1, et 04, iy g11011(G)° = 03 _inyg(G)° = G.

On a donc dans chacun des deux cas le résultat voulu. [ |

5.4.3 Etude d’une rétro-dérivation d’une formule “o,(G)”

Dans ce paragraphe, I'entier p est fixé. On va considérer une rétro-dérivation du
séquent + 0,(G). Voyons d’abord un lemme décrivant une telle rétro-dérivation.

Lemme 5.4.10 On considére une rétro-dérivation (F 0,(G)) rd C. Soit S un séquent

de C. On associe a S l'ensemble Ig de tous les indices qui interviennent dans les types

des formules de S, excepté k, si S est maximal gauche et S = ay,, I' = C'. On considere la

branche de la rétro-dérivation de feuille S, que I’on note b(S). On a les résultats suivants.
(i) Pour chaque variable o; dans Ig, il existe un séquent non pointé

S; = Zj H Un,...,il;p(G) , avecl < <...<y <petje {il, e ,’il},

qui apparait dans b(S), comme prémisse d’une régle (Ndroite), dont l’autre prémisse
est ¥; F ;. On désignera cette derniére par S; = X, = «;. De plus, aucun des
séquents de b(S) qui apparaissent entre la racine et SJ’-, ne contient de formules
de type ki,... km;p avec j € {ky,...,kn} (en particulier, ’ensemble ¥; a cette

Propriété).

(ii) Tous les séquents S; ont leur partie gauche incluse dans celle de S, de plus il
est possible d’ordonner Ig, soit Is = {ag,,...,as}, de fagcon que, si e < f, alors
Y, C X, .

Se Sy

(iii) Enfin tous les séquents S;, j € Is définis ci-dessus font partie de toute sous-
dérivation contenant S, donc de toute conjonction de la forme normale disjonctive
de C contenant S.

PREUVE (i) : considérons dans la branche b(S), la premiére occurrence a partir de la ra-
cine d’un séquent comportant une formule £ de type (kq, ..., kn;p) avec j € {ki, ..., kn}.
Considérons la formule principale de la régle dont ce séquent est une prémisse. Si elle
était égale & oy, g (L ¢ F), on aurait (ki,...,kn) = (91,-..,9¢) (lemme 5.4.9 (i)),
et donc j € {g1,...,9,} ce qui contredirait les hypothéses. Donc c’est une formule ato-
mique. Ce n’est pas L qui ne peut étre formule principale d’une régle. Donc c’est une
variable. Comme j & {¢1, ..., g,},mais doit apparaitre dans le type de E, ce ne peut étre
que a;. On a d’aprés le lemme 5.4.9 (ii) :

091,---79q;p(aj) = Uk1,...,km;p(G) Aoy avee E = Ukl,...,km;p(G)-
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Si cette formule était située a gauche du signe thése, 'unique prémisse de la régle
(Agauche) serait un séquent maximal gauche donc la feuille de la branche, soit S, ce
qui contredit ’hypotheése j & Ig. Cette formule est donc située a droite du signe thése,
et on obtient le résultat cherché.

PREUVE (ii) : en ordonnant maintenant I, selon I'ordre d’apparition des séquents S}, on
obtient par croissance des parties gauches le résultat énoncé.

PREUVE (iii) : les séquents S; sont maximaux, donc obligatoirement présents dans C.
Ils sont par construction dans une méme sous-dérivation contenant la branche b(S). =

Le lemme suivant permet de se ramener & des formules de F " (G), ce afin d’utiliser
le fait que G est saturée.

Lemme 5.4.11 Soit C une condition telle que (- 0,(G)) rd C. Soit C;V...VCy sa forme
normale disjonctive (celle de la définition 4.4.2). Soient C°,CY, ... CY définies telles que

ci-dessus, a la définition 5.4.7 (composées de séquents composés de sous-formules de G ).
On a pour tout r € {1,...,d} : G- C7 < C>7, et donc G+ C~ « C"".

PREUVE : on prouve par récurrence sur ¢, ¢ < p que :
GFCI Cg_’ .

Cela permettra de conclure puisque pour toute sous-formule A de 0,(G), AP = A.

Le résultat est évident pour ¢ = 0.

Supposons le résultat pour ¢ < p et montrons le pour ¢ + 1. Pour cela il nous suffit de
montrer que G F C¢~ « C?"'~ . Pour une sous-formule donnée A de type (i1, ...,i;p)
qui apparait dans C, deux cas se présentent. Si ¢+ 1 & {i1,...,4}, alors :

Aqul = 0i1,---,il;fI+1<A0) = SQ+1<Ui1,---,il;(I(AO)) = SQ+1(Aq) )

et donc, comme s,,; est une G-identité on a, en substituant A7"! & un certain nombre
d’occurrences de A? :
G CT™ s CI7[ATT /A

On suppose que 'on réalise d’abord les substitutions [A9/A9] pour toutes les for-
mules A de type (i1,...,%;p), avec ¢ + 1 & {i1,...,4;} dans C,. Soit C#%*! la condition
intermédiaire, équivalente a C, obtenue.

Considérons maintenant les formules A de type (i1, ..., 4;p), telles que g+1 € {i1,...,4},
on a:

Aq+1 - O-il,...,’il;q-i-l(AO) = (O-il,...,il;q(AO))_aq+1 = Aq_aq+1 .
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Deux cas sont possibles, d’aprés le lemme 5.4.10.

Soit A apparait dans un séquent de C, de la forme a1, A, A = C. On rappelle que pour
tout i < g+ 1, (gy1)" = agy1. Il est clair qu'un tel séquent est transformé en un séquent
équivalent par la substitution [A9"%+1 /A9]

soit A apparait dans un séquent de C,. de la forme X U A F C, avec A € AU {C}, C,
contient un séquent maximal X F o, distinct, et X ne contient pas de formules de type
(K1, km;p) avec ¢+ 1 € {k1,... kn}.

Dans le cadre du précédent cas, ont été “traduits” le séquent X - o1, et dans 'autre
séquent les formules de ¥, et une partie éventuellement de A U{C'}. On rappelle que C,,
est une conjonction de séquents, et donc les C- et C24*! également. On a donc comme
éléments de la conjonction C497! les séquents :

(2 F ag)™ et STPUAITTUALECF avec k=qouk=q+1.

Remarquons que :
(2 l_ O{q+1)q+1 — 2q+1 l_ O{q+1 y

or :

(20— ) A (BTTPUATT U AL — CF)

(2q+1 N &qul) A (2q+1 U Ac{—kl U (Ag)*aq-ﬁ-l N Cq+1>
(21— ) A (BTTTUATT U ALY 0ty

On obtient donc en appliquant successivement cette transformation pour chaque sé-

quent :
9,9+1— — ogt+l—
Ce = (!

et donc finalement :
GHCIm it

ce qui achéve 'induction. [ ]

5.4.4 Lorsque “G” est saturée

On donne deux lemmes, conséquences du lemme 5.4.11, qui permettent de conclure
quand G est saturée.

Lemme 5.4.12 On reprend les notations du lemme 5.4.11. On suppose de plus que G
est saturée. Soit C une condition telle que (- 0,(G)) rd C. Soit C; V...V C4 sa forme
normale disjonctive, alors il existe r € {1,...,d} tel que :

GFC~Fo,(G).
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PREUVE : on sait que G I 0,(G), car g, est une G-identité. On sait que par définition
de la rétro-dérivation :
op,(G) >CV...vVC;,

donc :
G>CV...vVC; ,

on applique maintenant le lemme 5.4.11 :
G>C7V...VC; .

Or les conditions C? sont des conjonctions de séquents formés de sous-formules de G, et
donc les formules C?~ appartiennent & .'FH’A(G). on peut donc appliquer la définition de
la saturation (voir paragraphe 5.3). Il existe r tel que G+ C°~. On applique & nouveau
le lemme 5.4.11 et on obtient

GEFC,. .

Le fait que C,” - 0,(G) est une conséquence de la définition de la relation “rd” (lemme
4.4.10). n

Le lemme suivant a un double but : fournir une G-identité validante dans le cas
o (G est saturée en se ramenant a un ensemble de formules de Harrop, donner une
caractérisation récursive de la saturation. Il utilise dans sa preuve le lemme 5.4.11

Lemme 5.4.13 On reprend les notations du lemme 5.4.11. Soit C est une condition
telle que (F 0,(G)) rd C. On suppose que l'une des conjonctions de la forme normale
disjonctive de C , soit C, , vérifie :

GFCFo,(G).

Alors tout séquent mazimal gauche S de C, (correspondant & une formule anti-Harrop)
est conséquence de la conjonction C,q des séquents mazimaux droits de C, (correspondant
a des formules de Harrop) :

a5

PREUVE : soit S un séquent maximal gauche de C,. On remarque tout d’abord que S
n’a pu étre obtenu que comme prémisse d’une régle dont la formule principale est du type
a; ¢ Aou A ¢ oy, ce par définition de la rétro-dérivation. Mais d’aprés le lemme 5.4.9(iii)
on sait que cette formule est du type o, _;,.»(G) A o; avec @ € {iy,...,4}. La derniére
régle appliquée est donc un (Agauche). S s’écrit donc :

S = «;, Uil,---,il;p(G)7 ArFC.
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Toujours d’aprés 5.4.9(iii), cette occurrence de oy, ;.»,(G) est effectivement de type
i1, ..., 1, et vérifie o;,;,»(G)? = G. On peut donc déduire du lemme 5.4.8 (ii) :

Sq = 4, 0i1,...,il;q(G)7 Aq l_ Cq .

On associe maintenant (comme au lemme 5.4.10) a .S 'ensemble Ig de tous les indices
qui interviennent dans les types des formules de S, y compris iy, ..., i, excepté i, et pour
chaque a; € Ig les séquents maximaux droits S; = X; = «; correspondant. D’apreés le
lemme 5.4.10 (iii), les S; sont dans toute conjonction de la forme normale disjonctive
de C dans laquelle S apparait, donc tous dans C,. D’aprés le lemme 5.4.10 (ii), leurs
parties gauches sont totalement ordonnées par inclusion, et inclues dans celle de S, donc
dans A (5.4.10 (i)). En particulier, une formule de ¥; a un type ki,. .., ky;p vérifiant
{/{Zl,...,km} C Is.

On va, de facon analogue au lemme 5.4.11, prouver par induction sur ¢ ou ¢ <p
et p fixé, que :

{Z(JI — Qy, j € IS},OZZ‘,0'1'17_“72‘“,1(G),Aq FC?. (Pq)

Pour ¢ =0, on sait, d’aprés le lemme 5.4.11, que GFC°~, S =a;,G,A"F CY est
donc prouvable.
Supposons maintenant le résultat vrai pour ¢ < p et montrons le pour g+ 1 .
Rappelons que Ig contient tous les indices qui interviennent dans les types des formules
de (P,) excepté i.
Supposons tout d’abord que ¢+ 1¢& Ig, et g+ 1 F# 1.
En appliquant la substitution s,.; a (P,) on obtient(P,;), d’ou le résultat.
Supposons que ¢+ 1 =14 (donc g+ 1 & Is et ¢+ 1 € {iy,...,q}).
Comme o4 est une formule gauche du séquent, on conserve la prouvabilité de celui-ci
en remplacant dans (F,) toutes les formules A7 , avec A de type ki,....kn;p et
q+1¢€{ky,... . kn}, par AT = A97%+1  Soit (P)) le résultat obtenu. On applique
sq¢+1 & (P7). On obtient, comme les formules A7"“s+! ne sont pas transformées, que le
séquent suivant est prouvable :

{23‘“ — Q5 JE€ IS}, Qg+1, O-Q(G)iaq“a 0i1,---7il;Q+1(G)7 AT O

Rappelons que ¢ + 1 € {iy,...,4}, et donc 0y, _i,q+1(G) = (04, iyig(G)) ¥t
D’aprés le lemme 5.4.10, les X, sont tous inclus dans A, et donc pour tout j € I :

(B =y, € L} i 0 g (G), AT ()
D’autre part, d’apres le lemme 5.4.6,

Qgyy vy Qs 0i17---,il;Q(G) + Uq(G) )
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donc
RUSERERR 2 Uil,---,iz;q(G)iaqH - 0q<G)7aq+l )
i.e.
ail’ et ai” o-il,...,'il;q-f—l(G) I_ CJ'q(G)_Oéq+1 .

Or, par définition de Ig, {i1,...,4;} — {q+ 1} C Ig, donc d’aprés Passertion (x),
(S = 0y, € L}, agin, 01y iggs1(G), AT 0, (Gt
d’otu le résultat cherché :
{Z?—H —a;, JE€ Is}’ Qg1 0i17---,il;Q+1(G)’ AT | Ot

Supposons maintenant que ¢+ 1 € Is (donc g+ 1 # ).
Considérons le séquent X1 = agqq . On sait que X,4; ne contient pas de formule de
type ki,...,kn;p avec g+1 € {ki,..., kn}, et que X, est contenu dans A | ainsi que
dans tous les X;, j € Ig dés qu’ils contiennent de telles formules de type ki,..., k,;p
(lemme 5.4.10). Comme ¢+ 1 € Ig, X,1 F agy1 apparait a droite du signe thése
dans (P,), On peut donc conserver la prouvabilité de (F,), en remplagant dans les Z?
et dans 57, les formules A7, avec A de type ki,....kn;p et g+ 1€ {ky,... kn},
par A7l = A97%+1 (ceci ne modifiera pas le séquent X, F agy1.

On applique ensuite s,;; au séquent obtenu. On obtient, aprés avoir décomposer
Zgﬂ — Qg1 A 0y(G)+ en Zgﬂ — Qg41 €t Zgﬁ — 0,(G)¥t

{2;]‘+1 - Qy , JE€ [S}v Egi% - UQ<G)aq+1vai7 Uil,---,il;qJﬂ(G)’ AT oot
D’aprés le lemme 5.4.10, les XJ; sont tous inclus dans A. On en déduit que, pour tout

g el:
{Z‘;"’l — Q5 J€ IS}> Qs O-i17---7il§Q+1(G)’ AT Q; (**)

Or, par définition de Ig, {i1,...,4}—{i} C Is. De la méme fagon qu’au cas précédent,
on déduit de I'assertion (k) et du lemme 5.4.6 que

{Z(JI'—H — QG JE [S}v Qg+1, O-il,---7iz;€I+1<G>7 ATH - O-q<G>aq+1 )
et on obtient le résultat cherché :

{E?+1 — Qj, j c [s}7 «;, Ui1,...,il;Q+1(G)7 Aq+1 - Cq+1 : u
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5.5 Admissibilité égale dérivabilité plus rétro-dérivabilité

Proposition 5.5.1 Soit T' un ensemble (fini) saturé de formules propositionnelles.
Alors,soit AI' est une antilogie classique, soit I' posséde une I'-identité validante qui
ne substitue que des formules construites sur les variables de I'. Donc I' a la propriété de
disjonction pour [’admissibilité, et donc mémes conséquences admissibles et dérivables.

PREUVE : on pose Var, = {ai,...,a,}. On applique le lemme 5.4.13 précédent, avec
p=mn, G=AI' et C obtenue par une rétro-dérivation maximale de o, (G) (il en existe
une, voir lemme 4.4.12). On choisit pour C, la conjonction fournie par le lemme 5.4.12.
Comme C ne contient que des séquents maximaux et que le lemme 5.4.13 montre que les
séquents maximaux gauches sont conséquences des séquents maximaux droits, on obtient
en prenant la conjonction des formules correspondant aux séquents maximaux droits de
C , une formule de Harrop H , qui est soit équivalente & une conjonction de formules de
Harrop simples (cf lemme 5.1.1), soit équivalente & T | soit équivalente & L , telle que :

GFHF oy(G).

Si H =T, o, est G-validante. On conclut par le lemme 2.2.4 que G a mémes
conséquences admissibles dérivables.

Si H , est une conjonction de formules de Harrop simples, d’aprés le lemme 5.1.2 il
existe une H-identité validante, soit s . Comme G F H , s est également une G-
identité, et donc s o o, est une G-identité. D’autre part comme H + 0,(G) , on a
s(H)F so0,(G) . De plus on sait que s est H-validante, s(H) est démontrable, donc
soo,(G) également, et donc so o, est G-validante. On conclut par le lemme 2.2.4
que GG a mémes conséquences admissibles dérivables.

Supposons maintenant que H est équivalente & | donc une antilogie classique, comme
G+ H, G est également une antilogie. On conclut comme au paragraphe 3.4. ]

Corollaire 5.5.2 Un ensemble fini I de formules propositionnelles non contradictoire
a la propriété de disjonction pour ['admissibilité si et seulement s’il existe une I'-identité-
validante.

Un ensemble fini T' de formules propositionnelles non contradictoire a la propriété
de disjonction pour ['admissibilité si et seulement s’il existe une I'-identité-validante qui
ne substitue que des formules construites sur les variables de I.

PREUVE : on sait que s’il existe une I'-identité-validante, I' a la propriété de disjonction
pour 'admissibilité (lemme 2.2.4). Réciproquement, si T' a la propriété de disjonction
pour 'admissibilité, I' est évidemment saturé et on conclut par la proposition 5.5.1
précédente. [ ]
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Proposition 5.5.3 (complétude) Pour un ensemble fini T' de formules proposition-
nelles, C' une formule propositionnelle, on a :

I'>C sst I'>C.

Plus précisémment, a tout ensemble I' de formules, on peut associer un ensemble de

q
formules T = \//\Fi , ou les T'; sont des ensembles saturés, tels que pour toute

i=1
formule C' :
I'>C ssi MF(C,
et
> 1.
PREUVE : d’apreés le lemme 5.3.5, il existe I'y, ..., ', sous-ensembles saturés, tels que :

A 4> (ATy) V...V (AT,) .

On pose ['% = (AT'}) V...V (AT,).
De I' rd ', on déduit (lemme de fidélité 4.4.15) T' > ', De I'* F T, on déduit de
méme % > T'. Par composition de la relation d’admissibilité, on obtient,

I'>C ssi "> C.
D’aprés le lemme 1.5.3, la proposition 5.5.1 et comme les I'; sont saturés,

s ¢ ssi T+ C. ]

Corollaire 5.5.4 Pour un ensemble fini de formules donné T, il existe un nombre fini
de substitutions si,...,s, , a valeurs dans [’ensemble des formules propositionnelles ne
comportant que des variables propositionnelles apparaissant dans T, et telles que pour
toute formule C :

I'> C ssi pourtoutie{l,...,q}, F s;(C).
PREUVE : conséquence du corollaire 5.5.2 et de la proposition 5.5.3. [ ]

Corollaire 5.5.5 les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) La formule G a mémes conséquences admissibles et dérivables

(ii) La formule G est équivalente a une disjonction de p formules ayant la propriété
de disjonction pour l’admaissibilité.
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(iii) Soit G est une antilogie, soit il existe p substitutions si,...,s, telles que
F s1(G),...,F s,(G) et pour toute proposition C, si(C)A...As,(C) G — C.

PREUVE ((i)<(ii)) : on déduit de la proposition 5.5.3 précédente qu'il existe une dis-
jonction de p formules saturées G telle que G 4> G. Si G a mémes conséquences
admissibles et dérivables alors G = G®. La réciproque est déja démontrée (cf lemmes
2.2.4 et 1.5.3).

PREUVE ((ii)=(iii)) : soient Gi,...,G, des formules ayant la propriété de disjonction
pour I'admissibilité et vérifiant G = \/!_; G;. D’aprés le corollaire 5.5.2, pour chaque
G, 1l existe une Gj;-identité validante s;. Par définition d’une G;-identité, pour toute
proposition C,

G, —s(C0)=G;— C.
On en déduit que

p p
NG — si(C) = \(Gi— ©),
i=1 i=1
et donc
p
/\ si(C)FG— C.
i=1
PREUVE ((iii)=-(i)) : on applique la définition de I'admissibilité pour si,...,s, . n

5.6 Reésultats de décidabilité

Proposition 5.6.1 La saturation (ou le fait d’avoir la propriété de disjonction pour
Padmissibilité) d’un ensemble de formules T' est décidable. Plus précisémment, posons
G = Al avec aq,...,qa, une énumération de toutes les variables de T' . On associe
a G la substitution o, définie en 5.4.2. Soit C la condition maximale telle que
on(G) rd C et C; V...V Cq la forme normale disjonctive de C . Alors T est saturé
st et seulement si il existe r tel que G+ C, , et ceci est décidable.

PREUVE : §’il n’existe pas un tel r , il est clair que I' n’est pas saturé. Si un tel r
existe on peut appliquer le lemme 5.4.11. On a donc construit une formule de Harrop H
vérifiant G F H F 0,(G) . On en déduit exactement comme en 5.5.3 I'existence d’une
['-identité et donc la saturation de I'. La détermination de C , condition formée de sous-
formules de T' est décidable, donc celle de sa forme normale disjonctive I’est également.
On est donc ramené a la décidabilité de la relation de déduction intuitionniste. [ ]
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Proposition 5.6.2 La détermination pour un ensemble I de formules d’un ensemble
q

red = \/ AL, ot les T'; sont des ensembles saturés, tels que pour toute formule C :
i=1

I'>C ssi T“F(C,

et
[ > 1

(voir proposition 5.5.3) est décidable. Par conséquent ’admissibilité en calcul proposi-
tionnel intuitionniste est décidable, avoir mémes conséquences admissibles et dérivables
est décidable.

PREUVE : il s’agit de montrer qu’il est possible de construire de facon récursive pour
un ensemble T' de formules données les ensembles saturés (voir lemme 5.3.5), soient
I'y,...,I'y tels que :

q
AT > \/ AT .

i=1
Comme pour la proposition précédente, la preuve d’élimination des anti-Harrop fournit
le procédé. On construit la substitution o, , (n le nombre de variables de Var. )
telle que définie au paragraphe 5.4. On applique le lemme 5.4.11 avec p = n . On
obtient des ensembles de sous-formules d’ordre 1 de I', Harrop et anti-Harrop. Si I'un
d’entre eux est la conséquence de I', d’aprés la proposition précédente I' est saturé.
Si aucun des ensembles obtenus n’est conséquence de I', celui-ci n’est donc pas saturé.
On construit les ensembles obtenus en réunissant & I' chacun des ensembles obtenus et
on réitére le procédé pour chacun d’entre eux. Comme on reste toujours dans I’ensemble
fini F (D), le procédé termine, et 'on construit les ensembles Ty, ... ,I', vérifiant :

I'>C ssi IhHCet...et T, FC. n

Il est & remarquer que le processus de décision pour ’admissibilité indiqué ci-dessus
semble extrémement lourd, méme comparé a celui pour la prouvabilité, y compris en
effectuant un certain nombre d’améliorations immédiates utilisant I'inversibilité de cer-
taines regles. Je n’ai pas étudier la complexité de ce processus de décision.
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Troisiéme partie

Exemples, applications
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6 Le calcul propositionnel & une variable

Le cas des formules a une variable en calcul propositionnel intuitionniste est tres
particulier et assez peu représentatif du cas général. Mais, comme il se décrit simplement,
il permet d’illustrer facilement les notions introduites précédemment.

6.1 Le treillis de Rieger-Nishimura

Le treillis pour la déduction de l'algébre de Lindenbaum (ensemble des formules
quotienté par Péquivalence) & une variable « a une forme remarquable qui est la
suivante [Ni 60, Tr vD 88| :

A12

(_‘_‘O[ — O[) \/ 1 = A7

6 5

aV o= A; Ay =

_|Oz:A2

AOZJ_

F1G. 1 — Treillis de Rieger-Nishimura
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Les formules A,,, n € NU{w}, sont décrites inductivement par :
*AOZJ_,Alzp,AQ:_'P,Aw:T;

- A2p+3 = A2p+2 V A2p+1 pour p € N,

- A2p+4 = A2p+2 — A2p+1 pour p € N.

6.2 Substitutions et treillis de Rieger-Nishimura

D’aprés le corollaire 5.5.4, on peut, pour étudier I’admissibilité dans ce cas particulier,
se limiter a des substitutions de formules propositionnelles a une variable. Il est amusant
d’observer que les treillis images obtenus sont finis et en nombre fini. Décrivons les.
Voyons tout d’abord les substitutions “classiques” s(a) = T et s(a) = L . Les formules
substituées forment deux classes pour I'équivalence (qui est marquée, dans cette figure
et dans les suivantes, par un trait gras).
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FI1G. 3 — s(a) =T

On utilise maintenant directement la définition de ’admissibilité. On ne s’interesse
qu’a la classe des formules dont les substituées sont équivalentes & T. Avec ces deux sub-
stitutions on obtient que A; = a, Ay = ~a et A3 = oV —a n’ont d’autres conséquences
admissibles que leurs conséquences dérivables.
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Les cas s(a) = —a et s(a) = -« sont identiques. Le treillis obtenu par substitu-
tion comporte 5 classes.

-V oo = s(As)

~C' = s(Ay) —C

Fi1G. 4 - s(a) = C avec C' = -« ou C = -«

Avec ces substitutions, on obtient que Ag n’a pas d’autre conséquences admissibles
que ses conséquences dérivables, que A; et A;, i > 9 n’ont pour conséquences
admissibles, ni Ag, ni A;, i <5.
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Toutes les autres substitutions par des formules & une variable quotientent le treillis
de la méme fagon (3 classes, treillis linéaire) :

FI1G. 5 - s(a) = C avec oV ~a + C

Avec ces substitutions, on obtient que A, n’a pour conséquences admissibles que
ses conséquences dérivables, que A; n’a pas Ag pour conséquence admissible, et donc
en utilisant également la précédente substitution, n’a pour conséquences admissibles que
ses conséquences dérivables. De méme en reprenant la substitution s(a) = L on obtient
que As n’a pour conséquences admissibles que ses conséquences dérivables.

On obtient de facon analogue que Ag ne peut avoir d’autres conséquences admissibles
non dérivables que A; et A .

En regroupant ces résultats, et en utilisant de plus le fait que ces substitutions sont
suffisantes pour caractériser 'admissibilité (corollaire 5.5.4), on obtient une description
de toutes les régles admissibles pour les formules propositionnelles & une variable, que
I’on a synthétisée dans la figure 6 du paragraphe suivant.
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6.3 Reégles admissibles

Toutes les régles admissibles sont obtenues par composition des régles dérivables, et

des régles admissibles suivantes :

pour tout n € N Ag,ig > Aopys, Aoppo > Aopyr, Aspyin > Aontio -

A12

(_‘_‘OZ — Oé) Vo = A7

_‘_‘O{HOZEAG = oV "«

aV o = As Ay =

_|Oé:A2

Ag= 1

Ag = (m—a — a) = (aV -a)

(bien entendu, A, = T n’a aucune conséquence admissible non dérivable)

F1G. 6 — Treillis de Rieger-Nishimura et admissibilité
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Remarquons que I’ensemble des formules propositionnelles quotienté par la relation
d’équivalence admissible,

AL> B ssi A>Bet B> A,

contient exactement 9 classes. On peut remarquer qu’une régle possédant un nombre
fini de prémisses est équivalente a la régle a une seule prémisse obtenue en prenant leur
conjonction. On déduit donc facilement de ce qui précéde, le résultat suivant.

Proposition 6.3.1 Les régles admissibles a une variable propositionnelle sont, a équi-
valences pres, exactement les suivantes :

— les regles dérivables ;

- Ag > Aj, clest a dire (—ma — a) — (@ V o) > oa Voo

- A; > A; pour tous i,j € {TU{ke N, k>9};
(le premier et le dernier cas ne sont pas exclusifs).

6.4 Rétro-dérivation

Il n’est bien entendu pas indispensable d’utiliser le résultat de complétude de la sec-
tion 5. Sans ce résultat on prouve simplement, en substituant des formules & une variable,
qu’il n’y a pas d’autres régles admissibles que celles décrites a la proposition 6.3.1.

Pour prouver que ces régles sont bien admissibles, on peut utiliser directement la
rétro-dérivation, plus précisément I’exemple (ad;) donné au paragraphe 4.3.

Lemme 6.4.1 Toutes les régles admissibles portant sur des formules propositionnelles a
une variable sont obtenues par composition de régles dérivables et d’instances de la régle
admissible :

(@=0) = (BVy)>((a—=0)=p)V(a—=0—=7V(ae—=0)—a). (ad)

PREUVE : on utilise le treillis de Nishimura et les notations introduites en 6.1. Il nous
suffit de démontrer (voir paragraphe 6.3) que les régles suivantes sont obtenues par
composition d’'instances de (ad;) et de régles dérivables :

pour tout n € N As, 18 > Aoyvs, Aspniog > Aopir, Aoni1n > Aopiio-

Nous allons tout d’abord montrer que pour tout n entier Ag, s > As,i5. On se sert
de I’équivalence suivante :

pour toutn € N, Ag,i6 = Agpia — Aopyr - (1)
En effet
A2n+6 = A2n+4 - A2n+3 = <A2n+2 - A2n+1) - <A2n+2 Vv A2n+1) )
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et indépendamment du sens des A; l'assertion

(A2n+2 - A2n+1) - <A2n+2 V A2n+1) = <A2n+2 - A2n+1) - A2n+1 )

est démontrable intuitionnistiquement.

L’équivalence (1) et d’autres équivalences du méme genre sont d’ailleurs nécessaires
pour montrer que le treillis de Rieger-Nishimura décrit bien ce qu’il est sensé décrire
(voir [Ni 60, Tr vD 88]).

On déduit donc de (1) que Ag,is = Agpig — Aonas, et en réappliquant la méme
équivalence pour Ay, d'une part, en remplacant A,,,3 par sa définition (voir 6.1)
d’autre part, on obtient :

Aopis = (Aopia — Aonir) — (Aongr V Aonga) .

On peut appliquer la régle admissible (ad;). On obtient que, pour tout entier n, Ay, s a
pour conséquence admissible :

[(Agnia — Aopy1) — Aoni1]V[(Agnga — Aoni1) — Aspio| V[(Aonia — Agpi1) — Aonidl
Remarquons que trivialement, As,.1 F Az, 4, on peut donc simplifier la disjonction :
Agpis > [(Agpia — Aopi1) = Aonya] V [(Agnga — Aopi1) — Aoyl (2)

On remplace maintenant A, 4 par As, o — As,y1 dans la deuxiéme composante de
la disjonction. On obtient :

(A2n+4 - A2n+1) - A2n+4 = [(A2n+2 - A2n+1) - A2n+1] - (A2n+2 - A2n+1)
[A2n+1 - A2n+1] - <A2n+2 - A2n+1)

A2n+2 - A2n+1

A2n+4 .

Donc, en remplacant dans (2) :
Aopis > [(Asnga — Aony1) = Aonyo] V Agpia . (3)

Pour la premiére composante de la disjonction, on peut se servir de 1’équivalence sui-
vante :
pour toutn € N, Agyi1 — Agpio = Aopys . (4)

En effet cette équivalence est facilement démontrable pour n = 0 . La montrer pour
n > 0 revient a montrer :
Aonysz — Aopys = Aopya
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c’est a dire :
(Agpg1 V Aony2) = Agnio — Agngr = Aospyor — Agpgr
Ce qui est évident, indépendemment de la valeur des A;. On déduit de (4) que :

<A2n+4 - A2n+1) - A2n+2 = <A2n+4 - A2n+1) - A2n+1 - A2n+2

A2n+1 - A2n+2

A2n+2 .

On obtient finalement en appliquant cette derniére équivalence a (3) :
Agpyg > Aonga V Agpya

Or Agpyz = Agpy1 V Asnyo et Agpyi B Agpyy done Agpyg V Agpys = Aopia V Ao, et
comme Ag, 5 = Agpig V Agyiz, on a finalement le résultat annoncé :

pour tout n € N, Ao, 18> Agpis .

On en déduit que As, g > Ag,i7, puisque Ao, Aopyr .

De A2n+9 = A2n+7 vV A2n+8 on déduit A2n+9 > A2n+7-

De A2n+10 = A2n+8 — A2n+7 on déduit A2n+9 > A2n+10.

De A2n+11 = A2n+9 V A2n+10 on déduit A2n+11 > A2n+10.
Ces derniers résultats valent pour tout entier n et sont ceux qu’il nous suffisait de montrer.
[ ]

6.5 Illustration de définitions précédemment introduites

En observant la figure 6 du paragraphe 6.3, on constate que les seules formules a
une variable propositionnelle ayant mémes conséquences admissibles et dérivables sont,
a équivalence preés :

AOZLa Aw:—ra Alzav
Ay = —a As=aV -« Ay
As=—-aV-a, Ag=-a—a, Ar=(-a—a)V-a.

- s
Parmi celles ci, les seules a avoir la propriété de la disjonction pour 'admissibilité sont :

AOIJ_, Aw:—[—;
Aleé, A2:_|Oé,
Ay =-a, Ag=-a— .
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On remarque que, par contre, toutes les formules Ay, pour p dans N ainsi que
A = «a, ont la propriété de disjonction, et seulement celles-ci & équivalence prés, parmi
les formules a une variable propositionnelle. Pour Ay, A; et Ay c’est évident. les autres
formules considérées sont les Ay, 4 = Agpro — Agpyq. Un séquent :

Agpis FCV D

ne peut étre prouvé dans le calcul des séquents de la section 4.1 par la régle gauche de
la fleche. En effet cela conduirait & prouver le séquent Ag,i4 = Agyio ce que contredit
le treillis de Rieger-Nishimura. La seule solution est donc d’utiliser la regle droite de la
disjonction, et donc de prouver Ay, 4y = C ou Ay,py b D.

On constate que les formules Ay, s pour p dans N ont la propriété de disjonction
sans avoir la propriété de disjonction pour ’admissibilité.

6.6 Remarques

Les divers phénomeénes constatés dans ce cas trés particulier ne doivent pas étre
abusivement généralisés. Par exemple il est faux que toutes les régles admissibles puissent
étre engendrées par une seule régle. Nous montrerons plus loin (voir corollaire 7.5.2) qu’un
systéme générant toutes les régles admissibles est nécessairement infini.

Un autre phénomeéne a priori interessant est que le treillis des formules & une variable
quotienté par 1’équivalence admissible “<>>" est fini. Mais ceci est déja faux pour le
treillis des formules a deux variables. En effet nous avons vu que les formules anti-
Harrop ont mémes conséquences admissibles et dérivables (voir paragraphe 3.5). Prenons
maintenant deux variables propositionnelles « et 5 et posons A,(a), n € N les
formules définies telles que ci-dessus au paragraphe 6.1. Les formules § — A, (a), n € N
sont toutes des formules anti-Harrop et ont donc mémes conséquences admissibles et
dérivables. D’autre part deux d’entre ces formules ne sont jamais équivalentes. En effet
nous savons que ceci est vrai pour les formules A,(«), n € N (voir 6.1). On montre
d’autre part :

B — Ap(a)F B — Ay(a) ssi Ay(a) F Ay(a)

(substituer T & [ pour le sens direct, réciproque évidente).

On obtient finalement une infinité de formules & deux variables, [ — A,(«a), n €
N, telles que deux d’entre elles ne soient jamais ni équivalentes ni équivalentes pour
I’admissibilité.
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7 Une axiomatisation de ’admissibilité

Dans cette section on met en évidence un ensemble infini de régles admissibles qui
engendre toutes les régles admissibles par substitution et composition avec la déduction.
La forme de ces régles est directement liée aux deux régles non inversibles, “(— gauche)”
et“(V droite)”. On montre ensuite qu’il n’existe pas d’ensemble fini de régles ayant cette
propriété.

7.1 Les régles (ad,), et autres régles admissibles

L’exemple (ad;) (voir 4.3) est en quelque sorte le prototype des régles admissibles
non dérivables. Exactement de la méme facon dont on a procédé pour cette régle au
paragraphe 4.3, on montre par rétro-dérivation (rétro-dérivation simple de hauteur 2)
que les régles suivantes sont admissibles :

<=

({ai = Biticicn — )
1

{ai = Biti<i<n = (7 V) > (ad,)

oG — ﬁi}lgign - 7)

=<=<]

L o — ﬁz‘}lgz‘gn — 5)

On veut montrer que les régles (ad,),en plus les régles dérivables engendrent toutes les
autres régles admissibles. Ce serait trés simple de le déduire du théoréme de complétu-
de 5.5.3, §’il n’y avait la notion de redondance dans une rétro-dérivation, qui intervient
par exemple dans la preuve donnée au paragraphe 4.3 que la régle (ad)) est admissible.
On verra au paragraphe suivant (lemme 7.2.2) que (ad;) se déduit simplement de la
régle (ady).

Introduisons une généralisation assez naturelle de la régle (ad)) qui nous sera utile.
On montre facilement par rétro-dérivation que les régles suivantes sont admissibles :

[(\/ai)—>ﬁ]—>\/ai>>\/[(\/ai)—>ﬁ]—>aj. (ady,)

Les régles (ad,,) sont envisagées le plus souvent comme des schémas de régles. On
notera les substituées des variables propositionnelles par les lettres romaines majuscules
correspondant aux lettres grecques désignant ces variables.

7.2 Une relation de conséquence entre régles

Définissons avec plus de précision la notion de conséquence entre régles que nous
utilisons, qui est une conséquence a déductibilité intuitionniste prés. On rappelle que les
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régles envisagées concernent des séquents de partie gauche vide, et donc on se limite a
ce cas particulier pour la définition qui suit.

Définition 7.2.1 Soit R un ensemble de régles. Une régle (r), soit

Bi,...,B,
o

est dite conséquence intuitionniste de R quand il existe une suite de formules (A;)1<j<n,
telles que :
— la derniére formule de la suite est la conclusion de (r), Ay = C';
— pour tout 1 < 5 <mn,
soit il existe 1 <1 < p tel que A; égale B; l'une des prémisses de (r),
soit A; est conséquence intuitionniste des formules la précédant {A; }1<i<;,
soit il existe une regle de R telle que A; soit l'image par une substitution de la
conclusion de cette regle, et que les images par la méme substitution des prémisses
de cette regle soient parmi les formules précédentes {A;}1<i<j.

Il est immédiat qu'une regle conséquence intuitionniste de I’ensemble vide est déri-
vable.

Bien entendu, la notion de conséquence intuitionniste est transitive et stable par
substitution. L’ensemble des régles dérivables comme I’ensemble des régles admissibles
sont clos tous deux par conséquence intuitionniste. Remarquons également que si une
régle est conséquence d’un ensemble infini de régles, elle est, par définition, conséquence
d’un sous-ensemble fini de celui-ci.

Comme les régles considérées portent sur des séquents de partie gauche vide, elles
peuvent elles mémes s’écrire comme des séquents de partie gauche les formules prémisses
de la régle, de partie droite la formule conclusion. La notion de conséquence intuitionniste
entre régles ci-dessus définie, peut alors se décrire dans le calcul des séquents intuition-
niste avec coupures, en présence d’axiomes. La régle (r) est conséquence intuitionniste
de R siet seulement si le séquent correspondant & (r) est démontrable en présence des
axiomes qui sont les séquents correspondant a toutes les instances possibles des régles
de R, et en interdisant a ces axiomes d’étre les prémisses d’autres régles que la régle
de coupure.

Le lemme suivant regroupe un certain nombre d’exemples qui nous serons utiles (les
notations ont été introduites au paragraphe 7.1).

Lemme 7.2.2 Pour tout entier non nul n,
(i) la regle (ad,) est conséquence intuitionniste de la régle (ad,y1) ;
(ii) la regle (ady) est conséquence intuitionniste de la régle (ad,,, ) ;
(iii) la regle (ad) est conséquence intuitionniste de la régle (ad,1).

PREUVE (i) : en considérant l'instance de (ad,y1) ot «y,yq et [,41 sont remplacées
respectivement par «, et (3, On obtient immédiatement le résultat.
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PREUVE (ii) : on considére I'instance de (ad},,;) ol ay41 = .

PREUVE (iii) : on montre par récurrence sur p que pour tout entier p entre 0 et n,
la régle suivante est conséquence de (ad,;1) :

n+1 p+1 P ntl
[(Vai)—)ﬁ]*\/Oéj>>\/[(vai)—>ﬁ]—>aj- (ad;, )

Comme (ad,, ,) = (ad;,), on obtient ainsi le résultat voulu.
Pour p = 0 (ad;, ) est évidemment démontrable.
Supposons que (ad;, , ;) est conséquence de (ad,;1), pour p < n. On applique a la
prémisse de la regle (ad;, ,) 'équivalence :

(\/ai)ﬁgz/\(aiﬁg). (%)

On peut maintenant appliquer la régle (ad,y1), avec, pour 1 < j <n+1, A; = a;,

p
B;=p3,C= \/Ozi et D = a,41. On obtient

i=1
( n+l1
\/({ai — Bh<i<nt1 — ;)
j=1
n+1 p+1 vV
[/\(al_)/g)]_)\/az» p (a/dn+1)
=1 =1 {ai — Bhicicni1 — \/ai
i=1
V
\ ({ai — B}i<i<ntr — Qpi1)

ce qui donne, en simplifiant, puis en réutilisant dans 'autre sens I’équivalence (%),

( n+1 n+1
V(A @) = 81— ay)
n+l p+l j=1  i=1
[(vai)_)ﬁ]_)\/ai» \/+1
* * (V) = 81— o

On applique maintenant (ad;, , ;) au premier des membres de la disjonction ci-dessus,

ce qui donne le résultat par hypothése de récurrence. [ ]

Pour montrer que les régles (ad,) engendrent toutes les régles admissibles, nous
aurons a utiliser, pour gérer les redondances, une méthode analogue a ’'usage qui est fait
ici de I’équivalence (x) (cf lemme 7.4.2 (iii)).
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7.3 La suite (ad,,) est strictement croissante

Le but de cette section est de montrer que pour un entier non nul n donné la régle
(ad,) n’est pas conséquence intuitionniste des régles précédentes (ad,), 1 < p < n.

Pour cela il suffit de trouver une régle conséquence intuitionniste de (ad,) qui ne
soit pas conséquence des précédentes. C’est la raison pour laquelle nous introduisons les
régles suivantes, dont nous allons voir qu’elles sont admissibles :

{[(V a;) = O] = (ap V ay) hi<pegents > \/ [(\/ ;) = B] = aj . (ady)

Remarquons que (ad]) = (ad}).

Lemme 7.3.1 Pour tout entier non nul n la régle (adll) est conséquence intuitionniste
de la régle (ad)) , et donc de la régle (ad,i1). Elle est par conséquent admissible. La
reégle (ad!!) n’est pas dérivable, et donc les régles (ad.) et (ad,1) non plus.

PREUVE : (ad!!) est évidemment conséquence intuitionniste de

n+1 n+l n+l
[(\/ ;) = O] = (1 Vay) > \/[(\/ ;) — 0] — a; (ad;, 1)

régle elle méme conséquence de (ad),), donc de (ad, 1) d’aprés le lemme 7.2.2.
Montrons maintenant que ces régles ne sont pas dérivables. On pose, pour chaque n
le modéle de Kripke suivant (arbre a n 4 1 branches de 3 naeuds) :

Fas, i1, I8 Foas, i) IFB Faj itn+1, IF8
(¥ o) W ant1)
Foay, i #1 Fag, i £n+1
(“é al) (J’lé an—l—l)

On laisse le lecteur se convaincre qu’il s’agit bien d’un contre-modéle de la formule :

n+1 n+1 n+1

{[(\/ a;) = B8] = (ap V ag) hr<pegentt = \/[(\/ ;) = Bl = o . u

i=1 j=1 i=1
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On a introduit les régles (ad!) parce qu’elles permettent d’obtenir assez simplement le
résultat suivant.

Lemme 7.3.2 Pour tout entier non nul n, la régle (ad!)) n’est pas conséquence intui-
tionniste des régles (adp)1<p<n.-

PREUVE : Puisque nous avons montré que la suite (ad,),en+ est croissante, il nous
suffit de montrer que (ad!) n’est pas conséquence intuitionniste de (ad,). Pour cela
nous allons procéder par 1’absurde. Supposons que (ad!) soit conséquence de (ad,).
Il existe alors une dérivation de ceci, c’est a dire (voir définition 7.2.1) une suite de
formules se terminant par la conclusion de (ad)), et telle que chaque formule de cette
suite est, soit une prémisse de (ad]), soit est obtenue par dérivation, soit est obtenue
par application de la régle (ad,) a partir des formules précédentes. Montrons qu’alors
(ad’) est dérivable, par induction sur le nombre d’occurrences de la régle (ad,) dans
cette suite. Comme ce résultat est en contradiction avec le lemme 7.3.1 précédent, on
aura démontré le présent lemme.

Considérons donc la premiére occurrence de (ad,) dans la suite ci-dessus introduite,
et montrons qu’elle peut étre remplacée par une dérivation. La formule de la suite qui
est prémisse de (ad,) peut s’écrire :

{Ai = Biti<icn — (CV D) .

et comme il s’agit de la premiére occurrence de (ad,), on a :

n+1
{[(\/ a;) = B] = (ap V ag) h<pegent1i F {Ai = Biti<i<n — (CV D),
i=1
donc de fagon équivalente :

n+1
{[(\/ @) = B8] = (o V ag) h<peqenit, {Ai = Bih<ica FCV D
i=1
Etudions une preuve en calcul des séquents intuitionniste (sans coupures) de ce dernier
énoncé.

Si cette preuve se termine par une régle gauche sur la fleche d’'un A; — B; , ou par
une régle droite sur la disjonction C'V D. On regarde la prémisse droite des régles gauches
sur la fléche, la seule prémisse des régles droites sur la disjonction, et ’on constate que,
dans chacun des cas, le séquent suivant est démontrable :

(

<=

({Ai = Biticicn — 4Aj)
n+1 j=1

{[(\/ a;) = B = (ap V ag) hi<p<gznir

i=1

Ai — Bz’}lgign — O)

S<m <

A; — Biti<icn — D)

\
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a savoir que :
n+1

{[(\/ a;) = Bl = (o V ag) h1<p<g<n
i=1
démontre directement la conclusion de cette occurrence de la régle (ad,). On peut donc
remplacer I'application de (ad,) et les dérivations qui précédent par cette dérivation.
Supposons que la preuve se termine par une autre régle, ce ne peut étre qu'une régle
gauche sur la fléeche de I'une des formules

n+1

{[(\/ ai) - ﬁ] - <O‘p \ O4q)}1§p<q§n+1 .

i=1
On considére la prémisse droite de cette régle, le séquent suivant est donc démontrable :

n+1 n+1

{I(\ @) = B8] = (0 V ag) hi<peqensts {4i = Bihcica F (V) = 8. (2)

i=1 j=1
Ceci est équivalent a ce que ce chacun des séquents :

n+1
{[(\ @) = Bl = (@ V ag) hcpeqenits {Ai = Bihicicn, a;F 8, 1<ji<n+1,

i=1

soit, démontrable.
Comment se termine une preuve non redondante de ces séquents? On rappelle que

les o et B sont atomiques. Appliquer & nouveau une régle gauche sur la fleche de 'une
n+1

des formules [(\/ a;) — O] — (e, V @) conduirait & une redondance. Les preuves se
i=1

terminent donc nécessairement par une régle gauche sur la fléeche de 'une des n formules

A; — B;, 1 <14 <n.On considére & nouveau les prémisses droites de ces régles, et on

observe que pour chacune des n + 1 variables ay, il existe une formule A;, parmi les

n formules A; telle que le séquent suivant soit démontrable :

n+1

{[(\V @) = B8] = (@ V ag) hcpegentt, {Ai = Bihicicn, a; F Ay, 1<j<n+1.
=1

On applique le principe des tiroirs de Dirichlet. Il existe aux moins deux «; distincts
associés a la méme formule A; . On peut supposer sans restreindre la portée de la preuve
qu’il s’agit de «a; et as, et que A;; = A;, = Ag. On a donc les deux séquents :

n+1
{[(\ @) = 8] = (@ V @) hpegsntn, {Ai = Bidicicn, an b Ay,

i=1
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n+1

{[(\ @) = 8] = (@ V @) hpegsntn, {Ai = Biticicn, a2 b Ay,

i=1
qui sont démontrables, et donc (régle (Vgauche) en descendant) le séquent suivant est
prouvable :

n+1
{[(\ @) = 8] = (@ V @) hpegentn, {4 = Biticicn, a1V b Ay .

i=1

De ce dernier séquent et de ce que le séquent (2) ci-dessus est prouvable, on déduit, par
régle (— gauche) en descendant, que :

n+1 n+1
{[(\/ ;) = B] = (pVag)}perenin» 14i = Biticicn s [(\/ ;) = ] = (1 Vag) = Ay,
=1 =1

est prouvable, et donc que le séquent équivalent :

n+1

{[(\/ @) = B8] = (e V g) hi<peqenis F {Ai = Bihicicn — Ai |

i=1

est prouvable également.

Comme dans le premier cas envisagé, le séquent (1) (voir début de la preuve) est
prouvable, et on conclut de méme en remplagant la régle (ad,) et les dérivations qui la
précedent par cette dérivation. [ ]

On conclut ce paragraphe par la proposition suivante.

Proposition 7.3.3 les régles (ad,), € N* sont toutes admissibles et non dérivables.
Cette suite de regles est strictement croissante pour la relation de conséquence intuition-
niste, c’est a dire que pour tout n non nul (ad,) est conséquence intuitionniste de
(adyi1), et que (ad,y1) n'est pas conséquence intuitionniste de (ad,,).

PREUVE : nous avons déja vu que ces régles sont admissibles. Elles ne sont pas dérivables
d’aprés le lemme 7.3.1 pour n > 2. Il reste & montrer que (ad;) n’est pas dérivable, ce
que l'on affirmait déja dans l'introduction. Le modéle de Kripke qui suit est un contre-
modeéle de la formule :

(@ —=8) = (yVI] = (= B) = a]Va—pF) =Va—pB)—d]).
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[ F o [&F)

F(a—8) = (yVv), ¥lla—p)—al
¥ lla—B) =1l W lo— 8) — 9]

La suite est croissante d’aprés le lemme 7.2.2, la croissance est stricte car (ad’n)
est conséquence de (ad,;1) (lemme 7.3.1), mais n’est pas conséquence de (ad,)
(lemme 7.3.2). n

7.4 La suite (ad,) est génératrice

Il s’agit maintenant de montrer que toutes les régles admissibles sont conséquences
intuitionnistes des régles (ad,). D’aprés le théoréme de complétude 5.5.3, il suffit de
le démontrer pour les régles dérivables en aller retour, et donc pour les régles rétro-
dérivables (voir définition 4.4.13). Les régles (ad,,) captureraient trés naturellement la
rétro-dérivabilité s’il n’y avait a gérer les redondances, ce qui oblige & quelques contor-
sions.

Nous noterons dans la suite A >(,q,) B pour indiquer que la formule B est obtenue
a partir de la formule A par une suite de dérivations et d’instances des régles (ad,,)

7.4.1 Quelques préliminaires

On a vu au paragraphe 4.4.2 qu’a cause des redondances, il n’était pas possible de
décomposer une rétro-dérivation en rétro-dérivations de hauteur minimale 2.

On a cependant le résultat plus faible suivant. Appelons sous-rétro-dérivation d’une
rétro-dérivation, un sous-arbre de celle-ci qui est aussi une rétro-dérivation.

Lemme 7.4.1 Toute rétro-dérivation se décompose en sous-rétro-dérivations dont tous
les séquents qui ne sont pas feuilles ont méme partie gauche.

PREUVE : tous les séquents d’'une branche redondante ont méme partie gauche. [ ]

mme autori nc a ne s’inter r qu’a rétro-dérivation nt tou équen
Cele e autorise donc a ne s’interesse ’a des rétro-dérivations dont tous les séquents
qui ne sont pas feuilles ont méme partie gauche, que nous appelerons rétro-dérivation a
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partie gauche constante. Nous noterons
(FA)rd.C

pour indiquer que le séquent (- A) se rétro-dérive en la condition C par une rétro-
dérivation a partie gauche constante.

Pour des formules équivalentes, on n’obtient pas en général par rétro-dérivation
(voir 4.4.9) des formules équivalentes. Ainsi

(ma—= BN (B = (yVi) =(-a—=PB)A B = (yVI))A(-a—(yVH)),

mais la premiére de ces formules est stable par rétro-dérivation, alors que 1’'on a :

(~a— B) A (B— (Y V) A (~a — (yV 8)
rd (a — B) A (B = (YV 8) Al(ma — 7) V~a — 3)).

On obtient cependant des résultats dans des cas trés particuliers utiles. Ainsi le lemme
7.4.3 suivant assure que la rétro-dérivation est indépendante du séquent choisi parmi ceux
naturellement possibles pour représenter une formule, le lemme 7.4.8 du paragraphe 7.4.3
fournissent d’autre exemples. Mais tout d’abord un lemme technique sur les conditions,
qui sera utilisé dans la preuve de ces lemmes.

Lemme 7.4.2

(i) La condition C|C/ F L] obtenue en remplagant une ou plusieurs occurrences du
séquent = L dans C par la condition C wvérifie C|C/F L] =C.

(ii) La condition C[D/F L] obtenue en rempla¢ant une ou plusieurs occurrences du
séquent = L dans C par la condition D vérifie C[D/+ L]~ = (CV D).

PREUVE : il suffit de prouver ces résultats pour des conditions sous-forme normale (voir
définition 4.4.1). On les prouve alors par induction sur le nombre d’occurrences de la
condition substituée (dans la forme normale). Voyons par exemple le pas d’induction
pourle (i).Ona C=C;V(CAF L) et C[C/F L] =C1V(C2AC) (C sous forme normale,
C, une conjonction de séquents, une seule occurrence substituée). Par distributivité on

en déduit C|C/ F L] =0). n
Lemme 7.4.3 Soient un séquent I'= B — C' et une condition C tels que
T'FB—=C)rd(C.
Alors il existe une condition C' telle que
(I,BEC)rd(C et C~FHC.
De plus cette rétro-dérivation est a partie gauche constante si la rétro-dérivation initiale

[’était.
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PREUVE : les deux séquents sont équivalents, le résultat est donc évident pour une rétro-
dérivation de hauteur nulle.

Si maintenant la hauteur est non nulle, la rétro-dérivation est de hauteur au moins
2. Au sous-arbre complet de hauteur 2 de la rétro-dérivation est associée une disjonction
dont fait partie le séquent I', B F C'. On considére le sous-arbre complet de la rétro-
dérivation de racine I', B+ C.

On pose C” la condition formée par les feuilles de ce sous-arbre, de la méme fagon
que pour une rétro-dérivation. Il existe une condition D telle que C équivaut & C”"VD,
donc C"~ FC.

Si la rétro-dérivation ne contient aucune branche redondante commencant par le
séquent initial suivi de la régle (— droite), alors ce sous-arbre est encore une rétro-
dérivation. On conclut en posant C” =C’.

Supposons maintenant que de telles branches redondantes existent (ce n’est possible
que si B € T'). On construit une rétro-dérivation de la fagon suivante. On prend le
sous-arbre de racine I', B F C' pour lesquelles les feuilles I' - B — C' qui avaient été
barrées par redondance sont rétablies. On ajoute au dessus de chacune de ces feuilles la
rétro-dérivation initiale.
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Le schéma ci-dessous décrit cette transformation.

RD

r-B-—-C

A,

r-c¢

Remarquons que le premier cas (pas d’occurrence de I'+ B — C' qui soit feuille de
.Al) peut-étre vu comme cas particulier de celui-ci.

Soit. C' la condition & laquelle elle conduit, qui est donc obtenue & partir de & C”
par les transformations décrites au lemme 7.4.2 (i) et (ii). On a donc C'~ F C"~ , et
donc '~ FC.

Dans les deux cas si la rétro-dérivation initiale est & partie gauche constante, il est
clair que celle construite I’est aussi. [ ]

Pour réduire la rétro-dérivation a 'utilisation des régles (ad,),en, on va procéder en
deux étapes qui correspondent aux deux paragraphe suivants. On montre tout d’abord
le résultat pour une rétro-dérivation sur un type particulier de séquent, celle-ci véri-
fiant alors que les redondances sont immeédiates. Ensuite on exhibe un certain nombre
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de transformations ramenant toute rétro-dérivation & une rétro-dérivation sur ce type
particulier de séquent.

7.4.2 Quand il n’y a que des redondances triviales

Lemme 7.4.4 Une rétro-dérivation a partie gauche constante sur un séquent I' = C
conduit a une condition équivalente au séquent initial dans les cas suivants :

(i) il existe une formule disjonctive ANV B dans T telle que AT et BET;
(ii) il eziste une formule conjonctive AN B dans T telle que AZT ou BET;

(iii) la formule gauche C = Dy — ... — D, — G avec n > 1 et l'un des D;
n’appartient pas a T.

PREUVE : silarétro-dérivation est de hauteur nulle ¢’est évident. Supposons donc qu’elle
est de hauteur non nulle.

- Considérons le cas (i). La rétro-dérivation est de hauteur non nulle. Lui est associée
une condition C dont I'un des éléments de la forme normale est nécessairement
(IAE C)AN (D, B E C). En effet ces deux séquents sont des feuilles de la rétro-
dérivation, puisque A €', B €T et que la rétro-dérivation est a partie gauche
constante. Or comme AVBel, I' - C=(T,A— C)A(,B — C). Dautre
part tous les éléments de la forme normale de C entrainent le séquent racine. Donc

- =I'—-C.

- Le cas (ii) se traite de la méme fagon que le cas (i).

- Considérons le cas (iii). Le principe est le méme. Il existe une branche compléte de
la rétro-dérivation obtenue par applications successives d’uniquement la régle (—
droite). Sinon on aurait rétro-dériver sur I', Dq,..., D, F C ce qui est impossible
puisque la rétro-dérivation est a partie gauche constante. Le séquent feuille de cette
branche est équivalent au séquent initial. On conclut comme précédemment. [ ]

Lemme 7.4.5 Une rétro-dérivation de hauteur 2 sur un séquent I' = E'V F vérifiant
(i) si AVBET, alors A€l ou BeT,
(ii) si ANBEeT, alors A€T et BeT,
(iii) si A= Bel, alors A#EVF,
est capturée par les régles (ady,)nen plus la déduction.
PREUVE : soit I ’ensemble des formules de I" dont le connecteur principal est la fléche.
On sait que I' ne contient pas de variable propositionnelle, puisque le séquent I' - C' est

racine d’une rétro-dérivation de hauteur non nulle. On déduit de ceci et des conditions
(i) et (ii) que AT' = AI". Posons I" = {A; — By,..., A, — B,}. La rétro-dérivation
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s’écrit : o
\/(TFA) AT, Bj-EVF)
j=1
THEVF)rd (V

V
| TFF)

Pour toute formule K, (I' - K) = (I + K). Par distributivité du V sur le A on déduit
facilement le pas de rétro-dérivation précédent des deux régles suivantes :
une instance de (ad,)

)1

HE)

<=

({Ai = Biticicn — 4Aj)
=1

({Ai = Biti<icn E EV F) > (aa,)
i — Bitici<cn — E)

S<m <

A
A; = Biticicn — F)

\

une regle dérivable

\/(I'.B; = EVF)

(I"FEVF)F

La seule régle & avoir une prémisse de complexité éventuellement supérieure a la
conclusion, et ce de facon irréductible dans un calcul des séquents avec régles structurelles
internalisées, est la régle (— gauche). Les cas posant probléme sont éliminés dans la
définition qui suit.

Définition 7.4.6 Un séquent est dit non redondant si sa partie gauche T wvérifie les
propriétés sutvantes :
st A—BeTl, alors B&T.
- si (G—=H)— BeT, alors GET;
- si A— BeT, alors A n’est ni une conjonction, ni une disjonction (A est donc
une variable ou une fleche).

Lemme 7.4.7 Une rétro-dérivation a partie gauche constante sur un séquent non re-
dondant T'F C est capturée par les régles (ad,) plus la déduction :

Si (I'FC)rd.C, alors I' — C >(aq,)C™ .
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PREUVE : Par induction sur la complexité de la formule droite C. Le cas ou la formule
C' est une variable propositionnelle est évident. Supposons donc que

C=Dy—...D,— Dy avec Dy=EV FouDy=EAF etpecN.

Dans les cas ou le lemme 7.4.4 s’applique le résultat est évident. On peut donc sup-
poser :

-si AvBeT alors AeT ou BeTl,

-si ANBeT alors AeTl et Bel';

- pourtout 1 <i<p, D;el.

on se rameéne avec le lemme 7.4.3 a I’étude d’une rétro-dérivation a partie gauche
constante sur I' = Dy, .

Les seules régles de conclusion I' F Dy qui ne conduisent pas & une redondance
immeédiate sont les régles (— gauche) et (A droite) ou (V droite).

Il n’existe pas de branche redondante d’origine le séquent initial qui ne soit pas
immeédiate. En effet, si une telle branche existe elle comporte forcément une application
de la régle (— gauche), sinon la complexité de la formule droite décroit strictement.
Considérons la plus haute occurrence de cette régle. Cette régle a pour prémisse droite
un séquent ', B+ C' avec B ¢ I' et ne peut donc conduire & une redondance. La
prémisse gauche est un séquent I' - G — H avec G ¢ I'. Elle ne peut étre une
redondance du séquent initial (C'= E'V F ou C = E A F). Elle ne peut conduire a une
redondance du séquent initial, puisque si ’'on applique la régle (— droite), seule régle
appliquable en dehors de (— gauche) sans conduire & une redondance immeédiate, on
change la partie gauche.

On peut donc décomposer la rétro-dérivation totale en la rétro-dérivation de hauteur
2 sur le séquent initial suivi des sous-rétro-dérivations sur les séquents feuilles. Il suffit
de montrer que chacune de ces rétro-dérivations est capturée par les régles (ad,)nen
plus la déduction.

La rétro-dérivation de hauteur 2 est capturée par la régle (ad,), d’aprés le lemme
7.4.5.

Aprés régle (A droite) ou (V droite) on obtient des sous-rétro-dérivations de racine
I'FE et ' F, qui sont capturées par les régles (ad,)n,en par hypothése d’induction.

Voyons les sous-rétro-dérivations sur les prémisses droites des régles (— gauche).
Celles-ci sont des séquents I'yB F+ C' avec B ¢ I', donc ces rétro-dérivations sont de
hauteur nulle car la rétro-dérivation est par hypothése a partie gauche constante.

Voyons les rétro-dérivations sur les prémisses gauches des régles (— gauche). Celles-ci
sont des séquents I' - G — H avec G ¢ I'. Elles sont donc capturées par la déduction
d’apres le lemme 7.4.4. [ ]

7.4.3 Des transformations sur les rétro-dérivations

On raméne maintenant le cas général au cas précédent par le lemme qui suit.

95



Lemme 7.4.8 On suppose pour toutes les clauses de ce lemme que les rétro-dérivations
données par hypothése ainsi que celles obtenues sont a partie gauche constante.

(i) Si [A— B,B,I'tC]rd.C, alors il existe une condition C' telle que C"~ FC~
et [B,I'FC|rd.C'.

(ii) S (E— F) - B,E.-TFC]rd.C et B ¢T, alors il existe une condition C'
telle que C*7+C~ et [F — B,E,T'FC] rd.C".

(ii) Si (EVF)— B,I'FC]rd.C et B ¢T, alors il existe une condition C' telle
que C"7FC” et [E— B,F — B,T'FC]rd.C".

(iv) Si (EANF)— B,T'EC]rd.C et B¢T, alors il existe une condition C', il existe
n conditions Cti 1 < i < n, telles que

(Ct[ctl/(E - (F - B)7 F - B7F l_ CY>]1§2‘§n)H l_ CH

(on substitue a n occurrences distinctes de la formule E — (F — B),F — B,I' - C

les conditions C" ).
[E — (F — B),I'FC]rd.C'

et pour touti € {1,...,n},[F — B,T'+C] rd.C" .

PREUVE : dans chacun des cas le résultat est évident si la rétro-dérivation est de hauteur
nulle, puisque le séquent associé est équivalent.

Le cas (i) est le plus simple. En effet pour tout nceud de la rétro-dérivation la régle
(— gauche) sur la formule A — B conduit & une redondance sur la prémisse droite.
En supprimant dans la rétro-dérivation initiale [A — B, B,T'F C] »d C Tapplication
de ces régles et dans les séquents la formule A — B a laquelle elles s’appliquent, on
obtient la rétro-dérivation [B,T' F C] rd C'. On n’a effacé que des redondances donc

C~ =C.

Tous les autres cas se montrent par induction sur la hauteur de la rétro-dérivation. Le
cas initial de I'induction consiste a chaque fois en traduire le séquent de la facon adéquate.
Comme les preuves sont assez répétitives, et ne présentent guére d’autres difficultés que
d’étre énoncées, on n’a pas toujours détaillé tous les arguments.

Il est utile pour les preuves qui suivent de remarquer que les conditions sont des
combinaisons booléennes positives donc la substitution d’un séquent par une condition
plus forte transforme une condition en une condition plus forte.

PREUVE ((ii)) : la traduction d’une rétro-dérivation a partie gauche constante RD de
racine (E — F) — B,E,T'+ C, de feuilles C en la rétrodérivation a partie gauche
constante t(RD) de racine F — B, E,T' C de feuilles C' est définie par induction
sur la longueur maximale des branches ne commencant pas par une application de la
régle (— gauche). On distingue les cas C' # E — F et C = E — F. Les deux schémas
ci-dessous illustrent le pas d’induction.
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Casoun C#E — F

(F—F)—B,ETHFE—>F (F—F)— B,B,ETFC .

(E—-F)—BETFC

l

A,

F—-BETFE—TF

F—BETFC

Le cas C' = F est vu comme un cas dégénéré du cas ci-dessus : les rétro-dérivations
/
.A1 et .Al sont réduites au séquent barré [F' — B, E,T' + F].
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Casoun C=F —= F

(F—F)—B,ETHFE—F

l

F—BETFF F—-BET+-F F—BBETFE—-F e

F—BETFHE—F

Dans les deux cas 'arbre .A/ désigne ’arbre obtenu a partir de ’arbre A en
remplacant dans les parties gauches de chaque séquent la formule (£ — F) — B par
la formule ' — B et en appliquant les pas de rétro-dérivation aux formules qui se
correspondent.

Dans le deuxiéme cas C' = FE — F', les formules modifiées conduisent a des redon-
dances, et donc les feuilles de ’arbre .A/l sont exactement les traductions des feuilles
de .Al. Dans le premier cas C # E — F, les éventuelles occurrences du séquent
(E — F)— B,E,T'+ E — F, qui sont barrées dans .Al par redondance, sont tra-
duites en occurrences du séquent ' — B, E, '+ E — F, qui ne donnent pas lieu a des
redondances, et sont donc des feuilles non barrées de I’arbre .A/l Dans la traduction
on ajoute au dessus de ces feuilles ’arbre .A;, et cette fois les formules modifiées dans

!/
la traduction de AQ a .A2 conduisent a des redondances dans les deux arbres. On a
donc bien obtenu une rétro-dérivation, dont les feuilles non barrées correspondent toutes
a des feuilles non barrées de la rétro-dérivation originale.
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On montre par induction sur la définition de la traduction que la condition C asso-
ciée a la rétro-dérivation originale est conséquence de la condition C! associée a la
rétro-dérivation transformée.

Voyons le pas d’induction. On reprend les notations des schémas ci-dessus définissant,
la traduction t¢.

Appelons Cy, Co, C] et C} les conditions associées aux arbres Al, AQ, .All et .A; Il
est évident que C;~ =Cy7, et C57 =C;7, et que C;” = C5.

Appelons D respectivement D' la disjonction pour ¢ > 2 des conditions associées aux
arbres A, respectivement t(.A,)

Cas C # E — F : nous avons a montrer

(cies/F LYA(F - B,ESTFC) VD) +((CoN(E— F)— B,E,-T+C))VvD)”

ce qui découle du lemme 7.4.2 (i) et de I'hypothése d’induction.

Cas C = F — F : nous avons & montrer

CiV(C AN(F—B,ETFC)VD)  F(C, VD)™,
ce qui découle de la distributivité du V sur le A et de I’hypothése d’induction.
PREUVE ((iii)) : on procéde de fagon analogue au cas précédent. On définit une traduc-

tion ¢ par induction sur la longueur de la plus longue branche ne commencant pas par
une régle (Vdroite).

99



Casou C# EV F

A, A

(EVF)—BTHFE (EVF)— BTHFF A,

(EVF) = B,T+C

avec I ={(FVF)— B}UT

l

A. A.
3 3
E—BF—->BTFEVF E—BF—-BTFEVF

E—BF—-BTFE BI'+FC E—BF—>BTFF BI'FC

E—BF—BTFC

avec I ={F — B,F — B}UT

Les cas C' = E et C' = F sont des sous-cas dégénérés du cas ci-dessus.
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Casou C=FEVF

A1 A2 Ai

(EVF)— B, THE (EVF)— BTFF P

(EVF)— BTFEVF

l

A, A, Al A, (A

I'tE I'BFEVF I'FF TI',BFEVF T'\E - F .

E—BF—>BTFEVF

avec I'={F — B,F — B}UT

2 1
Définissons maintenant .Al et A2 qui sont obtenues a partir de .Al et AQ par la
transformation suivante. On définit par induction sur la hauteur de A la transformation

B — B, avec j=1ouj=2. Voyons le cas j =1 (le cas j = 2 est similaire).
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(EVF)— B, TFK

l

A, B

EF—-BF—-BITHF FE—BF—-BI BFK ...-D .

E—BF—BTFK

La transformation A — .AI est définie de facon analogue au cas précédent, on
remplace cette fois ci dans les parties droites des séquents la formule (E'V F') — B par les
deux formules £ — B et F' — B. Les conditions associées sont clairement équivalentes.

On montre par induction sur la définition de la traduction que la condition C
associée a la rétro-dérivation originale est conséquence de la condition C' associée a la
rétro-dérivation transformée.

Voyons le pas d’induction. On reprend les notations des schémas définissant la tra-
duction. ,

Appelons C;, C] et Cij les conditions associées aux arbres .Ai, .A; et .AZ pouri=1,2,3
et j=1,2(j #1). Il est évident que C[~ =C;~, et que C;” VCy" FC5.

La transformation /3 — I3’ envoie un arbre de condition associée D sur un
arbre de condition associée D7, vérifiant D'~ + (D V C;)~, a condition de conserver
comme barrées des feuilles “[E — B, F — B,T'F E V F]” qui ne correspondent plus a
des redondances dans 'arbre transformé (induction immeédiate sur la définition de cette

traduction).
On en déduit que C¥~ F (CpV C))~ et C3— F (Cy vV Ch)™.
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On déduit du lemme 7.4.2 (i) que
CI[Cs/F L7 F(CLVCyVEy)™ et ColCy/ = L] = (CpvEyVv ey .
1l suit (lemme 7.4.2 (i))
Ci[Cs/ F L7 FCy et CoCy/ - L7 Cy .

Appelons D, respectivement D! la disjonction pour i > 3 des conditions associées aux
arbres .AZ-, respectivement t(Al)
Dans le cas C' # E V F il nous reste & montrer

(((c?cs/ - L) v e,/ - L) A (E — B, F — B,TFC))vDH)™
F((CsA(EVF)— BTFC) VD)™

ce qui découle de ce qui précéde, de la distributivité et de I’hypothése d’induction. Le
cas C' = F V F est analogue.

PREUVE (iv) : on procéde de facon analogue aux cas précédents. On définit cette fois
une traduction ¢ et une traduction ¢t paramétrée par un arbre B de conclusion F —
B,I' = F, par induction sur la longueur de la plus longue branche ne commencant pas
par une régle (Adroite).
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Définition de ¢ dans le cas ou C'# E A F

./41 AZ A

3
(ENF)— B T+E (EANF)— B,THF A,
.................... EREERCEE T g )

(EAF)— B,T+C

avec I ={(EANF)— B}UT

l

A,

E—(F—>B),TFEAF

E—(F—-B,JFE E—(F—B),F>BTFC e
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Définition de ¢t dans lecas ot C = E A F

A1 A2 Ai

(EANF)— B,THE (ENF)— B,TFF e

(EANF)—BTFEAF

l

A, A 1Ay 1Ay

I"+tE IMF—-BFEAF T/'-F '+ F R

E—(F—B),TFEAF

avec I'={F — (F —- B)}UT
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Définition de ¢t# dans le cas ot C # EAF

A1 -/42 A

3
(ENF)— B T+E (EANF)— B,THF A,
.................... EREERCEE T g )

(ENF) - B,T+C

avec I ={(EANF)— B}UT

l

B tB(Ai)

F-BT+FF F—BBTFC e
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Définition de t8 dansle cason C = EAF

A1 A2 Ai

(ENF)— B,THE (ENF)— B,TFF P

(EANF)— BTFEAF

l

B B(A) A, 5(A)

F—BT+F TI',B-rEAF F—BTFE F—BTFF R

F—BTFEAF

avec IV ={F — B}UT

/ "
Les transformations A — A , et A — A" sont définies de facon analogue
aux cas précédents. On remplace cette fois ci dans les parties droites des séquents la

/
formule (F A F') — B par la formule £ — (F' — B) pour A — A’ par la formule
"
F — B pour .A — .A . Les conditions associées sont clairement équivalentes pour
/ "
.A — .A, On obtient une condition plus forte pour A — A .

Appelons Cp la condition associée a ’arbre B. On montre tout d’abord par induction
sur la définition de t% que

C"H(CV(CsA(BTHC))) .

Le cas initial ne pose pas de problémes.
Voyons le pas d’induction.
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Appelons C; et C! les conditions associées aux arbres .Ai, .Ail pour i = 1,2, 3. Il est
évident que C/~ = C;~, et que C;” ACy” FC5”.

Appelons €, respectivement C{B, les conditions associées aux arbres tB(.A), res-
pectivement tB(.Al). Appelons D, respectivement D*°, la disjonction pour i > 3 des

conditions associées aux arbres .Ai, respectivement t5 (.AZ) des schémas définissant la
traduction ¢5.
remarquons tout d’abord que ’hypothése d’induction entraine que

D~ - (DV (CsA(B,T+C))) . (%)

En effet, ceci est vrai pour chacune des conjonctions conditions associées aux arbres .Ai,
1 > 3, prémisses d’'une méme régle. Voyons le cas ou la régle en question est une régle
“(— gauche)” (tous les autres cas sont évidents). Nous devons montrer, pour A — B € T
que

(A-=B,TFAVICsN(B,TFA))AN(A—B,B,TFC)V(CgN(B,THC))))~
F((A—=B,IT'FAANA—-B,BTFC)V(CsN(B,TEC))).

On le déduit facilement de
(A= B,THFA)V(CsAN(B,TFA) " FA—-BTEFA™.

Voyons maintenant le pas d’induction dans chacun des deux cas considérés pour la
définition de ¢5.

1
Cas C' # E' A F : nous pouvons déduire de ce que A — A" envoie une condition sur
une condition plus forte, et de (x)

((Cs A (F — B,B,T+C))vD")~
- (CsA(F — B,B,T+C))V(CsgA(B,T+C))VD)~

et donc, en distribuant, et en remarquant que les séquents B, '+ C, FF — B, B,I' - C
et (EANF)— B,B,I'+ C sont équivalents, et que D~ F C—,

((CsA(F— B,B,TFC) VD) + ((CoA(B,TFC)VC) .

Cas C'= E A F : il nous faut montrer que
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((Cs A (F — B,B,TFC)) v (C” AnCl) v D)
- ((Cs A (B,TFC))V (CL AC) VD)™ .

"
On a par hypothése d’induction, et comme .A — .A envoie une condition sur une
condition plus forte,

((Cs A (F — B,B,TFC)) Vv (C" ACY) v D)~
I_
(Cs N (F — B,B,TC)V(((Cs A (B, T C))VC)AC)V (CsA(B,TFC)) VD)

ce qui donne le résultat aprés développement (C = (Mc; ACy) V D).

On montre maintenant par induction sur la définition de ¢ que
C'ICY J(E — (F — B),F — B,TF C)lexn - C™ |

pour un choix convenable des arbres Bz pour chaque occurrence de la formule £ —
(F — B),F — B,T' C. On définit ce choix au fur et & mesure de I'induction.

Appelons C; et C! les conditions associées aux arbres .Ai, .A; pour ¢ = 1,2,3. Il est
évident que C/~ =C;7, et que C;” ACy” FC3~.

Appelons C', respectivement C!, les conditions associées aux arbres t(A), respecti-
vement, t(.Al). Appelons D, respectivement DY, la disjonction pour 7 > 3 des conditions
associées aux arbres .Ai, respectivement t(.A,) des schémas définissant la traduction .

Cas C # E A F : il nous faut montrer que

((ClCy/ F L ACYVD) ™ HC™ avec C= (C3A((EAF)— B,B,T+C))VD.

"
On choisit pour B, I’arbre .A2 dans lequel toutes les occurrences de F' — BI'+ E A F,
"
qui ne donnent plus lieu a des redondances, sont remplacées par ’arbre ./43. On obtient

bien ainsi une rétro-dérivation. La condition associée a arbre [3 équivaut a Cy Vv Cy
(lemme 7.4.2 (ii)), donc entraine Cy V Cs.
On utilise I’hypothése d’induction, le résultat précédent sur 5, le lemme 7.4.2 (ii) et

le fait ./4 — .AI envoie une condition sur une condition équivalente. On obtient
(clcs/ - LACTY VD)™ F (G VCs) A(CV ((CV Cs) A (B, T HC)) VD)~

et on en déduit le résultat en remarquant que (C; ACy)~ FC3”.
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Cas C'= E A F : il nous faut montrer que
(CLA(CPYV(CLACH VDY FC™ avec C=(CiAC)VD.

On choisit pour B , I’arbre .A;' On obtient bien ainsi une rétro-dérivation. La condition
associée a I'arbre 3 équivaut a ClJ et donc entraine C,.

On utilise ’hypothése d’induction, le résultat précédent sur t2, et le fait que A—
.A, envoie une condition sur une condition équivalente. On obtient

(CoACYV(CLANCYVD) T F ((CLACV (Con (B, THC)))V(CLAC) VD)™

et on en déduit le résultat. ]

7.4.4 La suite est génératrice

Lemme 7.4.9 Si le séquent (I' = C') se rétro-dérive en une condition C par une rétro-
dérivation a partie gauche constante, alors I' — C' > (4q,) C™.

PREUVE : en vertu du lemme 7.4.7 il suffit de montrer qu'une telle rétro-dérivation peut
se ramener & des rétro-dérivations sur un séquent non-redondant. On montre ce résultat
par induction sur les parties gauches des séquents avec le lemme 7.4.8. Mais définissons
tout d’abord un pré-ordre bien fondé sur les ensembles de formules utilisé pour cette
induction. On définit pour cela une mesure sur les ensembles de formules :

— le poids des connecteurs “V, —,” est 1, le poids du connecteur “A” est 2;

— la mesure d’une formule est la somme des poids des connecteurs apparaissant dans

une formule;

— la mesure d’un ensemble de formules est la suite des mesures des formules de cet

ensemble, rangées par ordre décroissant.

On adopte comme pré-ordre sur les ensembles de formules, 'ordre lexicographique
sur la mesure ci-dessus définie de ces ensembles. Ce pré-ordre est bien fondé, car I'ordre
associé sur les multi-ensembles d’entiers est bien fondé.

Montrons maintenant le pas d’induction. Si le séquent I' = C' en question est
redondant, alors (voir définition 7.4.6), on a 4 cas possibles.

Soit il existe deux formules A et B telles que A — B €T et B €I. On se
raméne alors par le lemme 7.4.8 (i) & une rétro-dérivation a partie gauche constante
sur le séquent I' — {A — B} F C, qui est de mesure inférieure & I' - C. En effet,
on supprime une formule, on a donc une suite de mesures plus courte extraite de
la précédente, et donc inférieure dans I’ordre lexicographique, car ces mesures sont
rangées par ordre décroissant.

Soit il existe trois formules E, F' et B telles que (F — F)— Bel, Ecl et
B ¢ T'. On se raméne alors par le lemme 7.4.8 (ii) & une rétro-dérivation a partie
gauche constante sur le séquent T'[F' — B/(F — F) — B]F C, qui est de mesure
inférieure & I' F C'. En effet, on remplace une formule de la partie gauche par une
formule de mesure inférieure.
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Soit il existe trois formules E, F' et B telles que (EVF)— Bel et B¢gI.
On se raméne alors par le lemme 7.4.8 (iii) & une rétro-dérivation a partie gauche
constante sur le séquent I'|[E — B, F — B/(EV F) — B] F C, qui est de mesure
inférieure & I' - C'. En effet, on remplace une formule de la partie gauche par deux
formules de mesure inférieure.

Soit il existe trois formules E, F et B telles que (EAF)— Bel et BT
On se raméne alors par le lemme 7.4.8 (iv) a un nombre fini de rétro-dérivations a
partie gauche constante.

L’une porte sur le séquent I'[E — (F — B)/(EAF) — B]F C, qui est de mesure
inférieure & I' - C. En effet, on remplace dans une formule de la partie gauche le
connecteur “A” de poids 2 par le connecteur “—” de poids 1.

Les autres portent sur le séquent I'[F' — B/(E'AF) — B] F C, qui est de mesure
inférieure & ' - C'. En effet, on remplace une formule de la partie gauche par une
formule de mesure inférieure. |

Proposition 7.4.10 Toute reégle admissible est conséquence intuitionniste des régles

(ad,,).

PREUVE : il suffit de démontrer ce résultat pour les régles rétro-dérivables d’aprés la
proposition 5.5.3. D’aprés le lemme 7.4.1, il suffit de démontrer ce résultat pour des régles
rétro-dérivables utilisant des rétro-dérivations a partie gauche constante. On conclut par
le lemme 7.4.9 précédent. [ ]

7.5 Une axiomatisation infinie de I’admissibilité
Résumons les résultat de cette section dans la proposition suivante.

Proposition 7.5.1 La suite des régles (ad,)nen est une suite strictement croissante, au
sens ou l'une d’entre elle n’est pas conséquence des précédentes, de regles admissibles, qui
engendrent par conséquence intuitionniste toutes les régles admissibles.

Corollaire 7.5.2 Il n’existe pas de suite finie de régles qui engendrent par conséquence
intuitionniste toutes les régles admissibles.

PREUVE : on le déduit de la proposition précédente. Supposons qu’une telle suite fi-
nie de régles existe. Ces régles sont conséquences des régles (ad,),en, puisqu’elles sont
admissibles, et d’'un nombre fini de régles parmi les régles (ad,,),en, puisqu’elles sont
en nombre fini, et par définition de la notion de conséquence entre régles (voir défini-
tion 7.2.1). Un nombre fini de régles parmi les régles (ad,,)n,en engendreraient donc toutes
les régles admissibles, en particulier toutes les régles (ad,,),en, ce qui contredirait le fait
que cette suite est strictement croissante. [

Le résultat de ce corollaire est également démontré (de fagon différente) par V.V.Rybakov
dans [Ry 85].
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Des remarques sur la preuve

Les transformations données au lemme 7.4.2 sont connues dans un autre cadre. Elles
permettent de donner une version du calcul des séquents intuitionniste tel que la recherche
d’une preuve dans ce systéme ne nécessite plus le test de redondance. Cependant on
perd la propriété de la sous-formule, du moins sous sa forme usuelle, et cela le rend
trés difficilement manipulable, pour une preuve directe de la complétude de la rétro-
dérivation.

Il semble que cette méthode soit connue depuis longtemps en URSS (Vorob’ev en 58).
Des versions récentes ont été données par J. Hudelmaier et R. Dyckoff [Dy 91|, qui de
plus donne une bibliographie a ce sujet, et dont je tiens ces renseignements. L’induction
utilisée au lemme 7.4.9 repose sur un ordre analogue a celui utilisé par R. Dyckoff. Dans
notre cas des complications viennent du fait que ’on doit étudier en quelque sorte la
facon dont se traduit I’ensemble des preuves possibles d’un séquent, et non seulement
comment une preuve peut se traduire. Par contre, nous n’avons pas a envisager le cas ol
le séquent racine contient une variable propositionnelle.
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8 Une logique o1 les régles admissibles sont dérivables

La logique que nous présentons ne semble pas avoir grand intérét en tant que telle,
en particulier I’axiome qui la définit ne semble pas s’interpréter fonctionnellement. Le
résultat est plutot négatif, a savoir que la logique classique n’est pas la plus petite logique
au dessus de la logique intuitionniste dans laquelle toutes les régles admissibles en logique
intuitionniste sont dérivables.

8.1 Préliminaires

Si 'on ajoute des axiomes, la relation d’admissibilité est en général transformée. A
priori rien ne permet de dire qu'une régle reste admissible, puisqu’éventuellement de
nouvelles substitutions valident ses prémisses, et rien ne permet de dire qu'une régle
ne devient pas admissible, puisqu’éventuellement de nouvelles substitutions valident sa
conclusion.

On peut cependant énoncer la conséquence des résultats de la section 5 qui suit.

Proposition 8.1.1 Les formules ayant mémes conséquences dérivables et admissibles
dans la logique intuitionniste, gardent cette propriété dans toute logique plus forte que la
logique intuitionniste.

PREUVE : c’est une conséquence immédiate du corollaire 5.5.5. Si la formule est une
antilogie le résultat est évident. On considére la caractérisation donnée par la troisiéme
clause de ce corollaire, a savoir qu’une formule G a mémes conséquences admissibles et
dérivables si et seulement s’il existe p substitutions sy,...,s, telles que F s;(G),...,F
sp(G) et pour toute proposition C, s1(C)A...As,(C)FG — C.

Ces substitutions vérifient de méme dans une logique (AX) plus forte que la logique
intuitionniste, Faxy 51(G), ... ,Fx) sp(G) . Donc par définition de I’admissibilité,

si G >ax) C, alors Fax) s1(C), ..., Fux) 5(C).
Mais comme s1(C)A...As,(C)FG — C,ona:
I_(AX) G — C [ ]

8.2 Dans la logique AD les régles admissibles sont dérivables
On considére dans la suite I'axiome suivant (correspondant a la régle (ad,)).
(A= B)—=CVvD)—= (A= B)=C)V(A—B)—=D)v(A—B)—A) (AD)

Il s’agit bien-stir d’'un schéma d’axiomes. Comme cet axiome est valide classiquement,
cette logique n’est pas contradictoire.

On notera dans la suite “F4p” pour la relation de déduction dans la logique intui-
tionniste augmentée de I'axiome (AD), que ’on appelle logique AD.
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Lemme 8.2.1 Dans la logique AD, les formules suivantes sont démontrables.

((A— B) —>\/CZ) — (\/(A—>B) —-C)V((A— B)— A)
=1 =1
PREUVE : par récurence sur n. n

Lemme 8.2.2 Dans la logique AD toutes les régles (ady,)nen+ définies au paragraphe 7.1
sont dérivables.

PREUVE : par récurence sur n. C’est évident pour n = 1. Supposons que la régle (ad,)
soit dérivable avec I'axiome (AD).

\/ {Oéz - /62}1<7,<n )
j=1

i — B 1<i<n Vo) !
{Oz } <i< (fy ) AD ({az N ﬁi}1§i§n — ”y)
V
({Oéi - ﬁi}gign - 5)

\

On en déduit que

(an+1 - ﬁnJrl) - ({al - ﬁi}gign - (7 \ 5))

<=

<{a2 - /62}1<'L<n )

1

I_AD (an—f—l - ﬁn—i—l) -
Qi — ﬁi}lgign —7)

<<y

Q; — ﬁi}1§i§n —0)

\

On en déduit (lemme précédent) que

( n+1

\/ <{a2 - ﬁi}l§i§n+1 - aj)

j=1

{ai = Bihi<icnin = (Y V) Fap ¢V
({ai - ﬁi}lgign-H - ’Y)

V

\ ({al - ﬁi}lgign-H - 5)

c’est a dire que (ad, 1) est dérivable. u
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Proposition 8.2.3
(i) Toutes les régles admissibles en logique intuitionniste sont dérivables dans la logique
AD.

(ii) Toutes les régles admissibles dans la logique AD sont dérivables dans cette méme
logique.

PREUVE (i) : c’est une conséquence immédiate du lemme 8.2.2; puisque d’aprés la pro-
position 7.5.1, I'admissibilité en logique intuitionniste est entiérement capturée par les
régles (ad,,)nen+ plus la dérivation.

PREUVE (ii) : soit une régle admissible dans la logique AD d’ensemble des prémisses T .
On sait, d’aprés la proposition de complétude 5.5.3 et le corollaire 5.5.4, qu’il existe pour
tout ensemble fini de formules I' un ensemble de formules I'*¢ ayant mémes conséquences
admissibles et dérivables, et vérifiant I' > "%,

D’apreés la proposition 7.5.1, I’'admissibilité en logique intuitionniste est entiérement
capturée par les régles (ad,)nen+. On déduit donc du lemme 8.2.2 que dans la logique
AD,

[=4p I,

et d’aprés la proposition 8.1.1 I' a mémes conséquences admissibles et dérivables. [ ]

8.3 La logique AD n’est pas la logique classique

On va étudier les équivalences sur les formules & une variable.

Proposition 8.3.1 L’ensemble des formules a une variable quotienté par [’équivalence
dans la logique AD comporte 8 classes. Le treillis quotient pour la déduction est celui de
la figure ci-dessous. En particulier, la logique AD n’est pas la logique classique.

(o —a)Voma=T
o — o = Ag
aV o = A;

_|Oz:A2




PREUVE : tout d’abord, on déduit des résultats synthétisés a la figure 6, paragraphe 6.3,
que Ag =ap As et Ay =ap A7. Comme A;g = Ag — As, on a F,4p Az, Cela montre
donc que toutes les formules de la logique AD sont équivalentes & ['une des 8 indiquées
sur le schéma ci-dessus, et que le treillis & une variable est celui indiqué, ou un quotient
de celui indiqué.

Il suffit maintenant de montrer que toutes les instances de I'axiome (AD) sur ce treillis
sont triviales. En effet I’on peut toujours dériver une formule & une variable, uniquement
a partir de formules a une variable (si ce n’est pas le cas, on peut substituer les autres
variables par L).

Remarquons tout d’abord que toute instance de (AD) avec B = L sur des formules
a une variable est triviale, et ce déja en logique intuitionniste. En effet si - A — B,
I’instance est démontrable intuitionnistiquement. Hors ce cas, ne restent comme instances
possibles pour A que «, ~«a,~—a donc A — B équivaut soit a «, soit & —«. Dans les
deux cas, soit les deux formules & une variables C et D sont conséquence de A — B,
soit 'une d’entre elle est conséquence de l'autre, et l'instance de (AD) obtenue dans
chacun de ces deux cas est prouvable intuitionnistiquement.

Ceci prouve d’ailleurs que la logique AD ne s’axiomatise pas avec le schéma d’axiomes

[A— (CVD)]—(-A—-C)V(-A—=D).

On vérifie maintenant facilement qu'une instance de (AD) est prouvable dans 'un
des cas suivants :

I'une des formules A, B,C, D, A — B,C'V D est équivalente & | ou T,
la formule (A — B) — A prouvable,

la formule C' est conséquence de la formule D, ou réciproquement,

la formule C' ou la formule D est conséquence de A — B.

On élimine ainsi les instances telles que A — B = —a. En effet dans ce cas,soit C'
ou D est conséquence de —a, soit C' est conséquence de D ou réciproquement.

On peut donc se restreindre a des instances de 'axiome telles que A — B = -«
et A € {—~a,aV —a,——a — a} (A n’est pas conséquence de A — B), ou telles que
A— B=-a— aet A€ {—a,-aV -—a}. Les instances de I'axiome ou A €
{a V —a, -—a — a} sont conséquences de celles ot A = —av. Les instances de 'axiome
ot A = =« V ——a sont conséquences de celles ou A = ——a.

On peut également se restreindre aux instances de C' et de D égales a {a, -a},
{=a, =—a} ou {aV-a,=—a} (C'V D n'est pas (AD)-prouvable, C' n’est pas conséquence
de D et vice versa). les instances de I’axiome dans le cas {C, D} = {«a V =, =—a}, sont
conséquences de celles dans le cas {C, D} = {—«, =—a}.

Il nous reste donc a étudier les cas suivants

(a) A— B=-aet A=-a, et {C,D} ={a,-a};

(b) A» B=-a—aet A=-aet {C,D} ={a,-a};

(c) A= B=-a—aet A=--aet {C,D} = {-a,a}.
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Dans le cas (a) on obtient comme instance

qui équivaut a (-—a — «) — (=« — «a), donc est prouvable.
L’instance dans le cas (b) est une conséquence de celle dans le cas (c).
Dans le cas (c) on obtient comme instance

((mma = a) = ~a'V =ma) = ((-ma = a) = =a) V (7m0 = a) = -a)

qui équivaut a ((——a — a) — aV -a) — (-a VvV 2-a), cest a dire Ag — As, donc est
(AD)-prouvable. u

Remarquons que 'on peut en déduire que cette logique n’a pas la propriété de dis-
jonction puisque F4p (m—a — @) V 2 mais ¥ ap oo — et Fap oa.

117



Conclusion

Deux voies restent a explorer, qui ne sont pas abordées ici. D’'une part ’extension de
ces résultats a des théories plus fortes, logique du premier ordre, calcul propositionnel du
second ordre,...On peut espérer étendre les caractérisations en terme de rétro-dérivation
ou de substitution, mais bien-str pas les résultats de décidabilité.

D’autre part,se pose le probléme d’une éventuelle interprétation fonctionnelle des
régles admissibles. Une approche, si ce n’est systématique, du moins un peu uniforme de
telles interprétations, est elle possible ?

Par ailleurs la méthode semble suffisamment générale pour pouvoir étre mise en ceuvre
pour d’autre calculs propositionnels.
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