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Remarque.

Le titre ne se réfere pas au niveau mathématique du présent texte ou du lecteur, mais au rang des
ensembles considérés, qui est < w + 3. Cette limitation permet un exposé autonome en quelques
pages.

Le langage logique est celui de la logique du second ordre, avec des symboles de fonctions et
des variables et constantes de prédicat sur les individus.

Les seuls symboles logiques sont —, V.

Définitions. . =VX X; " A=A—1;AAB=-(A B—1);AvB=-AB— 1;

Ax A=VxA; AXA=VX-A;t=u=vVX(Xt— Xu).

On écrira Ay, Ag,...,Ax — A pour A} — (A2 — (...(Ax — A)..)).

On écrira 3x{Ay,..., Ay} pour Vx(Ay,...,Ar — 1) — L etde méme pour IX.

On a les symboles de fonction 0,s et 1, et les constantes de prédicat I (unaire) et €
(binaire) ; 7L (p) est notée C[p] et selit: p est une condition non triviale.

On a les axiomes :

Vx(sx#0); VxVy(sx=sy—x=Y);

VX(Aax=x); Vx(xax =x); VXV Y(xry = yax); VXV YV Z(XA(YAZ) = (XAY)AZ) ;

2L (1); VpVg(L(p) — Liprqg)).

On définit donc une relation d’ordre < en posant p < g = (paq = p) et une relation de pré-
ordre C enposant p= g =Vr(lL(gar) — L(par)).Ona VpVqg(p<qg— pCE q).

Clpnrg] selit: p est compatible avec q.

On a la formule int(x) = VX[Vy(Xy — Xsy), X0 — Xx].

La formule Vx(int(x) — F) estnotée Vx"'F.

On désigne par .4 un modele de la logique du second ordre (schéma de compréhension).
Ce sera le modele de départ pour les preuves de consistance relative.

Suivant les besoins, on ajoutera des symboles de fonction ou de prédicat et des axiomes.
L'ensemble d’individus de .# (appelé aussi ensemble des conditions) est désigné par P.

Pour chaque variable X de prédicat n-aire, on fixe une variable X* de prédicat (n + 1)-aire.
Pour chaque formule F, on définit ci-dessous deux formules p € ||F| et p |- F, avec une
variable libre p en plus; p € ||F|| selit: p sopposea F; p |- F selit: p forceF.

pl-F est Vq(qellFll— L(prq)).

pelX@| est 7 X*(p, i) si X est une variable de prédicat et 7 une suite de termes.

pe|R@] est 7R(?) siR estune constante de prédicat.

pElA— Bl est Agar{g - A,r € ||Bll, p = qgnr}.



pelVxA| est Ix(p € [|AlD.

pe VX A| est X" (p € ||All).

On montre facilement :

p - X = Vq(Ciprql — X*(q, 7)) si X est une variable de prédicat;
p IFR(® =C[p] — R(7) siR estune constante de prédicat;
pelll=T; pl-L=L(p); pl-F = prql-F; pellFl|l = pl-2F;
plFA—-B=Vq(qI-FA— prql-B); pl-7A=VYq(Clprql — q ¥ A);
plFYxA=Vx(plFA); plFVXA=VYXT(pI-A.
PEIA—Bl=(pl-AAIgip=q,q€<IBl}.

pPElAL,...;, A= Bl=(plFADA...A(plFA) ANIgip < q,q € ||IBI|}.
PElAL...,Ap—= LI=(plFAD)A...A(p |- An).

Pl (AL,..., Ay — B)=Yq(q |- Ar,.... g | An — paq |- B).

Lemmel. p|FF,qS5p = q|-F.

Soit r € ||F|l; ona =C[par] par hypothese sur p, donc on a ~C[gar] puisque g C p.
C.Q.F.D.

Lemme 2.
i) pella=bll e Clpl—a#b.
ii) plFa=b & Clpl —a=b.

i) a=bsécritVX(Xa— Xb),donc pe€lla=b|sécritiX*Igip<q,p|-Xa,qe< | Xb|} soit

(%) AX*3qip < q,Vr(Clparl — X*(r,a)),7 X" (q, b)}.

Preuve de =.

En faisant r = g dans (x), on obtient C[p] — X* (g, a) et " X" (g, b).

On en déduit C[p] — a # b.

Preuve de <.

On suppose C[p] — a # b et on montre (x) en prenant g = p et en posant X* (u, x) = (x # b).

Il reste alors a montrer Vr(C[par] — a # b), ce qui est 'hypothese.

ii) plrFa=bsécritVqg(qe l|la= bl — L(prq)), c'est-a-dire, d’apres (i) :

Vq((Clgl — a# b) — L(prg)) ouencore Yq(a# b — L(prg)), qui équivauta C[p] — a = b.
C.Q.F.D.

Lemme 3. p |- int(a) & C[p] — int(a).

Preuve de <.

Siona C[p], alors p |- L, donc p |-int(a).

On suppose donc int(a) et on doit montrer p |-int(a), ce qui s’écrit :
(%) VX*Vq(gI-Vy(Xy— Xsy),q I+ X0— paq |- Xa).

11 suffit donc de montrer Va™{( prq |- Xa) avec les hypotheses :
qgl-vVy(Xy— Xsy)etq |- XO0.

En raisonnant par récurrence sur a, on doit montrer :

e pnrq | X0. Ceci se déduit immédiatement de ¢ |- X0.

e Vb(prq |- Xb— prq |- Xsb).

On a, par hypothese, g |- (Xb — Xsb), c’est-a-dire Vr(r |- Xb — gnar |- Xsb).
D’ot le résultat, en prenant r = pagqg.



Preuve de =.
On fait I'hypothese p |- int(a), c’est-a-dire (x).
On doit montrer C[p] — int(a), c’est-a-dire VY (Vy(Yy — Ysy),Y0,C[p] — Ya).
Pour cela, on applique I'hypothése (x) avec X*(r,x) = Y x.
Ona gl Xy=Vr(Clgar] — Yy), autrement dit q |- Xy = (Clg] — Yy).
Donc g |FVy(Xy — Xsy) =Vyvr ((Clr] — Yy),Clgar] — Ysy)
qui équivauta Clg] — Vy(Yy— Ysy).
L'hypothese (%) donne donc:
VYVq((Clgl = Yy(Yy— Ysy)),(Clgl — Y0),Clprg] — Ya).
En faisant g = 1, on en déduit le résultat voulu.
C.Q.E.D.

Une formule est dite du premier ordre, si elle est obtenue par les regles suivantes :

e R(ty,...,t), L, t = u, int(¢) sont du premier ordre; R est une constante de prédicat, t;, ¢, u
sont des termes.

e Si F,G sont du premier ordre, F — G et Vx F le sont également.

Théoreme 4. Si F est une formule du premier ordre, alors p |- F équivauta C[p] — F.

Preuve par induction sur F. Le seul cas a examiner est F = A — B.

Alors, p|FA— B est Yq(q |- A— paq |- B) qui équivaut, par hypothese d’'induction a:

Vq((Clg] — A) — (Clpagl — B)). Or, on a trivialement =C[q] — (C[prg] — B).

Donc p |- (A — B) équivauta Yq(A— (C[pagl — B)), c'est-a-dire C[p] — (A— B).
C.Q.F.D.

Lemme 5.
i) Si A est L;neformule du premier ordre, alors p |- (A — B) équivauta A— (p |- B).
ii) p I-Yn'"™F[n] équivaut a ¥Yn"(p |- Fln)).

i) D’aprés le théoréeme 4, p |- (A — B) équivauta Vq((C[g]l — A) — prq |- B).
Or, on a trivialement ~C[g] — (paq |- B).
Donc p |- (A— B) équivauta Vq(A— pnag |- B), c’est-a-dire A— (p |- B).
ii) Corollaire de (i).

C.Q.E.D.

Lemme 6. p |F3X{F[X],..., Fx[X]} équivaut a chacune des deux formules suivantes :
Vq(Clgl,q < p—3x33r{Clrl,req,(r Ik F(XD,...,(r |- Fe[XDY ;

Vq(Clgl,qE p— 3x3r{Clr],r=gq,(r ||:F1 [(XD),..., (r |- Fr[XD}).

Méme énoncé en remplacant 3X par 3X.

Immédiat en écrivant la définition de p | VX(F;[X],..., Fx[X] — 1) — L.
C.Q.F.D.

Le modele générique

Une partie Z de P est dite :

e saturée sionaVpVq(& (p),q<p— X(q)); autrement dit VpVq(¥ (p) = X (prq));
o prédense sionaVp(C[p] —3Ig{X (q),Clprql});
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e dense siVp(Clpl — 3g{Z¥ (¢9),Clq], g < p}) ; autrement dit :

Vp(Clp] — 3g{Z (prq),Clprgl}).

Si & est prédense, alors Ag{Z (q), p < g} définit une partie dense saturée.

Exemple. La formule (p |- F) Vv (p |-~ F) (lire : p décide F) définit une partie dense saturée de C.

On suppose maintenant le modele .# dénombrable (en prenant un sous-modele élémen-
taire a I’aide du théoreme de Lowenheim-Skolem).

Soit &, < P une énumération des parties denses de P qui sont dans ..

Une partie ¢ de P est dite génériquesi:

p,qe94 —Clprql (donc¥Y cC); prge¥d—-pe¥b; 4NZ, # @ pour tout n e N.

Remarque. La fonction n — %}, etle générique ¢ ne sont, en général, pas des prédicats du modele .Z.

Théoreme 7 (Propriétés élémentaires du générique).

i) SiX estprédense et dans M, alors 4 NX # @. En particulier,ona 1€4.
ii) Sip,ge¥4, alorsprnqge 9.

iii) Si tout élément de 4 est compatible avec p, alors p € 4.

iv) pe¥Y,pcqg = qge9y.

i) 3g{Z¥ q, p < g} définit une partie dense saturée. Il existe donc p, g tels que :
pe¥d,¥Xq,p<q;doncge¥y.
ii) {re P; L(par) Vv L(gnar)Vvr < prq} estdense.
iii) {g€ P; L(prq) Vv q < p} est dense.
iv) Corollaire de (iii).
C.Q.F.D.

Théoréme 8. Pour tout p tel que Clpl, il existe un générique 9 telque p e 4.

On définit une suite p,, avec pg = p, pn+1 € Zn, Clpn+1l €t pp+1 < pn.
Onpose¥9 ={geP; @AneN)p, <qg}.

C.Q.F.D.
Etant donné un générique ¥, on définit un nouveau modele A" (noté aussi .#[¥]), dont
I’ensemble d’individus est encore P. Un prédicat n-aire & de .4/ est obtenu en prenant un
prédicat (n+ 1)-aire Z'* de .4 et en posant : Z(p1y.-0pn) © VpeDDX(p,p1,.-» Pn)-
On considere chacun de ces prédicats & comme un nouveau symbole de relation et on
étend la définition des formules p € || F|| et p |- F a ce nouveau langage.
Lorsque F est une formule atomique de la forme Z (1), on pose: p€ @)=+ (p, )
et on utilise ensuite la définition inductive de la page 1.
On a, en particulier: p |- X () =Vq(Clpagl — X" (q,D).
Tous les prédicats de .# sont dans A" (on dit que A contient .4) : si & est un prédicat
n-aire de ./, il suffit de poser Z*(p, p1,...,pn) =X (p1,..., Pn)-
Le générique ¥ est, lui aussi, un prédicat du modele 4. En effet, si on définit le prédicat
binaire ¥ (p, q) = C[paql, on abien ¥4(q) < (Vp e ¥4)C[prq] (théoreme 7iii).

Remarque. Ona p |F¥4(q) =Vr(Clprarl = ¥4"(r,q) =pEq.

Théoreme 9 (Lemme de vérité). Pour toute formule close F a parametres dans A, ona:
NEF o @peg)M=(pl-F)e Vpebg)d=(pelFI).
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On montre d’'abord que @pe )4 = (p|FF) o Vpeb) U= (p¢lFl).
Preuvede = : Sip |- F et g € | F|, alors on a 7C[pag], donc on ne peut avoir p,q € ¥.
Preuve de < : p € ||F| Vv p |- F définit une partie prédense, par définition de p |- F.

On prouve alors le théoréme par récurrence sur F. Si F est atomique, il y a deux cas :
F =% (1) ou X estun prédicat de .4 ; on a alors :
(Vpe Ef)(p ¢IF) © VpeDhX (p, D) o N EX D).
F =R(#) ouR est un symbole de prédicat. Démonstration analogue.
SiF=sA—-B:ona N ) A—-B o (NEAANWN ) B)
S @Apebd) (M =pl-FANEged) (A = qce llBl) (par hypothese de récurrence)
< dpAqlprqe G N (M I=EpIFAN (M IEqe|BI)] < Areb) (A =rel|A— B|).
SiF=VxA: ona /N EVxA o ValXN = Alalx]) © YaVNpeb) (4 = p ¢ |Alalx]l) (par
hypothése de récurrence) & (Vpe G) (A = p ¢ ||Vx All).
Si F= VXA, o1 X est n-aire: ona A |= VXA & pour tout '+ € Z2(P") (N £ AX)) &
pour tout * € Z(P"Y) (Vpe9) (M = p ¢ |ALZ 1) (par hypothése de récurrence)
o (Vpe¥) (M= pelVXA.
C.Q.F.D.

Théoreme 10.

i) N est un modele de la logique du second ordre (schéma de compréhension).

ii) Pour toute formule close F du premier ordre, a parametres dans 4, ona M |=F <
N =F.

i) Soit VX F[X] une formule close avec parametres; on définit le prédicat :
Xt (p,X)=p¢e¢|F(X)].Onaalors:
plFF(X)=VYq(gel|F®X)|— Liprq) =Vq(Clprgql = X" (q,%) =p X (D).
Il en résulte que 1 | VX(F(X) — X (X)) et 1| VI(¥ (X) — F(X)).
D’apreés le théoréeme 9, on a donc A |= VX(F(X) — Z (X)) et N |=VI(Z (X) — F(X)).
ii) Immédiat, d’apres les théorémes 4 et 9.
C.Q.F.D.

En particulier, .4 et A4 ont les mémes entiers.

Bon ordre sur les individus

Théoreme 11. Soit < une relation binaire sur P, qui est bien fondée dans 4 ; alors < est bien
fondée dans N .

On montre que 1 |FVX{Vx[Vy(y<x — Xy) — Xx] — VxXx}. On fixe donc xy € P et un
prédicat unaire & de A4, représenté par un prédicat binaire '+ de 4.
On suppose pl-FVx[Vy(y<x — ZXy) — ZXx] et on montre p |-Z xp par induction sur la
relation bien fondée <. D’apres 'hypotheése sur p, il suffit de montrer p [FVy(y<xo— Z'y),
c'est-a-dire VqVy(qlF-y<xo— prqgl-Zy).
Mais y < xo est une formule atomique, donc du premier ordre; par suite g |-y <xp est:
Clg] — y <xy. Par hypothése d'induction, ona y<xy — p |- %y, d’ ol le résultat.

C.Q.F.D.
Il en résulte que si ./ satisfait 'axiome : Il existe un bon ordre sur les individus, il en est de
méme pour A



Laxiome du choix dépendant (ACD)

On suppose maintenant que P = Z(E) avec E o N; on définit une constante de prédicat
binaire € en posant: peq < peNApeq.

On ajoute les symboles de constante @ et N, interprétés dans P = 2 (E) de facon évidente.
L'axiome suivant, appelé représentation des parties deN (RPN), est satisfait dans . :
VX3AxVn"(Xn - nex).

On choisit une bijection :NxE — [E, dont la restriction & N? est une bijection de N? sur N.
On définit g : P? — P en posant :

gn,p)=1{x€kE p(n,x)ep} sineN; gn,p)=@sineN.

On ajoute le symbole de fonction binaire g au langage, en écrivant p,, pour g(n, p).

Toute suite d’individus (éléments de P) est ainsi représentée, d'une facon et d'une seule, par
un individ_u. On a donc un axiome d’extensionnalité (Ext) :

VpYq(v '™ (pn = qn) — p = Q).

Laxiome du choix dépendant (ACD) est la formule suivante :

VX (Vxdy X(x, y) — Yadulug = a, ¥V n™ X (t, Uns1)}).

L'axiome du choix dénombrable (ACd) est la formule suivante :

VX (Vn'"3y X(n, y) — Juv n™ X(n, uy)).

Ces deux axiomes sont satisfaits dans le modele de base /.

On définit le symbole de fonction binaire (p, ) pour le couple d’individu, dans le modele de
base .4 comme le seul individu r tel que ro = p et r,,4+1 = g pour tout n € N.

Les axiomes du couple (Cpl) suivants sont vérifiés :
VpYavp'Va'(p.g)=(p'.q)—p=p'Ag=q");YpYq((p,qo=p AP, @1 =q).

On ajoute le symbole de fonction unaire ¢, défini dans .4 par {(u) = {neN; u, =0}.
L'axiome suivant est donc vérifié :

(Zéro) Yuvn™(nel(u) < uy, = 0).

Théoreme 12. i) Cpl, ACD + ACd; ii) Zéro, ACd + RPN.

i) On suppose v nint3 y% (n,y); soit a tel que Z (0, a). On applique ACD a la formule :
VmVx3an3y{(n = sm), (int(n) — X (n, y))}. On obtient donc une suite (m;, u;) telle que :
(mo, ug) = (0,a), mjy+1 = sm; et X (m;;1, u;4+1) pour tout i € N.
Onadonc m; =1, dou & (i,u;) pour toutieN.
ii) Soit & un prédicat unaire; on applique ACd a la formule :
V" 3y n— y=0),(nXn— y=1)}. On obtient donc u € P tel que Vn"' (X n — u, =0),
dott VA" (X n < nel(w).
C.Q.F.D.

La condition de chaine dénombrable décroissante (CCD)

CCD est la formule : Vu(Vn™Clu,], V™ (tpe1 < up) — Ip{CLpl, V™ (p E u,)}) ;
c’est-a-dire :

Toute suite décroissante pour < d’éléments de C a un minorant dans C pour E.

Théoreme 13. Si ./ |= ACD et si la CCD est vérifiée dans ., alors A |= ACD.
Autrement dit: ACD, CCD + (1 |- ACD,).



On montre 1 | ACD dans .. Soient donc a, p € P et Z'* un prédicat ternaire de /.

On suppose p |FVxIy¥ (x,y) et on montre p |FIu{uy = a,‘v’nim%(un, Un+1)}, en appli-

quant le lemme 6. Soit donc p’ < p tel que C[p]. On a Vx(p' -3y X (x,y)), c’est-a-dire,

d’apreslelemme 6: VxVq(Clgl,g < p' — 3yar{Cirl,r < q,r - X (x, »)}).

En appliquant ACD, on obtient un couple (u, q) tel que (uo, qo) = (a, p) et:

V'™ (Clqn), gn < P’ = Clgns1] A (@ne1 < Gn) A Gnet IFZ (U, Uns)).

En appliquant la CCD a la suite ¢,,, on obtient une condition g £ g, < p/, telle que C[q].

On a donc Vnint(q % (un, un+1)) etdonc q |- Vi (uy,, ), d’apres le lemme 5(ii).
C.Q.F.D.

Théoreme 14 (Conservation des réels).
Si M |= ACD et si la CCD est vérifiée dans 4, alors &/ |= RPN.
Tout ensemble d’entiers qui est dans N est donc déja dans M .

Corollaire des théoremes 12 et 13.
C.Q.E.D.

Un ultrafiltre sur N

Dans cet exemple et le suivant, le modele de base .# a 22(N) comme ensemble d’individus.
On pose donc E=N.

Pour p,qe P=22(N),onpose prg=pngq et 1 =N;C[p] estlaformule ViintEIj +jep)
c'est-a-dire : p est une partie infiniedeN. Donc p<g=pcq et pc q = (p)\ q est fini).

int(i

Lemme 15. La condition de chaine dénombrable décroissante est vérifiée.

Soit p, une suite décroissante pour c telle que C[p,]. On définit f:N — N en posant :

f (i) =le premier jep;, j > i;on désigne par p 'image de f. Alors p est évidemment infini,

d’ou C[p]. De plus, p\ p; est fini, car c {f(0),..., f(i —1)}. Onadonc p C p; pour tout i € N.
C.Q.E.D.

Un générique ¥ est, dans .4/, un ultrafiltre non trivial sur 'ensemble des parties de N qui
sont représentées par des individus. Mais, d’apres le lemme 15 et le théoréme 14, toute partie
de N est, dans le modele ./, représentée par un individu. Donc A4 satisfait la formule :

Il existe un ultrafiltre non trivial sur N. On a montré le

Théoreme 16. Soit F une formule de U'arithmétique du second ordre, démontrable en arith-
métique du 3eme ordre avec les axiomes : ACD et l'existence d’'un ultrafiltre sur N. Alors F est
démontrable avec U'arithmétique du 3éme ordre et ACD.

Exercice. Montrer que le générique ¥ est, dans .4/, un ultrafiltre sélectif, c’est-a-dire :

pour toute fonction f : N — N, il existe un élément de I'ultrafiltre sur lequel f est, soit cons-
tante, soit strictement croissante.

Indication. Noter d’abord que la fonction f est dans .4 ; et ensuite que les parties infinies de N, sur
lesquelles f est, soit bornée, soit strictement croissante, forment une partie dense de C.

Remarque. Lexistence d'un ultrafiltre sélectif est conséquence de '’hypothéese du continu, mais pas
de I'axiome du choix.



Lhypothése du continu

Soit % 1'ensemble des couples (u, v) ou u est une partie dénombrable ou finie de 22(N) et
v un bon ordre sur u. On se fixe une bijection ¢ : Z(N) — %, ou % est obtenu en ajou-
tant un élément 0 a %. Cela va permettre de définir la structure de forcing (C, A, 1) sur %
d’abord, puis de la transporter sur P = 22(N) par la bijection ¢. On utilisera les mémes sym-
boles C, A, 1,... sur % et sur P, ce qui ne devrait pas entrainer de confusion.

% estun arbre pour la relation d’ordre :

(u,v) < (W, v') & (i, V) estun segment initial de (u, v) (onadonc (u,v) < (W, v') = u' cu).
Onpose 1= (@,9); AL ={0}; pour (u,v), (', v') e, on pose (u,v)r(u',v')=0 saufsi:
oubien (u,v) < (U, v"), etalors (u, vV)A(W, V') = (u,v),

oubien (v/,v") < (u,v), etalors (u,v)A(u/,v") =W, 1V').

On vérifie facilement la condition de chaine dénombrable décroissante.

Soit ¢ c P un générique; alors la réunion G des éléments de ¢ (%) est une partie de 2?(N)
munie d'un bon ordre dont tous les segments initiaux sont dénombrables.

Soit a € Z2(N) ; alors {(u, v) € %; a € u} est dense : en effet, si on a C(u, v) et si a ¢ u, on pose
u' = uu{a} et on prolonge le bon ordre v en v’ de facon que a soit le plus grand élément
de u'; on aalors (¢, V') < (u, v).

Il en résulte que toute partie de N, qui est représentée par un individu, est élément de G.
D’apres le lemme 15 et le théoreme 14, G est donc, dans .4/, I'ensemble de toutes les parties
de N. Dans le modéle ./, il existe donc un bon ordre sur 22(N), dont tout segment initial est
dénombrable. On a montré :

Théoreme 17. S'il existe un modele de l'arithmétique du 3eme ordre qui satisfait ACD, alors
il en existe un qui satisfait «il existe, sur 2(N), un bon ordre dont tout segment initial est
dénombrable » (hypothése du continu).

Théoreme 18. Soit F une formule de l'arithmétique du second ordre, démontrable en arith-
métique du 3eme ordre avec I'hypothese du continu. Alors F est démontrable avec l'arithmé-
tique du 3eme ordre et ACD.

On raisonne par ’absurde, en considérant un modele .4 de I'arithmétique du 3eme ordre,
qui satisfait ACD + —F. La formule F est une formule du premier ordre, suivant notre défini-
tion. Par suite, le modele A satisfait aussi = F; cela contredit 'hypothése, puisqu’il satisfait
également I'arithmétique du 3eme ordre et I'hypothese du continu.

C.Q.F.D.

La condition d’antichaine dénombrable (CAD)

Ordinaux dénombrables

On définit les formules suivantes, ou X, X’ sont des variables de prédicat binaire :

e BN(X) (lire “X est un bon ordre surN”) est le triplet de formules :
VUVx(Vy(X(y,x) = Uy) = Ux) = VxUx];
VmVn(X(m,n) — int(m)A int(n)) ; Vm"™ V™ (X (m, n) v X(n,m) v m = n);



Elles expriment que X est une relation binaire bien fondée, contenue dans N? et totale.
Lorsque X (m, n) est de la forme (m, n) € u, on écrira BN(u) au lieu de BN(X).

e X=X' (lire X estisomorphea X') estlaformule :
IF{Perm(F),YmvYnVm'Vn'(F(m,m'),F(n,n") — (X(m,n) < X'(m', n")))}

ou Perm(F) (lire “F est une permutation de N”) est formé des trois formules :
VmVn(F(m,n) — int(m)A int(n)) ; Ym™3AnF(m,n); Yn'™3AmF(m, n).

Lorsque X(m, n) est de la forme (m, n) € u, on écrira u ~ X’ au lieu de X ~ X’.

Si, de plus, X'(m/, n') est de la forme (m', n') e /, on écrira u ~ u' au lieu de X = X'.

L'axiome OD des ordinaux dénombrables est 1a formule :

AUNVv(BN(@) — Fu{Uu, u = v}).

Le prédicat unaire U choisit donc un représentant de chacun des bons ordres sur N qui sont
représentés par des individus.

Quand cet axiome est satisfait, on fixe un tel prédicat unaire noté Od, dont les éléments sont
appelés ordinaux dénombrables.

Dans la suite, on suppose que le modele de base .# satisfait I’axiome du choix et donc, en
particulier, cet axiome OD.

Tout modele générique N satisfait alors aussi OD.

En effet, A" contient .4 et ales mémes individus que .#. De plus, toute relation binaire sur
les individus qui est un bon ordre dans .4 est aussi un bon ordre dans .4 (théoreme 11).

L'axiome suivant, noté RBN, est appelé représentation des bons ordres surN :
VX(BN((X) — Ju(X = u)).

Cet axiome exprime que fout bon ordre sur N est représenté par un individu.
Il est évidemment conséquence de RPN.

Les axiomes OD + RBN signifient donc :

Tout bon ordre sur N est isomorphe a un ordinal dénombrable et un seul.

La condition d’antichaine dénombrable est la formule, notée CAD :
VX (Atch(X) — 3uvVv(Xv — Elnim(v = Uy))

ol Atch(X) (lire “X est une antichaine”) est formé des deux formules :
Vu(Xu— Clul); VuvVv(Xu, Xv — 1L(uav)).

Théoréme 19 (Conservation des bons ordres sur N).

Si la CAD est vérifiée dans 4, alors &/ |= RBN.

Tout bon ordre sur N qui est dans A est donc isomorphe (dans ) a un bon ordre sur N qui
estdans M .

Soit B un prédicat binaire qui est un bon ordre sur N dans A4 et n’est pas représenté par un
individu. On peut supposer que ce bon ordre est minimum, c’est-a-dire que tout segment
initial propre B, = {m € N; B(m, n)} est représenté par un individu, donc par un ordinal u,
puisque A |= OD. La fonction n — u, est un prédicat binaire F de . /.

Il existe donc une condition py € ¥ telle que py |- “F est une application de N dans Od ”.
Pour chaque n € N, soit E, = {u; Od(u), 3p < po){Clp], p I+ F(n,w)}}. Lapplication n — Ej,
est définie dans ./ et E; est dénombrable pour chaque n€ E;, :

en effet, si p,p’' < po,u#u',p |+ F(n,u),p' |- F(n,u'), alors p, p’ sont incompatibles, d’ot1 le
résultat, d’apres la CAD.

Donc Upen Ep est majoré dans Od par un ordinal dénombrable a. F est alors, dans A/, une

9



application de N dans a, donc sa borne supérieure 8 est < @. Donc B est isomorphe a I'ordi-
nal dénombrable §, contrairement a '’hypothese.
C.Q.F.D.

Un exemple essentiel de CAD

L'ensemble des conditions (c’est-a-dire des individus) est 22(A x {0, 1}) ou A est un ensemble
gu’on précisera plus loin. On a donc posé E = A x{0, 1}.

On ajoute au langage deux prédicats unaires Ap, A; qu’on interprete respectivement dans
A par A x{0} et Ax{1}; et aussi un symbole de fonction unaire i qu'on interpréte comme la
bijection canonique de A x {0} sur Ax{1}. On a donc les axiomes :

Vx(Agx — 1A1x); Vx(i(i(x) =x); Vx(Agx — A1i(x)); Vx(A1x — Api(x)).

Lensemble C des conditions non triviales est I'’ensemble des parties finies de A x{0,1} qui
sont des fonctions. Autrement dit, si p est une partie finie de Ax{0,1},ona:

Clpl © (Vxe A)VOVS (x,0) e p,(x,6Yep—6=0).

Soient p, g € 22(A x{0,1}) deux conditions. On pose prg =p U q.

Théoreme 20. La CAD est satisfaite.

Soit V < C une antichaine dont tous les éléments sont des parties a n éléments de A x{0, 1}.
On montre, par récurrence sur 1, que V est finie. C’est évident si n = 0. On suppose donc que
n=m+1 eton choisit p = {(a1,61),...,(an,6,)} € V.
Soit V; ={qeV; (a;,1-0;) € qg}.Onaalors V ={p}uVjuU...uV, etil suffit donc de montrer
que V; est fini pour chaque i € {1,..., n}.
Or, si on retire (a;,1 — ;) a chaque élément de V;, on obtient une antichaine a laquelle on
peut appliquer '’hypothese de récurrence.

C.Q.F.D.

Soit ¢4 un générique; alors py = Uycy p est une partie de A x {0, 1}, qui est une application
de A dans {0, 1} (exercice).
Noter que py détermine ¥, puisque ¥ est]’ensemble des parties finies de py (exercice).

Réels de Cohen

On prend A =N, donc E = Nx{0, 1} ; on note que 'ensemble C des conditions non triviales est
dénombrable, donc la CAD est évidemment satisfaite, sans méme utiliser le théoreme 20.
Soit ¢ un générique; alors, on a vu que py =Upew p est une partie de Nx {0, 1}, qui est une
application de N dans {0, 1}.

On peut donc considérer p¢ comme une partie de N, qui est dans .4 ; on I'appelle un réel de
Cohen sur /.

Lemme 21. Soit Dy = {p; Clpl, p est incompatible avec un élément de 4} ;
alors Dy est une partie dense de C.

En effet, si p est une condition non triviale, soit n € N tel que (n,0),(n,1) ¢ p. On a (n,0) € py
etonpose g =pui(n,1-95)}. Alors,onaClg], g < p et g estincompatible avec {(n,0)} € 4.
C.Q.F.D.
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Théoreme 22. Un réel de Cohen sur ./ ne peut étre dans 4 .

Supposons que pg soit dans .4 ; d’apres le lemme 21, Dy est alors une partie dense de C qui
estdans .4, donc ¢ N Dy # @. Soit p € ¢ N Dy ; puisque p € Dg, p est incompatible avec un
élément de ¢, ce qui contredit p € 4.

C.Q.F.D.

L'adjonction d'un réel de Cohen permet donc d’obtenir un modele A" qui contient .4, qui a
les mémes individus etles mémes bons ordres dénombrables et qui contient un nouveau réel.

Négation de I'hypothése du continu

On prend A =NxB; pour chaque neNet f € B, on pose:

fp(m =6 o (n,B,6)eY.

/p est alors une application de N dans {0, 1} c’est-a-dire un réel de 4. Donc f est, dans ¥/,
une application de B dans 22(N).

Lemme 23. f est, dans A, une injection de B dans 2?(N).

Soient B, ' € B, avec f # '. On pose D = {p; Clp], FneN)((n,B,0) € pA (n,B',1) € p)}.
Alors D est une partie dense de C, qui est dans . : en effet, si p est une condition non triviale,
il suffit de choisir n € N qui n’apparait pas dans p et de poser g = pu{(n, §,0), (n, ', 1)}.
Illenrésulte que ¥ND # @, ce qui montre qu'il existe un entier n tel que fg(n) =0et fg(n) =1,
donc que f3 # fp'.

C.Q.E.D.

On rappelle que P = (A x{0,1}) est I'’ensemble des individus (ou conditions) des modeles
M et A .Onaalors:

Lemme 24. Soient U,V deux parties infinies de P qui sont dans ./ . S'il existe, dans N, une
surjection de U sur V, alors il en existe une dans /.

Soit F une relation binaire fonctionnelle qui est, dans .4/, une surjection de U sur V. Il existe
donc pg € ¢ tel que :

po lFVYuvuvvVw(F(u,v), Flu,w) - v=w);

po lFYv(Vv — Ju{Uu, F(u, v)}).

Pour chaque u € U, on pose E, = {v; (3g < po)iClq], q I+ F(u, v)}}.

e E, est dénombrable pour chaque u € U.

En effet, u € U étant fixé, on choisit pour chaque v € E,, une condition g, < py telle que
Clg,] et g, |- F(u, v). On obtient ainsi une antichaine dans C:

si gy IFF(u,v), quw lFF(u,w)etv#w,ona gynqy |- F(u,v), F(u, w), v # w et aussi

gunqw I F(u,v),F(u,w) — v =w puisque gynqy < po. Donc q,rqy |1, ce qui veut dire
que g, et q,, sont incompatibles.

Or, cette antichaine est définie dans .4/, donc est dénombrable. E,, I'est donc aussi puisque,
comme on vient de le montrer, I'application v — g, est injective.

e VcC U E,.

uelU
Soit en effet vy € V; on a donc 1 | Vv, donc pg I-3uf{Uu, F(u, vg)}. Comme pgy € 9, cette
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formule est vraie dans A et il existe donc uy € U tel que A |= F(ug, vo). Il existe donc
q€%Y,q =< potel que q |- F(uop, vp), ce qui montre que vy € Ey,.

C.Q.F.D.
On prend maintenant B = 22(2(N)). Il existe donc, dans .4, deux ensembles By < B; < B ou
By est dénombrable et B; est équipotent a 22(N). Il n'existe, dans .4 aucune surjection de By
sur By, ni de By sur B. [l n'y en a donc pas non plus dans 4.
Or, dans ./, il existe une injection f de B dans 22(N). On a donc, dans A" trois sous-ensem-
bles infinis de Z2(N) : f(By) < f(B;) < f(B) qui sont de cardinaux différents.
L'hypothese du continu est donc fausse dans .A".
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