INTRODUCTION

[’étude des réseaux de démonstration de la Logique Linéaire, inaugurée par [Girl] et pour-
suivie entre autres dans [Dan], [DR], [Ret] a mis en évidence la structure combinatoire
originale de graphe apparié—en bref un graphe ol 'on distingue certaines paires d’arétes
coincidentes.

Notre étude part de la simple remarque que ’on peut associer a un tel objet G, comme on
le fait pour un graphe ordinaire, un complexe de groupes abéliens libres

0 — 1[G 5 GG -5 Z — 0 (1)

et par conséquent une homologie H.(G).
On s’apercoit alors que celle-ci caractérise les réseaux, fournissant par la un nouveau critere de
correction—directement décidable en temps polynomial au moyen d’un algorithme courant.

Elle permet en outre de préciser la structure de (G, au-dela du seul probleme de correction.
Parmi les conséquences de cette approche, on retiendra

e une interprétation topologique des connecteurs linéaires tenseur et par fondée sur la
représentation des réseaux par des CW-complexes d’homologie convenable. La géométrie
du par se trouvera en particulier liée de facon inattendue & celle du ruban de Moebius.

e une formulation alternative de la notion de module au sens de [DR] et [Tro] faisant inter-
venir ’homologie relative d’un module par rapport a sa frontiere.

e de nouvelles intuitions sur la prouvabilité des formules multiplicatives: a la lumiére des
criteres homologiques de recollement des modules on pourra en effet plonger le probleme
dans un cadre euclidien ou s’expriment trés naturellement des conditions métriques de
prouvabilité.

On trouvera également un prolongement des résultats de [LW] sur la complexité du fragment
multiplicatif, & savoir que le probleme de la décision des formules dans sa version abstraite
est NP-complet. Si I’homologie n’intervient pas ici de facon essentielle, elle simplifie quelque
peu la rédaction des preuves.

Le lecteur percevra sans difficulté I'arbitraire de la définition (1), méme si les résultats que
nous venons de citer justifient a posteriori notre choix.

Aussi avons nous montré qu’aucune théorie homologique H raisonnable des graphes appariés
ne peut caractériser les réseaux par la condition H.(G) = 0, ce qui nous laisse peut d’espoir
de simplifier substantiellement notre critere.



Les éléments de Logique Linéaire et de Topologie Algébrique étant rappelés ici de facon tres
bréve, nous renvoyons a [Girl], [Tro] pour la premiere, et & [Gib] ou aux premiers chapitres
de [Mun] pour la seconde.

Evoquons pour terminer deux taches qui nous paraissent prolonger naturellement le présent
travail: (1) obtenir, pour des réseaux plus généraux, des invariants géométriques analogues
a nos groupes d’homologie et (2) approfondir la représentation métrique citée plus haut, et
dans laquelle la décision des formules apparait comme un probléme d’optimisation.
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CHAPITRE 1

Logique linéaire multiplicative

1.1. Calcul des séquents linéaires

Les formules multiplicatives de la logique linéaire sont construites sur les variables propo-
sitionnelles ay,...,a;,...et af,...,aF,... au moyen des connecteurs binaires p (par) et ®
(tenseur).

A et B désigneront des formules quelconques, et I'; A des multiensembles de formules.
La négation linéaire (.)1 est Iinvolution de I’ensemble des formules définie inductivement
par (a;)t = a, (ApB)t = At @ Bt et (A® B)t = AtpB*L.

Les séquents sont les expressions de la forme F I et les régles du calcul s’écrivent *

e axiome
FA AL
e coupure
FID,AEF AL A
FI,A
e tenseur
FI,AF B, A
FILA® B, A
® par
FI,A, B
FI,ApB

* Les preuves de ce texte ont été composées grace aux macros de Paul Taylor
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Dans une preuve donnée, les occurrences des formules sur lesquelles les regles portent ef-
fectivement seront dites actives—ici A, A+, B, A® B et ApB. Ce sont respectivement les
prémisses principales et les conclusions principales des régles correspondantes.

On notera ce systeme LLM (logique linéaire multiplicative) et L(a) le fragment construit sur
les seules variables propositionnelles a et at.

Nous rencontrerons également le fragment neutre N, dont les formules sont construites sur
les seuls atomes 1 et L = 1+ et dont les régles sont, outre les régles coupure, tenseur et par
ci-dessus, 'axiome

F1
et l'affaiblissement
T
FT,L

On peut enfin étendre ce calcul en construisant les formules & partir des prédicats atomiques
pzy ...T) et leur négation linaire ptz; ...z} et en ajoutant aux régles précédentes les régles
habituelles des quantificateurs:

e Pour tout

FT,A
VA
ol ’on suppose que z n’est pas libre dans I'.
o Il existe
FT,Alt/z]

1.2. Réseaux

Soit 7 une preuve dans LLM. On lui associe le graphe GG;; construit de la maniéere suivante:
Les sommets de (G, sont les occurrences actives des formules de .
On trace une aréte entre deux formules de (G si et seulement si (1) ce sont les deux conclusions
d’un axiome ou (2) ce sont les deux prémisses principales d’une coupure ou enfin (3) ce sont
respectivement une prémisse principale et la conclusion principale d’une méme régle logique.



G est le réseau associé a 7.

> Exemple.
Si 7 est

= al,af‘ = a%‘,ag

1 1
Fay,ay ® ay,ag

Fay, (af © a))pay

G, est le graphe de la figure 1.2.1.

figure 1.2.1

On prendra I’habitude de distinguer graphiquement les paires d’arétes provenant d’une régle
par, comme sur la figure précédente.

Les preuves se représentent donc naturellement comme des graphes dans lesquels on a dis-
tingué certaines paires d’arétes coincidentes: c’est précisément la structure géométrique de
ces objets que nous allons étudier.

Remarquons enfin en suivant [Gir2] que le procédé se généralise aux quantificateurs: on trace
alors des arétes supplémentaires entre (1) la prémisse et la conclusion principale d’une régle
3 et (2) toute formule ol z est libre et la conclusion principale de la régle V pour laquelle z
est variable propre (en convenant au préalable de ne pas employer deux fois la méme variable
propre et de remplacer par une constante toute variable libre qui n’est pas variable propre
d’une regle V).






CHAPITRE 2

Graphes et réseaux

2.1. Graphes appariés

Par graphe on entend comme d’habitude un couple G = (S, A) ou § est un ensemble fini et
A est un ensemble de paires d’éléments de S. Les éléments de S sont les sommets et ceux de
A les arétes du graphe. Si u et v sont deux sommets, I'aréte {u, v} sera notée uv; les deux
arétes orientées correspondantes seront notées (uv) et (vu).

Définition 2.1.1. Un graphe apparié est un couple (G, P) ot G est un graphe et P un
ensemble de paires d’arétes de G satisfaisant les conditions suivantes:

e Si{e, f} € P alors e et f ont un sommet commun.

o Si(p,p)eP? etp+#p alorspnp =0.

Quand le contexte le permettra on identifiera (G, P) avec le graphe sous-jacent G. On notera
P = P(G). Un graphe apparié (en abrégé g.a) est un arbre si P(G) = () et son graphe sous-
jacent est connexe sans cycles.

Soit G un g.a. Une aréte appariée (ou mobile) e de G est une aréte appartenant a une paire
p € P. On note alors e* 'unique arete telle que {e,e*} € P. Les arétes non appariées seront
dites fizes et leur ensemble sera noté A(G).

Une orientation de (G, P) est une orientation de G telle que, pour toute paire {uww,vw} €
P(G), la paire correspondante d’arétes orientées soit {(uw), (vw)} ou {(wu), (wv)}.

Soient G et ' des g.a. Un morphisme de G vers G’ est une application g : S(G) — S(G")
qui vérifie les conditions suivantes:

e Siuv € Af(G) alors g(u)g(v) € Af(G') ou g(u) = g(v).
o Si {uw,vw} € P(G) alors {g(u)g(w),g(v)g(w)} € P(G") ou g(u) = g(v) = g(w).

G est un sous-graphe de G' si et seulement S(G) C S(G') et linclusion canonique est un
morphisme.
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Si 7 et Gy sont deux sous-graphes de G, GGy N Gy défini par S(G) = S(G1) N S(G2),
A(G) = A(G1) N A(Gy) et P(G) = P(G1) NP(G2) est un sous-graphe de G.

De la méme facon GG3 U GGy est le sous-graphe de GG dont I’ensemble des sommets (resp. des
arétes, des paires) est la réunion de I’ensemble des sommets (resp. des arétes, des paires) de

Gl et de GQ.

2.2. Réseaux

Définissons tout d’abord quelques graphes importants:

e U estle g.adéfini par S(U) = {s} et A(U) = 0.

e D estle g.a défini par S(D) = {s,t} et A(D) = 0.

o T estle g.adéfini par S(T) = {s,t,u} , A(T) = {su,tu} et P(T) = {{su,tu}}.

Soient maintenant Gy et G5 deux graphes quelconques. On peut former leur somme disjointe
G [[Ge. Si st,...,si sont des sommets distincts de G; pour i = 1 et 2, les identifica-
tions s}, &~ s dans Gy [[ G2 définissent sans ambiguité un nouveau graphe que 1’on notera
G1]]G2/{s1 = s?,...,sL = s}, & condition toutefois que sls! et sis? ne soient jamais
simultanément des arétes, ce qui sera toujours le cas par la suite. Il faut en effet s’assurer
que le graphe résultant en est bien un au sens de la définition, en particulier que deux arétes
distinctes n’aient pas la méme extremité. On pourrait bien entendu éviter cette difficulté en
remplacant nos graphes par des multigraphes appariés mais la rédaction de certains points

en serait inutilement alourdie.

Définition 2.2.1. Soient Gy et Gy deuzr g¢.a et s; (resp.sy) un sommet de Gy (resp.G).
On notera t(G1, G, s1, 52) le graphe G [[ G2 /{s1 = s2}.
Soient G un g.a et s1,8y deur sommets distincts de GG .
On notera p(Gy,s1,82) le graphe G [[T/{s1 = 3,58, = t}

Les injections canoniques de G et Gy dans t(Gq,Ga,s1,52) permettent d’identifier ces
graphes & des sous-graphes de t(G1, G2, s1, $2) que I'on notera encore G et G. Il en est de
méme pour G et T par rapport a p(Gfh, s1, S2).

Les opérations t et p (figure 2.2.1) correspondent évidemment aux connecteurs multiplicatifs
tenseur (®) et par (p).

Définition 2.2.2. On appelle 11 la plus petite classe de graphes appariés contenant les
arbres et close par les opérations t et p. Les éléments de 11 sont les réseauz.
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figure 2.2.1

Remarque. Si 'on oublie d’étiqueter par des formules les réseaux du chapitre précédent,
on obtient bien entendu des réseaux particuliers au sens de la présente définition.

Le contexte sera d’ailleurs toujours suffisamment clair pour prévenir toute confusion entre
les deux notions.
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CHAPITRE 3

Homologie

3.1. Groupes d’homologie d’un graphe apparié

[’homologie des graphes ordinaires s’étend aux graphes appariés de la maniére que nous
allons décrire. Soit donc G un g.a orienté. Nous lui associons le complexe :

0 — 1[G 5 GG -5 Z — 0
ou Cy(G) = Z[S(G)] et C1(G) est le sous-groupe de Z[A(G)] engendré par les arctes fixes et
les éléments de la forme e + €* ou e parcourt ’ensemble des aretes appariées. Les éléments
de C;(G) sont les chaines de dimension i de G. 0 est la restriction & C;(G) du morphisme
bord défini par d(uv) = v — u quelle que soit 'aréte orientée (uv); € est le morphisme
d’augmentation défini par ¢(u) = 1 pour tout sommet u. Les eléments de ker 0 (resp. ker¢)
sont les I-cycles (resp. 0-cycles). Comme ed = 0 on peut poser:

Définition 3.1.1. Les groupes d’homologie de G sont Hyo(G) = kere/im 0 et Hi(G) =
ker 0.

Lorsque P(G) = 0 ce sont les groupes d’homologie réduite du graphe GG. Dans ce cas Hy(G)
et Hy(G) sont des groupes libres de rangs respectifs ro et 71 ou ro + 1 est le nombre de
composantes connexes de G et r; est le nombre maximal de cycles indépendants de G.
Revenons au cas général. Si ¢ est une chaine de dimension %, {c}s désignera sa classe
d’homologie dans H;(G). Remarquons que 0 dépend de 'orientation choisie, mais pas les
groupes d’homologie.

Soit ¢ : G — G’ un morphisme de graphes appariés. ¢ induit naturellement des homomor-
phismes de groupes qb’# : Ci(G) — C;(G") qui rendent commutatif le diagramme suivant:

0 — GG 5 GG -5 Z — 0

Yor | b2 }id
0 — C1(G"Y = Co(G"Y = Z — 0

13
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I suffit en effet de prendre pour ¢}, la restriction a Cy (G') du morphisme habituel de Z[A(G))]
vers Z[A(G")] en remarquant que celui-ci envoie un élément de la forme e+ €* sur un e’ + €™
ou sur 0: la définition d’un morphisme a d’ailleurs été choisie pour cela.

¢ induit donc des morphismes ¢% de H;(G) vers H;(G') qui vérifient les relations habituelles:

(¢0). = Lo, id.=id

> Exemple 1. Soit G (figure 3.1.1) le graphe défini par

S(G) ={s1,52,83} A(G) = {s152,5183,5253} et P(G)= {{s153,5253}}

On oriente G en prenant pour arétes orientées aq = (s153), ag = (s253) et ag = (s152).
Co(G) = Z? avec sy, sy et s3 pour générateurs et Ch(G) = 7% avec ay + ay et as pour
générateurs. Pour tout couple d’entiers (m,n):

d(mas + n(ay + az)) = m(s2 — s1) + n(2s3 —s1 — s2) = 2nss — (m+n)s; + (m — n)s,
d est donc injective—c’est-a-dire Hq(G) = 0.

D’autre part kere 22 Z* engendré par ¢; = s3 — s1 et ¢3 = S5 — 5. Mais {e2}e = {a1}a
parce que

c1 + ¢y = 0(a1 + az)

et 2{c1}¢ = 0 parce que

201:233—231:233—31—32—}—32—Slza(al—}—ag—l—ag).

Enfin {¢1}s # 0 car ¢; n’appartient pas a im 0. Ho(G) est donc engendré par I'unique classe
{c1}G, d’ordre 2 | c’est-a-dire que Ho(G) = Z/2Z. <

figure 3.1.1
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> Exemple 2. Les groupes d’homologie des graphes U, D et T sont présentés dans le tableau
suivant:

U|D|T
Ho |0 |Z | Z
Hy |0 |0 |0
Ils nous serviront plus tard. <

> Exemple 3. Soit GG (figure 3.1.2) le graphe apparié défini par S(G) = {s,t,u, v}, P(G) =
{{us,ts},{tu,vu}} et dont les arétes orientées sont (us), (ts), (tu), (vu) et larete fixe
(vs). En écrivant le complexe associé a ce graphe, on remarque que kere = 73 avec pour
générateurs s — u, s —t et s — v. On peut donc former la matrice de 9 (ou le but est re-
streint a ker¢) par rapport aux bases (a,b,¢) = ((us) + (ts), (tu) + (vu), (vs)) de C1(G) et
(s —u,s —t,s — v) de ker e respectivement:

a b ¢
s—u (1 =2 0
s—t |1 1 0
s—v \0 1 1

laquelle se réduit par transformations unimodulaires a
1 0 0
0 1 0
0 0 3

Ces transformations reviennent simplement a écrire d par rapport a de nouvelles Z-bases des

deux groupes. La seconde matrice montre immédiatement I'injectivité de @, soit Hy(G) = 0,

et fournit directement une présentation de Ho(G) par générateurs et relations, d’ou Hy(G) =

7/3Z.

3.2. Rappels d’homologie

Nous nous bornons ici & adapter a notre situation quelques notions fondamentales d’homo-
logie.
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figure 3.1.2

Soient G un g.a et K un sous graphe de G. C;(K) est naturellement un sous-groupe de
Ci(G) et on peut former C;(G, K), le groupes des chaines relatives de dimension 7 modulo
K. La restriction de 0 & Cy(K) a son image dans Cy(K) de sorte que 0 passe au quotient,
définissant un morphisme 9 : C (G, K) — Cy(G, K). L’homologie relative de & par rapport
a K est celle du complexe:

0 — CGK) -5 Co(G K) — 0

d’ou la définition:

Définition 3.2.1. Les groupes d’homologie relative de G par rapport @ K sont Ho(G, K) =
Co(G,K)/im 0 et Hy (G, K) = ker 0.

Notons GG\ K le graphe obtenu & partir de G en effacant toutes les arétes de K ainsi que les
sommets de K qui ne sont pas extrémités d’une aréte restante. Il s’agit évidemment d’un
sous-graphe de G. Nous pouvons alors reformuler le théoréme d’excision comme suit:

Théoréme 3.2.2. Si K est un sous-graphe de G, Go = G\ K et Ko = Gy N K, alors
Hi(G, K) est isomorphe a H;(Go, Ko) pour i =1 et 2.

Preuve. On considere f; : C;(Go) — C;(G, K), la composée des applications canoniques:
Ci(Go) — Ci(G) 25 Ci(G,K)

Le diagramme suivant commute:

Ci(Go) -5 Co(Gy)

lhn 5 1 fo
Ch(G,K) — Cy(G,K)

fi est surjective: soit ¢ € C;(G, K), il existe une chaine d € C;(G) telle que ¢ = s;(d) mais
d =dy+ dy avec dy € C;(Gy) et dy € C;(K). Dot ¢ = s;(do + d1) = s;(do) ce qui prouve le

résultat.
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Le noyau de f; est clairement C;(Go) N Ci(K), autrement dit C;(Ky). B
On obtient donc un isomorphisme entre C;(Go, Ko) et C;(G, K) qui commute a 0 donc aussi
un isomorphisme des groupes d’homologie. o

Remarque. Nous aurons besoin, pour 7 = 1, d’une précision supplémentaire: par définition,
Ko n’a aucune arete donc C1(Kg) = 0 et fi est un isomorphisme. Soit A le sous-groupe de
C1(Go) constitué des chaines c telles que de € Cy(Kp). Le raisonnement précédent montre
alors que 'image de A par f; est précisément ker 9, c’est-a-dire H, (G, K).

Nous avons donc établi le
Lemme 3.2.3. L’application ¢ — {c}q i réalise un isomorphisme de A sur Hy (G, K).
L’homologie relative donne lieu comme dans le cas habituel & une suite exacte longue:

Théoréme 3.2.4. Soit K un sous-graphe de G.La suite

— Hi(K) 5 H(G) 25 H(GK) 2 Hio(K) —

est exacte.

Preuve. Le diagramme suivant est commutatif et les verticales sont exactes:

0 0 0

3 ) 3
C(K) —  Co(K) — Z
1iz b }

Ch (G — Co (G) — 7
1 i 1w {
C1(G, I() — Co(G, I() — 0
3 3 3

0 0 0

donc le lemme du zig-zag s’applique, donnant la suite anoncée.
Rappelons la propriéte caractéristique de 0., qui nous servira ultérieurement: pour toute

chaine ¢ de C}(G) telle que dc € Cy(K)

Ouicta,x = {0c}k.

Enfin, le rang d’un groupe abélien libre de type fini est sa dimension en tant que module sur
Z. Soient maintenant A un groupe abélien finiment engendré—mnon nécessairement libre—
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et T le sous-groupe de torsion de A. Nous appellerons encore rang de A le rang du groupe
libre A/T.
Si

0— A, — - — A4 —0

est un complexe de groupes abéliens de type fini, la caractéristique d’Fuler de ce complexe
est ’entier

X = Z(—l)j rang A;.
J

Une propriété fondamentale de x est qu’il ne dépend que des groupes d’homologie du com-
plexe. Plus précisément:

X = Z(—l)j rang H ;.
J

En particulier, la caractéristique d’Euler d’une suite exacte est nulle.

3.3. Groupes d’homologie des réseaux

Nous pouvons a présent calculer I’homologie des éléments de II.

Théoréme 3.3.1. Si G est un réseau et p = card P(G), alors Hi(G) = 0 et Hy(G) est un
groupe fini d’ordre 2P,

Ce résultat est conséquence immédiate des deux lemmes suivants:

Lemme 3.3.2. Soient (G1 et Gy deux g.a, s; un sommet de (G et sy un sommet de Go. Il
y a des isomorphismes

H;(t(G1,G9, 51,52)) = Hi(G1) ® Hi(G2)
pour it =0 et 1.

Preuve. Posons G = t(G1, G, s1,52). Le graphe G N Gy est isomorphe a U de sorte que
la suite exacte de Mayer-Vietoris s’écrit

0 — Hl(U) — Hl(Gl)@Hl(GQ) — Hl(G)

—
Ho(U) — Ho(G1)® Ho(G2) — Ho(G) —
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Mais Ho(U) = Hy(U) = 0 ce qui donne les isomorphismes souhaités. o

Lemme 3.3.3. Soient Gy un g.a et s1, sy deux sommets distincts de (5.
L Hl(p(G1751732)) = Hl(G1)-
o Si Hyo(Gh) est un groupe fini, alors card Hy(p(G'1, 51, 52)) = 2card Ho(G).

figure 3.3.1

Preuve. Posons G = p(Gh, s1, S2) (figure 3.3.1). Comme G N7T est isomorphe & D, la suite
exacte de Mayer-Vietoris s’écrit:

0 — Hl(D) — Hl(Gl)@Hl(
Ho(D) — Ho(Gl) b Ho(

) — Hi(G)
) — Ho(G)

N~

—
—
qui, en vertu du tableau 1 devient

0 — Hy(G) -5 H (G) 25 Z{sy — 51} p— Ho(Gh) @ Biss — 81 1 — Ho(G) — 0

f est défini par

0({s2 — s1}p) = ({s2 = s1}G,, —{s2 — s1}7)

Comme {sy — s; }7 n’est pas nul dans Ho(7T), 8 est injective. Donc im y = ker# = 0 et par
conséquent ¢ est un isomorphisme, ce qui prouve la premiére assertion.
Supposons maintenant que Hg(G1) soit un groupe fini. Il admet une présentation:

générateurs relations
Cly...Cp nic; =0pourt=1,...p

Nous pouvons alors écrire une relation:
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P
{s2 = s1}a, = > _lici
i=1

Dans T, {s2 — s1}7 = 2¢o avec ¢g = {s3 — s1}7. D’autre part Ho(G1) & Ho(T') est engendré
par do = (0,¢o) et les d; = (¢;,0) pour ¢ = 1,...p. Par conséquent Hy(G) admet une
présentation de la forme suivante :

générateurs relations
do,...d, n;d; =0 pour i =1,...p
2dy — Y F_lid; = 0

d’apres ’exactitude de la suite précédente.
La matrice de cette présentation s’écrit:

(s 0 . —ll
mM=|"
np  —lp
0 0 2
Enfin
card Ho(G) = |det M| = |2n; ...n,| = 2card Ho(G1)
ce qui prouve la seconde assertion. o

Remarque. Nous aurons besoin plus tard d’une légére modification de ce résultat, a savoir
que la conclusion reste valide lorsque I’hypothése “Ho(G1) fini” est remplacée par “Hg(G)
fini”.

Reconsidérons en effet la suite

0 — Hy(G1) -5 H (G) 25 Z sy — 51} p—oHo(Gh) @ Ziss — 81 1 — Ho(G) — 0

L’isomorphisme entre H;(G) et Hy(G1) est indépendant de I'hypothese de finitude sur
Hy(G4). Comme la caractéristique d’Euler de la suite s’annule, les groupes Ho(G) et Hy(G)
ont le méme rang. En particulier si 'un des deux groupes est fini, ’autre I'est aussi. D’ot le
résultat.

3.4. Le lemme de simplification

Soient G un g.a et ¢ une aréte appariée de (G. On désignera par G* le graphe obtenu a
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partir de G en effacant I’aréte a* et en rendant a fixe.
La présente section est consacrée a la comparaison des homologies de G et de G*. Le lemme
technique suivant énonce le résultat essentiel:

Lemme 3.4.1. Soit G un graphe tel que H1(G) = 0 et Ho(G) est un groupe fini de cardinal
g. Pour toute aréte appariée a, il existe b € {a,a*} telle que:

o Hy(G% =0.
o Hy(G®) est un groupe fini avec card Hy(G®) > g/2.

Preuve. Soient G satisfaisant les hypothéses du lemme et a une aréte appariée. Posons
a4 = 8183, " = 8983, (G1 = G* et Gy = G*. On peut considérer T" comme un sous-graphe de
GG de sommets s1,s3,53. Notons Go =G\ T, et T; =T NG; pour i =0, 1 et 2 (figure 3.4.1).

figure 3.4.1

e Hi(G) = Hi(T) = 0 et Hy(T) = Z{s3 — s1}7 donc la suite exacte d’homologie relative
s’écrit:

0 — Hi (G, T) 252 {s5 — 51} -1 Ho (G) — Ho(G,T) — 0

Mais Hg(G) est fini donc aussi Hyo(G,T) de sorte que la caractéristique d’Euler de cette suite
se réduit a

rang 1 (G, T)—1=0
et

H\(G,T) =7
Soit A I’ensemble des chaines ¢ de C(G) telles que dc € Cy(Th). Par (3.2.3)

A~ H (G, T)=Z
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et est engendré par un unique élément ¢o. Hq(G,T) est donc engendré par

v =A{co}ar-

D’autre part, edcg = 0 donc il y a des entiers my et mqy tels que
860 = (m1 + m2)83 — M181 — MySy.
Cela entraine:

0wy ={0co}r = (m1 - 7712){33 - st = (m2 - m1){33 - S2}T

et par conséquent

card Ho(G) = |mq — mq| x card Hy(G,T) (1)

Remarquons également que |my — my| > 0 sinon d. ne serait pas injective, en contradiction
avec l'exactitude de la suite en Hy (G, T).

e De la méme fagon, pour ¢ = 1 et 2, Hi(T;) = 0 et Ho(T;) = Z{ss — s;}1, donc la suite
exacte s’écrit:

a, ;
0— H1 (Gz) — Hl(Gi,Ti)—>Z{83 — Si}Tig—>H0(Gi) — Ho(Gi,Ti) — 0
Ici encore v; = {co}, 1, est un générateur de Hq (G, T;) et par définition:
02vi = {dco}r, = mi{ss — si},
Soit m = max(|my|, |mz|): comme |m; — my| >0, m # 0.
Quitte & permuter @ et a*, on peut supposer que m = |my]|.
En pareil cas, 9} est injective et I’exactitude entraine

Hl(Gl) - 0

Ce qui prouve la premiére assertion du lemme.
La suite devient:

o)
0— H1 (Gl,Tl)—>Z{S3 — 51}T1i>H0(G1) — Ho(Gl,Tl) — 0
D’apres le théoréeme d’excision, Ho(G1,T1) = Ho(G,T) donc Ho(G,Th) est fini et
card Ho(G1) = |mq]| X card Ho(G, T) (2)

Enfin
|my — ma| < [mq| + |mg| < 2[my| (3)
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Les équations (1), (2) et (3) donnent alors
card Ho(G) < 2card Hy(G1)

ce qu’il fallait démontrer. o

Il est maintenant possible de donner une borne de card Hyo(G) si ce groupe est fini et si

Proposition 3.4.2. Soit G un g.a tel que Hy(G) est fini et Hi(G) = 0. Alors

card Hy(G) < 2¢214 P(4)

Preuve. Par récurrence sur card P(G). Si card P(G) = 0, G est un graphe au sens usuel
donc Hy(G) ne peut étre fini que si Ho(G) = 0, ce qui donne le résultat dans ce cas.
Supposons que card P(G) = n > 0. On peut alors choisir une aréte appariée a, et (3.4.1)
donne b telle que card Hy(G) < 2 card Hy(G"). Par hypotheése d’induction

card Ho(G*) < 2771

donc

card Ho(G) < 2"

ce qu’il fallait montrer. o

Soit (H) la conjonction des deux conditions suivantes:
o Hy(G) est fini, de cardinal 2¢2rd P(G)
[ ] H1 (G) =0.

Dans le cas des graphes qui vérifient (H), les résultats précédents ont une conséquence im-
portante:

Lemme 3.4.3. Si G vérifie (H), alors quelle que soit laréte appariée a, G* vérifie encore

(H).

Preuve. Soient GG un graphe vérifiant (H) et a une aréte appariée de . La remarque
essentielle est que les inégalité (3) de la preuve de (3.4.1) sont en fait des égalités.
En effet si ce n’est pas le cas, [ma — m1| < 2|my| et la méme preuve entraine:

card Ho(G) < 2card Hy(G1)
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donc card Hy(Gy) > 2474 PG en contradiction avec (3.4.2)
L’égalité en (3) entraine alors |mq| = |mg| puis card Hy(G) = 2 card Ho(G1) = 2card Hy(G2)
d’ot le résultat. o

Soit maintenant GG avec card P(G) = p. Une position d’interrupteurs de GG est ensemble
o={ay,...,a,} formé en choisissant une aréte a; dans chaque paire de G.

On note alors alors G7 le graphe (((G®*))%?) qui est un graphe ordinaire, d’olt une consé-
quence évidente du lemme ci-dessus:

Proposition 3.4.4. SiG satisfait (H), alors pour toute position d’interrupteurs o, G° est
un arbre.

Autrement dit tout graphe satisfaisant (H) satisfait aussi le critére de correction de Danos
et Régnier (voir [Gir2] ou [Dan]). On sait donc dés maintenant que les graphes satisfaisant
(H) sont exactement les réseaux. Il nous semble néanmoins préférable de donner une preuve
directe de séquentialisation, indépendante des résultats déja connus et plus cohérente avec
notre approche homologique de la question. Ce sera ’objet du prochain chapitre.

3.5. Quelques remarques sur le rang de H,

La digression qui suit a pour but de fournir une interprétation intuitive du rang de Ho(G).
Nous allons montrer que, tout au moins dans le cas ou Hy(G) = 0, celui-ci a une relation
trés simple avec les composantes connexes des G, o étant une position d’interrupteurs de

G.
Proposition 3.5.1. Si H;(G) =0, alors
rang Hy (G) = mgin rang Hy (G7)
lorsque o parcourt ’ensemble de toutes les positions d’interrupteurs de G.
Cela résultera des deux lemmes suivants.

Lemme 3.5.2. Pour toute position d’interrupteurs o de G,

rang [ (G7) — rang Hy(G7) = rang H,(G) — rang Hy(G).
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Preuve. Il suffit de comparer les complexes associés respectivement a G et a G7:

0 — GG D G@G) -5 Z — 0
0 — (G L GG -5 Z — 0

A chaque arete de G° correspond ou bien la méme arete de G ou bien la paire qui contient
cette arete. Les groupes C4(G) et Cq(G7) ont donc le méme rang.

D’autre part Cy(G) et Co(G7) coincident. Les deux complexes ont donc la méme car-
actéristique d’Euler, ce qui donne le résultat. o

Lemme 3.5.3. Si H{(G) =0, toute paire de G contient une aréte a telle que H1(G*) = 0.

Preuve. Supposons au contraire que Hi(G) = 0 et qu’il existe une paire p = {a, a”} telle
que Hi(G*) #0et Hi(G* ) #0. Il y a alors une 1-chaine v; de G* et une chaine v, de G*
toutes deux non nulles, et pour lesquelles

Oy1 =07 =0

Soit z; (resp. z3) le coefficient de a (resp. a*) dans vy (resp. 7¥2).
Si z122 = 0, 'une des deux chaines est déja dans C(G), ce qui contredit Hy (G) = 0.
Sinon, on peut former

Y =ZTov1 + X172

v n’est pas nulle, car le coefficient de a y est z125 # 0. De plus a et a* ont méme coefficient
donc v est dans C(G). Enfin 9y = 0 ce qui contredit a nouveau H;(G) = 0.

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de (3.5.1) . Posons y = min, rang Hy(G7).
Comme Hq(G) = 0 nous pouvons réitérer I’application du lemme jusqu’a obtenir une position
d’interrupteurs o telle que Hy(G?) = 0. Le lemme (3.5.2) montre alors immédiatement que

rang Hy(G) = rang Hyo(G7).
D’autre part, pour toute position d’interrupteurs o',
rang Hy (GUI) > rang Hy (G“I) —rang H, (GUI) = rang Ho(G”) —rang H1(G”) = rang Ho(G?).

Cela entraine p = rang Ho(G?) d’ou le résultat.

Remarque. Sil'on ne suppose plus que H;(G) = 0, on peut seulement montrer que:

min rang Ho(G7) < rang Hy(G) (1)
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Montrons d’abord que dans toute paire il y a une aréte a pour laquelle

rang H,(G") < rang H,(G) (2)

Si v est une l-chaine et z une aréte quelconque d’un graphe donné, on notera (y|z) le
coeflicient de 7 sur cette arete.
Soient maintenant G un graphe et p = {a,a*} une paire de (G, deux cas se présentent:

e Pour toute chaine v de Hy(G%), (v|la) = 0. En pareil cas H1(G*) C Hi(G) et (2) est
évident.

e Il existe une chaine v € H(G") telle que (y|a) # 0. Pour tout v’ € H;(G* ) on peut

alors former

®(v') = (vla)y'+ (Y'la")y (3)
Il est clair que ®(y') € H{(G) et que ® est une application linéaire. Soit v’ € ker ®. Par
(®(y")|a) = 0 et (3), il vient (y'|a*)(y|a) = 0 donc aussi (y'|a*) = 0, et & nouveau par (3),
(v|a)y’" = 0 d’ot 4" = 0. Par conséquent ® est un morphisme injectif de H;(G* ) dans
H(G), ce qui implique

rang H;(G* ) < rang H,(G)

et le résultat annoncé.

Il est alors facile de voir, comme plus haut, que (2) entraine (1).

figure 3.5.1

Le contre-exemple qui suit montre que I'on ne peut pas faire mieux, dans le cas général.
Soit G (figure 3.5.1) le graphe défini par S(G) = {s,t,u,v}, A(G) = {su,tu,sv,tv,uv} et
P(G) = {{Su7 tu}7 {SU7 t’l]}}.

Posant ¢; = (su) + (tu), ¢ = (sv) + (tv) et c3 = (uv), J peut étre présenté sous la forme
matricielle:

€1 €2 C3
u—s (1 1 0
u—1 1 1 0
v—u \0 2 1
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laquelle se réduit par transformations unimodulaires a:
1 0 0
0 1 0
0 0 0

qui donne immédiatement ker d 2 Z et kere/im 0 = Z.

d’ot Hy(G) = Hy1(G) = Z. Mais la position d’interrupteurs o obtenue en effacant tu et sv
donne Ho(G?) = 0.

Par conséquent rang Hy(G7) < rang Hy(G).
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CHAPITRE 4

Séquentialisation

4.1. Paires scindantes

Soit G un g.a. Le graphe ordinaire sous-jacent (qui a les mémes sommets, les mémes arétes,
et aucune paire) sera noté |G|. Le graphe obtenu en effacant toutes les arétes appariées de
(G sera noté (G° et les composantes connexes de |G°| seront appelées blocs de G.

Soient si,...,s; des sommets distincts de G tels que pour tout ¢ € {1,...,k — 1} aréte
s;S;+1 appartienne & . La suite v = (s1,...,5;) est un chemin dans G de s; & s;. Un
chemin de (G est simple s’il n”’emprunte aucune arete appariée, autrement dit s’il est contenu

dans un bloc de G.

Lorsque G est orienté, on peut associer a tout chemin simple v = (sq, ..., s) la chaine
k-1
(3i5i+1)
i=1
de C1(G) (en utilisant (st) = —(ts)). Par abus de langage on notera encore 7 cette chaine,

et 0y = s — s1.
Pour tout couple (s,t) de sommets de G les deux affirmations suivantes sont alors clairement
équivalentes:

e s et t appartiennent au méme bloc.
e | existe un chemin simple v tel que 0y =1t — s.

en particulier si s et ¢ sont dans le méme bloc de G, {t — s}5 = 0.
Lemme 4.1.1. Si Ho(G) est fini, alors |G| est conneze.

Preuve. H((|G|) est manifestement un quotient de Hy(G). En particulier, si Hy(G) est fini,
Hy(|G]) aussi, mais comme |G| est un graphe ordinaire, Ho(|G]) = 0 donc |G| est connexe. ¢

29
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Proposition 4.1.2.  Soit G un g.a avec P(G) = {{s;jui, t;iu;}/t € {1,...,p}}. Si Ho(G) est
un groupe fini, alors il est engendré par les éléments de la forme {u; — s;}g pour i =1,...,p.

Preuve. On sait que Hy(G) est engendré par les classes d’homologie des éléments de la
forme z — y ou (y, z) parcourt I’ensemble des couples de sommets distincts de G.
Soit alors (y,z) un tel couple. Comme Hg(G) est fini, |G| est connexe d’apres (4.1.1) et il

existe un chemin v = (z1,...,2x) de y & z, pour lequel:
k-1
Z_yzzzi+1_zi
i=1

En prenant les classes d’homologie de part et d’autre, on remarque que {z;11 — 2; } s’annulle
lorsque z;z;41 est une aréte fixe de G. {z—y} est donc une combinaison linéaire des {u—=z}¢
lorsque zu parcourt I’ensemble des arétes appariées de (G. Mais pour toute paire {zu,z'u},
{u—2}g = —{u — 2'}5 de sorte qu’il suffit de choisir une aréte dans chaque paire pour
former un systéme de générateurs. o

Rappelons ([Dan]) que les paires scindantes de GG sont celles qui coupent |G| en deux, plus
précisément:

Définition 4.1.3. Soient G un g.a, p= {su,tu} € P(G) et G* = G\ p. p est scindante si
et seulement si la composante connexe de u dans |G*| ne contient ni s nit.

Nous allons voir que les paires scindantes ont une caractérisation homologique trés simple;
remarquons tout d’abord que le choix d’une aréte dans une paire p détermine un élément w,
de Hyo(G): si p = {su,tu} et su est I'arete choisie, w, = {u—s}s. Choisissant maintenant une
arete dans chaque paire, nous dirons que w,, est irréductible si et seulement s’il n’appartient
pas au sous-groupe de Hy(G) engendré par les wy pour p' # p. 1l est clair que cette notion
est indépendante du choix des arétes. Cela dit,

Proposition 4.1.4. Une paire p est scindante si et seulement si w, est irréductible.

Preuve. Choisissons une fois pour toutes une arete s,u, dans chaque paire ¢ de GG; on pose
dy =uy, — 54 et w, = {d,}¢.

Supposons que la paire p = {su,tu} ne soit pas scindante. Il existe alors un chemin v =
(z1,...,2x) dans G qui va de s (ou ) & u sans emprunter I’aréte su ni tu et on peut supposer
que z; = s sans restreindre la généralité.
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En prenant les classes d’homologie de part et d’autre, les termes qui proviennent d’aretes fixes
disparaissent, de sorte que {u— s} est combinaison linéaire des termes {z;41—z; } ol z;zi41
est une aréte appariée distincte de su et de tu. Comme pour chaque paire ¢ = {s'u’, t'u'}
{v' —s'}¢ = —{u —t'}4, w, est combinaison linéaire des w, pour ¢ # p et n’est donc pas
irréductible.

Inversement, supposons que la paire p = {su, tu} soit scindante. Soit G’ le graphe obtenu en
effacant les arétes su et tu de (G. La composante connexe de |G’| qui contient u détermine
un sous-graphe Gz de G. Soit G1 = G'\ G2. Comme p est scindante, G et G2 ont un unique
sommet commun u, de sorte que G' = t(G1, G, u, u). Soient Py = P(G1) \ p et Po = P(G).
Si wy n’est pas irréductible,

{dp}e = Z Agfdy}a + Z Afdy}a

qgeEP, qEP2

{dp - Z Agdg}a =A Z Agdg}a.

q€P qEP2

D’autre part

(et {ete,) = {a +ala
détermine un isomorphisme entre Hy(G1) @ Ho(G2) et Ho(G) dans lequel

({dp - Z )‘qdq}Gu _{ Z )‘qdq}Gz)

q€P qEP2

a pour image 0. Il faut donc que

{dp - Z ’\qdq}Gl =0

qEP1

et il existe une 1-chaine ¢ de Gy pour laquelle

dy— Y Agdy = Oe.
q€EP1

Comparons le coefficient de u de part et d’autre de I'égalité: il vaut 1 dans le membre de
gauche parce que d, = u — s et que u n’apparait pas dans les autres termes alors que dans
le membre de droite u ne peut apparaitre que dans un terme de la forme du((su) + (tu)) =
p#(2u — s — t) et son coefficient est pair, ce qui est absurde.

D’ou le résultat. o
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4.2. Séquentialisation

Notons tout d’abord un petit résultat:

Lemme 4.2.1. Soient G un g.a, p € P(G) et G* = G\ {p}:

rang Hy(G™) < rang Hy(G) + 1.

Preuve. H((() est le quotient de Ho(G*) par une unique relation. o

Nous en savons maintenant assez pour établir le lemme suivant, étape essentielle de la
séquentialisation:

Lemme 4.2.2. Dans tout graphe G satisfaisant (H) et P(G) # 0 il existe une paire {su,tu}
pour laquelle s et t appartiennent au méme bloc.

Preuve. Par induction sur le cardinal de P.

Si card P = 1 soit p = {su, tu} 'unique paire. Nous savons par (4.1.2) que {u— s} engendre
Hy(G), qui est Z/2Z par (H).

Par conséquent {u — s}s # 0 et s, u sont dans deux blocs distincts ; il en est de méme pour
t et u.

Mais rang Hy (G°) < rang Ho(G)+1 = 1 d’apres (4.2.1) donc |G°| a au plus deux composantes
connexes ce qui impose a s et ¢ d’appartenir au méme bloc.

Supposons la propriété vérifiée jusqu’au rang n > 1 et considérons un graphe G possédant
n + 1 paires.

Choisissons parmi celles-ci (figure 4.2.1) une paire {su,tu} pour laquelle w = {u — s} est
d’ordre mazimal 2¥ dans Hy(G) et posons a = su.

figure 4.2.1
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D’aprés (3.4.1) G* satisfait encore (H), et card P(G®) = n donc par hypotheése d’induction
il existe une paire {s'u’,t'u'} de G* telle que s’ et ¢’ soient dans le méme bloc de G*.
D’ot un chemin simple v de G* tel que

oy=1t -5

Si v est un chemin simple de G nous avons gagné, sinon il emprunte une aréte qui est fixe
dans G* mais pas dans G, autrement dit su.
On peut alors écrire ¥ = v £ (su) ol v; est dans C(G). D’ou

th—s" =0y + (u-—s).

En prenant les classes d’homologie de part et d’autre il vient:

{t' = §'}g = tw.

D’autre part {t' — s’} = 2w’ ou W' = {u' — s'}5. Donc

w =42

L’ordre de w' dans Ho(G) est donc 2“*!: contradiction. o
Cela dit:
Lemme 4.2.3. Tout graphe G qui vérifie (H) et P(G) # 0 posséde une paire scindante.

Preuve. Par induction sur le nombre n de paires de G.
Choisissons tout d’abord une aréte dans chaque paire ; si ¢ = {su,tu} et su est I’aréte choisie,

d, désigne comme plus haut la chaine u — s € Cy(G) et w§ = {d,}¢.
G

Cela dit, si n = 1, 'unique paire p est scindante puisque w,

par conséquent irréductible.

Supposons la propriété vérifiée pour n > 1 et card P(G) = n + 1.

Par le lemme (4.2.2) il existe une paire p = {su,tu} pour laquelle s et ¢ appartiennent au
méme bloc et donc un chemin simple v dans G allant de s a ¢ (figure 4.2.2). Soit Gy le
sous-graphe de GG réunion de la paire p et du chemin ~.

Par (3.4.1) G* (ou @ = su) vérifie encore (H) et possede, par hypothese d’induction, une
paire scindante gq.

Considérons alors le diagramme commutatif

est d’ordre 2, donc non nul et

Ho(Go) i Z/QZ — Ho(G) — Ho(G,Go) — 0
lo 1o
Ho(GS‘) =0 — Ho(Ga) — Ho(Ga,GS“) — 0
dans lequel les suites horizontales sont exactes et ¢ est un isomorphisme. 1l permet de définir
un morphisme 6 de Ho(G) dans Ho(G*) par {c}c +— {c}ga; en particulier #(wS) = 0.
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Si ¢ n’est pas scindante dans G, il y a dans Hg((Z) une relation

wf = ozw:f + Z /\rwf,;
r¢{p,q}

que # transforme en

G* _ G®
w, = E Arwy

ré&{p,qa}

qui montre que ¢ n’est pas scindante dans G®: contradiction. o

figure 4.2.2

On en déduit finalement le
Théoréme 4.2.4. Tout graphe G satisfaisant (H) est un réseau.

Preuve. Par induction sur la taille de G.

Cas 1. P(G) = 0. G est un graphe ordinaire tel que Ho(G) = Hy(G) = 0 c’est-a-dire un
arbre, donc un réseau.

Cas 2. P(G) # 0. par le lemme (4.2.3) , il existe une paire scindante p = {su,tu}. Soit
G' le graphe obtenu en effacant les arétes su et tu de G: la composante connexe de de |G|
qui contient u détermine un sous-graphe G; de G. On pose G; = G\ G;. Comme p est
scindante, G1 et Gy ont u pour seul sommet commun, donc G = t(G1, G2).

2.1. GG1 est réduit au seul sommet u: dans ce cas, G = G5 = p(Gs,s,t) ou Gz = G\ p. Par
le lemme (3.3.3) et la remarque qui suit Hy(G3) = Hi(G2) = H1(G) = 0 et Ho(G) étant
fini, card Ho(G2) = 2card Hy(G3) ce qui montre que ('3 satisfait (H) donc, par hypothése
d’induction est un réseau, ainsi que G.

2.2. (1 a au moins une aréte: en pareil cas G et G5 sont strictement plus petits que
G. D’autre part Hy(G1) & Hi(G2) = Hi(G) = 0 d’ou Hy(G1) = Hi(G2) = 0. De méme
Hy(G1)® Ho(Gy) = Ho(G). Mais card Ho(G) = 2" donc card Hy(G1) = 2% et card Hy(G3) =
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2" et nous savons que a (resp b) ne peut étre plus grand que le nombre de paires de Gy (resp.
(7). Alors Gy et GGy satisfont (H) et sont des réseaux, par hypothese d’induction, donc aussi
G - t(Gl, GQ)

Remarque. Le critere de correction ainsi obtenu permet de décider en temps polynomial si
un graphe donné est ou non un réseau. De plus ’algorithme est standard, c’est le procédé de
réduction de matrice décrit par exemple dans [Mun, p.56] pour déterminer ’homologie d’un
complexe quelconque, et que nous avons d’ailleurs appliqué dans ’exemple 3 du (3.1).
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CHAPITRE 5

Structure des réseaux

5.1. Décompositions de Jordan-Holder de H,

Dans toute cette section, sauf mention contraire, G désignera un réseau et n le nombre de
paires de G.
Nous allons voir que le groupe Hy(G) contient un certain nombre d’informations sur la
structure de (G, résultant du role trés particulier joué par les générateurs de Hy((G') associés
aux paires.
Choisissons tout d’abord une aréte de chaque paire et reprenons les notations introduites
dans la preuve du lemme (4.2.3) .
Si X ={p,q,r...} est un ensemble de paires de G on notera < p,q,r...>g, ou < X >5—
en oubliant 'indice s’il n’y a pas d’ambiguité—Ile sous groupe de Hg(() engendré par

w?,w?,w? ... . Il est clair que ce groupe est indépendant du choix de I’aréte dans chaque
paire.
Par définition, I'ordre de p est celui du groupe < p > et on le notera v (p) ou simplement
v(p)-

Il convient tout d’abord de revenir en détail sur les paires ¢ = {su,tu} pour lesquelles s
et t appartiennent au méme bloc. Convenons d’appeler paire initiale une telle paire, et @)
I’ensemble des paires initiales.

Soit ¢ = {su,tu} une paire initiale, et @ = su. Dans la preuve du lemme (4.2.3) , on a défini
un morphisme 6 de Hy(G) dans Ho(G®) par {c}g — {c}ga, faisant commuter le diagramme

Ho(Go) = Z/2Z -5 Ho(G) — Ho(G,Go) — 0

lo 1o 1e
Ho(GS’)gO — Ho(Ga) — Ho(Ga,GS“) — 0

ou (i est le sous-graphe de G réunion de g et d’un chemin simple entre s et ¢ et ¢ est
I'isomorphisme donné par le lemme d’excision.

i. ne peut pas étre nul sinon card Ho(G*) = card Hy(G) en contradiction avec (3.4.2) d’ou
une suite exacte:
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0 — Ho(Go) -2 Ho(G) - Ho(G*) — 0
En particulier im i, =< ¢ >¢ donc v(q) = 2.
Plus généralement,

Lemme 5.1.1. Pour toute paire p, v(p) > 2.

Preuve. Par induction sur n .

Sin=0,il n’y a rien a prouver.

Sinon le lemme (4.2.2) fournit une paire initiale ¢ = {a, a*}, d’ordre 2 comme on vient de le
voir et G* satisfait ’hypotheése d’induction.

Soit alors p une paire quelconque.

Si p = g c’est terminé.

Sinon, soit 0 : Ho(G) — Ho(G") comme ci-dessus, #(< p >5) =< p >g= qui est non nul
par hypothése d’induction donc vg(p) > 2 ce qu’il fallait montrer. o

Nous pouvons alors montrer le
Lemme 5.1.2. Toute paire d’ordre 2 est initiale.

Preuve. Par induction sur n.

Sin=0,il n’y a rien a prouver.

Sinon soit ¢ = {a, a*} une paire initiale—par le lemme (4.2.2) —et ¢’ = {s'v/,t'v'} une paire
d’ordre 2.

Si ¢' = ¢ c’est terminé, sinon 0(< ¢’ >5) =< ¢’ >ge donc v(¢')ga < 2 et par le lemme
(5.1.1) , v(¢") g > 2.

Donc ¢' est d’ordre 2 dans G*, donc initiale par hypotheése d’induction.

Soit 4 un chemin simple de G* de s’ & t': il ne peut pas passer par I’aréte @ sinon

ng ={t' - s'}q :w? #0

ce qui contredit vg(q') = 2.
D’ot le résultat. o

Lemme 5.1.3. Pour toute partie X non vide de Q, 3 x w& £0.

Preuve. Par induction sur n.

Sin=0,il n’y a rien a prouver.

Sinon soit ¢ = {a,a*} une paire initiale et § comme ci-dessus. Remarquons que ’ensemble
des paires initiales de G est exactement @ \ {¢}, en vertu des lemmes précédents.
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Supposons qu’il y ait une relation

Zw,(,;:()

reX

pour une partie non vide X de Q.
D’une part X ne peut étre réduit & {¢} par le lemme (5.1.1) et d’autre part # transforme la
précédente relation en

Z w?a:()

reX\{q}

ou X \ {¢q} est une partie non vide de @\ {¢}, en contradiction avec I’hypotheése d’induction.
o

Une conséquence évidente du résultat précédent est que card < Q >= 2°4% (Le lemme
dit en effet que la projection canonique $,eq < ¢ >—< G > est injective.)

Considérons alors une énumération ¢, ¢z, . ..q; des paires initiales. On pose ¢; = {a;,a}} et
pour tout i € {1,...0}, G; = (((G*)?*2))* avec G = Gy.

On construit comme on I’a fait plus haut un morphisme 6; : Ho(Gi—1) — Ho(G;) en posant
0({c}c,_,) = {c}g,. Soit enfin @ =8, 0---06, de Ho(G) dans Ho(G,). 1l est clair que 8 est
surjective et que < Q >¢ est dans le noyau de 8. Mais Gy est un réseau possédant n — /£
paires donc card Ho(G¢) = 2"~¢. On obtient donc une suite exacte

0 — <Q>¢ — HoG) =5 Ho(Gd) —s 0

Remarquons enfin que 'intersection des groupes < p > (p € P(G)) avec < ) > n’est jamais
triviale. Précisément

Lemme 5.1.4. Pour toute paire p, card(< p >N < Q >) = 2.

Preuve. Il suffit de prouver que l'intersection n’est pas réduite & 0 car les éléments de
< @ > sont d’ordre 2 et le groupe < p >, cyclique d’ordre 2%, ne peut donc contenir qu’un
seul élément d’ordre 2.

Cela dit raisonnons par induction sur n.

Sin=0il n’y arien a prouver.

Sinon, soient ¢ = {a@, a*} une paire initiale et p une paire quelconque.

Si < ¢ >4 C < p>g cest terminé.

Dans le cas contraire considérons la suite exacte

0 — <q>¢ -5 Ho(G) -5 Ho(G.) — 0

Par hypothése d’induction il y a un élément 7% non nul dans < p >4 N< Q \ {¢} >
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Il y a donc d’une part un élément 7 non nul de < p >, tel que 6(7) = 7%. D’autre part
(< Q>g) =< Q\{q} >5. donc aussi

TETN(<Q\{a} >6) =< Q >¢

parce que < ) >, contient ker f. Par conséquent

TELSDP>NKQ >a

ce qui donne le résultat.

Nous pouvons maintenant préciser la structure des sous-groupes engendrés par les paires de
G.

La clé de cette structure est fournie par la proposition suivante.

Proposition 5.1.5. Soient X un ensemble de paires et p ¢ X.
Si pour tout ¢ € X, v(q) < v(p), alors <p>¢< X >.

Preuve. Remarquons tout d’abord que la seule difficulté du lemme réside dans 'inégalité
large, le résultat étant évident si I'on suppose v(q) < v(p).

Montrons le par induction sur n.

Sin=0il n’y a rien a prouver.

Sinon I’ensemble () des paires initiales est non vide et I’on obtient comme on vient de le voir
une suite exacte

0 — <Q>6 — Ho(G) -5 Hy(Gy) —s 0.

Soient alors X un ensemble de paires et p une paire n’appartenant pas a X tels que pour
tout 7 € X, vg(r) < vg(p).

Cas 1. pe Q.

Tous les éléments de X sont d’ordre 2 donc dans () par le lemme (5.1.2) et < p >Z< @Q >
par le lemme (5.1.3) d’ot le résultat.

Cas 2. p ¢ Q.

Pour toute paire ¢, card(< ¢ > N < Q >5) = 2 d’apres le lemme (5.1.4) .

En particulier pour tout r ¢ @,

<r>ag

<r>g
Gr <r>gN<Q >gq

donc vg, (r) = va(r)/2.
D’otu vg, (r) < vg, (p) pour tout r € X \ Q.
G satisfait alors I’hypothése de récurrence pour la paire p et I'ensemble X\@Q, d’ot < p >4, ¢

<X\Q >g,-
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Mais 0(< p >5) = < p >q, et (< X >5) =< X\ Q >¢, donc aussi < p >, ¢< X >g. ©

Rappelons que I'indice d’un sous-groupe B dans un groupe A, noté [A : B] est le cardinal de

A/B.
Théoréme 5.1.6. Soit py,...,p, une énumération des paires de G telle que

v(pi) <v(p2) <...<v(pn)

Les sous-groupes Fy =0 et F; =< py,...p; > pour t = 1,...n forment une suite de Jordan-
Hélder de Ho(G), autrement dit [F; : F;_1] = 2 quel que soit i € {1,...n}.

Preuve. D’apres la proposition (5.1.5) , [F; : Fi—1] > 2 et d’autre part

card(Ho(G)) = 2" = [F, : Fy] = [[[F: : FiA]

i=1

ce qui entraine immédiatement 1’égalité annoncée. o

5.2. Une remarque sur le critére de correction

Le critére de correction d’un graphe apparié que nous avons établi fait intervenir le nombre
de paires du graphe ce qui peut paraitre insatisfaisant.
Il est cependant possible de le reformuler en termes purement homologiques. En effet, si |G
est le graphe topologique sous-jacent a GG

Proposition 5.2.1. G est un réseau si et seulement si les conditions suivantes sont satis-
faites:

[ ] Hl (G) = O

o Hy(G) est fini et card(Ho(G)) = 2mars Hi(lGD)

Preuve. En vertu du critére déja établi, il suffit de montrer que pour tout graphe G | si
Hy(G) =0 et Hyo(G) est fini, alors Hy(|G]) 2 Z" ou n est le nombre de paires.
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Procédons par induction sur ce nombre n de paires. Nous montrons en fait que si Hy(G) =0
et Ho(G) est fini, H (|G|) =2 Z" et Ho(|G|) = 0.

Si n = 0, G est un graphe ordinaire et Hy(G) = Hy(|G|) d’ou le résultat.

Soit alors GG un graphe a n paires, n > 0, tel que H1(G) = 0 et Ho(G) est fini.

Le lemme principal montre entre autres qu’il existe une aréte appariée a telle que Hy (G*) = 0
et Ho(G?) soit encore fini.

Par hypothese de récurrence, Hy(|G|") = Z"7! et Hy(|G|*) = 0.

Notons K le sous-graphe de G formé par la seule paire {a,a*}.

Examinons alors les deux suites exactes:

0 — Hi(|K")) — Hi(G*) — Hi(|G"],|K*]) — Ho(]K"|)
—  Ho(|G*]) — Ho(IG"|,|K?*]) — 0
et
0 — Hi(K|) — H(G]) — H(G|,|K]) — H(K])
— Ho(|G]) — Ho(|G],|K]) — 0

Comme Hi(|K®|) = Ho(|G%) = 0, Ho(|K?|) = Z et H(|G*|) = Z"7", la premicre suite
donne

rang(H1 (G, [K°]) = n et Ho(IG?],|K%) = 0
et comme

Hi(|G"],|K"]) = Hi (|G|, |K])
la seconde se réduit a

0 — M(G) — m(G[IK]) — 0 — Ho(G]) — 0
donc Hy(|G|) 2 Z" et Ho(|G]) = 0 d’ou le résultat. o

5.3. Elimination des coupures

Soient G un réseau possédant n paires et ¢, u, v, w, z cinq sommets distincts de G tels
que {ut,vt} soit une paire et wt, zt soient des arétes fixes. Soit K le sous-graphe de G qui a
pour sommets ¢, u, v, w, et z, pour aretes fixes wt et zt et pour unique paire {ut,vt}. Soit
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K1 (resp. K3) le graphe ayant pour sommets u, v, w, et z, pour arétes fixes uw et vz (resp.
uz et vw) et aucune paire.

On appelle G; le graphe obtenu en substituant K; a K dans G: G; a donc n — 1 paires.

On obtient alors les suites exactes

0 — H(K) — H(G) — H(GK) 2% Hy(K) — - "
Ho( ) — HO G,I() — 0

et

K) 25 Hy(K)

0 — H1 (I(i) — H1 (Gz) — H1 (Gz,

o Hy(G

Il est clair que Hy(K) 2 Hy(K;) 2 Hy(K3) 20 et que Ho(K) = Ho(Ky) 2 Ho(Ky) 2 Z.
Comme G vérifie (H), (1) se réduit a

0 — Hi(GK) 2 Z — Hy(G) — Ho(G,K) — 0 (3)

et comme Hy(G) est un groupe fini, Hi (G, K) =2 Z. 1l y a donc une chaine ¢ de G\ K telle
que {c}q i engendre Hi(G, K) et 0c = au+ bv+ cw+dz (donc a+ b+ c+d = 0). D’apres
le lemme d’excision, {c}q, i, engendre Hq (G, K;) pour i =1 et 2.

Examinons alors le morphisme 0. dans les trois cas:

d{ctax ={au+bv+cw+dz}g = (¢ — b){u—w}k (4)
ddcte, ik, ={au+bv+cw+dz}g, = (a+c){u— v}k, (5)
O {ctay k., ={au+bv+ cw+dz}g, = (a+ d){u — v}k, (6)
ou {u —wlk, {u— v}k, et {u — v}k, sont des générateurs de Ho(K), Ho(K1) et Ho(K>)
respectivement.
Cela dit
le —bl=la—b+a+b+c+d =latcta+d <|a+c|l+|a+d (7)

Cela dit, |a — b # 0 par (4) et Iinjectivité de 0. dans (3). Nous pouvons alors supposer,
sans restreindre la généralité, que |a + ¢| # 0, par (7), ce qui réuni a (5) montre I'injectivité

de 0. dans:

0 — Hl(Gl) — Hl(Gl,I(l) i} Ho(l(l) — (8)
Ho(Gl) — HO(Glyl(l) — 0

obtenue en prenant ¢ = 1 dans (2). Par conséquent
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card Ho(G1) = card Ho(G1, K4) X |a+ ¢

Si maintenant |a — b|] < 2|a + ¢|, nous obtenons

card Ho(G1) > (1/2) |a — b| x card Hy (G, K)

mais |a — b| x card Ho (G, K) = card Ho(G) par (1) et (4). D’ou card Ho(G1) > 2"~ ce qui
contredit le lemme (3.4.2) .

D’ou 2|a+ ¢| < |a — b| et par (7), |a + ¢| < |a+ d| de sorte que nous avons aussi |a + d| > 0.
Ce que nous avons montré pour ¢ = 1 vaut donc encore pour 7 = 2, donc

la— bl =2]a+d| =2]a+¢|
et
card Ho(G;) = (1/2) |a — b] x card Hy (G, K) = 2"" 9)

pour ¢ = 1 et 2.
L’injectivité de d. dans (8)—et dans la suite correspondante pour i = 2—donne enfin

H1 (Gl) = Hl(GQ) =0 (10)
Par (9) et (10), Gy et G, vérifient (H).

figure 5.3.1



CHAPITRE 6

Portes multiples

6.1. Définitions

On généralise ici les résultats obtenus sur les graphes appariés au cas ou I'on ne se restreint
plus & des paires d’aretes coincidentes.
Cette généralisation permet de traiter le cas des quantificateurs brievement évoqué au chapi-
tre 1, et sur un plan plus technique d’éclairer la preuve du lemme (3.4.1) .

Définition 6.1.1. Soit G un graphe (ordinaire). Une porte de G est un ensemble p d’arétes
ayant un sommet commun, avec card(p) > 2. Ce cardinal sera noté u(p) et appelé multiplicité
de la porte.

cela dit

Définition 6.1.2. On appelle graphe a portes (g.a.p) un couple (G, P) ot G est un graphe
ordinaire et P est un ensemble de portes de G deuz a deuz disjointes.

Par abus de langage on dira simplement dans ce chapitre graphe pour “graphe a portes” et
on notera GG pour (G, P). On appelle encore arétes fizes celles qui n’appartiennent a aucune
porte.

L’opération t définie au chapitre 2 est inchangée et p est généralisée de facon évidente: si
G est un graphe et sq,...,s, sont n sommets distincts de GG, on note p(G,s1,...,8,) le
graphe obtenu en ajoutant un nouveau sommet s, de nouvelles arétes s;s et une nouvelle
porte {s;s/i € {1,...,n}}.

Les réseaux correspondants sont les graphes obtenus inductivement & partir des arbres par
les opérations t et p. On note encore Il I’ensemble des réseaux.

On oriente comme précédemment un g.a.p en orientant les arétes d’une méme porte de
maniére cohérente (c’est-a-dire toutes vers leur sommet commun ou bien toutes a partir de
ce sommet).
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[’homologie d’un g.a.p se définit alors comme on peut s’y attendre a partir du complexe

0 — C1(G) L Co(@) -5 Z — 0

ou Co(G) = Z[S(G)] et C1(G) est le sous-groupe de Z[A(G)] engendré par les arétes fixes et
les éléments de la forme ay + - - - + @, ou {ay,...,a,} parcourt ’ensemble des portes.
Comme précédemment, Hy(G) = kere/im 0 et Hy (G) = ker 0.

6.2. Le critere de correction

On peut alors encore établir un critere homologique de correction qui généralise naturelle-
ment celui que nous avons déja obtenu:

Théoréme 6.2.1. Soit G un g.a.p. Pour que G soit un réseau, il faut et il suffit que les
deux conditions suivantes soient satisfaites:

o Hi(G)=0.

o Hy(G) est un groupe fini de cardinal [],cp p(p).

Que les deux conditions soient nécessaires est une conséquence immédiate du lemme suivant,

analogue a (3.3.3) .

Lemme 6.2.2. Soient G; un g.a.p et sq,...,8, n sommets distincts de G1.
Soient G = p(G1,81,...,5,) et p la nouvelle porte {s1s,...,s,s}.

[ ] Hl(G) == Hl(Gl)

o Si Hyo(G1) est un groupe fini, alors card Hy(G) = p(p) card Ho(G1).

Preuve. Il convient tout d’abord d’étendre les notations préalablement utilisées: on ap-

pellera D" le graphe & n sommets sy, ..., s, et sans arétes, et T™ le graphe a n+ 1 sommets
S1y...,8,,8, n arétes $18,...,S,5 et une unique porte contenant toutes les aretes. Il est clair
que

Hy(D") = H,(T") =0

et que
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Ho(D™) = Ho(T™) = 2" "

On peut prendre pour générateurs respectifs ¢; = {s; — sy }pn et z; = {s — s;}p» pour
i=2,...,n. Eneffet si z;y = {s — s1 }7n,

Il
3

ZZ‘IO
1

K3

Supposons alors que Hy(G4) = 0 et que Hy(G4) soit un groupe fini. Comme en (3.3.3) on
peut écrire une suite exacte

qui d’apres ’hypothese et les remarques précédentes se réduit a

— 0
0 — Hi(G)-5Z" ' 5 Hy(Gr) & 2" — Ho(G) — 0
ou 6 est défini par

0({z}pn) = (01(2),02(2)) = ({2}G., —{z}7n)

Pour tout i € {2,...,n},

02(9:) = —{s: — s1}»
={s—s;}rn —{s—s1}7n

=% - A

=2z + Z Zj
J#i
J#1

La matrice (n—1) x (n — 1) de 6, par rapport aux bases (g;) et (z;) de Ho(D") et de Ho(T™)
s’écrit donc

2 1 1

1 2 1
0,=1.

1 1 2

On calcule aisément det(©,) = n # 0 ce qui donne 'injectivité de 6, et a fortiori celle de 6.
Par conséquent ker# = im y = 0 ce qui donne Hy(G) = 0 puis I'exactitude de

0 — Ho(D") -5 Ho(Gy)® Ho(T") — Ho(G) — 0
Par hypotheése H(G1) admet une présentation de la forme
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générateurs relations
Cly...Cp nic; =0 pourz=1,...r

Soit A la matrice diagonale correspondante.

Hy(G) admet donc une présentation avec générateurs dy,...,d,,dyy1,...,drppn—1 o0 d; =
(¢;,0) pour i € {1,...,7r} et d; = (0,2;_p41) pour : € {r+1,...,7r+n—1}.

Les relations sont données par n;d; = 0 pour 1 < ¢ < r et par 8 pour ¢ > r, c’est-a-dire de la
forme

j=r+n-1 k=r
j=r+1,j#r k=1

ce qui mis en forme matricielle s’écrit

D’ou
card(Ho(G)) = |det(M)| = |det(A)| |det(0,)]| = n x card(Ho(G1))

ce qu’il fallait démontrer. o

Nous établissons ensuite la généralisation du lemme de simplification aux portes quelconques;
soit G est un g.a.p, p une porte de GG et @ une aréte de p, on note encore G le graphe obtenu
en effagant toutes les aretes de p \ {a} et en transformant a en aréte fixe. Une position

d’interrupteurs o de GG est le choix d’une aréte dans chaque porte. Si o = (ay,...,ax), G
est par définition (((G*))%).

Lemme 6.2.3. Soient G un g.a.p tel que H1(G) = 0 et Ho(G) est un groupe fini de
cardinal g. Dans toute porte p, il existe une arete a telle que:

o Hi(G*)=0.
o Hy(G*) est un groupe fini avec card Ho(G®) > g/u(p).

Preuve. On suit exactement la preuve de (3.4.1) , au prix d’une difficulté technique supplé-
mentaire.

Soient G un g.a.p satisfaisant les hypotheses du lemme, et p = {s1s,...,s,s} une porte de
G. On pose a; = s;s et G; = G,
On identifie 7™ & un sous-graphe de GG de sommets sy, s3,...,8,,S. et on note Go = G\ T",

TP =T"NG,; pour i € {0,1,...,n}. (figure 6.2.1).
e Comme précédemment, on écrit la suite exacte d’homologie relative:

0 — H(GT" 2% Hy(T") -5 He(G) — Ho(G,T") —0
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figure 6.2.1

Le calcul de la caractéristique d’Euler montre ici encore que

Hi(G,T™) = Hy(T™) =2 Z"~!

D’autre part Hy(G,T") est canoniquement isomorphe au groupe A des chaines ¢ de C(Gl)
telles que dc € Co(T§). On peut donc choisir une Z-base ¢1,...,¢,-1 de A, auquel cas
H,(G,T") est engendré par les éléments

vy ={cj}er» pour k=1,....,n—1

Il existe donc des entiers (oz;?) avec 1 <j<netl1<k<n—1tels que

dey, = Zaf(s —5;)
=1
Le calcul dans Hy(T™) entraine alors
vy = {de}

=af{s— s} + Z oz;?{s — S;}Tn

j=2

(af — af){s —s;}7n
(af = af)z;

Ce qui donne pour matrice de d,. par rapport aux bases (72) et (z;):

k k
M = [a] — af] 2<j<n
1<k<n-1

Enfin l'injectivité de 0. entraine det(M) # 0 et par conséquent
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card Ho(G) = |det(M)| x card Hyo(G,T") (1)

e Pour chaque choix d’aréte a; dans p on a de la méme facon une suite exacte
i ;
0 — Hi(G) — H(G,T)) —  H(T)

Les v}, = {ck}a, or constituent ici encore une Z-base de Hy (G, 1)) (excision) et le calcul
dans Ho (1)) donne
Iy = {0cik e

n
=D aj{s —sj}ry
=1

i

n
k
- Z QjUj
J=1
i#i
ol les u} = {s — s;}7n constituent une Z-base de Ho(T}") pour j # i.

Si N est la matrice [oz;?] 1<j<n on appelle N; la matrice N dans laquelle on a effacé la
1<k<n—1
1-éme colonne.

N; est donc la matrice de ¢ par rapport aux bases (vi) et (u;).
Nous allons montrer que

|det(M)| < n x max |det(V;)] (2)
1<i<n
Rappelons que

1 1 k k n—1 n—1

Qg —Q@p 0t Q) —Qp ottt Qg Ty
M_ 051_041 Oék_Oék aﬂ—l_an—l

- j 1 J 1 j 1
1 1 k k n-1 n—1

Q, - - Qp —ap -0

1 n—1

.07 7) le j-ieme vecteur ligne de N, il vient

En notant /; = (a; ;

Gy
det(M) :det(12 —ll,...,l]'—ll,...,ln—ll)

Pour tout 7 € {3,...,n} on note

Ai = det(lg,...,li_hli —ll,...7ln —ll)



ainsi que
AQ :det(12 —117...711'—[1,...7[”—[1) :det(M)
et
An+1 = det(lg7 ey ln) = det(Nl)
D’ou

Ay = A +det(ly, .. Loy, =yl — Lyl = 1)
= Ajpr +det(ly, .. Loy, =l Ly, 1)
=Aipr 4+ (=D det(ly, ooy Limy, ligty ey 1)

quel que soit ¢ € {3,...,n — 1}, c’est-a-dire

Ai = Ai-}-l —|— (—1)i_1 det(NZ)

égalité qui s’étend immédiatement & ¢ = 2 et ¢+ = n moyennant les notations précédentes.

Par conséquent

det(M) = Ay = zn:(—l)i‘l det (N;)

i=1
donc aussi

n

|det(M)] <) |det(N;)|

i=1

qui entraine I'inégalité (2).
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Soit alors h tel que |det(Ny)| = maxi<i<n [det(N;)|. Par (2), [det(Ny)| # 0 d’ou Pinjectivité

de 0F et Hy(G}1) = 0: c’est la premiére assertion du lemme.
La suite exacte ci-dessus se réduit a

h
0 — Hi(Gn,TP) 25 Ho(Tp) 2% Ho(Gh) — Ho(Gr,TP) —s 0
D’apres le théoréme d’excision, Ho (G}, T7) =2 Ho(G,T") donc

card Ho(G) = |det(Ny,)| x card Ho (G, T")

ce qui comparé a (1) et (2) donne enfin

card Ho(G) < ncard Ho(G'y,)
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qui est la seconde assertion du lemme. o

Si G vérifie les hypotheses (H) de (6.2.1) on déduit de (6.2.3) , exactement comme au chapitre
3 que I'inégalité (2) doit étre une égalité et que dans ce cas:

|det (M)| = n |det ()]

quel que soit ¢ € {1,...,n}.

On en déduit comme précédemment que le cardinal de Ho(G) ne peut excéder le produit des
multiplicités des portes.

Disons qu’un g.a.p est correct s’il satisfait les hypotheéses (H) de (6.2.3) . Les résultats ci-
dessus montrent que toute position d’interrupteurs d’un graphe correct est connexe et sans
cycle donc la séquentialisation (6.2.1) (voir [Gir2]).

On peut également adapter la preuve directe de séquentialisation, en montrant tout d’abord
le

Lemme 6.2.4. Soit G un g.a.p correct et possédant une porte p de multiplicité n > 2.
Le g.a.p G' obtenu en effacant une aréte de p et en formant une porte p' de multiplicité n—1
avec celles qui restent est encore correct.

Preuve. Soient GG un graphe correct et p = {sys, $25,..., 8,8} une porte telle que n > 2.
On note T'™ le graphe réunion de la porte {sys,...,s,_1s} et du sommet isolé s,, et G' le
graphe obtenu en remplacant dans GG le sous-graphe 7™ par T'". Les z; = {s; — s}gr 1

forment une base de Ho(T'") pour j € {2,...,n}.

figure 6.2.2

Il s’agit de prouver que G’ est correct. Or on a comme plus haut une suite exacte

0 — H(G) — H(G,T™ 25 HTm) L .
Hy(G") — Ho(G",T"™) — 0

Soit M' la matrice de 9 par rapport aux bases (v;) = {cx}a 1 et (2}). Ses vecteurs lignes
sont Iy — ly,...,l,—1 —l1,1, avec les notations de (6.2.3)
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Par conséquent

det(M) =det(ly — ly,...,1, — 1)
=det(ly —ly, ..., lh_1 — i, 1) —det(ly — Iy, ..., Loy — 1, 1)
=det(M') —det(ly,...,l,_1,11)
=det(M') + (—1)" det(N,)

M
M
d’ou

det(M)] < |det (M")] + [det(N,)]
ce qui entraine

det(M')] > "= fdet(M)|

D’ou det(M') # 0 et I'injectivité de 9., c’est-a-dire H;(G') = 0. La suite exacte devient

0 — H(GT™ 2% Ho(I™) L5 Ho(G) — Ho(G',T"™) — 0
et

card(Ho(G")) = card(Ho (G, T'™)) x |det(M")]

n—1

> card(Hy (G))

n
G étant correct, le dernier membre est exactement le produit des multiplicités des portes de
G', d’ot le résultat. o

On généralise ensuite (4.2.2) en reprenant le vocabulaire de la section (4.2).

Lemme 6.2.5. Soit G un g.a.p correct ayant au moins une porte. Il existe alors deux
sommets d’une méme porte appartenant au méme bloc.

Preuve. Par induction sur le nombre d’arétes mobiles de : si toutes les portes ont une
multiplicité 2, c’est le résultat de (4.2.2) .

Sinon, il existe au moins une porte p de multiplicité u(p) > 3. Si deux sommets de p sont
dans le méme bloc, c’est terminé. Sinon, on considére le graphe G’ obtenu en effagant I'une
des arétes de p. Par (6.2.4) , G est encore correct et il y a dans G’ deux sommets s; et sy
d’une méme porte appartenant au méme bloc (de G'). Or G’ a les mémes arétes fixes que
G, donc sy et sy appartiennent au méme bloc de G. o
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Remarque. Une généralisation plus naturelle consisterait & montrer qu’il existe une porte
dont tous les sommets appartiennent au méme bloc mais nous ne voyons pas de raison simple
et directe qui donne ce résultat (évidemment correct en vertu de la séquentialisation) . ¢

(6.2.4) permet alors de montrer sans difficulté I’existence d’une porte scindante en adaptant
directement (4.2.3) , d’olt enfin (6.2.1) .



CHAPITRE 7

Une interprétation topologique des connecteurs

7.1. Un complexe cellulaire

Une remarque s’impose: le groupe Ho(G) pouvant étre fini non nul ne peut évidemment
pas étre celui d’un espace topologique. L’explication géométrique de ce phénomeéne est que
les groupes Hy(G) et Hq(G) sont en fait respectivement Hq(X) et Hy(X) pour un espace
topologique X associé a G comme on va le voir.

Remarque. Tous les espaces topologiques que nous rencontrerons seront des CW-complexes:
’lhomologie d’un tel complexe K sera calculée & partir du complexe des groupes C;(K)
combinaisons linéaires formelles & coefficients entiers des cellules de dimension 7 de K.

Soient en effet G un graphe apparié possédant n paires et V,, un bouquet de n cercles
(i.e. m copies du cercle Sy recollées en un point unique v.); a chaque paire p correspond
(bijectivement) un cercle S{ du bouquet.

On construit alors une application continue f de |G| dans V,,, satisfaisant les conditions
suivantes:

e Si z est un point non intérieur a une aréte appariée, f(z) = v.

e si p = {su,tu} € P(G), f réalise une bijection continue de l'intérieur de su (resp. de tu)
sur ST\ {v} et les sens de parcours de f(z) sur S} lorsque z parcourt su de s vers u et
lorsque z parcourt tu de t vers u sont opposés.(figure 7.1.1)

figure 7.1.1
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f induit des morphismes fj# de C;(|G|) dans C;(V,,).

On forme une suite exacte

00— K —G—V—0

de complexes:

0 0
1 5 1

0 — kerf;& == kerf% — 0
1 1

0 — C(G) -5 G(G) — 0
1 1

0 — (V) -5 (V) — 0
l l
0 0

Il est facile de voir que C1(K) = ker f}, n’est autre que le sous-groupe de C1(|G|) engendré
par les arétes fixes et les éléments de la forme (su) + (tu) lorsque p = {su,tu} décrit P(G),
autrement dit ce que 'on a appelé C1(G) (et non Cq(|G]) ).

D’autre part Co(V,) = Z donc Co(K) = ker f}, est ker e en reprenant les notations de (3.1).
Enfin dx coincide avec le morphisme bord du complexe associé a G.

Il en résulte que les groupes d’homologie H;(K) et Ho(K) de K sont exactement les groupes
H,(G) et Hy(G) définis précédemment.

Cela dit le diagramme ci-dessus fournit une suite exacte

0 — H{(K) — H1(G) — H1(V) — Ho(K) — Ho(G) — Ho(V) — 0 (1)

Considérons alors X le cone de f, c’est-a-dire le quotient de la somme disjointe des espaces
I x |G|—ou I est 'intervalle [0, 1]—et V,, par les identifications (0, z) ~ (0,y) et (1,z) ~ f(z)
quels que soient z et y dans |G| (figure 7.1.2).

figure 7.1.2
On sait que les groupes d’homologie de |G|, V,, et X forment une suite exacte:

o H(|G) L5 Hy (V) — Hi(Xe) — Hio(1G)) — ... 2)
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La comparaison des suites (1) et (2) montre tout d’abord que

Hy(Xg) = ker f, = Hy(G)
D’autre part, Ho(V,) = 0 de sorte que nous avons deux suites exactes courtes:

0 — H(Vy)/imfl — Ho(G) — H(G))

— 0
0 — Hl(Vn)/imf*1 — Hi(Xg) — Ho(lG]) — 0

Mais ces suites sont scindées parce que Ho(|(G]) est libre, donc

Hy{(X¢) =2 Ho(G)

Cela prouve le

Théoréme 7.1.1. H,(Xg) = H1(G) et Hi(Xg) = Ho(G).

Remarque. Il est clair que les propriétés demandées a f ne déterminent pas celle-ci de fagon
unique; cependant la topologie du cone de f ne dépend pas de I"application choisie et c’est
pourquoi on s’est permis de le noter X.

7.2. Une autre construction

On peut construire plus directement et peut-étre plus intuitivement un espace de méme
homologie que Xg.
Soit en effet K5 le CW-complexe de dimension 2 associé a G de la facon suivante:

e K adeux 0-cellules (sommets) a et 3.
e a chaque sommet u de (& correspond une 1-cellule (arete) n, de Kg.
e a chaque aréte fixe a correspond une 2-cellule o,.

e a chaque paire p correspond une 2-cellule 7,.

les cellules de K sont recollées entre elles comme I'indiquent la figure 7.2.1 et la figure
7.2.2.
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figure 7.2.1

figure 7.2.2

Par construction, Co(Kg) = Z%, C1(Kg) = Co(G) et Cy(Kg) = C1(G). Tl est alors aisé de
comparer les complexes de groupes abéliens associés respectivement a GG et a Kg:

0 — 1[G 5 GG -5 Z — 0
0 — G(Ks) B Gi(Kg) 2 Co(Kg) — 0

Comme pour toute paire p = {su, tu},

0 (1p) = 2mu — s — My

les morphismes 0 et J; coincident. D’autre part le noyau de 0; s’identifie clairement au
noyau de ¢ de sorte que Hy(K¢g) = Hi(G) et Hy(Kg) = Ho(G) comme on ’a annoncé.
On peut en fait établir un résultat plus précis:

Proposition 7.2.1. Kg et Xg sont homéomorphes.

Preuve. Nous ne donnerons ici aucune preuve formelle mais seulement une description in-
tuitive d’une décomposition cellullaire de X dont le lecteur devrait aisément se convaincre
qu’elle est isomorphe a Kg.
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Considérons en effet la projection canonique

Ix|G)IVe = Xg

On prend pour O-cellules les points @ = 7(0,z) et § = 7w(v) ou z est un point quel-
conque de |G| et v est 'unique sommet de V,,. On prend comme 1-cellules ouvertes les
Ny = 7(]0,1[x{u}) ot u est un sommet de GG. Enfin les 2-cellules sont de la forme o, =
7(]0, 1[xd)—ou a est une arcte fixe de G et a l'intérieur de a dans |G|—ou 7, = 7(]0, 1[xp)
—ou p = {su,tu} est une paire de GG et p I'intérieur de la réunion des aretes su et tu dans
|G

Il suffit alors de voir que les cellules ainsi définies se recollent comme dans K¢, le seul cas
non évident étant celui des paires: p étant la paire {su,tu}, il s’agit de vérifier que ng, 7,
et i, se rattachent a 7, de la méme facon que dans K. Or 7,, I'adhérence de 7, dans X¢
est le quotient de (I X (suUtu)) ] ST par les identifications induites par 7 et indiquées par
la figure 7.2.3. La figure 7.2.4 montre comment identifier 7, a la cellule correspondante de
Kqg. <o

figure 7.2.3

figure 7.2.4
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Remarque. Pour toute paire p la partie 7, de X n’est autre que le ruban de Mébius. Cela
nous fournit une interprétation géométrique inattendue du connecteur g.

> Exemple. Soit G le réseau de la figure 3.1.1. L’espace X apparait comme le recollement
d’un disque avec un ruban de Mdbius suivant leur bord respectif: c’est donc le plan projectif

P*(R) (figure 7.2.5).

figure 7.2.5

De la méme facon I’espace associé au graphe—faiblement correct— de la figure 7.2.6 est la
bouteille de Klein. <

figure 7.2.6



CHAPITRE 8

Propriétés homologiques des modules

8.1. Modules

Soient M et N deux graphes (non nécessairement des réseaux), on se propose d’étudier
a quelles conditions le recollement de M et N suivant un graphe F est un réseau. Le
probléeme se pose en particulier dans la recherche des preuves d’une formule, ou 'on tente
de recoller correctement un ensemble d’axiomes au graphe de cette formule, ou encore lors
de I’élimination d’une coupure, ol I’on est amené a substituer un nouveau graphe a un sous-
graphe d’un réseau. La situation générale de recollement est la suivante: étant donnés des
graphes M | N, et F et des morphismes injectifs m : ' — M et n : ' — N, on peut
construire aisément la somme amalgamée:

o M
in l

Une petite difficulté, déja évoquée, surgit ici: dans la construction précédente, M et N
deviennent naturellement des sous-graphes de M xp N, mais leur intersection en tant que
sous-graphes de M xp N peut étre strictement plus grande que I'image de F tout simplement
parce que notre définition de graphe nous oblige a identifier deux arétes qui ont les mémes
extrémités.

Aussi nous placerons-nous systématiquement dans I’hypothese ou F est exactement I'inter-
section de M et N dans M xg N.

Nous étudions ici le cas particulier ol le graphe F est réduit & un ensemble de sommets
80,81, --.,8k. On notera mx le nombre de paires d’un graphe X. On dira en adoptant la
terminologie de [Tro] que deux graphes M et N sont connectables suivant F si et seulement
si M xp N est un réseau. Nous recherchons évidemment un critere qui fasse intervenir la
“trace” de M et de N sur leur frontiére commune (dans I’approche de [DR] reprise dans [Tro],
ce sont les partitions induites sur les sommets de F par les positions d’interrupteurs de M
et de N qui jouent ce role). On ne peut cependant pas totalement éliminer la configuration
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compléte des graphes comme le montre ’exemple de la figure 8.1.1: localement, au voisinage
de la frontiere, les deux cas sont identiques cependant le premier donne un réseau et ’autre

non.

figure 8.1.1

Reprenons le diagramme précédent; avec les hypothéses additionnelles, c’est simplement un

diagramme d’inclusions

r = M
oL
N L @

et il donne une suite exacte de Mayer-Vietoris:

0 — H(F) E:::; Hy(M) @& Hy(N) % mG) 2o
Ho(F) ""=="" Ho(M)& Ho(N) =¥ Ho(G) — 0

Supposons que G soit un réseau. D’une part, H;(G) = 0 et H{(F) = 0 donc aussi

D’autre part I a k + 1 sommets donc Hy(F) 2 Z* ce qui réduit notre suite 3

¢

0 — Z¥ % HyM)e Hy(N)

avec ¢ = (M., —n.). D’aprés l'exactitude Ho(G) est isomorphe au quotient

lequel est donc un groupe fini. Par ailleurs im ¢ C im m, @ im n,. On peut donc écrire la

relation suivante entre les indices:

[Ho(M) & Ho(N) :im @] = [Ho(M) & Ho(N) : im m, & im n.][im m. & im n, : im ¢

Tout d’abord

[Ho(M) & Ho(N) :imm, @ imn,] = [Ho(M) : im m,][Ho(N) : im n.]
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qui est une propriété générale de la somme directe dans les groupes abéliens.
Mais ici

[Ho(M) :im m,] = card Ho(M, F)
et de la méme facon bien entendu

[Ho(N) :im m.] = card Ho (N, I)

Il suffit de remarquer que la suite exacte d’homologie relative de M par rapport a F se

termine par
— Ho(F) 2% Ho(M) — Ho(M,F)

Une expression plus intéressante du facteur [im m.@im n, : im ¢] provient du lemme suivant,

ici encore de pure théorie des groupes:

Lemme 8.1.1. Tout morphisme injectif f: A — B & C' induit un isomorphisme

im fp ®im fo A

im f ~ ker fg @ ker fo

ou f = (fB, fc).

Preuve. Considérons le diagramme suivant

0
] .
—  ker fg P ker f¢ IBtee
J is®ic
Ad A sl
f (id id) d fBO®(—fc)
;= im fg®im fe = —
1
0

Lol

(id,— id) id +id

Ll

—

o<—5<—::><—o<—o
O+ O+ ¢ <+ o

dans lequel jp et jo désignent les injections canoniques de ker fg et ker fo dans A respec-
tivement. Il est tout d’abord commutatif: il suffit de vérifier la cohérence des signes dans le
carré inférieur gauche.

Ensuite, les verticales sont exactes: c’est l'injectivité de f pour la premiere et c’est évident
pour les deux autres. On a donc une suite exacte de trois complexes

0 — ¢ — D — & — 0

qui sont les lignes de notre diagramme.
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On en déduit comme d’habitude une suite exacte d’homologie et particulierement

Or le complexe D correspond a la deuxiéme ligne du diagramme, qui est exacte, donc Hy (D) =
Hy(D) = 0 et par conséquent Hq(E) et Hy(C) sont isomorphes. Mais H; (&) est précisément
(im fg @ im fc)/im f alors que Ho(C) est A/im(jp + jc). Il suffit alors de remarquer que
Iinjectivité de f entraine ker fg N ker fo = ker f = 0 et donc jp + jo est injective de
ker fg @ ker fo dans A d’ou Ho(C) =2 A/(ker fg & ker fc). Cela nous donne I'isomorphisme

souhaité. o

Une conséquence immédiate dans le cas qui nous occupe est la relation suivante
[imm, @ imn, :im ¢] = [Ho(F) : ker m. & ker n,]

On peut donc énoncer la

Proposition 8.1.2. Si les graphes M et N sont connectables suivant F alors

card Ho(M, F) card Ho(N, F)[Ho(F) : ker m, @ ker n,] = 27 +7~

Réciproquement

Proposition 8.1.3. Soient M et N d’intersection F dans G = M xgp N, F étant réduit d
un ensemble de sommets, vérifiant les conditions suivantes

o Hi(M)=H{(N)=0

o Hyo(M,F) et Hy(N, F) sont des groupes finis.

o kerm, Nkern, =0 et Hy(I')/ ker m. & kern, est fini.

o card Hy(M, F)card Hy(N, F)[Ho(F) : kerm. & ker n,] = 2™ 7~

oti m et n sont les injections canoniques de F' dans M et N respectivement.
Alors M et N sont connectables suivant F.

Preuve. La suite exacte (1) est toujours valable et d’aprés nos hypotheses elle se réduit a

O (m*,—n*)

0 — Hi(G) == Ho(F) EREy

Ho(M) & Hop(N) Ho(G) — 0

D’apres ker m, Nker n. = 0 le morphisme f = (m., n.) est injectif donc 0. est le morphisme
nul. L’exactitude en H;(G) impose alors Hq(G) = 0. Comme Ho(M, F) = Ho(M)/im m,
et Ho(N, F) = Ho(N)/im n, sont finis, c’est aussi le cas pour le groupe

Ho(M) @& Ho(N)/imm. &imn,
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D’autre part le lemme (8.1.1) et 'hypothese de finitude de Hy(F)/ ker m, @ ker n, entrainent
que im m,@im n,/im f est fini. C’est donc encore le cas de Hy(M)@& Hy(N)/im f, autrement
dit Ho(G). Enfin

card Ho(G) = card(Ho(M) & Ho(N)/im f)
= card Ho(M, F’) card Ho(N, F')[Ho(F) : ker m. & ker n,]

— 9TM+7TN

Comme (7 a exactement my; + 7 paires c’est un réseau et M et N sont connectables suivant
F. S

Ces conditions nous conduisent & adopter la définition suivante:

Définition 8.1.4. On appelle module tout couple (M, F) ou M est un graphe et I est un
sous-graphe de M réduit a un ensemble de sommets, tels que Hi(M) = 0 et Ho(M, F) est
un groupe fini.

On prendra garde que cette définition n’est pas équivalente a celle de [Dan] et [Tro]. Tl
faut, pour obtenir une notion équivalente, ajouter la correction faible de M, qui ne semble
pas s’exprimer facilement dans notre cadre. (A condition toutefois de préciser la définition
habituelle en demandant que dans toute position d’interrupteurs, tout sommet de M soit
connecté a un point de I'.)

8.2. Formules

La classe G des graphes de formules—en abrégé gf— est la plus petite classe de graphes
appariés satisfaisant les conditions suivantes:

o U cg.

e Si My et M, appartiennent a G et s; est un sommet de degré pair de M; alors
M = p(Ml HM2751782) € g

e Si M; et M, appartiennent a G et s; est un sommet de degré pair de M;, et si M/ est le
graphe M; ou 'on a ajouté une aréte fixe s;s; alors M = t(M], M;, s}, s)) appartient a

G.
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Si M est un gf, |[M| est un arbre dont les sommets sont de degré < 3 et dont ezactement
un sommet est de degré 2, sa racine. Il a nécessairement des sommets de degré 1, qu’on
appellera initiauz. Si My et My sont deux gf on peut donc parler sans ambiguité de M;pM,
et de My} ® Mj pour désigner les deux constructions précédentes. Enfin, la taille d’un gf est
le nombre de ses sommets initiaux. Notons 77 la taille de M. M est bien sir un module de
frontiere le graphe de ses sommets initiaux.

Lemme 8.2.1. Si M est un gf, Hi(M) =0 et Hy(M) = Z™ .

Preuve. C’est évident par induction sur la construction de M. Il suffit de remarquer que si
M = My [[ M3 et s; est un sommet de M; alors Ho(M) = Ho(My) & Ho(Ms) & Z. o

Lemme 8.2.2. Si M est un gf et F' est le graphe des sommets initiauz de M, Ho(M, F')
est un groupe fini dont le cardinal divise 2™

Preuve. Pour tout gf M on note M le graphe obtenu en ajoutant un nouveau sommet s =
sy et une aréte fixe su pour chaque sommet initial de M. 1l est clair par théoreme d’excision
que H;(M,F) = H;(M). Montrons alors le résultat par induction sur la construction de M.
Si M est réduit a un sommet, le résultat est évident. Supposons alors que les gf M; et M,
vérifient le résultat. r; sera la racine de M;.

e Soit M = M;pM,. Par (3.3.3) et (3.3.2)
card(Ho(M)) = 2 card(Ho(M1) @ Hyo(My)) = 2 card(Ho(M1)) card(Ho(M>))

et divise donc 27M1 ™Mz +1 — 927M par hypothese d’induction, d’ot le résultat dans ce cas.
e Soit M = My @ M,. Posons My = t(My, My, sar,, sar,)- 1l est clair que
Ho(M) = Hy(My, R)
ou R est réduit aux deux racines rqy et ry. Cela dit,

Ho(Mo) = Ho(My) @ Ho(M,)

et son cardinal divise donc 2™117™M2 = 2™ par hypothése d’induction et d’autre part
Hy(Mpy, R) est un quotient de Hy(My), d’ou le résultat.

On peut également remarquer que Ho(F) = Z™ =1 ot qu’on a une suite exacte

0 — H(M,F) — Hy(F) — Hy(M) — Hy(M,F) — 0
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et comme Ho(M, F) est fini, Hy (M, F) = Z™ ™~ Mais 73y — mps — 1 est facilement le
nombre de sommets de type ® dans M.

A chaque formule multiplicative f correspond de facon évidente un gf dont les sommets
initiaux sont étiquetés par les sous-formules atomiques de f. Ce graphe étiqueté est I'arbre
de la formule et permet bien entendu de reconstituer celle-ci. On s’autorise donc désormais
a identifier une formule et son arbre.

> Exemple. La figure 8.2.1 représente Iarbre de ap(b ® c). <

figure 8.2.1

Soit A une formule. On dira que deux sommets initiaux de A sont compatibles s’ils sont
étiquetés par des atomes orthogonaux a et a’. On sait alors que A est démontrable si ’'on
peut former un réseau en ajoutant a A des aretes fixes qui partitionnent les sommets initiaux
en paires de sommets compatibles. (C’est une conséquence immédiate de I’élimination des
coupures dans le fragment multiplicatif.)

On dira de méme qu’un gf est démontrable s’il provient d’une formule démontrable. D’apres
la remarque précédente, un gf est démontrable si ’on peut partitionner ses sommets initiaux
en paires de sorte que le graphe obtenu en ajoutant les arétes fixes correspondantes soit un
réseau. Il est évidemment nécessaire que la taille d’un tel gf soit paire.

Soient k et [ des entiers non nuls. On notera F; (resp. Nj) le graphe formé de [ sommets
disjoints (resp. de k aretes disjointes). On oubliera les indices lorsque le contexte s’y preétera.
Soit M un gf de taille [, on fixe une fois pour toutes une injection m de F) dans le graphe
des sommets initiaux de M. Si [ = 2k, Toute injection n de F; dans Nj définit alors un
recollement M *p N que I’on notera aussi M *, N lorsque I’on voudra préciser suivant quelles
identifications s’effectue ce recollement. On peut alors reformuler les définitions précédentes
en disant que M est démontrable s’il existe n pour laquelle M *,, N est un réseau.
Etablissons tout d’abord quelques propriétés générales: quelle que soit l'identification n :
F — N, Hy(F) = Z**7', Hy(N) = Z"*"! et Hy(N, F) = 0.

Par conséquent Ho(F)—=Ho(N) est surjective et kern, = Z*,

Nous pouvons alors montrer la
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Proposition 8.2.3. Si M est démontrable, Ty = 2m)y.

Preuve. Supposons M démontrable: il existe une identification n : ¥ — N telle que M, N
soit un réseau. Soit m l'inclusion canonique de F’ dans M. D’apres (8.2.2) , Hy(M, F’) est
un groupe fini et par ’exactitude de

Ho(F) ™5 Ho(M) — Ho(M,F) — 0
on a
rang(Ho(M)) = rang m. = rang(Ho(F)) — rang(ker m.)
D’autre part, (8.1.2) montre que [Ho(F) : ker m. & ker n.] est fini par conséquent
rang (ker m. @ ker n.) = rang(Hq (F))
et
rang(Ho(F)) — rang(ker m,) = rang(kern,) =k

Ainsi Hy(M) = Z* ce qui donne le résultat par (8.2.1) . o

Remarque. En rassemblant les résultats précédents on retrouve les conditions nécessaires
bien connues de prouvabilité d’une formule A a 2k atomes, a savoir nombre(p) = k et
nombre(®) = k — 1 que I'on prouve aussi bien par récurrence sur les preuves qu’en utilisant
une sémantique des phases particuliere (voir [Ret]).

Il est évident que la condition 7y = 27 ne suffit pas a la prouvabilité de M. Le contre-
exemple le plus simple est

figure 8.2.2



CHAPITRE 9

Complexité

9.1. Introduction

[LW] a montré que le probléeme de la décision des formules propositionnelles multiplicatives—
et méme du seul fragment neutre —est A/P-complet. Nous allons voir ici qu’il en est de méme
pour la version abstraite du probléme, a savoir la prouvabilité d’un graphe de formule.

On utilisera successivement deux traductions: la premiére de L(a) dans l’ensemble des
graphes de formules, la seconde du fragment neutre dans L(a). On conclut enfin en ap-
pliquant le résultat de [LW].

9.2. Une traduction de L(a) dans ’ensemble des graphes de formules

Rappelons tout d’abord I’énoncé du lemme des mariages, qui jouera ici un role essentiel:

Lemme 9.2.1. Soient K et L deux ensembles finis, et ® une application de K dans
l’ensemble des parties de L.
Il eziste une injection v : K — L telle que, pour tout k € K, (k) € ®(k) si et seulement
st, pour toute partie I de K

card(U d(7)) > card(])
i€l

On trouvera plusieurs preuves de ce résultat classique et de nombreux résultats voisins dans
[Bol, p.54] ou [Hal, p.?7].
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Pour toute formule A de L(a), on notera M4 son graphe. A* désignera la formule obtenue
en substituant simultanément dans A B = (apa)p(apa) a 'atome a et BL & at. Autrement
dit A* = A[(apa)p(apa)/a; (et @ at) ® (a* @ at)/at].

Par définition T4 = M 4~.

La figure 9.2.1 représente par exemple T4 pour A =a® a’.

figure 9.2.1

Rappelons également qu’une formule de L(a) est dite équilibrée si elle a autant d’occurrences
de a que de a*.

On peut alors énoncer la

Proposition 9.2.2. Une formule équilibrée A est démontrable dans 1.(a) si et seulement
st Ty est prouvable.

Preuve. Supposons tout d’abord A démontrable (donc équilibrée). En pareil cas A* est
encore démontrable, ainsi que son graphe, qui est précisément T4.

La réciproque est un peu plus délicate: supposons que A soit une formule équilibrée pour
laquelle T = T4 est prouvable. Pour M = My, tpy = 2k donc 70 = 8k. Par hypothese,
G = T g1 N' est un réseau pour un certain recollement de N!' = Ny, avec T suivant le
graphe ! = Fyj des sommets initiaux de T. D’ott 27 = 70 = 8k mais 7y = 77 — 3k =k
donc Ho(M) = Z*. Par ailleurs G peut également étre vu comme M %p N ot F est le
graphe des sommets initiaux de M et N = G\ M c’est-a-dire le recollement de N' avec k
exemplaires de Mp et k exemplaires de M suivant F''. Choisissons maintenant une position
d’interrupteurs o de N. D’aprés (3.4.3) G7 = M +p N7 est encore un réseau. La suite (2)
de la section (8.1) montre alors que

rang(Ho(M)) + rang(Ho(N?)) = rang(Ho(F)) = 2k — 1

donc aussi rang(Ho(N?)) = k — 1. Par conséquent N7 est un graphe ordinaire ayant exacte-
ment k composantes connexes.

Examinons & présent les sommets de F'. Ils sont partitionnés en familles de quatre sommets
suivant les graphes Mp et Mg auquels ils appartiennent; notons ces familles

Xi=A{ai1,ai2,a;3,a,4} pour i=1,...k
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Y; = {aj‘l,aﬁ,ajé,aj;l} pour j=1,...,k
X; (resp. Y;) est 'ensemble des sommets initiaux de M; = Mp (resp. M;- = Mg). Enfin s;
(resp. si) désigne le sommet de F racine de M; (resp. Mj-).
Posons X = J; X; et Y =, Y;. Les arétes de N' induisent alors une partition de X UY en
paires, mais deux sommets de Y n’appartiennent jamais & la méme paire sinon G a un cycle
en contradiction avec Hy(G) = 0 (figure 9.2.2).

figure 9.2.2

Il résulte immédiatement de card(X) = card(Y) = 4k que toutes les paires sont formées
d’un sommet de X et d’un sommet de Y, ce qui donne une bijection ¢ : X — Y. Con-
sidérons ’application ® : {1,...,k} — P({1,...,k}) qui a chaque indice ¢ associe I’ensemble
{j/¢*(X;) NY; # 0}. Soit I une partie quelconque de {1,...,k}, vérifions que

card(| J @(i)) > card(I) (1)

i€l

Soit en effet C' = [ J;c; ®(7), il est clair que

e(JxycUv @)
i€l jec

comme les X; et les Y; sont des ensembles de quatre éléments deux a deux disjoints et ¢ est
bijective, les ensembles de (2) ont respectivement 4 x card([) et 4 x card(C') éléments, ce qui
prouve (1).
(9.2.1) fournit alors il une injection ¥»—donc ici une bijection—de {1,...,k} dans lui-méme
telle que quel que soit i, ¥ (i) € ®(7).
Choisissons alors dans chaque X; un sommet z; tel que ¢(z;) € Yy(;). Prenons dans chaque
M; la position d’interrupteurs qui connecte s; a z; (dans M;). On en déduit une position
d’interrupteurs og de N telle que pour tout ¢ € {1,...,k}, s; et Si‘?(i) soient dans la méme
composante connexe de N?°. Or ce dernier graphe a exactement & composantes connexes; on
peut donc remplacer chacune de ces composantes par une unique aréte sisii sans affecter
la correction du graphe. On en déduit immédiatement une preuve de la formule A. o
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figure 9.2.3

9.3. Une traduction du fragment neutre dans L(a)

La seconde étape consiste a établir une traduction du fragment neutre dans L(a).
Les notations F I' et I, I" désigneront respectivement la prouvabilité du séquent I' dans le
fragment neutre et dans L(a).
On définit une traduction du fragment neutre dans L(a) de la maniere suivante:

o 1°=apatet 1°=a®at.
e Quelles que soient les formules A et B, (ApB)° = A°pB° et (A® B)® = A° ® B°.

e Pour tout séquent I' = Aq,..., Ay, ['° = A7,..., A].
Remarque. Soient A et B deux formules de L(a) dont au moins une n’est pas de la forme
X°. Si ApB (ou A ® B) est de la forme C°, il faut que A = a et B = al. D’autre part
les formules A°—donc aussi les séquents I'°—sont nécessairement équilibrés: ils ont autant
d’occurrences de a que de at. C'est également vrai de tout séquent démontrable dans L(a).

Lemme 9.3.1. Pour tout séquent I de 1.(a), F, [ si et seulement sit, T',a @ at.

Preuve. Dans un sens, par induction sur la hauteur d’une preuve 7 sans coupure de I'.
Si 7 est I’axiome , on a directement F, a,a*,a ® at.
. N , R - . , . N
Si la derniére régle est un tenseur ou un par, ’hypothése d’induction s’applique a une des
prémisses.
La réciproque est évidente: si -, I',a ® a* une coupure avec apa’ donne F, I o

Lemme 9.3.2. La traduction I' — I'° est cohérente.
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Preuve. Parinduction sur la hauteur d’une preuve sans coupure d’un séquent I' du fragment
neutre.

SiTest 1, '°=apa’ donc F, I'°.

Si la derniére regle est ’affaiblissement

Iy
Iy, L

I’hypothése d’induction donne I, I'{ donc aussi, par (9.3.1) , -, ['{, a®@at c’est-a-dire -, ['°.
Si la derniére regle est un tenseur ou un par le résultat est évident. o

Définissons maintenant par induction une relation de réduction >y entre formules de N, par
les régles suivantes, ou A, B, C' désignent des formules quelconques:

e I® A1 A, AR 11 A, LpAy Aet Apl by A.
e SiApy Byalors AQCpr1 BRIC, CRAp C® B, ApC' 11 BpC et CpAry CpB.

On écrira d’autre part A > B s’il existe une suite de réductions

A:A1D1A2D1"'D1Ap:B

De la méme facon, si I' = Ay,..., A, et A = By,..., B, sont deux séquents de N, on dira
que I'>y A si et seulement s'il existe un indice ¢ tel que A; >y B;, et A; = B; pour tout j # 1.
Enfin, I' > A ¢’ existe une suite de réductions

FIF11>1F2D1"'I>1FPIA

On vérifie aisément que si I'> A et - I, alors F A.
Ces remarques faites, nous pouvons montrer le

Lemme 9.3.3. La traduction ' — I'° est fidéle.

Preuve. Tout d’abord, pour tout séquent A de L(a), on note A’ le séquent de N obtenu en
remplacant dans les formules de A chaque atome @ par 1 et chaque atome et par L. On
montre alors que pour tout séquent I' de N,

(re)'er (1)

Il suffit en effet de montrer que, pour toute formule A de N, (A°)’' > A, ce qui est immédiat
par induction sur la complexité de A.

Si maintenant -, I'°, il est clair que - (I'°)" donc aussi - I', par (1) et les remarques précédant
le lemme. D’ou le résultat. o
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9.4. La décision des graphes de formules

Proposition 9.4.1. Le probléme de la décision des graphes de formules est N'P-complet.

Preuve. D’une part le probléeme appartient bien a A'P: si M est un gf de taille 2k, on
dispose d’un algorithme polynomial (en k) pour décider si un recollement M g Ni est ou
non un réseau.

D’autre part la composée des deux traductions que I'on vient de décrire donne une traduction
cohérente et fidele A —» A* des formules du fragment neutre dans I’ensemble des gf. Si A
a [ atomes, A° en a 2/ et la taille de A* est 8/, donc la traduction ()* est polynomiale (et
méme linéaire). Or par [LW], le probleme de la décision dans le fragment neutre est déja
NP-complet, d’otu le résultat. o

Remarque. C’est la nécessité d’obtenir un cardinal donné pour [Hy(F) : ker m, & ker n,]
qui est responsable de la complexité: si I'on demande seulement que ce cardinal soit fini—
c’est-a-dire que I'intersection des noyaux soit triviale— le probleme est beaucoup plus simple,
comme on va le voir a la fin de ce chapitre.

9.5. Un lemme algébrique

Soit k un entier non nul. On se place dans I’espace vectoriel Q** dont la base canonique
est notée e, es, ..., €95. Soit F "hyperplan d’équation

Ty + Tyt T2 =0

Si 1l <17 < j<2Fkonnotera f;; le vecteur e; —e; et ® ’ensemble des vecteurs f;;. On appelle
support de f;; la paire {7, j}. On considére maintenant la k-ieme puissance extérieure /\k(E)
de l'espace F. Siu = x1 Axg A ... ANz} avec z; € ® on appellera encore support de u la
réunion des supports des x;.

Nous allons maintenant établir la proposition suivante:

Lemme 9.5.1. /\k(E) est engendré par les éléments de la forme x4y Axo A ... Az} tels que
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o Quel que soit i€ {1,...,k}, z; € ®.

e Les supports des x; forment une partition de l’ensemble {1,2...2k}.

Preuve. Notons V; I’ensemble des éléments de la forme z1 A o A ... A 2 tels que z; € ®
pour tout i et les supports des z; forment une partition de {1,2...2k}.

Avec les notations précédentes, posons y; = fi i1 pour i € {1,...,2k — 1}. 1l est clair que
les y; constituent une base de F et donc que les éléments de la forme

Yio NYig N oo N Yy,

forment une base de /\k(E) pour 1 <1i; < iy < ...< 1 <2k —1.
Nous procédons alors par induction sur &.

Si k=1 le résultat est évident.

Le cas k = 2 est essentiel pour I’étape d’induction:

Comme f;; = fr; — fri, on peut écrire:

fio ANfsa = fia A fia — fi2 A fus
fiz A foa fis A fia = fis A fi2
fia Nfas = fia A fis = fia A fio

par conséquent

Jia A faa — fis A foa — fia A fas = =2f12 A fi3

d’ol

fia A fiz = (=1/2)(fiz A faa — fis A faa — fra A fa3)

ce qui donne le résultat dans ce cas.

Supposons la propriété vérifiée pour les entiers < k, et placons-nous au rang k. Considérons
un élément de la forme v = y;, Ay, A Ay;, pour 1 <1; < iy < ...< 1 <2k—1 et posons
zj = yi;. Deux cas sont alors possibles:

e Cas 1. Les supports des z; sont disjoints deux a deux: ils constituent donc une partition
de {1,...,2k} auquel cas u € V ce qui donne le résultat.

e Cas 2. Parmi les supports des z;, deux au moins ont des supports d’intersection non
vide, donc un singleton. Le support de u est alors de cardinal < 2k et il y a un entier
s € {1,...,2k} qui n’appartient pas a ce support. On peut donc supposer sans restreindre
la généralité que u est de la forme

Yir N oo e AN Yi_o NY2k—3 N Yog—2

avec 1 <1y < ... < ip—2 < 2(k—2);ainsi 2k n’appartient pas au support de u. Par hypothése
d’induction, y;, A ... A ¥yi,_, Ayakr—3 est combinaison linéaire d’éléments de Vi _y:
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Vi Ao AYies Aakos = D Ay
vEVE_1

donc

U= Z AU A Yag—o

vEVE_1

on est donc ramené & montrer que pour tout v € Vi_1, vAyax_2 est engendré par les éléments
de Vj. Soit donc v = z1 Azg A ... A xk_1 dans Vi_;. Le support de v est {1,...,2(k—1)}.
Il y a un unique indice [ tel que le support de z; rencontre celui de yy._2 et pour cet indice,
z; = fj2r—2. On peut donc écrire

VA Yog—2 = WA T A Yar_2

ou w est le produit extérieur de k — 2 éléments de ® et a pour support {1,...,2k—3}\ {j}.
Il suffit donc de montrer que x; A yox_o est combinaison linéaire d’éléments de la forme
z = z1 A z9 ol z1 et z9 sont dans ® et leurs supports forment une partition de I’ensemble
{j,2k — 2,2k — 1,2k} or c’est exactement ce que nous avons prouvé pour k = 2.

figure 9.5.1

9.6. Propriétés supplémentaires de certains gf

Si M est un gf, nous avons vu qu’une condition nécessaire de prouvabilité est

TMIQﬂ'M
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et qu’elle n’est pas suffisante. Nous allons cependant montrer le résultat plus faible suivant:

Lemme 9.6.1. Soient M un gf de taille 2k, Fyy le graphe des sommets initiaur de M et
m : Fy, — M Dapplication canonique.
St Ty = 27y, il existe une identification n : Fyp — Ny telle que ker m, N kern, = 0.

Preuve. dans les hypotheses du lemme, la suite

Ho(F) % Ho(M) — Ho(M,F) — 0

est exacte, et d’apres (8.2.2) Ho(M, F') est un groupe fini.
On en déduit que Ho(M, F) ® Q = 0, et I'exactitude de

Ho(F)eQ ™3 H(M)eQ — 0

Soient si,...,S2; les sommets de F. lls forment une base d’'un Q-espace vectoriel dont
FE = Ho(F) ® Q est ’hyperplan d’équation
Ty + Tyt 22 =0

Par hypotheése mps = k donc dimg Ho(M) @ Q = k. D’ou dimg(kerm, ®id) =2k - 1—-k =
k—1.

D’autre part, une identification n : ' — N équivaut a une partition de {sy,...,s2x} en
paires de sommets reliés deux a deux par les aretes de IV, donc aussi a la donnée d’une famille
z7,...,z} ot z; € ® et les supports des z; forment une partition de {1,...,2k}. Une telle

famille est évidemment une Z-base de ker n.,.
Soit enfin vy, ..., v5_1 une Z-base de ker m, (donc une Q-base de (ker m,)®Q = ker(m.®id))
on peut la compléter par zq,...,z; pour former une base de F. En pareil cas

VI A AVE1 A AL A2 # 0

Par (9.5.1) , 21 A ... A z; est combinaison linéaire des z7,...,z} lorsque n parcourt les
identifications possibles: il existe donc au moins un n tel que

VA LAV AZT AL AZE #D

Mais cette relation exprime exactement que ker m, N kern, = 0. o

Notons une petite conséquence de (9.6.1) : si M est un gf tel que
® Thrr — 27TM =2k
o card(Ho(M, F)) = 2*

alors M est prouvable.
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En effet, si N = Ny, on sait que H{(M) = H{(N) = 0, Hy(M, F) et Hy(N, F) sont des
groupes finis. D’autre part (9.6.1) donne une identification n pour laquelle ker m.Nker n. = 0,
ce qui impose rang(kerm. @ kern.) = 2k — 1 = rang(Ho(F")) donc aussi la finitude de
Ho(F)/ ker m. & kern,.. Enfin ’hypothése donne

card Ho(M, I') card Ho(N, F)[Ho(F) : ker m. & kern,] > 2k

et le membre de gauche ne peut exceder 2%, donc I'inégalité est une égalité. On conclut par
(8.1.2) .

Ce critére a un intérét trés limité dans la mesure ou il ne s’applique qu’aux formules dont
tous les par sont terminaux. On peut d’ailleurs retrouver ce résultat, et méme mieux, de
facon directe:

Proposition 9.6.2. Soient k un entier et I' = Ag, ..., Ay un séquent de 1.(a) tel que
o Les formules A; ne contiennent pas de connecteur p.
o ' est équilibré et contient 2k atomes.

alors =, T.

La preuve, par induction sur la taille de I', est laissée au lecteur.

On peut également interpréter les résultats ci-dessus en termes d’homologie & coefficients
rationnels: si G est un réseau il est clair que Hy(G;Q) = Ho(G;Q) = 0 (autrement dit
Hy(G) = 0 et Ho(G) est fini). En convenant d’appeler pseudoréseau un tel graphe, nous
avons donc montré que Ty = 27wy est une condition nécessaire et suffisante sur M pour
pouvoir le compléter en un pseudoréseau par un recollement convenable d’axiomes. Disons
tout de suite que cette notion de pseudoréseau n’est pas stable par I’élimination des coupures
et n’a donc pas d’intérét en elle-méme: elle illustre simplement la difficulté & donner un critere
homologique de correction plus simple que celui que nous avons proposé, comme nous allons
le voir plus en détail dans le chapitre suivant.



CHAPITRE 10

Peut-on caractériser les réseaux plus simplement?

10.1. Position du probleme

Nous avons déja remarqué que notre critére de correction a l'inconvénient de faire intervenir
le nombre de paires.
On peut donc se demander s’il n’existe pas une homologie des graphes appariés qui caractérise
plus simplement les réseaux, par exemple comme les objets d’homologie nulle.
La réponse est négative, comme nous allons le voir.

Pour donner une signification précise a cette affirmation, il convient naturellement de définir
ce que nous appelons théorie homologique des graphes appariés: nous posons donc tout
d’abord les hypothéses d’une telle théorie.

On considére la catégorie C dont les objets sont les couples (X, Y) ou X est un graphe apparié
et Y est un sous-graphe de X. Un morphisme f: (X,Y) — (X', Y') est un morphisme de
X vers X' tel que f*(Y) est un sous-graphe de Y.

Une homologie H des graphes appariés est la donnée pour chaque entier ¢ d’un foncteur H;
de C dans la catégorie des groupes abéliens (on note H;(f) = f. pour les morphismes f),
ainsi que d’une fleche

(8*)2 : HZ‘()(, Y) — Hz_l(Y)
ou on note Y = (Y, (), satisfaisant les propriétés suivantes

e Pour tout morphisme f : (X,Y) — (X',Y') et tout entier i le diagramme suivant

commute
HZ(X7Y) L} Hi(XI7YI)
Lo y Lo
g vy Mmoo

e Pour tout couple (X,Y) on a une suite exacte

79
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— H(Y) IS om(x) I omxyy) 2 H (YY) —

ouj:Y — Xethk:X — (X,Y) sont les applications canoniques.
e Propriété d’excision: pour tout couple (X,Y) et tout sous-graphe Z de Y, I'inclusion
canonique de (X \ Z,Y \ 7) dans (X,Y) induit un isomorphisme
H;(X\Z,Y\Z) 2 H(X,Y)
e H coincide avec I'homologie simpliciale réduite sur les graphes ordinaires et les mor-
phismes entre ces derniers.

On dira que I’homologie d’un graphe G est nulle si H;(G) = 0 pour tout entier 7 et on notera

cela H.(G) = 0.

10.2. Un résultat négatif

Proposition 10.2.1. Soit H une homologie des graphes appariés qui est nulle pour tous
les réseaux. Il existe alors un graphe X qui n’est pas un réseau et qui vérifie H.(X) = 0.

Preuve. Soit H une homologie des graphes appariés satisfaisant les hypothéses du lemme.
e Remarquons tout d’abord que ’homologie du graphe T constitué d’une unique paire est
parfaitement déterminée par nos hypothéses.

Soient ¢ un entier et A de sommets s, ¢, u, v le graphe représenté figure 10.2.1.

figure 10.2.1
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En considérant T' comme le sous-graphe de A de sommets s, ¢, u on peut écrire la suite exacte

Hip1(A) 2% Hip(A,T) — H(T) — Hi(A)

or Hi(A) =0 (A est un réseau) et Hiy1(A,T) = Hiy1(A\ T, D) qui vaut Z pour i =0 et 0
sinon.

Dot Ho(T') = Z et H;(T') = 0 quel que soit ¢ # 0.

e Plus généralement, pour tout graphe X non vide H;(X) = 0 pour tout 7 ¢ {0, 1}. Montrons-
le par induction sur le nombre n de paires.

Sim =0, X est un graphe ordinaire et le résultat est évident.

Si X a au moins une paire, on peut considérer T comme un sous-graphe de X. Posons
Y=X\TetU=YNT. Soit i ¢ {0,1}, on peut écrire un diagramme

H;(T) — H;(X) — Hi(X,T)
1

ol les lignes sont exactes et la fleche verticale est un isomorphisme.

Par hypothese d’induction, H;(Y) = 0 et il est clair que H;_1(U) =0 car ¢t — 1 # 0.

Dot H;(Y,U) = 0, puis H;(X,T) = 0. Enfin H;(T) = 0 entraine H;(X) = 0. Cela donne le
résultat.

e Soit B le graphe de sommets s, ¢, u, v représenté figure 10.2.2.

figure 10.2.2

Les graphes T et A sont évidemment des sous-graphes de B. On appelle C' (resp. C') le
sous-graphe de B obtenu en effacant I’aréte us (resp. wut). Il est clair que C' et C’ sont
isomorphes et ont par conséquent la méme homologie.

On peut donc écrire la suite exacte

H,(B, A)

H H...
— Ho(B,A) — 0

qui se ramene a
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0 — Hi(B) — Z — 0 — Ho(B) — 0

On en déduit que

Hy(B) =0

et

De la méme fagon la suite

Hy(B,C) — H1(C) — Hy(B) — H((B,C) — ---
est exacte et Hy(B, (') = 0 par excision, d’ou 'exactitude de
0 — H(C) — Z — Z — Ho(C) — 0 (1)

Enfin on peut voir B comme la réunion des graphes C' et C' avec CNC’ = T'. Mais T’ n’est
autre que le recollement de T avec I’aréte uv au sommet v et une application immédiate de
Mayer-Vietoris donne

H;(T") = H,(T)

D’autre part les hypotheses que nous avons faites sur H entrainent classiquement la propriété
de Mayer-Vietoris, et en particulier ’exactitude de la suite

0 — Hl(TI) — Hl(C)EBHl(CI) — Hl(B) — ..
Ho(T,) — Ho(C)@Ho(CI) — 0
qui devient
0 — Hi(C)sH1(C) — Z — Z — Ho(C)®dHe(C) — 0 (2
Par (1), il n’y a que deux cas possibles pour Hy(C):

Cas 1. H1(C) = Z. Mais cela entraine par (2) Iexactitude de

0 — ZoZ — 7 —

contradiction.

Cas 2. Hi(C') = 0. Par (1), Ho(C) est soit nul, soit de la forme Z/aZ pour un entier @ > 1.
Dans ce dernier cas (2) entraine 'exactitude de la suite :

0 — Z — Z — Z/aZ®Z/aZ —> O
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ce qui est évidemment impossible.

La seule possibilité est donc

et on a montré que H,;(C') = 0 pour tout ¢ ¢ {0,1}. Donc H.(C) = 0. C n’étant pas un
réseau, cela termine la preuve. o

Remarque. A la lumieére de la preuve qui précede, la conjecture suivante nous parait
extréemement probable, bien que nous ne Iayons pas formellement établie:

Conjecture: Toute homologie des graphes appariés qui est nulle sur les réseauzr est encore
nulle sur les pseudoréseauz.
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CHAPITRE 11

Une interprétation métrique

11.1. Volume d’un module

Les conditions de recollement correct de deux graphes acquiérent un contenu plus intuitif
dans 'interprétation métrique que nous allons décrire a présent.
Soient donc M un module de frontiere F' = {sy,...,s;} ou les s; sont des sommets de M.
Comme plus haut, m désignera le morphisme d’inclusion de F’ dans M.
Rappelons qu’en pareil cas Ho(F) = Z'7! et que si rang Ho(M) = p, alors ker m, =2 Z" avec
r=1—1-np.
Si nous regardons maintenant A = (s1,...,s;) comme la base canonique de I'espace F = R,
Hy(F) devient naturellement un sous groupe discret de I’hyperplan

L: z14+-+2,=0

engendré, par exemple, par les e; = s; — s; pour 7 € {1,...,1— 1}.

F étant muni de son produit scalaire canonique (,), la notion de volume d’une famille de
vecteurs vy, ..., v, est parfaitement définie: on notera [|vy,..., v, le volume de cette famille
(cf. [GL, p.221], [Ber, p.62]). Remarquons en particulier que si (my,...,m,) est une Z-base
de ker m., le volume ||my, ..., m,|| ne dépend que de M et F' et non du choix de cette base,
ce qui nous autorise a poser la

Définition 11.1.1. Soit M un module de frontiére F' et m : F — M [application canon-
ique.
Le volume de M, noté

M|| est le volume d’une Z-base quelconque de ker m..

Lemme 11.1.2. |ley,...,ei_1]| = V1

Preuve. Avec les notations précédentes, on pose s = sy + -+ -+ s;.

85
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Comme s est orthogonal & L,

e, ... eizt]] X [Is]| = [le1s - .-, ei=1,8]|

= |deta(e1,...,e1-1,9)]

Ce dernier déterminant vaut immédiatement

1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1
= oy
0 0 1 1 0 0 1 1
-1 -1 -1 1 0 0 0 !
et ||s|| = v/1 ce qui entraine le résultat. o

> Exemple. Calculons ||M]|| pour le graphe (en fait le gf) ci-dessous

figure 11.1.1

F ={s1,82,83,84}, €, =84 — s; pour 1 € {1,2,3} et o« = {u — s1} 1.
Ho(F) =Zey + Zey + Zes et Hy(M) = Za. m, : Hy(F') — Hy(M) est alors donnée par

ma(e1) = o
ma(e2) = —«
my(e3) =0

de sorte que zey + yeay + zeg € ker m, si et seulement si (z — y)a = 0 c’est-a-dire y = z. Les
vecteurs my = 2s4 — S; — Sy et mg = s4 — s3 constituent facilement une Z-base de ker m,,
d’ou

HM”2: <m17m1> <m17m2>
<m27m1> <mg,m2>

‘62

2 2‘:8
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et enfin |M| = 2v/2.

Soient alors M et My deux modules de frontiere commune F' = {sy,...,s;} avec m F —
M; Papplication canonique. On pose p; = mpy, et d; = card(Ho(M;, F)). D’apres (8.1.3) la
condition de recollement correct de M; et M, s’écrit

9P1+p2
[Ho(F) : ker ml @ kerm?] = (1)
dyd
Mais si (mi, .. .,m},l) et (m?,.. .,mig) sont des Z-bases respectives de kerm! et ker m? et
B =ey,...,e;_1 est la base de Hy(F') évoquée plus haut, on a r; +ry =1 — 1 et le membre
de gauche de (1) n’est autre que
lmi,...,mL mi,....m2||
|detg(my,...,m} ,mi,...,m. )| = L 7”11’3” LT

ce qui permet, d’apres (11.1.2) d’exprimer (1) sous la forme

2p1+p2\/7
||m%,,m,,1,1,m§,,m3,2| :W (2)
Vérifions enfin que le volume ||m},. .., m},l, mi,.. .,mf,QH peut s’écrire sous la forme
al| My [|[| My |

ol le coefficient a ne dépend que du couple des sous-espaces vectoriels X; et X5 engendrés
respectivement dans L par kerm! et ker ml.
Soient en effet X un espace euclidien, Y un sous-espace vectoriel et py- la projection orthog-

onale sur Y:

Lemme 11.1.3. SiY et Z sont deuz sous-espaces vectoriels de méme dimension de l’espace
euclidien X et (y1,...,yx) est une base de Y, alors le réel

”PZ(yl)v .- -sz(yk)H
Nyis .o yell

est indépendant de la base choisie, et peut donc se noter a(Y, 7).
De plus a(Y, Z) = a(Z,Y).

Preuve. Pour la premiére assertion, considérons deux bases (y1,...,yx) et (y1,...,y}) de
Y. Il existe une matrice réguliere A = [o!] telle que

i=k
r_ J
Y = E aGY;
Jj=1
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qui entraine tout d’abord

91y el = [det(A)] [y, -yl
et ensuite

=k
pz(yl) = alp(y;)
=1
donc aussi

1Pz (W1)s -, Pz (yi) ]l = [det(A) [Pz (y1), - - Pz (wi)]
ce qui donne le résultat.
Pour la seconde assertion, soient ¢ une symétrie orthogonale de X —nous laissons au lecteur

le soin de prouver qu’il en existe au moins une— qui échange Y et 7, et (21, ..., zx) une base
de Z.
Si y; = o(z;), les y; forment une base de Y. D’autre part py = p,, = opyo de sorte que
sy = PGy GOl bz, opp ()]
H217'-'7ZkH Ha(yl)w-wg(yk)”
et comme o conserve les volumes, a(Z,Y) = a(Y, Z). o

Enfin, si X; est le sous-espace de L engendré par ker m?,

Hm%, .. .,m,l,l,m%7 . 7m?2|| = HpXQL (m%), .. .,pXQL(mil),m%, .. .,miQH

= a(X1, X5 )[| M [|[| M|

On peut donc enfin rééerire (2) sous la forme

2p1+p2\/z

(X0, XE) MM | = S ’

Remarquons que par symétrie a(Xy, X5°) = a(Xy, Xi-).

11.2. Cas particulier des formules

M étant un gf de taille [, on le considéere naturellement comme un module de frontiére
F = F,. Rappelons que dans ce cas Ho(M) = Z™ et card(Ho(M, I)) est de la forme 2",
avec h < myy.
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Etablissons tout d’abord un petit résultat qui simplifie le calcul du volume:
Lemme 11.2.1. Si M' et M" sont deux gf, |M'oM"|| = [|M'||||M"||.

Preuve. Soient M' et M" deux gf de taille I’ et " respectivement, et M = M'pM". Si
F (F', F") est la frontiere de M (M', M"), F = F'[]F". r, r', et r" seront les racines
respectives de ces gf et m (m/, m") I'inclusion de F dans M (F' dans M', F" dans M").
On pose enfin &« = {r — '}y = —{r — v’} »s. Remarquons que

Ho(M) = Ho(M’) & Ho(M”) & Zo

et de méme

Ho(F) = Hy(F'Y® Ho(F"Y® Zf

ou f={s"— s} p avec s’ (s") un sommet de F' (F").
Soit alors z = y' + y" + Af € Ho(F) avec y' € Ho(F') et y" € Ho(F"),

ma(x) = ml(y') + m!(y") + M+ 2Xa
ot u € Ho(M") & Ho(M").

Par conséquent z € kerm, si et seulement si A = 0 et m/(y') = 0 et m(y") = 0, autrement

dit
ker m, = ker m’, & ker m!/

Une Z-base B de ker m, s’obtient donc en juxtaposant une base B’ de kerm/ et une base
B" de kerm! et comme ces derniers groupes sont orthogonaux, ||B|| = ||B'||||B"]|, ce qui
montre le résultat. o

Appliquons alors les résultats de la section précédente pour M; = M un gf de taille [ = 2k
et My = Ny = N le graphe a k axiomes. Avec les notations de (3), p1 = mas (et on peut se
limiter & p; = k par (8.2.3) ), p» = 0, dy = 2" et dy = 1. On note également m = m; et
n = msy les inclusions.

Les arétes de Ni étant de la forme s);_;s),, ot i € {1,k}, on voit immédiatement que les
n; = {sh; — sb;_; }r constituent une Z-base orthogonale de kern., dont le volume est

Ity mill = Il - lmell = (V)"
doi [ N]| = (V2)*.

La condition de recollement correct s’écrit alors

a(X1, X3)|[M|| = (V2) 2V (4)
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Toute majoration a(Xy, X5-) < A indépendante de la fagon de recoller les axiomes fournit
donc une condition nécessaire de prouvabilité de M sous la forme

g > WATVE )

Notons tout de suite que la majoration triviale par A = 1 a peu d’intéret: (5) est trop
facilement vérifiée pour cette valeur.
Voici donc un exemple plus instructif:

> Exemple. Considérons la prouvabilité des formules de L(a) qui sont de la forme ®'p®"
ot ® (resp. ®") posséde k atomes, tous de type a (resp. a'l).

Si M' et M" sont les gf associés a ®' et @, cela revient a recoller correctement N = Ny
avec M = M'pM" avec la contrainte supplémentaire que chaque aréte de N ait exactement
un sommet dans F’ et un sommet dans F”.

Les k vecteurs s” — s’ pour lesquels s's” est une aréte de N forment une base orthogonale C
du sous-espace Y engendré par kern.,.

Soit alors #' un vecteur du sous-espace X' engendré par ker m/,

' = Z a(s')s

s'EF!
d’ou
!
! NI D)
py(2') = a(s) ———y
v ; ) )™
ys étant 'unique vecteur de C' de la forme s” — s'. Comme (s',yy) = —1 et (yo,ys) = 2,

Iy =5 3 a(s)

s'eF!
_ 1 12
= Slle'|

et par conséquent aussi

1
IPy+ @I* = Sl

et enfin [pyo («)[|/llo'[ = 1/v2

Il en est évidemment de méme pour un vecteur z” du sous-espace X' engendré par ker m”.
Or d’apres la preuve de (11.2.1) on peut former une base orthogonale de X, le sous-espace
engendré par ker m., avec une base orthogonale de X’ et une de X”.

Sizy,...,z5_1 est une telle base,
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figure 11.2.1
||pYJ-($1)7-._7pYJ-(3rk—1)|| _ ||pYJ—($1)7"'7pYJ—(3rk—1)||
[EFPRRRRE ey | ol flzx—1]l

Py« (@) - - [[Py+ (ze=1)l|

[zl - -l ]]

ce qui entraine

et donne enfin comme condition nécessaire de prouvabilité 'inégalité suivante:
M| > 25"k
Vérifions par ce moyen que la formule
((apla ® 0)) @ A)p(a ® a)p(((a*pat)pla*pat)) @ (ot @ ab))
n’est pas démontrable. M étant le gf associé on calcule aisément & = 6 et A = 2 c’est-a-dire

2k=h\/k = 166

D’autre part M = M'pM", (figure 11.2.1).
. ! . ! ! ! ! ! ! ! H H 9
On calcule une base de ker m., par exemple (2s) — s} — s§, s5 — s5, st — sg) ainsi qu’une base
de ker m! par exemple (4s§ — s{ — s — s — i, s{ — sl') ce qui nous donne
< 6 — S1 — 52 =53 = 54,8 — 55

6

I = |1 2
0 0

1
=22

N OO

et

20 4

"2 _
e =%

‘:24
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figure 11.2.2

On en déduit par (11.2.1) que |[|M|| = [|M'||[|M"|| = 44/33 d’ott ||M|| < 16/6, et le résultat
annoncé.
<

11.3. Un probléme d’optimisation

Terminons par une remarque sur la recherche d’une preuve éventuelle d’un gf M de taille
2k, de frontiere F et vérifiant 737 = 274.
Dans le sous-espace euclidien I ot nous nous sommes placés, M définit un sous-espace

X = kerm.,

et toute partition p des sommets de I’ en paires définit un recollement

n? : F — Ny

et par conséquent un sous-espace Y? = ker nk de L. Une partition qui induit un recollement
correct mazimise alors a( X+, Y?) sur I’ensemble de toutes les partitions possibles. Savoir si
un gf est prouvable revient donc a vérifier si

maxa(X*,Y?)
P

prend bien la valeur prescrite par ||[M]].
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Or, dans notre représentation, le groupe Sy des permutations des sommets de F’ n’est autre
que le sous-groupe Azi_; (cf [Hum, p.5]) des isométries de L engendré par les réflexions
associées aux transpositions des sommets: ce groupe agit transitivement sur I’ensemble des
sous-espaces YP ci-dessus. Si nous fixons arbitrairement un Yy = Y? nous sommes ainsi
ramenés a optimiser

g a(X* gYp)

sur Asp_;. Peut-on en particulier trouver un systéme de générateurs assez petit, mais per-
mettant néanmoins d’obtenir le maximum cherché par approximations successives?
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