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Introduction

E ne veux pas vous faire peur, mais les programmes informatiques sont partout. Et
comme dirait ma grand-mere, « Vos machins informatiques 1a, ¢a marche jamais! ».
Ca n’est pas completement faux. La bonne question est alors comment changer cela,
omment éviter les « bugs » dans les programmes? Un vaste pan de la recherche en in-
formatique a cet objectif : rendre plus stirs les programmes. L'étude et I'amélioration des
langages de programmation est une facon d’y parvenir et cette thése s’inscrit dans cet ef-
fort. Nous y développons un systeme de types pour la détection d’exceptions non rattrapées
dans les langages fonctionnels en appel par nom et en analysons les principales propriétés.
Explication de texte...

1.1 Un mécanisme de programmation : les exceptions

Le mécanisme des exceptions est utilisé par un grand nombre de langages de program-
mation. Son but est de faciliter la gestion des cas qui ne rentrent pas dans le cadre du
comportement ordinaire d'un programme, des cas « exceptionnels ».

Il est commun que I'endroit ot 'on détecte un tel cas exceptionnel ne soit pas le meilleur
endroit pour le traiter. Interviennent alors les exceptions. Le mécanisme des exceptions
consiste usuellement en deux constructions :

— La premiére permet de signaler que l'on a rencontré un cas exceptionnel que 1’on ne
désire pas traiter directement. On dit alors qu’on léve une exception et nous noterons
cette opération raise dans la suite de cette these (certains langages nomment cette
opération throw). Si lors de son exécution le programme évalue une opération raise,
le comportement normal du programme, son flot de contrdle, est remplacé par la
propagation de 1'exception;

— La seconde construction délimite une partie du programme et permet de rattraper
une exception si celle-ci est propagée par la partie délimitée. Nous nommerons cette
opération try/with (dans la tradition de OCaml [L*07]) mais certains langages uti-
lisent la combinaison de mots clefs try/catch (par exemple Java [G]JS96]) ou encore
handle (par exemple SML [MTHMO7]) pour cette opération. Si la partie de code dé-
limitée par le try ne léve pas d’exception, cette construction est invisible pour le
programme. En revanche, si le code propage une exception, celle-ci est rattrapée (on
dit aussi capturée) par la construction qui passe alors le controle du programme a un
gestionnaire spécifique.
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La force des exceptions est de séparer la détection d'une erreur de sa gestion, et ce de
facon transparente pour le programmeur. Cependant, en séparant ces deux opérations,
apparait la possibilité de signaler une exception sans jamais la gérer. Si 1'exécution d'un
programme léve une exception dans une partie de code qui n’est nulle part délimitée par
une construction try, 1’exception se propage jusqu’a la racine du programme qui échoue
alors. L'exception est alors dite non rattrapée. Ce probleme fait ’objet de cette these.

1.2 Les langages de programmation fonctionnels

Nous nous intéressons aux exceptions dans le cadre des langages de programmation
fonctionnels. La programmation fonctionnelle est un paradigme de programmation ot
les fonctions sont des objets de premiere classe. Le modele de ces langages est le A-
calcul [Bar84], et tous les langages fonctionnels modernes peuvent étre vus comme des
extensions du A-calcul. Le A-calcul met I'accent sur la notion de fonction et les deux prin-
cipales constructions y sont la création de fonction (ou A-abstraction), notée Ax.t, et 'ap-
plication d’une fonction t a un argument u, notée t u. La principale regle de calcul est
la B-réduction (notée —p) dont on distingue deux versions : 'appel par nom (ou Call-By-
Name) et 1’appel par valeur (ou Call-By-Value) :

Appel par nom Appel par valeur
(Ax.t)u —pg t{x:=u} (Ax.t) v —p t{x:=0v} (siv estune valeur)

Dans les deux cas, la régle de p-réduction réduit l'application d"une fonction au corps
de cette derniére o1 'argument formel est remplacé par I’argument réel. Mais dans le cas de
I'appel par valeur, la réduction n’est possible que si 'argument est une valeur, c’est-a-dire si
il a été préalablement évalué. Ces deux versions de la B-réduction représentent deux straté-
gies d’évaluation différentes. En présence de non-terminaison ou d’effets (lecture/écriture,
acces mémaoire, .. .), ces deux stratégies different fondamentalement et donnent lieu a deux
grandes familles de langages fonctionnels : les langages en appel par valeur, ou stricts
(ML [LW99], Lisp [Ste90], ...) et les langages en appel par nom! (Haskell [PJe*03], Mi-
randa [Tur85], ...).

Exceptions et appel par valeur. Les langages fonctionnels en appel par valeur, aussi ap-
pelé langages fonctionnels stricts, s’accommodent parfaitement du mécanisme des excep-
tions. En effet, la propagation des exceptions est directement liée a la notion de flot de
controle d’'un programme, et la notion de flot de controle des langages fonctionnels stricts
correspond a celle des langages de programmation impératifs (qui sont des langages stricts
eux aussi).

Dans ces langages fonctionnels, o1 'exécution d’un programme s’exprime en termes
de regles de réduction, la propagation d’une exception s’exprime par les deux regles sui-

vantes? :
(raisee) u — raisee (a)

t (raisee) — raisee (b)

Dans la suite nous confondrons souvent, et sans perte de généralité pour notre propos, la notion théorique
d’appel par nom et celle d’évaluation paresseuse.
2On ne pré ici que 1 ion d. i is-a-vis de lapplication. Les 1 Gali
présente ici que la propagation des exceptions vis-a-vis de l'application. Les langages réalistes
possedent d’autres constructions (filtrage par motif, let...in, ...) qui ont également des régles pour propager
les exceptions. De plus, pour la plupart des langages fonctionnels strict, le terme ¢ dans la regle (b) doit
généralement étre sous forme de valeur pour que la regle s’applique.
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Dans ces regles, e représente une exception, la définition exacte que I'on donne a cette
notion n’ayant pas d’importance ici. Ce peut en particulier étre un simple nom, ou comme
dans le cas de ML, un objet d'une structure de données algébrique.

Typage. Dans cette these, nous allons nous intéresser a une certaine classe de langages
fonctionnels, ceux qui sont statiquement typés [Pie02]. Une des forces de ce typage est
de permettre la détection statique (i.e., a la compilation) d’un certain nombre d’erreurs
de programmation, comme par exemple 1’addition d"un entier a une chaine de caracteres,
opération qui est certaine d’échouer a 1'exécution (sauf bien sir si le langage surcharge
I'addition de fagon a lui donner un sens dans ce cas précis).

Vis-a-vis du typage, I'opération consistant a lever une exception (l'expression raise e)
est un peu particuliere puisqu’elle doit pouvoir étre utilisée n'importe oti, et donc en par-
ticulier a la place d’un entier, d'un caractere, d’une fonction, .. .. La solution généralement
adoptée (au moins par tous les dialectes de la famille ML) est de donner tous les types a
cette opération®. Autrement dit, pour tout type A, le terme raise e est de type A.

Cette solution n’est pas anodine, elle est rendue obligatoire par un certain nombre de
choix de design de langage. Ces choix peuvent étre exprimés par les quatre conditions
suivantes :

1. Le calcul possede la regle (b) ci-dessus;

2. Les regles de typage de I’abstraction et de 1’application y sont les regles standards;
3. L'expression raise e a au moins un type, quel qu’il soit (nommé T par la suite) ;

4. Le calcul vérifie la propriété de préservation du typage par réduction.

Si un langage réunit ces quatre conditions, alors pour tout type habité A, I'opération raise e
a le type A.

Pour montrer ce résultat, considérons un type habité A quelconque et un terme a de
type A, et considérons le terme ¢t suivant :

t = (Ax.a) (raisee)

La fonction Ax.a a type T — A et donc par typage de I’application, t a le type A (conditions
2 et 3). Mais t se réduit sur raise e avec la régle (b) (condition 1) et donc par préservation
du typage par réduction (condition 4), raise e a le type A.

Cette solution qui donne au terme raise e tous les types a un inconvénient majeur : elle
affaiblit la stireté qu’offre le typage. Un programme de type int ne calcule plus forcément
un entier, il peut aussi lever une exception. Il existe des solutions a ce probleme dans la
littérature que nous décrirons dans la section 2.2.

Exceptions et appel par nom. Le cas des exceptions dans un langage en appel par nom
est plus compliqué, justement parce que la propagation des exceptions repose sur la notion
de flot de contrdle. En effet, en appel par nom, on ne peut étre stir qu'une expression
est évaluée que lorsque la valeur qu’elle calcule est utilisée. En conséquence, le flot de
contrdle d'un programme n’est pas prédictible par avance. Plus précisément, la regle (b) de
propagation des exceptions en appel par valeur présentée ci-dessus (la régle f (raisee) —
raise e) n'a pas de sens en appel par nom puisqu’elle n’est applicable que dans un calcul
ou l'argument d"une fonction est évalué.

30n peut d’ailleurs noter que cette question se résout immédiatement dans les langages impératifs puisque
les exceptions ne s’y propagent qu’a travers des instructions qui ont toutes le méme type.
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Une solution, introduite par S. Peyton Jones, A. Reid, F. Henderson, T. Hoare et S. Mar-
low [PJRH'99] pour le langage Haskell, consiste simplement a abandonner cette regle de
réduction incompatible avec 1'appel par nom. La seule régle de propagation des excep-
tions vis-a-vis de l'application étant alors la regle (a) (la régle (raisee) u — raise e).
Autrement dit, une exception n’est propagée que lorsqu’elle est utilisée. Ce changement
impose de voir les exceptions comme liées aux valeurs du programme et non plus au flot
de controle. Dans la suite, nous nous réfererons a ce mécanisme d’exceptions sous le nom
d’exceptions en appel par nom.

Notons que ce mécanisme d’exceptions en appel par nom différe du mécanisme d’ex-
ceptions traditionnel indépendamment de la stratégie adoptée pour la p-réduction. Rien
n’empéche en effet de 1'utiliser en appel par valeur, mais la o1 avec le mécanisme d’excep-
tions traditionnel le programme (Ax.0) (raise e) leve I’exception raise ¢, dans le cadre du
mécanisme d’exceptions en appel par nom, ce méme programme ne léve pas 1’exception e
et se réduit sur 0. Avec le mécanisme d’exceptions en appel par nom, les exceptions ne sont
plus un effet du calcul.

Qu’en est-il du typage pour ce mécanisme d’exceptions en appel par nom? La problé-
matique est la méme que pour le mécanisme traditionnel, & savoir que 'expression raise e
doit pouvoir étre utilisée a la place de n'importe quelle expression. La méme solution est
alors envisageable : donner a cette expression tous les types (c’est d’ailleurs la solution
adoptée dans [PJRH99]), mais elle possede les mémes inconvénients.

La principale contribution de cette these est de proposer un systeme de types pour
les exceptions en appel par nom ou le type d'une expression mentionne les exceptions
que cette derniére peut lever et ot un programme ayant le type des entiers ne peut par
conséquent que s’évaluer sur un entier.

1.3 La théorie des types

Le A-calcul et ses versions typées sont des modéles intéressants pour les langages de
programmation, mais présentent un intérét supplémentaire a la lumiere de 1'isomorphisme
de Curry-Howard, qui met en relation les preuves mathématiques avec les programmes
et les propositions logiques avec les types. Les programmes écrits en A-calcul sont des
preuves mathématiques, leurs types étant les propositions dont ils sont la preuve. Dans ce
cadre, I’étude de systemes de type expressifs pour le A-calcul permet d’obtenir des systemes
qui autorisent a la fois 1'écriture de preuves mathématiques et celle de programmes qui
respectent des spécifications de haut niveau (ces deux activités étant équivalentes). Ces
langages constituent I'étude de la théorie des types.

Un des points de départ des travaux de cette these est I’absence d’un mécanisme d’ex-
ceptions dans 1’assistant d’aide a la preuve CoqQ [Tea06], basé sur le Calcul des Construc-
tions Inductives (CCI) [Wer94]. Dans un langage de la théorie comme CCI, un mécanisme
d’exceptions doit faire face a trois conditions :

1. Le Calcul des Constructions Inductives est pur, il ne considere pas les effets. En consé-
quence, aucune stratégie particuliere pour la p-réduction n’y est fixée. D'un point de
vue théorique, la regle de B-réduction y est donc exprimée sous la forme plus gé-
nérale de 'appel par nom. Ainsi, y forcer I'appel par valeur constituerait une perte
de généralité qui obligerait a revoir la théorie sous-jacente. Pour ces raisons, je pense
que le mécanisme des exceptions en appel par nom est un meilleur candidat que le
mécanisme d’exceptions traditionnel.
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2. Dans les langages de programmation, le choix de typer 1'opération qui leve une ex-
ception (i.e., le terme raise e) avec tous les types implique une perte de stireté du
typage. En théorie des types, ce choix fait perdre la consistance logique du systéme.
En effet, avoir une opération qui a tous les types signifierait avoir une preuve de
n’importe quelle proposition. Plus généralement, on attend du typage d'un langage
de la théorie des types qu’il capture plus de propriétés qu'un langage de program-
mation traditionnel. En particulier, les exceptions levées par une expression doivent
se refléter dans le type de cette expression.

Le systeme de type présenté dans cette thése répond a cette question dans 'optique
du choix des exceptions en appel par nom (voir point précédent).

3. Les langages de la théorie des types manipulent des types d’ordre supérieur et le
typage des exceptions doit donc étre compatible avec cet ordre supérieur. Le cha-
pitre 7 de ce document montre la compatibilité du typage que nous proposons avec
le second-ordre et doit étre vu comme une premiere étape vers 1’objectif du calcul des
constructions.

1.4 Plan de la thése

Dans cette these, nous allons présenter principalement deux calculs : le premier, A,
étend le A-calcul simplement typé. Son étude fera I'objet des chapitres 3 a 6. Le second, F,
est une extension de A, au second ordre et sera 1'objet du chapitre 7. Dans son ensemble, le
manuscrit est organisé de la fagon suivante :

Etat de I’art (Chapitre 2) Nous présentons les travaux existants en relation avec cette these
et les comparons avec notre approche.

Exceptions en appel par nom (Chapitre 3) Nous présentons la syntaxe des termes de A,
et leur sémantique opérationnelle. On prouve également la confluence de la réduction ainsi
qu’une propriété de standardisation de cette réduction.

Le systéeme de types (Chapitre 4) Nous présentons le systeme de types du calcul A; et
les deux notions sur lesquelles il se base : 1'union et la corruption. Nous montrons alors les
propriétés du calcul (préservation du typage par réduction, progression, ...).

Sémantique (Chapitre 5) Nous développons un modele de réalisabilité du calcul A,. On
déduit de ce modele une propriété de normalisation en forme normale de téte faible ainsi
qu’une propriété de sureté du typage pour les types de base.

Extensions (Chapitre 6) Nous présentons plusieurs extensions au calcul A, : ajout d'un
point fixe, ajout de types de données primitifs (produits, listes, ...) et encodage d’entiers
stricts.

Exceptions et second-ordre (Chapitre 7) Nous présentons le calcul F; qui est une ex-
tension du calcul A; avec la quantification de type du second-ordre. Nous développons
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également un modele de réalisabilité de ce nouveau calcul en utilisant des techniques d’or-
thogonalité. Nous y discutons également les encodages du second-ordre en présence d’ex-
ceptions. Ce chapitre constitue essentiellement une version étendue de l'article [Leb08] : A
System F with call-by-name exceptions.

Perspectives (Chapitre 8) Nous décrivons les principales perspectives pour la continua-
tion de ces travaux.
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approche. Nous commengons par expliciter le positionnement de ces travaux (sec-

tion 2.1) avant de rappeler les travaux sur l'analyse statique d’exceptions non
rattrapées en appel par valeur dans la section 2.2. Nous nous intéressons ensuite au cas
des exceptions en appel par nom en section 2.3 avant d’évoquer dans la section 2.4 les
opérateurs de controle dont les exceptions sont souvent considérées comme un cas parti-
culier. Un de nos objectifs est de développer un typage des exceptions compatible avec les
types d’ordres supérieurs et nous évoquerons en section 2.5 les précédents travaux liés aux
exceptions dans ce domaine.

NOUS présentons les travaux en rapport avec nos objectifs et les comparons a notre

2.1 Positionnement

Pour les langages de programmation fonctionnels, on peut distinguer deux mécanismes
d’exceptions distincts :

1. Le mécanisme d’exception traditionnel oti dans une application, une exception est
propagée que ce soit le terme a gauche ou a droite de 'application qui la leve. En
particulier, on a la réduction

(Ax.t) (raise e) — raisee.

2. Le mécanisme d’exception en appel par nom! ot1 une application ne propage que les

exceptions levées par le terme de gauche. On a en particulier la réduction
(Ax.t) (raise e) — t{x := raise e}.

Les langages de programmation fonctionnels ot la B-réduction est en appel par valeur
utilisent tous le mécanisme d’exception traditionnel (lorsqu’ils ont un mécanisme d’excep-
tions). Ce mécanisme n’est toutefois pas compatible avec la f-réduction en appel par nom
et donc, dans les langages fonctionnels avec la B-réduction en appel par nom, le méca-
nisme d’exceptions en appel par nom est utilisé. Notons cependant qu’en principe, rien
n‘empéche d’utiliser les exceptions en appel par nom dans un langage ou la B-réduction
est en appel par valeur.

ICe vocabulaire est spécifique a cette thése, nous ne connaissons pas de dénomination standard pour la
notion exprimée ici.
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Indépendamment du choix de mécanisme, on peut distinguer deux grands choix pour le
typage des exceptions :

1. Les types ne tiennent pas compte des exceptions. La construction raise e a alors
n’importe quel type;

2. Le typage d’un terme rend compte des exceptions que ce dernier peut lever a I'exé-
cution.

Dans le cas ou les types rendent compte des exceptions levées par les termes, nous
distinguons un dernier choix que 1'on peut résumer a la question pragmatique suivante :

L’application du langage permet-elle d’appliquer une fonction f ayant le type
A — B, ou A est un type ne mentionnant pas I’exception e, a un argument qui
peut lever cette exception ? Autrement dit, le terme f (raise ¢€) est-il bien typé?

Une réponse négative impose de disposer d'une opération spécifique pour réaliser cette
application. Un exemple d'une telle opération est 'opérateur >>= d’'Haskell dans le cadre
d’une monade d’exception et nous reviendrons en section 2.3.1 sur les inconvénients d"une
telle approche. Ce choix distingue une propagation implicite des exceptions (ot1 on autorise
f (raise e)) d’une propagation explicite (ott une opération doit étre explicitement utilisée).

Le reste de ce chapitre discute les différents choix que nous venons de présenter. Le
tableau qui suit situe, vis-a-vis de ces choix, les travaux que nous allons présenter et les
travaux de cette these :

Les types mentionnent les exceptions ?

Exns Non Oui
Propagation explicite | Propagation implicite
Type option, monade
Imprecise exceptions d’exception Haskell Les systemes
CBN (section 2.3.2) (section 2.3.1), EX; présentés dans cette
e de Mounier et David thése : A; et F;
(section 2.5)
CBV OCaml [LW99], Leroy et Pessaux
SML [MTHMY97] (Section 2.2)

Dans ce tableau, la ligne CBN désigne le mécanisme d’exceptions en appel par nom, alors
que la ligne CBV désigne le mécanisme traditionnel.

2.2 Typage des exceptions en appel par valeur

Notre objectif est de proposer un typage précis des exceptions en appel par nom, mais
nous avons vu que les exceptions en appel par nom s’obtiennent a partir des exceptions
traditionnelles en abandonnant la régle de propagation des exceptions qui n’est pas com-
patible avec I'appel par nom (la regle (b) de la section 1.2) et en gardant 'autre qui elle est
compatible a la fois avec l'appel par valeur et I'appel par nom (la régle (a) de la section 1.2).
On peut dong, et a juste titre, se demander si les solutions existantes pour le typage des
exceptions en appel par valeur ne peuvent pas étre adaptées au cas des exceptions en appel
par nom.
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Dans les langages fonctionnels en appel par valeur statiquement typé, un programme
qui a le type des entiers peut lever une exception et ainsi, le typage ne donne aucune
information quant au fait qu'un terme peut lever ou non des exceptions a 1’exécution. Une
premiere solution pour régler ce probleme, indépendante du typage, consiste a appliquer
des méthodes d’analyse de flot de contrdle pour détecter les exceptions non rattrapées d'un
programme [YR97, FFCA98]. Une seconde méthode est la modification du systeme de type
afin de prendre en compte ces exceptions non rattrapées. Pour 1'appel par valeur, cette
méthode repose généralement sur la notion de systeme d’effets. Parmi ces travaux, on peut
noter ceux de J.C. Guzmadn et A. Sudrez [GS94] pour ML et de X. Leroy et F. Pessaux [LP99,
Pes00] plus spécifiquement pour le langage OCaml.

Le principe général d'un systéme d’effets est d’annoter le type dune fonction avec les
effets que celle-ci peut produire lors de son évaluation et de modifier les jugements de
typage afin de tenir compte de ces effets. Avec un tel systeme, le type d’une fonction est

AL B ou ¢ représente l'effet que la fonction peut produire lorsqu’elle est appliquée et le
jugement de typage est
't A/

qui se lit « dans l'environnement de typage I, le terme ¢ a le type A et peut produire
'effet ¢ lors de son évaluation ». Dans le cas de 1’analyse d’exceptions, les effets sont des
ensembles d’exceptions pouvant étre levées. Le terme raise e se type alors avec la régle

I'+raisee : A/ {e}

Ce terme est typable par n'importe quel type, mais est caractérisé par le fait qu’il produit
'effet e. La regle de typage de la construction try est

I't:A/¢ ThHu:A/¢
I'Htrytwither—u: A/ (¢ —{e})U¢’

ou si t leve I'exception e, elle est capturée par la construction try comme 1l'indique l'effet
final. Enfin, les regles de typage pour l'abstraction et I’application sont :

T,x:AFt:B/¢ THt: (A 5 B) /@ Tru:A/g
THAx.t: (A 5 B)/@ THtu:B/@Ug

Ces systemes d’effets ne sont toutefois pas adaptés au cas des exceptions en appel par
nom, et pour une bonne raison : les exceptions en appel par nom ne sont pas des effets
mais de simples valeurs du calcul. Pour s’en convaincre, considérons dans un tel systéme
le typage du terme (Ax.Ay.x) (raise e) dont la dérivation de typage est :

I'HAx.Ay.x : A A (B A A)/D Fl—raise:e : A/ {e}
Tk (Ax. Ay.x) (raisee) : (B 2 A)/{e}

En appel par valeur et avec le mécanisme d’exceptions traditionnel, ce terme se réduit sur

raise e qui effectivement a le type B 2 Aet produit 'effet {e}. En revanche, dans le cas

9
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des exceptions en appel par nom, ce méme terme se réduit sur Ay.raise e. Or ce terme
ne leve aucune exception (il n'a pas d’effets) et, avec les notations des systemes d’effets,

a le type B A Un systeme de types pour les exceptions en appel par nom doit étre
capable de rendre compte d'un tel phénomene ot une fonction enfouit une exception dans
son corps, ce dont les systemes d’effets ne sont pas capables. Nous reviendrons sur ce
phénomene d’enfouissement, spécifique aux exceptions en appel par nom, qui motivera
I'introduction de la construction de type au cceur des travaux de cette these, la corruption.

2.3 Exceptions et appel par nom

Parce que le mécanisme traditionnel des exceptions est lié au flot de controle d'un
programme et que les langages en appel par nom n’ont pas une notion de flot de controle
aisément prédictible statiquement, I’ajout d"un tel mécanisme est compromis. En appel par
nom, la seule facon productive de raisonner sur une expression est de considérer la valeur
qu’elle calcule et non la facon dont cette valeur est calculée. Les exceptions doivent donc y étre
repensées en terme de valeurs et non de flot de controle. Dans cette section, nous allons
voir les deux principales solutions pour la gestion des cas exceptionnels en appel par nom
en considérant le cas du langage paresseux Haskell. La premiére solution est le codage des
exceptions dans les valeurs du langage. La seconde est le mécanisme primitif des exceptions
imprécises introduit dans [PJRH99].

2.3.1 Coder les exceptions dans le calcul

L’idée de coder les exceptions dans les valeurs du langage n’est pas nouvelle [Wad85,
Spi90]. Le principe est de définir un type des valeurs potentiellement exceptionnelles, par
exemple le type ExVal suivant :

data ExVal a = OK a
| Exn Exception
data Exception = DivideByZero
| UserError

ot le type Exception permet de définir différentes sortes d’exceptions. Ce type ExVal per-
met alors de définir une fonction renvoyant une valeur potentiellement exceptionnelle. Par
exemple,

pred :: Integer -> ExVal Integer
pred n = if n > O then OK (n-1) else Exn UserError

Par ailleurs, ExVal forme une monade [Mog91, Wad90], permettant ainsi d’utiliser toute
la machinerie monadique pour le manipuler. Cette approche possede plusieurs avantages,
parmi lesquels on citera :

— Qui dit codage, dit non extension du langage. Toutes les propriétés du langage sont
conservées ;

— Le type d’une expression indique si cette expression peut « lever une exception ».
Notons cependant que le type n’'indique que si I'expression est potentiellement ex-
ceptionnelle et non pas quelles exceptions en particulier peuvent étre renvoyées. Ce-
pendant, au moins dans le cas olt ExVal est considéré comme une monade, P. Wadler
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et P. Thiemann [WT03] ont montré que 'on pouvait greffer par-dessus un systeme
d’effets, permettant alors de résoudre ce probléme.
Cependant, cette approche posséde également un certain nombre d’inconvénients :

— En codant les exceptions, on en perd 1'une des principales caractéristiques, la pro-
pagation implicite. Une exception, ou plus exactement une valeur exceptionnelle
doit étre explicitement propagée par le programmeur, polluant ainsi le code avec du
« bruit » supplémentaire. Prenons 1'exemple de 'application d"une fonction f sur les
entiers (f :: Integer -> Integer) a un argument x qui est potentiellement excep-
tionnel (x :: ExVal Integer). Dans le cas ot ExVal est un simple type algébrique,
on doit écrire :

case x of
Ok a -> 0k (f a)
Exn e -> Exn e

Si ExVal est une monade d’exception, le traitement de 1’exception est automatisé mais
on doit tout de méme écrire :

x >>= (\a -> return (f a))
ou, en utilisant la do-notation d’'Haskell :

do a <- x
return (f a)

Dans tous les cas, la propagation n’est pas aussi transparente pour le programmeur
qu’avec les exceptions dans un langage en appel par valeur (ou1 on utiliserait la simple
application £ x).

— Lorsqu’on utilise les exceptions, on rend artificiellement le langage strict (ceci est dii
au fait que les monades d’'Haskell sont en appel par valeur). La monade force I'évalua-
tion d’un argument potentiellement exceptionnel pour vérifier s’il est exceptionnel ou
non. Et méme si dans la majorité des cas d’utilisation des monades (entrées-sorties,
états mémoires, ...) cette évaluation est nécessaire, nous pensons qu’elle peut étre
évitée dans le cas des exceptions.

— La modularité et la réutilisation de code est en partie compromise, en particulier pour
les fonctions d’ordre supérieur. Considérons 1’exemple d’une fonction sort de tri de
listes prenant en argument une fonction de comparaison qui renvoie un booléen. Son
type en Haskell est :

sort :: (a -> a -> Bool) -> [a] —-> [a]
ou [a] désigne le type des listes. Une telle fonction ne peut pas étre utilisée avec une
fonction de comparaison dont le résultat est potentiellement exceptionnel, c’est-a-dire
avec une fonction cmp de type :

cmp :: a -> a —-> ExVal Bool

Pour utiliser une telle fonction de comparaison, il faut changer le code (et donc le
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type) de la fonction sort, du code devant y étre ajouté pour propager l'exception
lorsque la fonction de comparaison y est utilisée. Notons que ceci est en partie lié au
fait que la propagation n’est pas implicite.

— Il n’y a pas de fagon canonique de quitter la portée d'une monade, les effets repré-
sentés par une monade sont globaux. Dés qu’on utilise une exception, le code dans sa
globalité devient impur et les opérations de la monade ne permettent pas de restau-
rer la pureté. Toutefois, des solutions a ce probléme existent. La majeure partie de ces
solutions consiste en 1’extension du systeme monadique par de nouvelles construc-
tions [Fil96, Kie98, Fil99]. Une autre solution est proposée par A. Nanevski [Nan(05]
qui utilise une co-monade notamment pour encoder les exceptions. Aucune de ces
solutions ne regle cependant les inconvénients mentionnés dans les trois points pré-
cédents.

2.3.2 Mécanisme d’exceptions primitif

Puisqu’un codage des exceptions n’est pas pleinement satisfaisant, on peut envisager
un mécanisme d’exceptions primitif pour ’appel par nom. Plusieurs solutions vont dans
ce sens [DH90, Gov93, Rei98, PJRH"99]. Nous allons décrire la solution la plus aboutie,
celles des exceptions imprécises de S. Peyton Jones, A. Reid, T. Hoare, S. Marlow et FE. Hen-
derson [PJRH"99].

Nous en avons déja expliqué l'idée globale sous le nom d’exceptions en appel par nom.
Tel qu'il est appliqué a Haskell, le mécanisme des exceptions imprécises consiste a consi-
dérer les exceptions comme des valeurs de n’importe quel type. Ainsi, pour n’'importe quel
type, une valeur est soit « normale », soit « exceptionnelle ». S. Peyton Jones et al. re-
marquent d’ailleurs que cette idée d’exceptions comme valeurs existe déja dans le monde
des langages impératifs avec les NaNs (Not-A-Number) et les infinités du standard IEEE
pour l'arithmétique a virgule flottante [CCGT84].

Concretement, le type Exception est défini par :

data Exception = DivideByZero

| Overflow
| UserError String

De plus, est ajouté a Haskell la fonction primitive raise qui pour tout type plonge une
exception en une valeur exceptionnelle de ce type :

raise :: Exception -> a

Pour pouvoir rattraper une exception, la fonction primitive getException est également
définie. Elle détermine si une valeur est exceptionnelle ou non? :

getException :: a -> ExVal a
ou ExVal est simplement le type énuméré :

0K a

data ExVal a =
| Exn Exception

2Le type exact de getException dans [PJRHT99] est: a -> I0 (ExVal a).
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Propagation. Avec ce mécanisme, les exceptions ont le méme statut que les autres valeurs.
En particulier, la notion de propagation doit étre quelque peu réexaminée puisque les ex-
ceptions ne se propagent que de fagon paresseuse, que lorsqu’elles sont utilisées (autrement
dit, quand elles sont en téte de calcul). En particulier, elles peuvent se cacher dans un terme
non évalué. Pour illustrer ce comportement, considérons la fonction zipWith définie comme
suit :

zipWith :: (a2 => b -> ¢) -> [a] > [b] —> [c]

zipWith £ [] (1 =[]

zipWith f (x:xs) (y:ys) (f x y) : (zipWith f xs ys)
zipWith f xs ys raise (UserError "Unequal lists")

Cette fonction Haskell applique la fonction f aux éléments de méme indice dans les deux
listes en entrée, renvoyant la liste résultat en sortie. Et si les listes n’ont pas la méme taille,
une exception est levée. Un appel a la fonction zipWith peut retourner diverses sortes de
résultats :

— Il peut retourner une valeur exceptionnelle directement, c’est le cas par exemple avec
zipWith (+) [1 [1];

— Un appel a zipWith peut aussi retourner une liste qui n’est pas bien formée, la fin
de cette liste étant une valeur exceptionnelle, par exemple zipWith (+) [1] [1,2].
Dans un tel résultat, 1’exception joue le role d'une valeur de type liste. Et parce
qu’Haskell est un langage paresseux, ce résultat ne s’évalue pas sur I'exception direc-
tement;

— Un appel peut retourner une liste parfaitement formée, dont la structure est comple-
tement définie, mais dont certains éléments sont des valeurs exceptionnelles. C’est
le cas avec zipWith (/) [1,2] [1,0] dans lequel une exception joue le role d'une
valeur de type entier.

Ce sont les valeurs qui peuvent étre exceptionnelles et non les appels de fonctions, ces valeurs
exceptionnelles pouvant se cacher dans des structures de données paresseuses. Donc pour
étre slir qu'une structure de données ne contient pas de valeurs exceptionnelles, on doit
forcer 1’évaluation de tous les éléments de cette structure, ce qui s’effectue en Haskell grace
a la fonction primitive seq.

L'imprécision des exceptions. Dans cette thése, nous allons reprendre le principe d’ex-
ceptions imprécises (mais sans 1'imprécision). Nous avons précédemment désigné ce mé-
canisme sous le nom d’exceptions en appel par nom et le lecteur qui I'a découvert avec
la présentation que nous venons d’en faire se demande probablement pourquoi Peyton
Jones et al. I’'ont nommé exceptions imprécises. La raison a a voir avec 1’évaluation d'une
expression telle que

(1/0) + (raise Overflow)

Avec les exceptions imprécises et contrairement au cas des exceptions en appel par valeur
ou généralement un ordre d’évaluation arbitraire est fixé, une telle expression renvoie 1’en-
semble des deux exceptions renvoyées a gauche et a droite du +. Une valeur exceptionnelle
n’est alors plus une simple exception mais un ensemble d’exceptions. L'intérét est qu’alors
I'addition est commutative méme en présence d’exceptions, et plus généralement, ce choix
permet de conserver bon nombre de transformations de programmes utiles notamment
pour la compilation (en particulier celles modifiant 1’ordre d’évaluation).

13
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Les calculs que nous présentons dans cette these seront munis d’entiers. Toutefois 1’ad-
dition n’y sera pas primitive mais définie a partir d'un opérateur de récursion similaire
a celui du Systeme T [GTL89] et ainsi un choix d’évaluation sera réellement effectué et
ce choix dépendra du codage de 1’addition. Nous verrons en particulier que 1’addition ne
sera pas commutative en présence d’exceptions. En tout cas, 'imprécision des exceptions
de [PJRH99] n’aura pas lieu d’étre dans nos calculs et pour cette raison, nous conserverons
dans la suite le nom d’exceptions en appel par nom.

2.4 Opérateurs de controle

Les exceptions (usuelles) sont des opérateurs de controle (au sens ou elles modifient
le flot de controle), mais elles ne doivent pas étre confondues avec les continuations qui
ont une sémantique statique. En particulier, exceptions et continuations ne peuvent pas
s’exprimer 1'une a partir de l'autre [RT99, Thi02].

Cependant, comme nous 'avons remarqué, le mécanisme d’exceptions usuel n’est pas
adapté a I’appel par nom (voir section 1.2) et nous considérons dans cette these le méca-
nisme d’exceptions que nous avons nommé exceptions en appel par nom. Or, ce mécanisme
n’est pas un opérateur de contrdle au sens ot il ne capture pas, ni ne modifie le flot de
contrdle du programme. Les exceptions n’y sont que des valeurs particulieres du langage.

Par ailleurs, cette thése traite de la détection statique des exceptions non rattrapées et
nous ne connaissons pas de travaux sur les opérateurs de controle traitant de ce probleme
(hormis les travaux traitant spécifiquement du mécanisme des exceptions, travaux que nous
avons déja mentionnés en section 2.2).

2.5 Les exceptions en théorie des types

Un de nos objectifs est de développer un mécanisme d’exceptions adapté a la théorie
des types (pris ici dans un sens tres large), notamment dans son utilisation pour la preuve
de programmes. Comme nous 1’avons déja précisé (section 1.3), les exceptions doivent y
étre précisément typées pour des raisons de cohérence. Leur gestion dans ce cadre a fait
I'objet d’une attention plus récente.

Une premiere solution consiste a étudier un systeme faisant le choix de l'appel par
valeur. C’est le cas du langage PML de C. Raffalli [Raf07] qui est une variante de ML
destinée a la preuve de programme. PML posséde un mécanisme d’exceptions précisément
typé et celui-ci repose sur un systeme similaire a celui de X. Leroy et F. Pessaux [LP99] (voir
section 2.2). Nous nous intéressons toutefois ici au cas de l'appel par nom. Comme pour
les langages de programmation traditionnels, on distingue deux approches : le codage des
exceptions dans le langage et les mécanismes d’exceptions primitifs.

Codage des exceptions. Le codage des exceptions dans les valeurs tel que nous "avons
présenté dans le cadre d’'Haskell peut étre adapté a la théorie des types. En particulier,
G. Barthe, J. Hatcliff et P. Thiemann ont proposé de combiner les monades et les systemes
de types purs [BHT97], permettant ainsi un codage monadique des exceptions dans ces
systemes. Cette approche souffre néanmoins des mémes inconvénients que ceux que nous
avons décrits dans la section 2.3.1.
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Exceptions primitives. La seule proposition d’ajout d’exceptions primitives dans un lan-
gage en appel par nom destiné a la preuve de programmes que nous connaissons est
I'extension EX, d’AF, proposé par R. David et G. Mounier [DM04, Mou99]. Ce systéme
propose un mécanisme d’exceptions « a la CAML » dont la logique induite est celle du
systeme F. La réduction de EX; est en appel par nom, mais cependant aucune regle de
typage ne permet l'application direct d"une fonction sur les entiers a une valeur exception-
nelle. En pratique, la propagation des exceptions est forcée a I'aide des opérateurs de mise
en mémoire de J.L. Krivine [Kri90] permettant de simuler I'appel par valeur dans l’appel
par nom. On y retrouve en particulier les inconvénients de la propagation non implicite
(voir section 2.3.1). Par ailleurs, la notion de valeur exceptionnelle y est liée a celle de type
de données et par exemple, la notion de valeur exceptionnelle de type A — B n’y existe

pas.
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Exceptions en appel par nom

nous l’avons motivé en introduction, les exceptions de ce calcul en sont des valeurs
et se comportent comme telles (tant que la S-réduction est concernée). La dyna-
mique des exceptions de A ne devra donc pas étre pensée en termes de controle du flot
d’exécution comme c’est habituellement le cas pour les exceptions.
Nous allons commencer par présenter la syntaxe des termes du calcul (section 3.1),
avant de présenter la réduction et d’en démontrer les propriétés (section 3.2). Enfin, en
section 3.3, nous donnerons quelques exemples.

C E chapitre présente les termes du calcul A, et leur sémantique opérationnelle. Comme

3.1 Les termes du calcul

Définition 3.1 (Termes de A;)
Un terme de A¢ est défini comme une production de la grammaire suivante :

t = x (variable)
| Ax.t (abstraction)
\ tt (application)
| raise ¢ (levée d’exception)
| trytwithe— ¢ (rattrapage d’exception)
| 0 (zéro)
\ S (successeur)
| rec (récursion sur les entiers)

A la syntaxe des termes du A-calcul, on ajoute deux constructions manipulant les ex-
ceptions : raise € et trytwithe — f. Dans ces constructions, ¢ représente un nom d’ex-
ception et I'on suppose donné un ensemble (infini) dénombrable de noms d’exceptions &
(donc e € £). La construction raise ¢ leve I'exception de nom ¢, alors que la construction
trytwithe — u capture I'exception ¢ si t la leve (c’est a dire, si t se réduit sur raise ¢€), se
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réduisant alors sur u. Le calcul est également muni d’entiers primitifs avec un opérateur de
récursion semblable a celui du Systeme T de Godel : rec.

Abréviation
On utilisera ’abréviation S" t (ot n € IN) pour désigner le terme

n fois

Et en particulier, lorsque t est le terme 0, on notera plus simplement par # le terme S" 0 (i.e.
1=50,2=S5(S0),...).

L'ensemble des termes de A, est noté 7. Les notions de variables libres et liées sont
définies comme d’habitude, de méme que la substitution dans un terme ¢t d"une variable x
par un terme u, notée t{x := u}. L'ensemble des variables libres d"un terme t est noté FV ()
et un terme est dit clos s’il ne posseéde aucune variable libre (FV(t) = @). De plus, nous
considererons toujours les termes modulo a-équivalence (c’est a dire modulo le choix des
noms effectifs des variables liées). Enfin, remarquons que, comme il est d"usage avec les
exceptions, la construction tryfwithe — u n’est pas un lieur (ni dans ¢, ni dans u) pour
le nom d’exception ¢, les exceptions ayant une portée globale. La substitution vérifie en
particulier le lemme de substitution suivant :

Lemme 3.2 (Substitution) Sit, u et v sont des termes quelconques et x et y sont deux variables
de termes tels que x # y et x ¢ FV(v), alors on a

Hx:=ul{y :=v} =Hy :=ov{x:=u{y :=v}}

Preuve :
La preuve de ce lemme est habituelle, les constructions spécifiques a A, a savoir les constructions
raise et try ne posent pas de difficultés particulieres.

L'application est associative a gauche : le terme f u v doit étre compris comme (f u) v.
La portée de la lambda abstraction est la plus large possible : le terme Ax.t u doit étre
compris comme Ax. (f u).

Vocabulaire
On définit le vocabulaire suivant :
— Dans le terme trytwith e — u, on appellera ¢ le corps de la construction try et u son
gestionnaire ;
— Par abus de langage, nous appellerons exception a la fois le nom d’exception ¢, mais
aussi le terme raise e.



3.2. Evaluation

Traditionnellement, 1’évaluation du terme trytwith e — u consiste d’abord en l'évalua-
tion du terme ¢, jusqu’a ce que celui-ci soit sous une forme permettant de décider s’il s’agit
d’une exception ou non. Pour ce faire, on définit la notion de valeur réguliere représentant
les valeurs du langage qui ne sont pas des exceptions.

Définition 3.3 (Valeurs régulieres de A;)
Une valeur réguliere est un terme dont la forme est définie comme une production de la grammaire

suivante :
Ax.t
0

| S | St

Y =
|
| rec | rect | rectt

On remarquera en particulier que le terme S t est une valeur réguliére, méme si t n’est
pas une valeur réguliére. Le terme S (raise €) est par exemple une valeur réguliere.

La notion de valeur est alors définie a partir de celle de valeur réguliere par :

Définition 3.4 (Valeur)
Une valeur est un terme dont la forme est définie comme une production de la grammaire suivante :

h:=v|raisee

ol v représente une valeur régquliere au sens donnée par la définition 3.3.

On nommera valeur close une valeur qui ne contient aucune variable libre.
3.2 Evaluation

3.2.1 La réduction

Définition 3.5 (Notion de réduction)
La notion de réduction est la relation — définie par les regles suivantes :

Ax.t)u — t{x:=u} (B)
(raisee)t — raisece (rapp)
try (raise ¢)withe—u — u (catch)
try (raise ¢ )withe —u — raiseé (sie £¢€) (trai)
tryvwithe—u — v (si v valeur réguliere) (tval)
reczf0 — z (recz)
recz f(Sn) — fn(reczfn) (recs)
recz f (raisee) — raisece (recr)
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Définition 3.6 (Réduction)

La relation de réduction — est définie comme la cloture contextuelle de la notion de réduction. Plus
précisément, elle est définie comme la plus petite relation dérivable en utilisant les régles d’inférences
de la figure 3.1.

De plus,
— On note —* la cloture réflexive et transitive de la réduction.
— On note =g la cloture réflexive, transitive et symétrique de la réduction et si deux termes t et
t' vérifie t =g t', on dira qu'ils sont convertibles ou encore p-équivalents’.

t = t — ¢t
—— (red ——— (red
F =g el At — axp
t— t u — u
red ———— = (red
tu — (redappr) tu—>tu/( w2/
!/
e (rediyr)
tryfwithe — u — trytf wither— u
!/
w—u 7 (T’EdtryZ)
trytwithe — u — trytfwithe— u

F1G. 3.1 — Regles de réduction de A..

On peut remarquer que :

— Le terme raise ¢ est une valeur comme une autre. Il est donc en particulier effacable
(par exemple (Ax.0) (raise €) — 0) et peut étre enfoui sous des abstractions ou des
successeurs (par exemple, S (raise €) n’est pas réductible) ;

— Le terme trytwithe — u se réduit (sur f ou u) seulement si t est est une valeur
réguliere ou une exception.

On dira qu'un terme t leve I'exception € si ce terme se réduit (au sens de —* ) sur
I'exception de nom ¢ (c’est a dire sit —* raise ¢).

Remarquons que l'opérateur try est a liaison dynamique. Par exemple, lors de la ré-
duction du terme
(Ax.tryxwithe — 0) (raise ¢),

I'exception € va étre capturée par la construction try (ce terme se réduit sur 0). La construc-
tion try n’est pas un lieur pour e.

Parce que la réduction est confluente (théoréeme 3.7 qui fait 1’objet de la sous-section
suivante), deux termes t et t’ sont convertibles (¢ =p t') si et seulement si ils ont un réduit
commun (ie. il existe un terme u tel que t —* wett —* u).

IRemarquons que le terme B-équivalents et la notation = p sont des abus de langages au sens ott la réduction
de A¢ ne contient pas que la regle B.



3.2. Evaluation

3.2.2 Confluence

La réduction de A, est confluente :

Théoreme 3.7 (Confluence de la réduction) Si t, u et u’ sont des termes tels que t —* u et
t —* u', alors il existe un terme v tel que

u —" v et u —* o

Preuve :

La preuve de confluence du calcul se fait en utilisant la méthode de Tait et Martin-L6f pour
le A-calcul que l'on pourra trouver par exemple dans [Bar84]. On définit pour cela une notion
de réduction paralléle adaptée a notre calcul. La réduction parallele d'un terme t vers un terme u
notée t = u est définie inductivement comme la plus petite relation définie par les régles
d’inférences de la figure 3.2. On note =" Ila fermeture réflexive et transitive de la réduction
parallele. On utilise le lemme 3.8 pour montrer que la réduction parallele vérifie la propriété du
diamant et on conclut alors en utilisant le lemme 3.10 qui nous dit que —* = ="*.

/ /
t =t u= u (Pﬁ)

(pid) Ax.t) u = t'{x:=u'}

t =t

t =t u=u
tu = t'u

(prapp)

t =t
- (plam)

At = Ax.f (papp)

(raisee)t = raisece

u = u
try (raise ¢)withe — u = u

eF£¢

try (raise ¢)withe — u = raise ¢

5 (pcatch)

(prai)

t=t u=u
trytwithe — u = tryt withe— u

7 (ptry)

v = v v valeur réguliere
/

. (ptval)
tryvwithe—u = v

z=2Z f=f n=rn
recz f (Sn) = f'n (recZ f'n')

z = 7
reczf0 = z

s (prz) (prs)

(prr)

recz f (raise ¢) = raisece¢

F1G. 3.2 — Réduction parallele de A,.
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Lemme 3.8 (Propriété du diamant pour la réduction parallele)
Soit t, u et u' des termes tel quet = wuett = u’', alors il existe un terme v tel que

u=vuo e u = o

Preuve :

On procede par induction simultanée sur les dérivations de t = u et t = u’. La majorité des
cas sont soit triviaux (lorsque l'une des deux regles est (pid)), soit se résolvent par une simple
application de I'hypothese d'induction. Seuls les cas ot 'une des régles est la régle (pB) nécessitent
en plus 'utilisation du lemme 3.9 afin de conclure.

Lemme 3.9 Sit, t', u et u' sont des termes tels que t = t' et u = u’, alors

tH{x:=u} = V{x:=u'}.

Preuve :
La preuve s’effectue par une simple induction sur la structure de ¢ et en raisonnant par cas sur la
régle ayant été utilisée pour dériver t = t'. Aucun cas ne présente de difficulté particuliere.

Lemme 3.10 Soit t et u deux termes, alors t —* u si et seulement si t =* u.

Preuve :
Il suffit de montrer que == C —* et — C = . Les preuves de ces deux inclusions sont de
simples inductions sur les définitions de — et = .

3.2.3 Réduction vers une valeur

Définition 3.11 (Avoir une valeur)
On dira qu’un terme t a une valeur s’il se réduit sur une valeur, c’est a dire si il existe une valeur v
telle que t —* v.

Remarquons que si t est un terme clos et si t a une valeur v, alors trytwithe — u se
réduit ou bien sur v, ou bien sur u.

3.2.4 La réduction de téte faible



3.2. Evaluation

Définition 3.12 (Réduction de téte faible)

La réduction de téte faible —,, est définie comme la plus petite relation dérivable en utilisant
les regles d’inférences données en figure 3.3. La cloture réflexive et transitive de la réduction de téte
faible est notée — .

b=t (hred) t_>—u’ht/

(hred,,)
t—oy tu —qop tu P

t —wh i'/

(hredy,)
trytwithe — u —yy, tryt withe — o/ Y

t —wh i”

hred
recz ft —yy Tecz f I (hredrec)

F1G. 3.3 — Regles de réduction pour la réduction de téte faible dans A..

Remarquons que cette réduction possede une regle spécifique pour le récurseur rec
puisque la regle de réduction pour 'application (hred,,,) ne prend plus ce cas en compte.

Lemme 3.13 Si t, ' et u sont trois termes tels que t —* t' alors

H{x:=u} =2, t'{x:=u}

Preuve :

On prouve que si t —,, t' alors t{x :=u} —y '{x:=u}, le passage a la cloture réflexive et
transitive étant ensuite direct. Cette preuve s’effectue par une simple induction sur la dérivation
det —y, t'. Le cas de la B-réduction utilise le lemme de substitution (lemme 3.2).

Définition 3.14 (Avoir une valeur par la réduction de téte faible)
On dira qu'un terme t a une valeur par la réduction de téte faible s’il se réduit sur une valeur
par la réduction de téte faible, c’est a dire si il existe une valeur v telle que t —7, v.

On peut remarquer que les valeurs sont des formes normales pour la réduction de
téte faible. La réciproque n’est pas vraie en général, méme pour les termes clos, puisque
rec 0 0 (Ax.x) est par exemple une forme normale pour la réduction de téte faible mais
n’est pas une valeur. Ce terme est cependant mal typé et lorsque nous aurons introduit le
typage, le théoreme de progression du calcul de A, (théoreme 4.47) montrera que les formes
normales closes pour la réduction de téte faible qui sont bien typées sont des valeurs.
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On va maintenant montrer la propriété de standardisation de la réduction (théoreme 3.21)
a partir de laquelle on va montrer qu’un terme a une valeur si et seulement si il a une valeur
par la réduction de téte faible.

3.2.5 Standardisation

Le but de cette section est de montrer qu’avoir une valeur (définition 3.11) équivaut a
avoir une valeur par la réduction de téte faible (définition 3.14).

Remarquons d’abord que le sens ‘avoir une valeur par la réduction de téte faible im-
plique avoir une valeur’ est évident puisque la réduction contient la réduction de téte
faible. Pour montrer l'autre sens de 1’équivalence, on va montrer que la réduction vérifie
une forme de standardisation [Mit79]. On va pour cela s’inspirer de la preuve de standardi-
sation proposée par J. McKinna et R. Pollack dans [MP99] utilisant une notion de réduction
paralléle interne.

Définition 3.15 (Réduction paralléle interne)
La réduction paralléle interne (ou plus simplement réduction interne) pour le calcul A¢ est définie
comme la plus petite relation dérivable a I'aide des regles d’inférence de la figure 3.4.

= ) t =it u=u .

— (i 1 (iapp)
Foo ) Sy o ey W S PP
Y /

t =t u=u (itry)

trytwithe — u =; trytwithe— u

F1G. 3.4 — La réduction interne
Cette réduction autorise la réduction parallele de tous les radicaux a I'exclusion de ceux

en téte.
Commengons par montrer que la réduction interne implique la réduction parallele :

Lemme 3.16 Si t et u sont deux termes tels que t =; u, alors

t = u

Preuve :
Il est facile de vérifier que la réduction interne est bien un cas particulier de la réduction parallele.

On montre également les deux lemmes suivants :



3.2. Evaluation

Lemme 3.17 Sit, t/, u, u' et v sont des termes tels que t =; t'etu —* v =; u'etu = u,
alors il existe un terme w tel que

Hx:=u} =2, w =; '{x:=u'}

Preuve :
On raisonne par induction sur la dérivation de t =; . Si la derniére regle utilisée est :

(iid) On est exactement dans le cas du lemme 3.18.

(ilam) On est dans le cas ou il existe s et s’ tel que t = Ax.s, t' = Ax.s' ets = . Alors
tH{x:=u} = Ax.s{x:=u}ett'{x:=u'} = Ax.s'{x := '} (par définition de la substitution).
Mais puisque l'on a u = u/, le lemme 3.9 nous donne s{x:=u} = s'{x:=u'} et
finalement Ax.s{x :=u} =; Ax.s'{x:=u'} avec la regle (ilam).

(iapp) On est dans le cas ou il existe 7, ¥/, s et s’ tel que t = rsett =1 s avecr =; 1 et
s = s'. Par hypothese d'induction il existe rg tel que r{x :=u} —* ro =; r'{x:=u'}
etdonct —%, rgs{x:=u}. Maiscommes = s’ etu = u',lelemme 3.9 nous donne
s{x:=u} = s'{x:=u'} et donc finalement, en appliquant la regle (iapp), ro s{x := u} =;
{x:=u'} {x:=u'}.

(itry) Onestdans le casouilexister, 7', sets' tel que t = tryrwithe— sett = tryr wither— ¢
avec r =; 1’ ets = s'. Par hypothese d’induction il existe g tel que r{x:=u} —I,

ro =; {x:=u'} etdonct —%, tryrgwithe— s{x:=u}. Mais commes = s’ etu =

', le lemme 3.9 nous donne s{x := u} = s’{x:=u'} et donc finalement, en appliquant la

regle (iapp), tryrowithe — s{x :=u} =; tryr'{x:=u'}withe— '{x :=u'}.

Lemme 3.18 Sit, u, u’ et v sont des termes tels que u —7, v =; u' et u = u', alors il existe
un terme w tel que
tH{x:=u} -, w =; t{x:=u'}

Preuve :
On procede par induction sur la structure du terme ¢ :

- Sit = x, alors on conclut directement avec 'hypothese u —%, v =; u'.

- Sit=y(ouy#x)out =raisecout=0o0ut=Sout=rec, alors t{x:=u} =t{x:=u'}
et on conclut directement.

- Sit = Ay.s, alors puisque s = setu = u', le lemme 3.9 nous donne s{x:=u} =
s{x :=u'}. Donc finalement Ax.s{x :=u} =; Ax.s{x:=u}.

- Sit = r s, alors par hypothese d’induction, il existe g tel que r{x:=u} —¥, 19 =
r{x:=u'} etdonc t{x :=u} —  ros{x:=u}. Parailleurs, puisque s = setu = u/,
le lemme 3.9 nous donne s{x:=u} = s{x:=u'}. Donc finalement ry s{x:=u} =;
r{x:=u'} s{x:=u'}.

- Sit = tryrwithe +— s, alors alors par hypothése d’induction, il existe rg tel que
rH{x:=u} =X, r =; r{x:=u'} etdonc t{x:=u} —! tryrowithe — s{x:=u}.
Par ailleurs, puisque s = setu = 1/, lelemme 3.9 nous donne s{x := u} = s{x:=u'}.
Donc finalement tryrowithe — s{x :=u} =; tryr{x:=u'}withe — s{x:=u'}.

On va montrer que toute suite de réductions peut se réécrire comme une suite de ré-
ductions de téte faible suivie d"une suite de réductions internes. On commence par montrer



26 Chapitre 3 — Exceptions en appel par nom

le lemme suivant (qui utilise la réduction paralléle plutot que la réduction, mais rappelons
que =% = —* (lemme 3.10)) :

Lemme 3.19 (Semi-Standardisation) Si t et u sont deux termes tels que t = u, alors il existe
un terme to tel que
t _)Z)h to =; u

Preuve :
La preuve procede d'une induction sur la dérivation de t = u. Si la derniéere regle utilisée est :

(pid) C'estvraicart =; t.

(pB) Ona (Ax.t) u = t'{x:=u'} cart = t etu = u'. Par hypothese d'induction sur t = t/,
il existe to tel que t —*  to = tetdonc (Ax.t) u —yy Hx:=u} —*, to{x:=u} (en
utilisant le lemme 3.13). Ensuite, comme par hypothese d’induction sur u = 1/, il existe
ug tel que u —7, up =; u, on conclut en appliquant le lemme 3.17.

(plam) On a Ax.t = Ax.t' cart = t. Donc on a directement Ax.t =; Ax.t.

(papp) Onatu = t'u' cart = t' etu = u'. Par hypothese d'induction sur t = ¢/, il existe
totel quet —%, to =; t'. Alorstu —%, tou =; t'u'.

(prapp) On conclut directement puisque (raise €) t —,;, raisee.

(pcatch) On a try (raise ¢)withe — u = u' caru = u'. Or try (raise ¢)withe — u —y), u
et on conclut donc avec ’hypothese d’induction appliquée a u = u’.

(prai) On a try (raise ¢’)withe — u = raise ¢, mais on conclut alors directement puisque
try (raise ¢')withe — u —), raise €.

(ptry) On a trytwithe — u = tryt withe — ' cart = t etu = u'. Par hypothese
d’induction sur t = t, il existe to tel que t —%, ty =; t'. Alors trytwithe = u —yy,
trytowithe — u =; tryt withe — u'.

(ptval) On a tryvwithe — u = ¢ carv = v et v est une valeur réguliere. Mais alors
tryovwithe — u —yy; v et on conclut par hypothese d'induction appliqué a v = v’
(prz) On arec z f 0 = 2 car z = Z'. On applique alors 'hypothese d’induction

sur z =z’ et on obtient qu'il existe zy tel que z —¥,  zp =; 2. Mais alors

rechO —wh Z _>:<Uh Z0 = Z.

(prs) Onarecz f (Sn) = f'n' (recz ffn')carz = Z,f = fetn = n'.Ona
d’abord rec z f (S n) —y, f n (rec z f). Ensuite, par hypothése d’induction sur f =
f', il existe fy tel que f —%, fo = f' etdonc, fn (recz f) —*, fon (recz f). Enfin,
puisque n = n’ et qu’on dérive facilement des hypotheses que rec z f n = recz' f'n/,
ona fon (recz fn) = f'n' (recz f'n').

(prr) On conclut directement puisque rec z f (raise €) —;, raisee.

On montre alors que les pas de réduction de téte faible peuvent toujours s’effectuer
avant ceux de la réduction interne :

Lemme 3.20 Sit, u et v sont des termes tels que t =; v —,y, u, alors il existe v’ tel que

t =i, 0 =i u



3.2. Evaluation

Preuve :

Commengons par remarquer que si la regle appliquée pour dériver t =; v est (iid) alors v = ¢
et on conclut directement en prenant v’ = u puisque u =; u. On considérera donc dans la suite
seulement les cas oli ce n'est pas la regle (iid) qui a été utilisée. On procede alors par induction
sur la dérivation de v —;, u. Si la derniéere regle utilisée est :

(hred) On est forcement dans 1'un des cas suivants :
- Le terme v est une application et donc v = 1’ s’. Mais alors on a forcément utilisé (iapp)
pour dériver t =; vetdonct=rsavecr =; 1’ ets = s'. Les cas possibles sont alors :

- 1" = Ax.ry et u = ri{x :=s'}. Mais puisque r =; Ax.ry, on a forcément r = Ax.rg et
ro = r1. Comme de pluss = s, le lemme 3.9 nous donne ro{x :=s} = r{x:=s}.
Alors, (Ax.rg) s —un  ro{x:=s} et on conclut en appliquant le lemme de semi-
standardisation (lemme 3.19) sur ro{x := s} = r{x:=s'}.

— 1’ = raise ¢ et u = raise e. Mais puisque r =>; raise ¢, on a forcement r = raise ¢
etdoncrs —y;, raisee=u.

- 1/ =recz f1, = 0etu = z. Mais puisque r =; rec z; fi, on vérifie facilement
que l'on a forcement r = rec z( fy aveczg = zjet fy = fi;. Commes = s/, parle
lemme de semi-standardisation (lemme 3.19) onas —%, sy =; s’ etcommes’ =0,
on a forcement sy = 0. Donc finalement 7 s = rec zg fo s —, reczg fo 0 —yy zo et
on conclut avec le lemme de semi-standardisation (lemme 3.19) sur zyg = z;.

-1 =recz f1,8 =S n etu = fi ny (rec z; f1 n1). Mais puisque r =; rec z1 fi,
on vérifie facilement que l'on a forcement r = rec zg fy avec z9 = zj et fo = fi.
Comme s = s/, par le lemme de semi-standardisation (lemme 3.19) on a s —7,
s) =; s et comme s’ = S ny, on a forcement s) = S ny avec ny = n;. Doncrs =
reczg fos —7, reczg fo (Sng) —un fono (reczy fono). De plus, avec le lemme de
semi-standardisation (lemme 3.19) sur fy = fi, ona fy ng (rec zg fo no) —5, fo =i
fi m (rec zy f1 my).

-1 = rec z; f, s = raise € et u = raise ¢. Mais puisque r =-; rec z; f1, on
vérifie facilement que l'on a forcement r = rec zy fy avec zp = zj et fo = fi.
Comme s = s/, par le lemme de semi-standardisation (lemme 3.19) on a s —7,
sp =; s et comme s’ = raise ¢ on a forcement sy = raise . Donc finalement
rs =reczy fos —, Treczy fo raise e —y;, raise e et on conclut puisque
raise ¢ =; raisec¢.

— Le terme v est un try et donc v = tryr withe — s’. Mais alors on a forcément utilisé

(itry) pour dériver t =; vetdonct = tryrwithe — savecr =; r' ets = . Les cas

possible sont alors :

-t = raise e et u = s'. Puisque r =; raise ¢ on a forcement r = raise ¢ et
donc tryrwithe — s —; s et on conclut avec le lemme de semi-standardisation
(lemme 3.19) appliqué as = s'.

- 1 = raise ¢ (ou ¢#¢') et u = raise €. Puisque r =; raise €, on a forcement
r =raise ¢ etdonc tryrwithe — s —y;, raise ¢ eton conclut puisque raise ¢/ =;
raise €.

— 1/ est une valeur réguliere, et u = r’. On raisonne par cas sur 7’ :

Si 7' est 0, S ou rec, alors on a forcement r = 1’ et donc tryrwithe — s — ret
on conclut puisque r =; 1.

Si 1" est Ax.r1, S r1 ou rec ry, alors on a forcement que r est Ax.ry, S ry ou rec rj
avec rg = rq. Mais alors tryrwithe +— s —;, r et on conclut car dans tous les cas
ro=; 7.
- Sir' = recr r}, alors on a forcement r = rec rg ryavecry = rjetrecry =; recry.

Mais alors tryrwithe — s —y; 7 et on conclut car dans tous les cas r =; .

(hredapp) On est dans le cas ot v = 71 51 et u = rp 81 avec r{ —y, 2. Mais alors on a forcément
utiliser (iapp) pour dériver t =; v et donct = rg sgp avecrg =; sy etsgy = 5.
Donc rg = 14—y 12 et on peut appliquer I'hypothése d’induction pour obtenir
) _)Zzh T’i =; 1y et alors r( sg _)Zzh T’i Sop =i 12 81.
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(hredyec) On est dans le cas olt v = rec z1 f1 1y et u = rec z1 fi Ny avec Ny —y, Np. Mais
alors on a forcément utiliser (iapp) pour dériver t =; v et donc t = rec zy fy 1y avec
rec zg fo =; rec z1 fi et ny = mny. En appliquant le lemme de semi-standardisation
(lemme 3.19) sur ng = nq, on obtient ng —7*, ny =; ny. Doncny = 1y —yy M2

. 7 N 7: : . !/ * /
et on peut/ appliquer I'hypotheése d’induction po/ur obtenir ny —en M =i Mo De plus,
puisque nj =-; np, avec le lemme 3.16 on a 1} = ny. Finalement, rec zg fo np —7,

rec zp fO 116 —>Z}h rec zg fO 7’1/1 = rec z fl np.

(hredyry) On est dans le cas ot v = tryrywithe — sy et u = tryrpwithe — sy avec rp —yy 72
Mais alors on a forcément utiliser (itry) pour dériver t =; v et donc t = tryrowithe — sp
avecrg =; spetsy = s1.Doncry =; 11—y 12 et on peut appliquer 'hypo-
thése d’induction pour obtenir ry —7, ry =i 1 etalors tryrowithe — sp =
try ri withe+— sy =; tryrpwither— sq.

Enfin, on montre le théoréme de standardisation de A, :

Théoreme 3.21 (Standardisation) Si t et u sont des termes tels que t —* u, alors il existe un
terme v tel que
t —2, v =7 u

Preuve :
On utilise d’abord le lemme 3.10 pour montrer que ¢ =* u. On procéde alors par induction sur
la longueur de la réduction t =* u:

— Soit t = u, la réduction est de longueur 0 et on conclut directement.

- Sinon, c’est qu’il existe ¢’ tel que t = ' =* u. Alors le lemme de semi-standardisation
(lemme 3.19) nous dit qu’il existe fo tel que t —7, to =; t' et 'hypothese d’induction nous
dit qu'il existe ¢, tel que t' —*, #; =; u. Alors, il est facile avec le lemme 3.20 de montrer
par induction sur la longueur de tg =; t' —*  t; qu'il existe v tel que tg —*, v =; t;

et finalement t —* to —i, v = tj =; u,cestadiret =} v =; wu

Par définition de la réduction interne il est alors facile de vérifier que si t et u sont deux
termes tel que t =7 wu et u est une valeur, alors t est également une valeur et de méme
forme (i.e. si u est une A-abstraction alors t aussi, si u est raise ¢ alors t aussi, etc...). On a
donc le corollaire suivant au théoreme de standardisation :

Corollaire Un terme t a une valeur si et seulement si il a une valeur par la réduction de téte faible.

Ce théoréme de standardisation et plus précisément son corollaire nous permettent en
particulier de prouver les lemmes suivants :

Lemme 3.22 Si t et u sont des termes clos tels que t u ait une valeur alors

t a une valeur



3.2. Evaluation

Preuve :
Grace au théoreme de standardisation (théoréme 3.21), puisque t u a une valeur,  u a une valeur
par la réduction de téte faible. On va alors montrer que ¢ a une valeur par la réduction de téte
faible, d’ot1 on conclura trivialement qu’il a une valeur.
Puisque t u a une valeur par la réduction de téte faible, il existe une valeur v tel que t u —7,
pour n>0. On raisonne alors par induction sur la longueur n de cette dérivation :
- Sin =0, alors t u est une valeur. Mais alors par définition des valeurs, on a forcément t = S
out=recout=rect (out estun terme quelconque). Dans tout ces cas on peut conclure
puisque ¢ est alors lui-méme une valeur.

0

- Sinon, il existe z tel que t u —y z —>ijl v. Alors, on raisonne par cas sur la réduction
utilisée pour dériver t u —y, z:

(hred) Mais alors on a appliqué 1'une des regles (B), (rapp), (recz), (recs) ou (recr). Dans tous
ces cas, t est une valeur et on conclut directement.

(hredapp) Alors c’est que z = ' u avec t u —yy, t' u car t —y, t'. Alors par hypothese
d’induction, ¢ a une valeur par la réduction de téte faible. Et comme ¢ —;, ', ona
finalement que t a une valeur par la réduction de téte faible.

(hred,ec) Alors c’est que t = rec z f (ol1 z et f sont des termes quelconques) et donc t est
une valeur et on conclut directement.

Les autres regles de la réduction de téte faible ne sont pas applicables.

Lemme 3.23 Si t et u sont des termes clos tels que try twith e — u ait une valeur, alors

t a une valeur

Preuve :
Grace au théoreme de standardisation (théoreme 3.21), puisque trytwithe — u a une valeur,
trytwithe — u a aussi une valeur par la réduction de téte faible. On va alors montrer que ¢ a
une valeur par la réduction de téte faible, d’ot1 on conclura trivialement qu’il a une valeur.

Puisque trytwithe — u a une valeur par la réduction de téte faible, il existe une valeur v
tel que trytwithe — u —7,  © pour n>0. On raisonne alors par induction sur la longueur n de
cette dérivation :

— Sin =0, alors trytwithe — u est une valeur, ce qui est impossible.

— Sinon, il existe z tel que trytwithe — u — ) z HZ;# v. Alors, on raisonne par cas sur
la réduction utilisée pour dériver trytwithe — u —yp z:

(hred) Mais alors on a appliqué 1'une des regles (catch), (trai) ou (tval). Dans tous ces cas, ¢
est une valeur et on conclut directement.

(hredy,) Alors c’est que z = tryt withe — u avec trytwithe — u —,y, tryt withe — u
Y q y y wh LTy
car t —,y, t'. Alors par hypothese d’induction, #' a une valeur par la réduction de téte

faible. Et comme ¢ —,;, t/, on a finalement que t a une valeur par la réduction de téte
faible.

Les autres regles de la réduction de téte faible ne sont pas applicables.

Lemme 3.24 Sit, z et f sont des termes tels que rec z f t ait une valeur, alors

t a une valeur
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Preuve :

Grace au théoreme de standardisation (théoréeme 3.21), puisque rec z f t a une valeur, rec z f t a
une valeur par la réduction de téte faible. On va alors montrer que t a une valeur par la réduction
de téte faible, d’ot1 on conclura trivialement qu’il a une valeur.

Puisque rec z f t a une valeur par la réduction de téte faible, il existe une valeur v tel que
recz ft —7, vpour n>0.On raisonne alors par induction sur la longueur 7 de cette dérivation :
— Sin =0, alors rec z f t est une valeur, ce qui n’est pas possible.

— Sinon, il existe u tel querec z f t — u —>Z;;1 v. Alors, on raisonne par cas sur la réduc-
tion utilisée pour dériver rec z f t —y u:

(hred) Mais alors on a appliqué 'une des regles (recz), (recs) ou (recr). Dans tous ces cas, ¢
est une valeur et on conclut directement.

(hredypp) C'est impossible puisque rec z f nest pas réductible par la réduction de téte
faible.

redy.c) Alors c’est que u = rec z avec rec z —wh Tecz car t — . Alors

(hredy,.) Al ‘est q t t —un t t —qn t'. Al
par hypothese d’induction, # a une valeur par la réduction de téte faible. Et comme
t —yun t', on a finalement que t a une valeur par la réduction de téte faible.

Les autres regles de la réduction de téte faible ne sont pas applicables.

3.3 Exemples

Dans cette section, nous allons présenter quelques exemples de codage dans A.. Nous
n’avons pas encore présenté le typage de A, et nous nous contentons donc de donner des
termes et leurs réductions. Toutefois, nous ne présenterons que des termes bien typés. Ces
exemples seront repris en section 4.3 ot nous en donnerons le type.

On commence par le prédécesseur sur les entiers naturels, mais renvoyant une exception
lorsqu’il est appliqué a 0 :

pred = rec (raise argisO) (An.Ar.n)

Il est alors facile de vérifier que 1'on a les réductions suivantes :
— pred 0 — raise argis0
— pred (Sn) —* n
A partir de cette fonction et en utilisant la construction try, on peut définir une autre
fonction prédécesseur ne pouvant plus lever d’exception (et renvoyant 0 lorsqu’elle est
appliquée a 0) :
safe_pred = An.try (pred n)withargis0 — 0

Le prédécesseur peut alors étre utilisé pour coder la soustraction, ott 'on renverra une
exception lorsque le résultat n’est pas un entier positif :

minus = Aa.Ab.reca (An.Ar.predr)b

La fonction minus vérifie les réductions suivantes :
- minus 62 —* 4
- minus33 —* 0
- minus 25 —* raise argis0



3.3. Exemples

Définissons également la fonction d’addition :
add = Aa.Ab.recb (An.Ar.Sr)a

On peut alors vérifier que 'on a les réductions suivantes :

- add 3 (minus 31) —* 5

- add 3 (minus 13) —* S (S (S (raise argis0)))

— add (minus 13) 3 —* raise argis0O
Remarquons que 1’addition n’est plus symétrique des lors que 1'un des arguments est une
exception. Le résultat reflete le choix fait lors du codage de 1’addition, a savoir utiliser (et
donc évaluer) le premier argument pour la récursion. Cet exemple nous montre également
(avec le second point se réduisant sur S (S (S (raise argis0)))) que nos exceptions sont des
valeurs pouvant étre encapsulées dans une structure de donnée.

Si l'on veut étre stir de ne pas se retrouver dans le cas olt une exception est encapsulée
dans l'entier renvoyé, on peut écrire une fonction qui évalue l’entier et si celui-ci contient
I'exception raise ¢, la fait remonter a la racine. Une telle fonction eval est codée par :

eval = An. (rec (Aa.a) (A_.Ar.Aa.r (Sa))n)0

et on vérifie que l'on a les réductions suivantes :

— eval (add 3 (minus31)) —* 5

— eval (add 3 (minus 13)) —* raise argisO

— eval (add (minus 13) 3) —* raise argisO
Nous reviendrons sur une telle fonction, particulierement utile dans A, lors de la présen-
tation du systeme de types.

Les quelques exemples que nous venons de montrer n’ont pour but que de familiariser
le lecteur avec la réduction des exceptions dans A¢. Dans le chapitre 4, le systéme de type
de A. sera présenté et des exemples plus conséquents seront alors donnés (section 4.3).
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Le systéeme de types

syntaxe et le comportement calculatoire dans le chapitre 3. La suite de ce chapitre

s’organise de la fagon suivante : on commence par présenter les motivations qui
ont abouti au présent systeme de types et on donne les principales intuitions derriere les
notions qu’il utilise (section 4.1). On présente alors formellement ce systeme de type dans
la section 4.2 avant d’en donner des exemples d’utilisations dans la section 4.3. Enfin, on
démontre dans la section 4.4 les principales propriétés du langage A, que son systeme de
types lui assure (préservation du typage par réduction, progression du calcul, ...).

CE chapitre présente le systeme de type du langage A, dont nous avons présenté la

4.1 Principe

411 Quel systeme de types?

La conception du systéme de types que nous allons présenter a été guidée par la volonté
de lui faire respecter un certain nombre de principes :

Principe 1 Dans tout terme bien typé, on peut remplacer n‘importe quel sous-terme par
une exception, le résultat restant bien typé (mais pas nécessairement de méme type);

Principe 2 Les types d'un terme indiquent les exceptions qui peuvent s’échapper durant
’évaluation de ce dernier. En particulier, si le type d’un terme ne mentionne pas une
certaine exception, il ne pourra pas lever cette exception lors de son évaluation ;

Principe 3 Toute dérivation de typage du A-calcul simplement typé est une dérivation va-
lide de notre systeme de type;

Principe 4 Le typage respecte la modularité et favorise la ré-utilisabilité du code. Le prin-
cipe 1 s’applique méme en présence de fonctions dont seul le type est connu.

4.1.2 Trois niveaux de corruption

Le typage des exceptions dans A, repose principalement sur une notion de corruption
de type. Intuitivement et pour un type donné, on distingue trois niveaux possibles de
corruption de ce type que nous allons maintenant décrire.
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1°" niveau : I’absence de corruption

Un type du A-calcul simplement typé est un type de A¢ et c’est un type qui n’est pas
corrompu. Les termes de ce type ne peuvent pas lever d’exceptions a I’exécution. En par-
ticulier, un terme de type nat est un terme qui calcule effectivement un entier naturel,
comme

- 5(S0)

- (Ax.Sx) (5(S0))

On notera cependant qu'un terme de type non corrompu peut quand méme utiliser des
exceptions, soit parce qu’elles sont rattrapées au cours du calcul, comme dans le terme

- try(raise ¢)withe — 0
qui est de type nat, soit parce qu’elles sont effacées au cours du calcul :

- (Ax.0) (raise €)
qui est également de type nat.

2°Mme piveau : la corruption a la racine, le type A W {¢}

Pour tout type A et pour tout nom d’exceptions ¢, on introduit le type A & {¢}, dit type
union. Il s’agit du type des termes qui soit se réduisent sur une valeur de type A, soit levent
I'exception ¢ (et on rappellera que lever une exception ¢ est se réduire vers le terme raise ¢).
Cette construction est donc une simple union bien qu’hétérogene et dissymétrique.

Exemple 4.1
Les termes suivants sont de type nat & {e} :
— raisec¢
- 5(50)
- (Ax.raisee) 0
- try(raise ¢ )withe¢ — raise¢

La construction de type A& {e} est essentielle pour typer la construction try. En effet,
dans l'expression trytwithe — u, 'exception e est capturée si et seulement si ¢ la léve.
Ainsi la regle de typage de la construction try dans A est :

'Ft:Aw{e} THu:A
I' - trytwither—u : A

On notera que tout terme de type A est également un terme de type AW {e}. Il n'y a donc
pas d’unicité de type dans le calcul. Cette inclusion de type est modélisée dans le calcul
par l'introduction de la relation de sous-typage < dont le premier axiome est :

A < AW {e}

De plus, la relation < est réflexive, transitive et au regard du type des fonctions, contrava-
riante a gauche et covariante a droite.
Enfin, le terme raise € a le type AW {e} pour tout type A et sa régle de typage est donc

I' - raisee: AW {e}



4.1. Principe

3%me piveau : la corruption généralisée, le type Al¢}

La construction A W {e} ne permet pas de donner un type a une valeur telle que
S (raise €), qui ne se réduit ni sur un entier, ni sur une exception. Dans un tel terme,
I'exception ¢ est en quelque sorte enfouie sous la fonction successeur.

Notons par ailleurs que ce probleme d’enfouissement n’est pas spécifique au type des
entiers mais apparait également avec les fonctions. En effet, considérons la fonction Ax. Ay. x
de type A — (B — A). Appliquée a une exception, cette fonction va enfouir cette derniere
sous une abstraction. En effet (Ax. Ay. x) (raise €) se réduit sur Ay. raise € qui n’est ni une
fonction de type B — A, ni ne léve 'exception e.

Pour typer les termes ot1 les exceptions sont enfouies, on introduit la construction de type
Alel, que 'on nommera type A corrompu par e. Intuitivement, cette construction désigne le
type des termes de type A dans lesquels on a remplacé un certain nombre de sous-termes
(éventuellement aucun) par le terme raise ¢. Ainsi le terme S (raise ¢) est-il de type
nat{e}, La corruption est la construction générale pour le typage des exceptions au sens
ot tout terme (bien typé) qui mentionne une exception ¢ est de type At?} pour un certain
A (on respecte ainsi le principe 2 donnée a la section 4.1.1). Notons également qu’une
caractérisation équivalente reliant la corruption a 1'union est qu’alors que les termes de
type AW {e} sont les termes pouvant lever 'exception ¢ a la racine, ceux de type Afe}
sont ceux qui peuvent lever 1’exception ¢ dans n’importe quel contexte d’évaluation valable
pour un terme de type A (cette caractérisation sera d’ailleurs a la base de l'interprétation
de I'union et la corruption dans le modele de réalisabilité du chapitre 7).

Exemple 4.2
Les termes suivants sont de type nat{?} :
- 5(50)
— raisec¢
- S (Sraisee)
Les termes suivants sont de type (nat — nat){¢} :
- Ax.S0
— raisec¢
— Ax.raise ¢
- Ax.S (raise ¢)
(Ax.Ay.S (S (x))) (raise¢)

Les termes de type A sont en particulier des termes de types A{¢} (cest le cas oi1 on ne
remplace aucun sous-terme par raise €). De plus, les termes de type AW {e} sont également
des termes de type A{¢}. Ce sont les termes o1 on a remplacé un ou plusieurs sous-termes
par raise ¢ de sorte que le terme entier se réduise sur raise €. Ces inclusions de types sont
modélisées dans le calcul par 1’ajout de I’axiome de sous-typage

Aw{e} < Aleh

L'axiome déja introduit A < AW {¢} et la transitivité du sous-typage permettent alors en
particulier d’obtenir A < At}
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Dans le calcul, le sens de la construction de corruption lui est donné par le fait qu’elle
vérifie 'axiome de sous-typage suivant :

(A — Bt < afet  ple} 1)

Une conséquence directe de cet axiome, et 'idée fondamentale du systeme de type, est que
pour tout type A et B, n'importe quelle fonction de type A — B peut toujours étre utilisée
en présence d’exceptions. Plus précisément, on a la dérivation de sous-typage suivante :

A—B < (A—-B)w{e} < (A—B) < Ald - pld

Autrement dit, une fonction (et en particulier une fonction qui n’a pas été écrite de facon a
gérer les exceptions) peut toujours étre appliquée a un argument mentionnant 1’exception e.
Bien sfir, dans ce cas, le résultat de 'application mentionnera probablement également cette
exception (cette fonction ne sachant pas a priori gérer I'exception ¢, la seule fagon pour que
le résultat ne mentionne pas ¢ est que la fonction efface son argument). Notons qu’apparait
ici plus clairement l'intérét de la corruption, un tel sous-typage ne serait en effet pas valable
pour la construction d'union, puisque l'on ne sait pas ce que fait la fonction de type A — B
de son argument. Donc, en particulier, si son argument contient une exception, il est tout
a fait possible que la fonction enfouisse cette exception (sous des abstractions, des succes-
seurs) et qu’elle ne soit donc pas de type AW {e} — BW {¢}. Remarquons en revanche
qu’une fonction de type A — B est une fonction de type A{?} — B{¢} et donc, par contra-
variance a gauche des types fleches, est également une fonction de type A W {e} — B¢}

De plus, la regle de sous-typage (1) permet également d’utiliser le terme raise e comme
une fonction. En effet, pour tout type A et B, raise ¢ a le type (A — B) W {e} et donc, en
réutilisant la dérivation ci-dessus, a aussi le type Af¢} — Biel.

Cette regle de sous-typage permet au systeme de type d’assurer le premier principe
donné en section 4.1.1, c’est a dire permet l'utilisation des exceptions a la place de n'im-
porte quel autre terme (cette affirmation sera justifiée par le théoréeme de corruption (théo-
réme 4.50) dans la section 4.4.5). En effet, comme on vient de le montrer, raise ¢ peut
toujours étre utilisé aussi bien comme une fonction que comme un argument de fonction.

Le fait que toute fonction de type A — B puisse aussi étre vue comme une fonction
de type At} — B{e} est une propriété de sous-typage. Elle ne dépend donc pas du code
de la fonction, apportant ainsi une forme de modularité au typage des exceptions dans A,
(respect du principe 4 de la section 4.1.1). D’autre part, ceci permet le typage des types
de données (les entiers naturels) en présence d’exceptions. En effet, les constructeurs de
ces types de données (le successeur pour les entiers) sont des fonctions primitives et n’ont
donc pas de définition. Ainsi, grace aux regles de sous-typage relatives a la corruption,
le successeur S qui est de type nat — nat est également de type nat{?) — natiel. Et
donc finalement, le terme S (raise €) est bien de type nat{¢} comme nous I’avions anticipé
précédemment.

Avec les régles que nous avons présenté jusqu’a présent, le type A!?} ne correspond pas
exactement a la définition intuitive que nous en avons donnée, a savoir celui des termes
de type A pour lesquels on peut avoir remplacé certains sous-termes par le terme raise e.
En effet, considérons le terme Ax.raise e. Ce terme est de type B — Ate} mais n’est pas
(pour l'instant) de type (B — A){}. Ceci est en fait révélateur d’un probléme plus sérieux :



4.1. Principe

I'absence de préservation du typage par réduction, ainsi que le montre I'exemple qui suit.
Considérons le terme

t=Ax.Ay.x.

Ce terme est de type A — (B — A) et donc aussi de type At} — (B — A){e}. Par consé-
quent, le terme t (raise €) est de type (B — A){&} par simple application de la régle de
typage de l'application. Or t (raise ¢) se réduit sur Ay.raise € qui, comme nous l’avons
dit n’est pas de type (B — A){}. Pour récupérer la propriété de préservation du typage
par réduction, il faut dans cet exemple que

B— Al < (B— A)ld
On regle ce probleme en ajoutant au sous-typage le nouvel axiome suivant :
Alel . Bleh < (A — B)te
Avec ce nouvel axiome,
B— Al? < (B— alhlet < Bl (alehied < pglet , Ald < (B 4)le

Notons par ailleurs que cette dérivation utilise la regle non encore présentée mais intuiti-
vement simple :

(B} < gle)

Pour résumer, si on note = 1’égalité de sous-typage, I'égalité suivante est un axiome du
sous-typage :
(A — B)leh = afet _, ple}

Nous verrons dans la section 5.1 que cette égalité change profondément le sens du type
des fleches et qu’en particulier la fleche usuelle de la réalisabilité n’est pas une sémantique
valide pour la fleche de A,.

4.1.3 Des ensembles d’exceptions

Nous n’avons jusqu’a présent utilisé qu'un seul nom d’exception ¢ avec les constructions
Aw{e} et A} Toutefois, afin de gérer le fait qu'un terme peut mentionner plusieurs
exceptions, ces deux constructions manipulent en réalité des ensembles d’exceptions. On
parlera donc dorénavant des constructions AW A et A% ot1 A est un ensemble de noms
d’exceptions.

L'utilisation d’ensembles d’exceptions nécessite d’effectuer un certain nombre d’identi-
fications de types au moyen des équations (de sous-typage) suivantes :

(AUA WA = Aw(AUA)
(AA’)A - A(BUA)
AWO = A

A9 = A
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414 Quel type pour rec?

N

Le calcul A, est muni d’entiers primitifs, construits a partir des deux constructeurs
habituels, 0 et la fonction successeur S, avec leurs regles de typage usuelles :

I' -0 : nat I' - S : nat — nat

Se pose alors la question du typage de 1'opération de récursion rec de A,. Cet opérateur a
les réductions du récurseur du systeme T de Godel [GTL89] (plus le fait de propager les
exceptions). Le type usuel de ce récurseur est le suivant :

'+ rec: A— (nat 4 A — A) > nat — A

Munis de ce type et grace au mécanisme de la corruption, on peut alors montrer que
l'opérateur rec a, par sous-typage, le type suivant :

rec : A® — (nat® — A® — A%) — nat® — A%

Autrement dit, comme pour toute autre fonction, cet opérateur peut étre utilisé en présence
d’exceptions. Cependant, parce qu’il est obtenu par corruption qui est un mécanisme géné-
ral, ce type ne rend pas compte suffisamment précisément du comportement calculatoire
de rec. On peut en particulier remarquer deux sources d’imprécision :

Premieére source d’'imprécision. Considérons la fonction suivante :

eval = An. (rec (Aa.a) (Ax.Ar.Aa.r (Sa)) n) 0

N

Appliquée a un entier naturel (donc intuitivement a un terme de la forme S" 0), cette
fonction parcourt ce dernier (le déconstruit) en le reconstruisant petit a petit dans un accu-
mulateur (la variable a dans le code ci-dessus). Autrement dit, sur un entier, cette fonction
est I'identité, mais codée de fagon a recopier son entrée dans un accumulateur qui est ren-
voyé en fin de calcul. Cette fonction est de type nat — nat et donc également de type
nat{®} — nat!¥. On peut donc I'appliquer a un entier corrompu, disons S (S (raise €))
et le résultat, eval (S (S (raise €))) est de type nat{®}. Cependant eval (S (S (raise ¢)))
se réduit sur raise ¢, et plus généralement, on peut vérifier que si 'argument d’eval est
n, un entier potentiellement corrompu par ¢ (c’est a dire un terme de type nat{}), alors
eval n renverra soit n dans le cas ol ¢’est un entier licite, soit directement le terme raise ¢
si n le mentionne effectivement. Autrement dit, le résultat sera toujours un terme de type
nat & {e} bien que le systéme de type lui donne le type moins précis nat{}. Pour régler ce
probleme, on va donner a l'opérateur de récursion le type plus précis suivant :

[+ rec: AWA — (nat® - AWA — AWA) — nat® — AWA

Dans ce type, A représente un ensemble de noms d’exceptions quelconque et cette regle est
donc un schéma de regle de typage dans lequel on retrouve le typage habituel du récurseur
en prenant A = . Nous verrons dans la section 4.3 que grace a ce typage du récurseur
le terme eval a le type nat® — nat & A (quel que soit I'ensemble de nom d’exceptions A).
Une telle fonction est particulierement utile dans A, puisqu’elle permet de capturer une
exception enfouie dans un entier naturel.
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Seconde source d'imprécision. Rappelons la régle de réduction (recr) (voir définition 3.5) :
recz f (raisee) — raisec

Si l'argument principal de rec (celui sur lequel la récursion est effectuée) est une exception,
alors cette exception est simplement propagée. Ce comportement calculatoire est orthogo-
nal a celui que nous évoquons dans le paragraphe précédent et le type pour rec qui y est
proposé n’en tient pas compte. Pour le prendre en compte, on doit donner au récurseur la
regle de typage suivante :

't rec: A— (nat 4 A — A) »natWA — AWYA

Et ici encore, A représente un ensemble de noms d’exceptions quelconque et cette régle est
donc un schéma de regle de typage dans lequel on retrouve le typage habituel du récurseur
en prenant A = . Alors, en combinant ce typage a celui du paragraphe précédent, on
obtient la regle finale de typage du récurseur dans le calcul A, & savoir :

It rec: AWA — (nat® — AWA — AWA) — nat® WA — AW (AUA)

4.2 Typage et sous-typage

Cette section présente formellement le systeme de type du calcul A.

4.2.1 Syntaxe des types

La syntaxe des types de A, est construite a partir de celles des types du A-calcul simple-
ment typé en y ajoutant les deux constructions de types que nous avons introduites dans
la section précédente, I'union et la corruption.

Définition 4.3 (Types de A,)
Un type de A. est défini comme une production (finie) de la grammaire suivante :

A = nat (entiers naturels)
| A—A (fonctions)
| AWA (union)
| Ab (corruption)

Dans les constructions A & A et A%, A représente un ensemble fini de noms d’exceptions
(et donc A C £). Les précédences de ces deux constructions sont supérieures a celle du type
fleche, si bien que A — B doit se comprendre comme A — (B%). De plus, comme il est
d’usage, la fleche est associative a droite : le type A — B — C doit se comprendre comme
A— (B—C).

4.2.2 Jugement de typage
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Définition 4.4 (Environnement de typage)
Un environnement de typage I' est un ensemble fini de déclarations ayant la forme

IT'=x1:44,...,x,: Ay,

ol X1, ... Xn sont des variables de termes deux a deux distinctes et Ay, ..., A, sont des types.

Définition 4.5 (Jugement de typage)
Le systeme de types de A est défini par le jugement de typage

Trt: A

qui se lit : « Dans l'environnement de typage T, le terme t a le type A ». Ce jugement est défini
inductivement par les régles de déduction de la figure 4.1.

Regles du A-calcul simplement typé

(x:A)eT
rFx:at®
I''x:AFt:B r-t:A—>B TFu:A,
TF Axi:A B % TF tu:B (tapp)
Regles de typage des entiers naturels
TF0:nat (27 TS :nat —nat oM

(t-rec)

It rec: AWA — (nat® — AWA — AWA) — nat® WA — AW (AUA)

Regles spécifiques au typage des exceptions

I'Ft: Aw{e} ri_u:AA(t—try)

I' - raisee: AW {e} At 't trytwithe— u :

rt: A A<B
I'+¢t:B

(t-subtyp)

F1G. 4.1 — Regles de typage du langage A..



4.2. Typage et sous-typage

Les regles du A-calcul simplement typé sont reprises dans A, sans aucune modification.
Ainsi, les regles de typage pour la A-abstraction et I’application sont les regles usuelles. Les
regles de typage des constructeurs pour les entiers naturels sont également standards et
seule la regle pour le typage du récurseur prend en compte les exceptions (on se reportera a
la section 4.1.4 pour une discussion détaillée et une justification du typage de cet opérateur).
Notons par ailleurs que, faute de polymorphisme, les regles de typage pour le raise et le
récurseur sont en fait des schémas de regles de typage ou1 A représente un type quelconque
et A un ensemble de noms d’exceptions quelconque. Les autres regles sont spécifiques a la
gestion des exceptions :

(t-raise) Rappelons que le type A W A contient les termes qui sont soit de type A, soit se
réduisent sur une exception dont le nom appartient a A. En particulier, raise ¢ se
réduit sur lui-méme et est donc de type AW {e} quel que soit le type A.

(t-try) Le corps d’un try peut lever I'exception ¢, auquel cas celle-ci est rattrapée comme
I'indique le type de résultat oti ¢ n’apparait pas. Autrement, le corps et le gestionnaire
du try doivent avoir le méme type A, qui est alors le type du try.

(t-subtyp) Comme expliqué précédemment, le typage des exceptions et en particulier la
corruption repose fortement sur une notion de sous-typage. On remarquera d’ailleurs
qu’aucune regle de typage ne permet d’introduire de type corrompu (seul le récurseur
permet d’éliminer la corruption sur les entiers naturels). La présentation de cette
relation de sous-typage fait 1’objet de la prochaine section.

Lemme 4.6 Sit et u sont deux termes, A et B deux types, I un environnement de typage et x une
variable de terme tel que I, x : A =t : BetT = u : A, alors

It t{x:=u}:B

Preuve :

On prouve en fait une légere généralisation de ce lemme pour traiter le cas ol la regle de 1’abs-
traction rajoute dans sa prémisse une variable a 'environnement de typage et on prouve donc
quesil,x: A, QFt:Betl,QF u: AalorsT,Q F t{x:=u} : B. La preuve est une simple
inductionsur I', x : A,Q) = ¢ : B dont aucun cas ne présente de difficultés.

Lemme 4.7 Si t est un terme, x est une variable de terme, A et B sont des types et I' est un
environnement de typage tel que T, x : A = t : Bet x ¢ FV(t), alors

I''¢t:B

Preuve :
La preuve de ce lemme est une simple induction sur la dérivationde I',x : A = ¢ : B.
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4.2.3 Jugement de sous-typage

Définition 4.8 (Relation de sous-typage)

La relation de sous-typage entre deux types A et B est notée A < B. A partir de cette relation,
on définit la notion d’'égalité de sous-typage A = B comme la composition des deux réegles A < B et
B < A. La relation de sous-typage est définie comme la plus petite relation dérivable en utilisant les
régles de déduction de la figure 4.2.

Regles standard de sous-typage

) A<B B<C(C
A<A (st-id) A<C (st-trans)
/ < < /
A<A BB (st-arrow)

A—B<A — P

Reégles de simplification

A< A (st-cor-noex)

t-uni-

) (st-cor-merge)

(AA)A’ = Alauy

Sous-typage des exceptions

; A<LB ,
(A= B)WA<A— Bwa CHUmamow) g A (Stuniety
— _ : e t_
AgAwA(St”m) AwA < AD (st-cor)

- y (st-uni-cor)
(AWA)A =AY WA

A (st-cor-arrow)

(A—B)»=A*—B

F1G. 4.2 — Regles de sous-typage du langage A..

Dans la figure 4.2, le sens de la notation A = B dépend de sa position :
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— En position de prémisse, elle figure pour deux prémisses :

A =B . A<B B<A
- Cc est une notation pour C

— En conclusion, elle exprime deux regles :

_Cc : C C
A - B est une notation pour A<B et 3 <A

Cette relation est une relation de sous-typage au sens usuel du terme : elle est ré-
flexive (st-id), transitive (st-trans) et les fleches y sont contravariantes a gauche et covariantes
a droite (st-arrow). Les régles dites « de simplification » dans la figure 4.2 sont les regles
utilisées pour manipuler les ensembles d’exceptions dans les constructions A W A et A%.
Pour les autres regles :

(st-uni-arrow) Cette régle rend compte du comportement calculatoire suivant : Un terme
t de type (A — B) & A est soit un terme de type A — B, soit un terme se réduisant
sur une exception de A. Et une exception est une fonction qui jette ses arguments. On
peut donc toujours appliquer t a un terme u de type A. Le résultat sera soit un terme
de type B, soit une exception de A si t en était déja une.

Autrement dit, cette regle de sous-typage rend compte du comportement calculatoire
induit par la regle de réduction (rapp) (définition 3.5) en permettant, quels que soient
les types A et B, de dériver le jugement de typage suivant :

'+ raisee: A — BW{e}

(st-uni-ctx) Cette régle exprime la stabilité du sous-typage par passage a 'union. Le sous-
typage est également stable par passage a la corruption, mais cette derniere propriété
est admissible comme le montre le lemme 4.10.

(st-uni) Cette régle modele I'inclusion des termes de type A dans ceux de type AW A (voir
section 4.1.2 pour plus de détails sur cet inclusion).

(st-cor) Cette régle modele I'inclusion des termes de type A & A dans ceux de type A% (voir
section 4.1.2 pour plus de détails sur cet inclusion).

(st-uni-cor) Cette regle exprime la commutation des opérations d"union et de corruption.
On peut noter que, comme le montre le lemme 4.11, la régle

(AWA)D = ABy (A - A)

qui est plus fine que la regle (st-uni-cor), est dérivable.

(st-cor-arrow) Cette regle est la regle fondamentale de la notion de corruption. On se
reportera a la section 4.1.2 pour une discussion sur l'utilité et la justification de cette
regle.

Regles dérivables. Comme pour la construction de corruption, 'union d’un type avec un
ensemble vide d’exceptions est l'identité :
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Lemme 4.9 Quel que soit le type A,
AYD <A

Preuve :
Cette propriété est évidente puisque AWQ® < A? < A.

D’autre part, le sous-typage est stable par corruption :

Lemme 4.10 Si A et B sont deux types tel que A < B, alors pour tout ensemble de noms d’excep-
tions A,
A% < B

Preuve :

La preuve est une simple induction sur la dérivation de A < B. Tous les cas se résolvent facilement
puisque la construction de corruption commute avec toutes les constructions de type. Par exemple,
si on prend le cas de la regle (st-uni-arrow), on veut montrer que

(A= B)WAN® < (A— BwA)A.
Or, en utilisant la regle (st-uni-arrow),
(A® - BMYwA < A® - BAwA
et on conclut avec le fait que

(A = BYYwA = ((A—B)WwA)® et A% =B WA = (A— Bwa)A

On peut également prouver les deux égalités de sous-typage suivantes :

Lemme 4.11 Si A est un type et A et A’ deux ensembles de noms d’exceptions, alors

(AwA)2 = APy (A —A)

Preuve :
On montre les deux sens de 1'égalité :
— Montrons que A% W (A' —A) < (AWA)A:
Par (st-uni), A® W (A — A) < (A2 W (A" — A)) WA et par (st-uni-merge) (A% W (A — A)) WA <
A2 @ A’. On conclut alors en appliquant (st-uni-cor).
— Montrons que (AW A")2 < A% (A —A):
Avec (st-uni-cor), (AWA")> = AR W A'. Alors en utilisant (st-uni-merge), A> W A" = (A®
(A" — A)) W A. On utilise alors (st-cor) pour obtenir (A% & (A’ —A)) WA < (A% W (A —
A))2. Mais alors (A% & (A" — A))A = (A®)A W (A — A) = A> @ (A" — A) (par (st-uni-cor) et
(st-cor-merge)).
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Lemme 4.12 Si A et B sont des types et A un ensemble de noms d’exceptions, alors

(A->BWA)WA=A—BWA

Preuve :

Le fait que A - BWA < (A — BWA) WA est une simple instance de la regle (st-uni). Pour
l'autre sens de 'égalité, avec la regle (st-uni-arrow), (A — BWA)WA < A — (BWA) WA et avec
(st-uni-merge) et (st-arrow), A — (BWA)WA =A — BWA.

4.3 Exemples

On va commencer par reprendre les exemples de la section 3.3 et en donner leur typage
dans A.

Le prédécesseur. Le type de pred rend compte de son comportement calculatoire, a savoir
que si on l'applique a un entier, il renverra soit un entier, soit un exception :

pred : nat — nat W {argisO}
= rec (raise argis0)(An. Ar.n)

Le typage de cette fonction utilise le fait que rec a pour type
nat W {argis0} — (nat — nat W {argis0} — nat ¥ {argisO}) — nat — nat W {argisO}

en prenant A = nat & {argisO} et A = A’ = @ dans la regle (t-rec).
Le systeme de types capture correctement le fait que la fonction safe_pred, elle, ne va
jamais lever d’exception :

safe_pred : nat — nat
= An.trypred nwithargisO — 0

La soustraction. La fonction pred a le type nat — nat W {argisO} et donc par sous-typage
a aussi le type nat{?850} — nat{asis0} En effet,

< (nat — nat W {argis0}){7si0}
< natl@8s0} 5 (nat W {argis0}) {80}
< natlrgis0} _, p o {argis0}

nat — nat W {argis0}

En conséquence, An. Ar. pred r a le type nat — nat{”850} — nat{#850} Par ailleurs, rec a le
type

nat{argisO} N (nat N nat{argisO} N nat{argisO}) — nat — nat{argisO}
en prenant A = nat{78s0} et A = A’ = @ dans la regle (t-rec). Il s’ensuit que I'on a le typage
suivant pour la fonction minus :

minus : nat — nat — nati8is0}
= Aa.Ab.reca (An.Ar.predr) b
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Remarquons que le type du résultat de cette fonction minus est corrompu, alors méme
que l'on peut facilement vérifier que cette fonction renverra toujours un terme de type
nat & {argis0}. Ceci est une conséquence du fait que le type que 'on a utilisé pour pred
ne rend pas compte (une fois corrompu) du fait que cette fonction n’enfouit jamais une
exception. On peut cependant typer plus finement la fonction pred puisque quel que soit
I’ensemble de noms d’exceptions A on peut vérifier (en prenant A’ non vide dans la regle
de typage (t-rec)) que
pred : nat WA — nat W (AU {argisO})

En utilisant ce type pour la fonction pred et en y instanciant A par {argisO}, on vérifie que
minus : nat — nat — nat W {argis0}

On retrouve ici un argument de modularité du systeme de types. Méme si pred est déclarée
dans un module séparé avec un type qui n’est pas son type le plus précis, le systeme
fonctionne correctement (mais en propageant la perte de précision au fonction utilisant
pred). De plus, on verra un peu plus loin (page 48) que méme si 1’on utilise pour pred le
type nat — nat Wargis0, on peut tout de méme écrire une variante de minus ayant le type
nat — nat — nat & {argisO}.

L'addition. La fonction add n’utilise pas les exceptions et son type est celui qu’elle a dans
le Systéme T, a savoir :

add : nat — nat — nat
= Aa.Ab.recb (An.Ar.Sr)a

Le mécanisme de la corruption nous permet toutefois d’utiliser I’addition en présence d’ex-
ceptions (et ce implicitement) et par exemple le terme add 3 (minus 13) a le type nat{?8%0},
Ce terme se réduit d’ailleurs sur S (S (S (raise argis0))), terme qui correspond bien &
I'intuition d"un entier corrompu.

La fonction « eval ». Dans la section 4.1.4, nous avons utilisé la fonction eval pour justifier
notre typage de 1'opérateur de récursion et avons affirmé que 1'on avait :

eval : mnat® — natWA
= An.(rec (Aa.a) (A_.Ar.Aacc.r (S acc)) n) O

Pour dériver ce type, on utilise le fait que le récurseur a le type

rec : (nat »natWA)WA — (natA—>(nat—>natLﬂA)L%JA—>(nat—>natwA)L*JA>
— nat® — (nat — natWA) WA

en prenant A = nat — nat WA, A = A et A’ = @ dans la regle (t-rec). En remarquant de
plus (lemme 4.12) que

(nat > natWA)WA = nat — natWA,
et en notant x le type nat — nat W A, on a plus simplement que

rec: x — (nat® — y — x) — nat® — x
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et on vérifie que d'une part
Aa.a @ x

et d’autre part,
A_.Ar.Aacc.r (S acc) : nat® — x — x.

Donc finalement, si 7 a le type nat®, on a
rec (Aa.a) (A_.Ar.Aacc.r (Sacc))n : x

ce qui permet de conclure que eval a effectivement le type nat® — nat & A.

Généraliser « eval ». La fonction eval force 1’évaluation d’un entier. Elle peut étre généra-
lisée afin d’obtenir la fonction cbind,.. qui applique une fonction sur les entiers a un entier
potentiellement corrompu, mais en commengant par forcer 1’évaluation de ce dernier, et
n’appliquant la fonction que si c’est un entier licite. Sinon, 1’exception corrompant est sim-
plement propagée a la racine. Le codage (et le typage) de cette fonction s’obtient comme
une simple variation de la fonction eval, a savoir :

cbindnay : nat® — (nat — B) — BWA
= An.Af.(rec (Aa.f a) (Ae.Ar.Aa.r (Sa)) n) 0

Cette fonction est plus générale que la fonction eval et en particulier on a :

eval = An.cbindpay n (Ax. x)

N

Remarquons que par contravariance a gauche de la fleche, la fonction cbindp.. a le
type nat W A — (nat — B) — B W A. Cependant, par définition cbindp,: évalue toujours
compléetement son argument, et donc dans le cas ot elle est appliquée a un argument de
type nat W A, elle n’exploite pas le fait que I’exception ne peut se trouver qu’a la racine de
I'argument.

Dans le cas ou I'argument est de type nat W A, on utilisera alors plutdt la fonction plus
efficace bindyay :

bindp,e : natWA — (nat — B) — BWA
= An.Af.rec (f0) (Ax.A_.f (Sx))n

Notons que le typage de bindy,. est plus simple que celui de cbind,.; et utilise le fait que
rec a le type
B — (nat - B — B) - nat WA — BWA.

Dans la suite (et principalement dans le chapitre 6), nous utiliserons les notations suivantes :

Notation
Si n et t sont deux termes et a une variable de terme,
— onnotera leta =nint le terme bindp. n (Aa.t).
— onnotera cleta=mnint le terme cbindp,, n (Aa.t).
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Retour sur la soustraction. En utilisant les notations ci-dessus, on peut réécrire la fonction
minus comme suit :
minus : nat — nat — nat W {argisO}
Aa. Ab.
let x =reca (An.Ar.pred r) b in x

Ici la fonction pred est utilisée avec le type nat — nat W argisO qui, nous 1'avons vu, n’est
pas son type le plus général.

La récursion terminale. Pour conclure sur la manipulation des entiers corrompus, on
peut remarquer que les fonctions récursives terminales sur les entiers ont la propriété re-
marquable que si elles sont utilisées avec des entiers réellement corrompu (i.e. de type
nat®), elles renverront toujours un résultat de type A W A (i.e. ol 'exception est a la racine).
Autrement dit, I'opérateur de récursion terminale sur les entiers, qui comme habituellement
est définissable depuis rec, a le type suivant dans A, :

tail_rec : A — (A — A) —»nat® — AWA
= Az Af.An.
(rec (Aa.a) (A_.Ar.Aa.r (fa)) n) z

Avec une telle fonction, la fonction eval peut se coder directement par :

eval = tail rec0 S

La division euclidienne. Nous ne pouvions pas terminer cette section d’exemple sur les
entiers et les exceptions sans parler de la fonction ot ces exceptions apparaissent le plus na-
turellement, la division euclidienne. On va coder la division euclidienne avec 1’algorithme
naif par soustraction successives. Cet algorithme requiert une induction avec un pas non
unitaire. On commence donc par définir la fonction rec, suivante :

rec, : nat— A — (nat = A — A) > nat — A
= An.Az. Af.Am.
(rec (Ai.rec (f0z) (A_.A_.z)1i)
(Am'. Ar.An'.rec (f (Sm') (r (safe_pred n))) (An". A_.rn”)n')m
) n

Cette fonction vérifie plus ou moins les réductions suivantes :

rec,nzf0 — z
recpnzfm — f(n—m)(rec,nzf (n—m)) (Sim #0)

A l'aide de cette fonction, on définit alors la division euclidienne div :

div : nat — nat — nat W {divBy0}
= Am.An.rec (raise divBy0) (A_.A_.rec, n0S m) n

Notons que le codage de la fonction rec,, est difficilement lisible. Ceci est principalement dt
au manque de souplesse de I'opérateur de récursion. Dans la section 6.1, nous présenterons
une variante de A muni d'un opérateur de point fixe et verrons a cette occasion que la
division euclidienne peut y étre codée plus simplement.

Pour conclure, précisons que dans le chapitre 6 nous ajouterons a A, de nouveaux types
de données primitifs, et notamment les listes. D’autres exemples d’utilisations des excep-
tions seront alors donnés.
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4.4 Propriétés

Dans cette section nous allons présenter les propriétés vérifiées par A, et son systeme

de types. Les propriétés que nous allons prouver sont :

— La préservation du typage par réduction (théoreme 4.45) ;

— La préservation du typage par r-réduction (théoréme 4.46) ;

— La progression (théoreme 4.47) qui montre que les termes clos bien typés qui ne sont
pas des valeurs sont toujours réductibles : le calcul ne peut pas étre bloqué;

— Le théoréme de corruption (théoreme 4.50) qui montre formellement que les excep-
tions peuvent étre utilisées en place de n'importe quel autre terme;

— Le théoreme de stireté du typage vis-a-vis des exceptions (théoréme 4.52) qui montre
que les termes dont le type ne mentionne pas d’exceptions ne peuvent en lever durant
leur exécution.

Afin de prouver ces propriétés, nous allons commencer par démontrer un certain nombre

de lemmes sur le typage et le sous-typage de A..

4.4.1 Propriétés liminaires

Pour montrer la propriété de préservation du typage par réduction, on a besoin de
montrer un certain nombre de propriétés du sous-typage et du typage de A.. La relation de
sous-typage de A est relativement complexe et les dérivations n’y sont pas dirigées par la
syntaxe. Raisonner directement sur cette relation est alors difficile. Par exemple, on aimerait
montrer que si deux types A — B et A* — B’ sont en relation, alors les types A et A’ et
les types B et B’ le sont aussi!. Mais dans A, ni le sous-type, ni le sur-type d’une fleche est
une fleche. Pour contourner ce probleme et plus généralement faciliter le raisonnement sur
la relation de sous-typage de A, on va commencer par définir ["équivalence de type, puis on
raisonnera sur le sous-typage modulo cette équivalence.

Equivalence de type

Supposons que l'on ait certains types A, B et C vérifiant la relation de sous-typage
C < A — B. Quelle peut alors étre la forme du type C? En observant les régles de sous-
typage, on s’apercoit que C n’est pas forcement directement une fleche, mais une fleche
avec par dessus une suite d’unions et de corruptions entremélées. Schématiquement, on
peut avoir
C=(..((A =B rwA)>2wA)... )% WAL

Il n’est pas aisé de raisonner avec un tel type. On peut toutefois remarquer que I'on aura
toujours C = (A” — B”) ¥ A car 1'égalité de sous-typage permet toujours de pousser les
corruptions vers les feuilles du type et d’accumuler les unions. Il est plus simple de raison-
ner sur ce terme mais, parce que la relation de sous-typage est complexe, I'égalité de sous-
typage l'est également. Par exemple, il est difficile de montrer que si A — B = A" — B’
alors A = A’ et B=B'.

On définit donc I"équivalence de type qui est une relation d’équivalence entre types plus
grossiere que 1'égalité de sous-typage car ne vérifiant que les égalités qui nous sont néces-
saires.

10n peut d’ailleurs tout de suite noter que la propriété souvent déduite dans ce genre de cas, a savoir que
siA— B< A — B,alors A < AetB < B/, est fausse dans A. Il suffit de considérer le sous-typage
nat — nat < nat{8) — nat{e} pour s’en convaincre.
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Définition 4.13 (Equivalence de types)
L’équivalence = entre types de A¢ est la plus petite relation d’équivalence (qui passe donc au
contexte) vérifiant les équations suivantes :

(A—-B?*» =~ A*»—B°
(AWA)WA =~ AW (AUA)
(AA)A’ ~ AAUA’
(AwA)Y =~  ANwA
A? = A

AWD ~ A

L'équivalence de type est incluse dans l'égalité de sous-typage mais la réciproque est
fausse en général. Par exemple, les égalités (AWA')® = A2 W (A’ — A) (lemme 4.11) et
A — BWA = (A — BWA)WA (lemme 4.12) sont dérivables, alors que les équivalences cor-
respondantes ne sont pas vraies.

Lemme 4.14 Si A et B sont deux types tels que A ~ B, alors

A=B

Preuve :
Chaque égalité de 'équivalence correspond soit directement a une égalité de sous-typage, soit
(pour AWQ ~ A et A® ~ A) est évidente a montrer.

La suite de la preuve de préservation du typage par réduction s’articule de la fagon
suivante :
— On va montrer un certain nombre de propriétés de I’équivalence de type;
— Ces propriétés nous permettront de montrer des propriétés du sous-typage modulo
I'équivalence de type;
— On en déduira alors des propriétés d’inversion du sous-typage de A¢;
— On montrera par ailleurs les propriétés d’inversion du typage pour les différentes
constructions du calcul ;
— Les propriétés d’inversion du typage et du sous-typage nous permettront alors de
montrer la préservation du typage par réduction.
Plus précisément, la figure 4.3 donne les dépendances des principaux lemmes que nous
allons montrer pour aboutir a la preuve de préservation du typage par réduction. Notons
que nous avons simplifié I'’énoncé de certains lemmes dans cette figure et que nous n’y
avons pas mentionné certains lemmes auxiliaires (en particulier, nous n'y mentionnons pas
les lemmes sur la notion de simplification qui est définie juste apres et qui n’a pour but que
de montrer les propriétés de 1'équivalence de type).

L’équivalence de type est une relation d’équivalence, elle est donc symétrique. Ceci rend
fastidieuse la preuve de certaines propriétés pourtant intuitivement simples (par exemple
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Inversion de I'équivalence de types

Lemme 4.21 Lemme 4.28 Lemme 4.26
"A— B~ A" - B "AA ~ B A "AWA ~ BWA
= A~A NB~B" =A~CWA AB~CA" = A~CWA, AB~CWAg"
T !
Lemme 4.27

"AWA =~ (A" — B)wA
= Ax (A — B)wAy"

Lemme 4.30

J

Lemme 4.29

"C<DetD=~ (A" —B)WAN
=Cr(A—=B)WAA
Al < Abo A Bhow (A — A"

"C<DetD~BWA

=C<BYvV

Sous-typdge modulo équivalence

(C=AYAN NA<BAANCA)"

L

Inversion du récurseur

Préservation du typage par réduction

Lemme 4.32 Lemme 4.33 Lemme 4.34 Lemme 4.35
4 "A—-B<A — B "Ce{e} <A—B "B—-C<AWA "Aw{e} <Bw{e}
=A< AA ANBA < B = DW{e} <B" =B—>C<A" = Cw{e} <B"
[ \ \
Inversion du sous-typage
1
Lemme 4.43
Inversion du typage T v : AW {e} et v valeur réguliere
==TFo: A"
Lemme 4.37 =
Inversion de l’abstraction —
b Lemme 4.38 H—
Inversion de 'application — Lemme 4.36
L Lemme 4.41 Tx: AAF t:B An
. =T,x:AFt:B
Inversion du successeur l
Lemme 4.42 Lemme 4.44

Lemme 4.40 a la racine
Inversion du raise
Lemme 4.39 Théoréme 4.45

Inversion du try

Préservation du typage par réduction

F1G. 4.3 — Schéma de dépendance pour la preuve de la préservation du typage par réduction
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le fait que A — B ~ A’ — B’ implique A ~ A’ et B &~ B’). On va donc utiliser 'astuce
habituelle consistant a briser la symétrie en dirigeant les régles. Cette astuce appliquée a
I'équivalence de type nous donne la simplification de type.

Définition 4.15 (Simplification de type)
On appelle simplification de type la relation de réduction ~ définie comme la plus petite relation
induite par les regles de la figure 4.4. On note ~~* la cloture réflexive et transitive de la simplification.

(A— B)» ~ A% — BA (spl;)

(AWA) WA ~ AW (AUA') (spl,)

(AA>A’ ~s AAUA’ (Splg)

(AWA)Y ~ AM WA (spl,)

AYD  ~ A (spls)

A2 s A (sply)
A ~ A B ~~ B’

A— B ~ A/ B (Splarrl) A—B ~ A— B/ (Splarrz)
A~ A A~ A

A0A — Aoa Pl Ab o as Pleo

F1G. 4.4 — La simplification de type

Pour pouvoir raisonner avec la simplification, on va d’abord montrer que c’est une
relation confluente. Pour cela, on utilise la méthode de résolution des paires critiques.
Rappelons en effet qu'une relation (du premier ordre) qui est fortement normalisable et
dont toutes les paires critiques peuvent se résoudre est confluente (voir [BN98] pour une
démonstration de ce résultat).

On montre donc d’une part que la simplification est fortement normalisable et d’autre
part que toutes ses paires critiques peuvent se résoudre.

Lemme 4.16 (Normalisation forte de la simplification) La simplification est fortement nor-
malisable.

Preuve :
On associe a chaque type A sa mesure | A| qui est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et qui
est définie par :

|nat| = 2
|A—B] = [A]+[B]
[AWA] = [A]l+1

[A%) = A

Remarquons tout d’abord que quel que soit le type A, on a bien [ A] > 2. On montre alors que si
A ~~ B,alors [A] > | B] et ce par cas sur la regle utilisée pour montrer A ~» B:
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(sply) [(A— B)*] =(lA] +[B])* > |AJ> + |BJ* = [A® — B*].

(sply)) |[AWAWA | =|A|+2>|A]+1= AW (AUA)].

(sply) [(AM)Y] = [A]* > [A]? = [A*N].

(sply) |AWAY | = (JA] +1)2 > |A]2+1= AN wA].

(sply)) [AWQ] =|A|+1> |A]

(sply 1A?] = LA > |A].

(spl,,q) Si|A] > |A’| alorsonabien |A — B| = |A|+|B] > |A'|+|B] =|A" — BJ.
(spl,,.,) Si |B| > |B'|, alorsonabien |A — B] = |A]+ |B] > |A| +|B] = |A — B'].
(spl,,;) Si|A] > |A'] alors [AWA] = |[A]+1> [A|+1=|A WA

(spl.,,) Si|A] > |[A'] >2alors [A%] = |A]%2 > |A')2 = |A2).

Lemme 4.17 (Résolution des paires critiques) Toutes les paires critiques de la simplification se
résolvent.

Preuve :
On montre figure 4.5 et 4.6 comment résoudre toutes les paires critiques de la simplification.

Lemme 4.18 (Confluence de la simplification) Si A, B et C sont des types tels que A ~~* B
et A ~* C,alors il existe un type D tel que

B ~* D et C ~* D

Preuve :
La confluence est une conséquence des lemmes 4.16 et 4.17 (voir [BN98]).

On montre alors que deux types sont équivalents si et seulement si ils ont un réduit
commun par la simplification :

Lemme 4.19 Si A et B sont des types, alors A ~ B si et seulement si il existe un type C tel que
A ~* Cet B ~* C.

Preuve :
Les deux sens de I'équivalence sont faciles a montrer puisque a chaque régle de ~ correspond
une régle de ~»* et inversement.

En particulier, si A ~* B alors A = B, propriété que 1’on utilisera implicitement par la
suite.

53



54 Chapitre 4 — Le systeme de types

(sply)/ (spl3)

!

((A—B)*)4

P

(A — B)AN

(sply)/ (spl,)

(AWA) WA ) WA

N
(AW (AUA")) & A (AW A) W (A'UA")

~ PR
~ -
~ -

AW (AUAUA)

(sply)/ (spl5) (a)

(AWD) A
VRN
AWA=EZZ22 AWA

(sply)/ (splg)

(spl,)/(sply)

(sply)/ (spl5) (b)

(AWA) WO
VRN
AWA==EZ22 AWA

F1G. 4.5 — Paires critiques de la simplification de type
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(spl3)/ (spl3)

(A%~

(A(AUA’)>A” (AA)(A’UA”)

~ -
~ -
~ -
~
By

-
A(AUAUA")

(spl3)/(splg) (a)

(A?)A
AD oo pA
(sply)/(spls)
(Aw@)»
APWQ ) AB

(spl3)/(sply)

(A a)™)~

N

(A&JA)A,UAH (AA,wA)A,/
L (AY)YY wa

N s

N k/
YN/
AA UA WA

(spl3)/ (splg) (b)

(sply)/(splg)

(AwA)?

VRN
A2 WA A A

\ L
2
NI

AWA

F1G. 4.6 — Paires critiques de la simplification de type (suite)
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On montre également que la seule fagon de simplifier une fleche est d’en simplifier les
composantes, les simplifiés d"une fleche sont des fleches :

Lemme 4.20 Si A, B et C sont des types tels que A — B ~~* C, alors il existe A’ et B' tel que

C=A"—>B e A ~~*A e B ~*PB

Preuve :
Ce lemme est facilement prouvé par induction sur la longueur de la réduction A — B ~* C.
Toutes les regles de la simplification conservent en effet les fleches.

Une conséquence immédiate en est la propriété sur 1'équivalence de types fleches sui-
vantes :

Lemme 4.21 Si A, B, A’ et B sont des types tels que A — B ~ A" — B/, alors

A~ A et B~ B

Preuve :
En utilisant le lemme 4.19, on sait qu’il existe une type C telque A — B ~* Cet A’ — B’ ~* C.
L’application du lemme 4.20 sur les deux réductions nous permet alors de conclure.

En simplifiant suffisamment un type quelconque, on obtiendra forcement I'une des formes

. ! / 2. s SN
suivantes : nat, nat W A, nat®, nat® WA, A — B ou (A — B) W A. Pour éviter d’avoir a
écrire tous ces cas a chaque fois, on définit les méta-notations suivantes :

Notation .
- Si A # @, la notation A W A désigne A W A.

Sinon, siA =@, A LiJ A désigne ou bien A W@, ou bien A.

— Si A # @, la notation A°? désigne AL
Sinon, si A = @, A°A désigne ou bien A9 ou bien A.

On montre alors que tout type peut se simplifier en un type d'une des formes citées
ci-dessus :

Lemme 4.22 Si A est un type, alors on a un des cas suivants :
o
— 1l existe des ensembles d’exceptions A et A' tels que A ~* nat®® W A’

— Il existe des types B et C et un ensemble d’exceptions A tels que A ~~* (B — C) ¥ A
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Preuve :
On raisonne par induction sur la structure du type A. Si A est:
— nat, alors on conclut directement (on est dans le premier cas et A = A" = Q).
— B — C, alors on conclut directement (on est dans le second cas et A = ©).
- XW Ay, alors par hypothese d’induction,
— Soit X ~* nat°® A, mais alors X W Ay ~* nat°® ¥ (A UAy).
— Soit X ~* (B — C) ¥ A, mais alors XW Ay ~* (B — C) & (AUAy).
— X%+, alors par hypothese d’induction,
— S0it X ~~* nat®® i A, mais alors X2x ~* nat°(AUAx) W A,
— Soit X ~* (B — C) ¥ A, mais alors X%t ~* (B — C) W A.

Notons que ce lemme implique trivialement que quel que soit A, ou bien A ~ nat® WA,
oubien A ~ (B — C) WA (ot on n’a plus besoin des notations introduites ci-dessus puisque
on est passé a 1’équivalence).

On montre la propriété suivante sur les réduits d"une union :

Lemme 4.23 Si A et C sont des types et A un ensemble de noms d’exceptions tels que
AWA ~* C,alors il existe un type A’ et un ensemble de noms d’exceptions A 4 tel que

C=AW(AUA) et A~ A WA,

Preuve :

On procede par induction sur la longueur de la réduction AWA ~* C.S5 C = AWA, alors on

conclut directement. Sinon, ona AWA ~» D ~+* C. On raisonne alors pas cas sur la premiere

réduction. Si cette premiere réduction est :

(spl,) Alors A = X WAy et D = X (AyUA). Alors par hypothese d'induction, ona C = A’ u
(AAUALUA) et X ~* X & Ay etonabien X WA, ~* X (AsUA,).

(spl;) Alors A =QetD = A, maisalors C=Cet A ~* C.

(spl,,;) Alorsona D = A’ & A avec A ~» A’. Par hypothese d’induction, C = A” u (AAUA) et
Al w* A A 4. Mais on a bien alors A ~* A’ " Ag.

Aucun autre cas de réduction n’est possible puisque A ¥ A est une union.

L’équivalence de type n’ajoute, ni n’enléve d’exceptions. En conséquence, un type qui
n’est pas une union n’est équivalent a une union que si 'ensemble d’exceptions de cette
union est vide :

Lemme 4.24 Si A, B et C sont des types et A un ensemble de noms d’exceptions tels que
A— B=xCWA,alors A = Q.
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Preuve :
Avec le lemme 4.19, on sait qu’il existe un type D tel que A — B ~* DetCWA ~* D. Alors

avec les lemmes 4.20 et 4.23, on sait que D = A’ — B’ et D = C’ i (AcUA), d’ot1 on en conclut
qu’on a forcément AcUA = @ et donc A = @.

Lemme 4.25 Si C est un type et A et A’ sont des ensembles de noms d’exceptions tels que
nat® ~ CWA, alors A = Q.

Preuve :
Avec le lemme 4.19, on sait qu'il existe un type D tel que nat? ~* DetCWA ~* D. Alors

avec le lemme 4.23, on sait que D = C’ LiJ (AcUA) et, au vu de la définition de ~*, D = nat®’. On
en conclut donc qu’on a forcément AcUA = @ et donc A = @.

On peut alors montrer la propriété suivante entre deux types unions équivalents :

Lemme 4.26 Si A et B sont des types et A et A’ des ensembles de noms d’exceptions tels que
AWA ~ BWA, alors il existe un type C et des ensembles de noms d’exceptions A 4 et Ap tel que

A%C&JAA et B%CL’:JAB et AAUA:ABUA/

Preuve :
En utilisant le lemme 4.22, on se réduit aux quatre cas suivants :

- A~nat® WAy et B~ nat®x WAp: On aalors AWA ~ nat® & (AyJUA) et BWA ~
nat®x & (AgUA’). Avec le lemme 4.19, il existe un type C tel que nat®* WA, ~* C et
nat®x Ag ~+* C.Mais comme ni nat®x W A4, ni nat®x Ap ne sont réductibles par ~~,
on a forcément nat®x W A 4, = nat®x & A et donc Ay = Ay et AyUAN = AgUA'.

-—Ar (X —=>Y)WAgetB~r (X' — Y)WAg:Onaalors AWA ~ (X — Y)W (AsUA)
et BWA ~ (X' — Y)W (AgUA’). Avec le lemme 4.19, il existe un type C tel que (X —
Y)WA, ~* CetB= (X' — Y')WAp ~* C.En utilisant conjointement les lemmes 4.23,
4.20 et 4.24, on obtient que 1'on a d’une part C = (Xy — Yp) H (AgUA) avec X ~* Xp
et Y ~* Y et d’autre part C = (X — Y{) o (AgUA') avec X' ~* X[ etY' ~* Y|
Finalement, on a forcément Xy = X, Yo = Y| et AqUA = AgUA’ et on peut conclure.

- Ax~nat® WA et B~ (X' — Y )wWAp:Onaalors AWA =~ nat® & (AyUA) et BWA' ~
(X' — Y') & AgUA'. Avec le lemme 4.19, il existe un type C tel que nat®* W A4 ~* C et
(X' = Y')®wAp ~»* C.Puisque nat®x ¥ Ay n’est pas réductible par ~, on a forcément
(X" = Y')WAp ~* nat® WAy et avec les lemmes 4.23, 4.20 et 4.24, on vérifie facilement
que ce cas ne peut pas se produire.

-ArR(X—=Y)WA etBr nat®x & Ap : On est dans le cas symétrique du cas précédent et
il ne peut pas non plus se produire.

Une conséquence simple du lemme précédent est :
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Lemme 4.27 Si A, A’ et B’ sont des types et A et A’ des ensembles de noms d’exceptions tels que
AWA = (A" — B')WA, alors

Ax (A= BYwWAy et A =AUA

Preuve :

Puisque AWA ~ (A’ — B') W A’, avec le lemme 4.26, on sait qu'il existe C tel que A ~ C ¥ A,
A" — B' = CWAp et AgUA = AgUA’. Alors, avec le lemme 424 ona Ag = @etdoncC ~ A" — B’
etalors A~ (A’ — B') WA et AgUA = A.

Enfin, la derniére propriété de 1’équivalence que I'on montre concerne I'équivalence
entre un type corrompu et un type union :

Lemme 4.28 Si A et B sont des types et A et A' des ensembles de noms d’exceptions tels que
AD ~ BW A, alors il existe un type C tel

A~CWA e B=(CA

Preuve :
En utilisant le lemme 4.22, on se réduit aux cas suivants :

— Soit A ~ nat® WA, : Alors A% ~ nat(®Ud) WA, ~ BwWA et avec le lemme 4.19, le
fait que la simplification soit confluente (lemme 4.18) et le fait que nat°(A+U2) ¥ A A n'est
pas réductible par ~», on a B&W A’ ~* nat°(8:U8) H Ay4. Alors avec le lemme 4.23, on
a B ~* nato(8:U8)
A=~ CWA et B~ CA

—~ Soit A~ (X — Y)WAy, : Alors A% ~ (X® — YA) WA, ~ BWA' et avec le lemme 4.27,
B~ (X* — Y®)WAg avec Ay = A'UAj. Donc si on prend C = (X — Y) & Ap, on a bien
A~ CWA et B~ CA

[e]
b Ag et Ay = AgUA'. En prenant C = nat® W Aj, on a bien que

Propriétés du sous-typage modulo équivalence. On vient de montrer diverses proprié-
tés de 1'équivalence de type. On va maintenant les utiliser pour montrer des propriétés
du sous-typage modulo équivalence de type. Ces propriétés nous permettront de démon-
trer les propriétés du sous-typage nécessaires a la preuve de préservation du typage par
réduction.

Lemme 4.29 Si C, D et B sont des types et A un ensemble de noms d’exceptions tels que C < D et
D ~ BW A, alors on a forcément I'un des cas suivants :

— Soit C < B.

— Soit il existe A tel que C~ AWA et A< Bet N CA
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Preuve :
On raisonne par induction sur la dérivation de C < D. Si la derniére regle utilisée est :
(st-id) Ona C < C et C ~ BWA. On est donc directement dans le second cas.
(st-trans) OnaC < Dcar C < Xet X < Detona D ~ BWA. Par hypothése d’induction,
— Soit X < B et on conclut car alors C < B.
— Soit X = AgW Ag avec Ay < B et Ag C A. On peut appliquer I'hypothése d’induction avec
C<Xet:
— Soit C < A, mais alors C < B.
— Soit C~ AWA" avec A < Ag et A’ C Ay. Mais alors A < Bet A’ C A.

(st-arrow) On est dans le cas ot C; — Cp < D7 — Dy et D; — Dy =~ BW A. Mais alors avec
le lemme 4.24 on a que A = @ et donc avec le lemme 4.14, on a D; — D, = B et donc
Cl — Cz S B.

(st-cor-noex) On a C? < C et C ~ BW A. Mais alors C? ~ B A et on conclut directement.

(st-uni-merge) On est dans le cas d'une égalité de 1'équivalence, on est donc directement dans
le second cas.

(st-cor-merge) On est dans le cas d'une égalité de 1"équivalence, on est donc directement dans
le second cas.

(st-uni-arrow) On est dans le cas ot (C; — C) WA < C; —» Ca WA et C; — Ca WA ~ BWA.
Avec le lemme 4.24, on a A = @ et donc avec le lemme 4.14, on a C; — Co W A’ = B et donc
(C; — C) WA <B.

(st-uni-ctx) On est dans le cas ot CWA’ < DWA’ car C < Detona DWA' ~ BWA.
Avec le lemme 4.26, on sait qu’il existe X, Ap et Ap tel que D ~ XWAp, B~ XWAp et
ApUA = AgUA. On applique I'hypothese de récurrence et on a que
— Soit C < X < X Ag = B (avec le lemme 4.14).

- Soit C~ YWA" avecY < XetA” C Ap.Soit Ax = (A"UA)NAp, CWA = YW (A"UA) ~
(YWAx) W ((A"UA") — Ax) et on peut conclure car d'une part, puisque Ax C Ag, Y
Ax < XWAp = B (lemme 4.14). Et d’autre part, puisque A”UA" C ApUA" = AgUA,
(A"UA) — Ax C A

(st-uni) On est dansle casott C < CWA’ et CW A’ =~ B A. Avec le lemme 4.26, il existe X, Ac
et Aptelque C~ XWAc, B~ XWAp et AcUA" = AgUA. Mais donc A ~ (X & (AsNAp)) W
(Aa — (AaNAB)) et on conclut puisque X W (A4NAp) < XWAp = B (lemme 4.14) et comme
Ac CAgUA, Ay — (AAQAB) CA.

(st-cor) On est dans le cas ot CW A’ < C% et CY ~ BWA. Avec le lemme 4.28, il existe D
tel que C ~ DWA et B ~ DY Mais alors C& A’ ~ (D& A') & A et on conclut puisque
DA’ < DY = B (avec le lemme 4.14).

(st-uni-cor) On est dans le cas d’une égalité de I'équivalence, on est donc directement dans le
second cas.

(st-cor-arrow) On est dans le cas d’une égalité de 1’équivalence, on est donc directement dans
le second cas.

Lemme 4.30 Si C, D, A’ et B’ sont des types et A' un ensemble de noms d’exceptions tels que
C<DetD~ (A" — B')WA, alors il existe des types A et B et des ensembles d’exceptions A et
Ay tels que

-C~(A—B)WA

— A < Abo

- BhMyw(A-AN)<PB
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Preuve :
On raisonne par induction sur la dérivation de C < D. Si la derniéere regle utilisée est :

(st-id) Alors c’est évident.

(st-trans) On est dans le cas ot C < D car il existe X tel que C < X et X < D. Comme de plus
D~ (A’ — B') WA, on applique 'hypothese d’induction pour obtenir qu’il existe Ay, By,
Ay et Al tel que
- X~ (A= B)WA,
!
_ A/ S Aﬁx
- BYw (A —Ay) < B
Mais on peut donc également appliquer 1'hypothese d'induction a C < X, et on obtient qu’il
existe A, B, A et Ag tel que
- Cx~=(A—B)WA
- Ay < APo
- BMw (Ay — A) < By
Mais on conclut alors puisque
— A < A?éc < AAOUA;
— BBy A — A= (BB (Ay — A))Mr i (A — Ay) < B WA — A, < B
(st-arrow) On est dans le cas o1 C; — Cy < D7 — Dy car D; < C; et C; < D5. Alors, avec le
lemme 4.24, on a A’ = @ et donc avec le lemme 4.21, on a D; = A’ et D, ~ B'. De plus
C; - C~C — CetonaA <CetC, < B puisque avec le lemme 4.14, A’ = D et
B’ = D,.
(st-cor-noex) On est dans le cas ott C? < C et C ~ (A’ — B')wA/. Mais alors C? ~ ((A" —
B'YwA')? ~ (A" — B') W A’ et on conclut.
(st-uni-merge) On est dans le cas d’une des égalités de I’équivalence, on conclut donc directement.
(st-cor-merge) On est dans le cas d'une des égalités de I’équivalence, on conclut donc directement.

(st-uni-arrow) On est dans le cas o (C; — C) WA, < G — CWA et
Ci —»GCWA. ~ A" — B WA'. Grace aux lemmes 4.24 et 421, A" = @, C; =~ A et
Co WA, ~ B'. Et comme (C; — C)WA; ~ (C; — C2) WA, on conclut en montrant avec
le lemme 4.14 que A’ < C1 et C; WA, < B’ (et A — A = A. puisque A’ = Q).

(st-uni-ctx) On est dans le cas ou CWA, < DWA; car C < D etavec DWA, ~ (A" — B ) WA
Avec le lemme 4.27, on a D = (A" — B')WA[ avec A’ = AjUA.. Alors par hypothese
d’induction C &~ (A — B) WAy avec A’ < A% et BAM W (Ag — Af)) < B'. Et finalement on
conclut puisque CW A, =~ (A — B) & (AgUA.) et (AgUA:) — A = Ag — A,

(st-uni) On est dans le cas o C < CW A, et CWA, ~ (A" — B') WA’ Or avec le lemme 4.27,
C~ (A" — B')W A avec A" = AgUA, et on conclut donc puisque Ag — A" = @.

(st-cor) On est dans le cas ott CW A, < C? et C ~ (A’ — B') W A/. Alors, avec le lemme 4.28,
on obtient que C &~ (A — B) WA’ avec A% ~ A’ et B> ~ B’. On conclut donc avec le
lemme 4.14.

~

~
~
~

(st-uni-cor) On est dans le cas d’une des égalités de I'équivalence, on conclut donc directement.

(st-cor-arrow) On est dans le cas d’une des égalités de I'équivalence, on conclut donc directement.

Dans 1’énoncé du lemme précédent, les ensembles de noms d’exceptions A, A’ et A
peuvent avoir des intersections non vides mais ne sont reliés par aucune relation par-
ticuliere. Intuitivement, A rend compte d’une partie des exceptions de A’ mais surtout
d’exceptions qui peuvent étre « rentrées » a droite de la fleche grace a la regle de sous-
typage (st-uni-arrow). L'ensemble Aj lui, rend compte des exceptions qui ont pu se distri-
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buer sur la fleche a I'aide de la regle (st-cor-arrow). On a par exemple
(A= B {e} < (A — (B W {e})) ¥ {2}

pour lequel le lemme précédent est vrai en prenant Ag = {eo}, A = {e1} et A" = {e2}.

Le lemme qui suit caractérise les sous-types des entiers corrompus :

Lemme 4.31 Si C et D sont des types et A et A' des ensembles de noms d’exceptions tels que C < D
et D ~ nat® W A/, alors il existe des ensembles de noms d’exceptions Ng et A tels que

— C ~ nat™ WA

- AUAy CAUN

Preuve :

On raisonne par induction sur la dérivation de C < D. Si la derniére regle utilisée est :

(st-id) Alors c’est évident.

(st-trans) On est dans le cas oit C < D car il existe X tel que C < X et X < D. Comme de plus
D = nat® @ A, on applique I'hypothése d’induction pour obtenir que X ~ nat®r & A}, avec
Ay UA, C AUA'. Mais alors on peut appliquer I'hypothese d'induction sur C < X qui nous
permet alors de conclure facilement.

(st-arrow) On est dans le cas ot C; — Cp < D; — Dy et D; — Dy ~ nat® & A’. Mais il est
impossible d’avoir D; — D ~ nat® W A’

(st-cor-noex) On est dans le cas ott C? < C et C a2 nat® W A’. Mais C? ~ C donc on conclut.

(st-uni-merge) On est dans le cas d'une des égalités de I'équivalence, on conclut donc directement.

(st-cor-merge) On est dans le cas d'une des égalités de I’équivalence, on conclut donc directement.

(st-uni-arrow) On est dans le cas o (C; — C) WA < G — CWAc et
Ci— CGQWAc = nat® W A’, ce cas est impossible.

(st-uni-ctx) On est dans le cas ot CWA, < DWA, car C < D et DWA, ~ nat® W A’. Donc
(lemme 4.26), il existe B tel que D ~ BW A et nat® ~ BWA; avec AyUA. = AjUA. En
appliquant le lemme 4.25 on obtient que A; = @ et donc B ~ nat® et D ~ nat® ¥ Ag. On
applique donc I'hypothése d’induction sur C < D et on obtient que C ~ nat® & A/ avec
ArUA, C AUAg. Donc CW A, ~ nat® & (ALUA:) et A, UALUA, C AUAGUA,.

(st-uni) On est dans le cas oit C < CW A, et CW A, ~ nat® W A’. Donc (lemme 4.26), il existe B
tel que C =~ BW Ag et nat® ~ BWA; avec AgUA, = AjUA. En appliquant le lemme 4.25 on
obtient que Ay = @ et donc B = nat® et D ~ nat® W Ay avec Ag C A’ et on conclut.

(st-cor) On est dans le cas ot CW A, < C2 et CA ~ nat® W A’. Donc (lemme 4.28), il existe B tel
que C ~ BW A’ et nat® ~ B A.. On peut alors vérifier que 1'on a forcement B ~ nat’0
avec AgUA. = A. Donc C = nat® WA’ et donc C WA, ~ nat® ¥ (A'UA.) et on a bien
AgUAUA" C AUA'.

(st-uni-cor) On est dans le cas d'une des égalités de 1'équivalence, on conclut donc directement.

(st-cor-arrow) On est dans le cas d’une des égalités de I’équivalence, on conclut donc directement.

Propriétés du sous-typage

Comme nous l'avons déja précisé, on ne peut pas dans A, déduirede A — B < A’ — B’
le fait que A’ < A et B < B’. En revanche on peut montrer la propriété plus faible suivante :
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Lemme 4.32 (Inversion du sous-typage des fleches) Si A, B, A’ et B’ sont des types tels que
A — B < A" — B/, alors il existe un ensemble de noms d’exceptions A tel que

A < AA et BA< B

Preuve :

Puisque A’ — B’ = A’ — B/, on applique le lemme 4.30 pour obtenir qu’il existe X, Y, A et A’ tels
que A—->Br(X—-Y)wA, A < XA et YAW A’ < B'. Alors, on utilise les lemmes 4.24 (qui nous
donne A’ = @) et 4.21 pour montrer que A = X et B = Y et avec le lemme 4.14, A = X et B=Y
et donc finalement on a bien A’ < A% et BA < B'.

Le lemme suivant montre d’'une certaine fagon que si une union est promue en un type
fonctionnel par sous-typage, alors le type a droite de cette fleche mentionnera nécessaire-
ment les exceptions de 'union.

Lemme 4.33 Si A, B et C sont des types et € un nom d’exceptions tel que C& {e} < A — B, alors
il existe un type D tel que
Dw{e} <B

Preuve :

Puisque A — B ~ A — B, le lemme 4.30 nous dit que C {e} ~ (A’ — B') WA’ avec AW A’ < B
(pour un certain A). Alors le lemme 4.27 nous dit que C ~ (A’ — B') WA avec A" = AjU{e} et
donc B'%0 @ (AfU{e}) < B. Finalement en prenant D = B’ ¢ (A}) on a bien D & {¢} < B.

Le lemme qui suit montre qu'une fleche (respectivement, le type des entiers) ne peut
étre le sous-type direct d'une union.

Lemme 4.34 Si A, B et C sont des types, A et A sont des ensembles de noms d’exceptions, alors
on a les implications suivantes :

B—-C<AWA = B—C<A
nat < AWA = natd <A

Preuve :
On a deux cas :

- SiB — C < AWA, on applique le lemme 4.29 et on a que soit B — C < A et on conclut,
soit B— C ~ DWA' avec D < A. Mais avec le lemme 4.24, on sait que A’ = @ et on conclut
également.

- Sinat® < AWA, on applique le lemme 4.29 et on a que soit nat® < A et on conclut, soit

nat® ~ DwWA" avec D < A. Mais avec le lemme 4.25, on sait que A" = @ et on conclut
également.
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Enfin, la derniere propriété du sous-typage dont on a besoin est la suivante :

Lemme 4.35 Si A et B sont des types et € et ¢ deux noms d’exceptions différents tels que
AW {e} < BW{¢'}, alors il existe un type C tel que

Cw{e} <B

Preuve :
Puisque BW {¢'} ~ B {¢'}, on applique le lemme 4.29 qui nous dit que
- Soit AW {e} < B et on conclut directement.
- Soit AW {e} = CW A avec C < Bet A C {¢'}. On applique le lemme 4.26 pour obtenir qu'il
existe X, Ag et Ac tels que A = XWA,, C~ XWAc et AyU{e} = AcUA. Alors puisque
A C {€'}, on a forcement e € Ac et donc X W Ac = (XWAL) W {e} < B (en utilisant le
lemme 4.14).

Remarquons que la conclusion du lemme ci-dessus n’est pas que A {e} < B. En effet,
si A mentionne ¢, ceci n’est pas vrai (et C est alors un sous-type de A qui ne mentionne
/
pas €').

Propriétés du typage

On commence par montrer le lemme de corruption pour les jugements de typage :

Lemme 4.36 Sit est un terme, A et B deux types, I un environnement de typage et x une variable
de terme tel que I',x : A & t : B, alors pour tout ensemble de noms d’exceptions A, on a

ILx: A+ ¢t: B2

Preuve :

On va en fait montrer que si I',x : A,Q2 = t : B (oit Q) est un environnement de typage quel-

conque), alors I', x : AA QO F t: BY etce par inductionsur I',x : A,QQ -t : B:

(t-ax) :DoncT,x : A, Q F y : Bavec (y: B)e I,x: A, Q et deux cas de figure peuvent se
présenter : x = y ou x # y. Si x = y, alors B = A et on conclut directement. Si x # y, alors
[,x: A% Q F y : B, mais on peut également conclure vu que B < B® quel que soit A.

(t-abs) :DoncI,x:A,Q,y:B F t: Ceton doit montrer que I, x : AB O+ Ay.t: (B— C)A.
Alors par hypothese d’induction, on a que I, x: A2 Q), y:BFt: C2 et donc que
[,x: A% Q F Ay.t : B— C®. Mais on peut alors conclure car on a que

B—C*< B—-CY» < B*—C*» < (B—QO)>~

(t-app) :Donc Ix : A, Q -t : B —- CetI,x:A,QF u:B et on doit montrer que
[,x: A% QF tu: CA Par hypothese d’induction, on a que T, x : AV, QFt:(B—C)A
et T,x: A%, Q F u : BA. Mais comme (B — C)A < BA — CA, finalement on a bien que
[x:A%,QF tu: CA

(t-zero) :Puisque nat < nat®, il est facile de montrer quel, x: A2 QO F 0 : nat?.
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(t-succ) : Comme A < A® quelque soit A, il est facile de montrer que
I,x: A% QF S : (nat — nat)?,
(t-rec) : Comme A < AB quelque soit A, il est facile de montrer que

(t-raise) : Comme A < A® quelque soit A, il est facile de montrer que
[,x: A% Q F raisee : (BW{e})?

(t-try) : Donc T,x:AQFt:BW{e} et Ix:A,QF u:B et on doit montrer que
[,x: A% QF trytwithe —u : B Or, par hypothése d’induction, on a que
[,x: A% Q Ft: (Bw{e})®etT,x: A%, Q F u : B4 Mais comme (BW {e})® < BAw {e},
on peut conclure.

(t-subtyp) : Donc I ,x:A,QQFt:C avec C < B. Par hypothese d’induction, on a que

[,x: A% Q F t: CA De plus, grace au lemme 4.10, on a que CA < B2 et donc finalement,
on abienque I', x : A2 QO+t BA

Remarquons que ce lemme est particuliérement important. Il contient en substance le
principe de la sémantique des fleches que nous utiliserons pour les modeles de réalisabilité
des chapitre 5 et 7.

Lemmes d’inversions On va maintenant démontrer des lemmes d’inversions pour toutes
les constructions de termes de A..

Lemme 4.37 (Inversion de 1’abstraction) Si t est un terme, C un type et I' un environnement
de typage tel que I' = Ax.t : C, alors il existe des types A et B tel que

Ix:AFt:B
A—B<C

Preuve :

On procede par induction sur la dérivation du jugement I' = Ax.t : C. Les seules régles qui ont
pu étre appliquées sont :

(t-abs) Mais alors, il existe des types A et BtelqueC=A — BetI,x: A t: B, et doncen
particulier C< A — B

(t-subtyp) On adonc queI’ = Ax.t : D et D < C. Par hypothése d’induction, il existe des types
AetBtelquel,x: A+ t: BetA — B <D.Mais alors onabien A — B <C.

Lemme 4.38 (Inversion de I’application) Si t et u sont deux termes, B un type et I un environ-
nement de typage tel que I = t u : B, alors il existe un type A tel que

T,x: A% Q F rec: (BWA' — (nat® — BWA' — BwA') — nat® WA” — B (AUA"))A.
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Preuve :
On procede par induction sur la dérivation du jugement I' - ¢ u : B. Les seules regles qui ont pu
étre appliquées sont :

(t-app) On a directement le résultat.

(t-subtyp) Onadonc que I I tu : Cavec C < B. Alors, par hypothese d’induction, il existe un
type Atelquel' Ht: A—Cetl' - u : A Maiscomme A — C < A — B (grace alaregle
(st-arrow)), on a bien aussi que I' -t : A — B.

Lemme 4.39 (Inversion du try) Sit et u sont deux termes, B un type, I' un environnement de
typage et € un nom d’exception tel que I' - trytwithe — u : A, alors

I'Ft: Aw{e}
rcu:A

Preuve :
On procede par induction sur la dérivation du jugement I' - trytwithe — u : A. Les seules
régles qui ont pu étre appliquées sont :

(t-try) On a directement le résultat.

(t-subtyp) Onadoncquel F trytwither— u : Bavec B < A. Alors, par hypothese d’induction,
I't:BwW{e}etI' Fu: B Etdonc, I - u : Aetpuisque BW{e} < AW {e} (grace ala
reégle (st-uni-ctx)), I =t : AW {e}.

Lemme 4.40 (Inversion du raise) Si A est un type, I un environnement de typage et € un nom
d’exception tel que I' = raise € : A, alors il existe un type B tel que

By {e} <A

Preuve :
On procede par induction sur la dérivation du jugement I' - raise £ : A. Les seules regles qui
ont pu étre appliquées sont :

(t-raise) On a directement le résultat puisque alors A = B {¢} pour un certain B.

(t-subtyp) On a également directement le résultat par transitivité du sous-typage.

Lemme 4.41 (Inversion du successeur) Si A et B sont deux types et I' un environnement de
typage tel que I = S : A — B, alors il existe un ensemble de noms d’exceptions A tel que

A < nat?®
nat® < B
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Preuve :

On commence par montrer par induction sur la dérivation du jugement S <A — B que
nat — nat < A — B. Puis on conclut par application du lemme d’inversion du sous-typage des
fleches (lemme 4.32).

Lemme 4.42 (Inversion du récurseur) Si A, B, C et D sont des types et I un environnement de
typage tel que I' = rec : A — B — C — D, alors il existe un type X et des ensembles de noms
d’exceptions A, A et A" tel que

A< XBWAN
B < natdY — XA WA — XBwA
C < natBUd iy A"
X2 (A'UA") < D

Preuve :

On commence par montrer par une simple induction sur la dérivation du jugement
'+ rec: A— B— C — D qu'il existe un type X et un ensemble de noms d’exceptions A’ tel
que

XWA — (nat® — XwWA — XWA') - nat® A" — X (AUA") < A —B—C— D.

Mais alors, en appliquant plusieurs fois le lemme d’inversion du sous-typage des fleches
(lemme 4.32), on montre qu’il existe des ensembles de noms d’exceptions A1, Ay, Az tel que :

A< (XwA )M
B < (nat® — XwA — X A)MUr
Cc< natA’uAlquuA3 WA
(XE*J (AluA//))AluAZUA3 <D

On conclut alors facilement en prenant pour ensemble de noms d’exceptions A = AjUA;UA3.

Enfin, on montre un dernier lemme qui exprime au niveau du typage que les valeurs
régulieres ne levent pas d’exceptions :

Lemme 4.43 Si v est une valeur réguliere, A un type, I' un environnement de typage et e un nom
d’exception tel que T = v : AW {e}, alors

T'tv: A

Preuve :
On va raisonner par cas sur la valeur réguliere v. Par définition, v est 1'un des termes suivants :
— Ax.t : par inversion de l'abstraction (lemme 4.37), il existe des types B et C tel que
' Ax.t: B—CetB — C < AW {e}. Mais en appliquant le lemme 4.34, on a que
B—C< Aetdoncbienquel - Ax.t : A.
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— 0: Il est facile de montrer (par inductionsur I’ - 0 : AW {e}) qualors nat < A {e}. Mais
donc, en appliquant le lemme 4.34, on a nat < A et finalementI' - 0 : A.

- S : I est facile de montrer (par induction sur I' F S: Aw{e}) qu'alors
nat — nat < AW {e}. Mais donc, en appliquant le lemme 4.34, on a nat — nat < A
et finalementI' - S : A.

- 5§ t : Grace aux lemmes d’inversion de l'application et d’inversion du successeur
(lemmes 4.38 et 4.41), on montre qu'il existe un ensemble de noms d’exceptions A tel que
[+ St : nat® et nat® < A {e}. Mais alors, en appliquant le lemme 4.34, on a nat® < A
etdonc' - St : A

—rec : Il est facile de montrer (par induction sur I F rec : AW {e}) qu'alors
il existe un type B et des ensembles de noms d’exceptions A et A tel
que I'F rec: BWA — (nat® - BWA — BWA) — nat® WA — B (AUA')
et BWA — (nat® — BWA — BWA) »nat® WA — B (AUA) < AW {e}.

Mais alors, en appliquant le lemme 434, on a forcément que
BWA — (nat® — BWA — BWA) — nat® WA’ - BWAUA < AetdoncT F rec : A.

— rec t : Le lemme 4.38 d’inversion de l'application nous dit qu’il existe un type B

tel que I' F rec : B — AW {e} et ' Ft: B. Mais il est alors facile de mon-
trer qu’il existe un type C et des ensembles de noms d’exceptions A; et A tel
que T F rec:CWA; — (nat® — CWA; — CWA;) —»natP1 WAy — CWAUAy et
CWA; — (nat® — CWA; — CWA) »natP WA — CWAUA) < B — AW {e}.
On peut alors appliquer le lemme d’inversion du sous-typage des fleches
(lemme 4.32) pour obtenir qu’il existe un ensemble de noms d’exceptions
A tel  que ((nat® — CWA; — CWA|) — nat® WA, — CWAIUA)? < AW {e}
et B<(CwWA))® On peut alors utiliser le lemme 4.34 pour montrer que
((nat® — CWA; — CWA)) — nat® WA, — CWAUA))® < A Mais donc T F t :
(CwA)2etT - rect: ((nat® — CwWA; — CWA) — nat® WA, — CWAUA) et on
peut bien conclure que I' - rect : A.

- rec t t' : Le lemme d’inversion de l’application (lemme 4.38) nous dit qu'il existe des type
BetCtelquel' F rec : B—C — AW {e}, T+ t: Betl b ' : C. Mais il est alors
facile de montrer qu'il existe un type D et des ensembles de noms d’exceptions A; et Ap
telqueT - rec : DWA; — (nat® — DWA; — DWA;) — nat® WA, — D& (AjUA,) et
DwWA; — (nat® — DWA; — DWA) — nat® WAy, — DW(AUAy) < B — C — AW {e}.
On peut alors appliquer le lemme d’inversion du sous-typage des
fleches (lemme 4.32) pour obtenir qu’il existe des ensembles de noms
d’exceptions A et A tel que natf1VAUN (D A)AYY < A e},
C < (nat® - DWA; — DWA)AYY et B<DMYA  On peut alors utiliser le
lemme 434 pour montrer que nat®YAUA WA, — (D (AUA;))AYA < A, Mais
donc TFt:(DWA)MY et TH ¢ : (natht = DWA; — DWA)AA et donc
T+ rectt : natMYAUA A, — (CW (A1UA))AYY et on peut bien conclure que
'k rectt : A

4.4.2 Préservation du typage par réduction

On commence par montrer que la notion de réduction vérifie la propriété de préserva-
tion du typage :

Lemme 4.44 (Préservation du typage par réduction a la racine) Si t et t' sont deux termes,
A un type et T un environnement de typage tel que T = t : Aett — t', alors

T : A
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Preuve :
On va procéder par cas sur la réduction t — ' :

(B) OnaTl F (Ax.t) u : B et on doit montrer que I' - t{x := u} : B. Avec le lemme d’inversion
de l'application (lemme 4.38), il existe un type A telqueI' - Ax.t : A - Betl' - u : A.
Alors, avec le lemme d’inversion de 1’abstraction (lemme 4.37), il existe deux types A’ et
B telquel,x: A"+t : B et A — B <A — B. Mais alors, on utilise le lemme 4.32 afin
d’obtenir A < A’® et B’ < B pour un certain ensemble de noms d’exceptions A. Donc d’une
part, T - u : A’® et d’autre part, avec le lemme 4.36, T, x : A’ I t : B'®. On utilise alors
le lemme 4.6 pour montrer I' - t{x := u} : B’®, d’oti on conclut que T' - t{x :=u} : B.

(rapp) On a T I (raisee) u : B et on doit montrer que I' F raise € : B. Avec le lemme d’in-
version de l'application (lemme 4.38), il existe un type A tel que I' - raisee : A — B et
I' - u : A. Et avec le lemme d’inversion du raise (lemme 4.40), il existe un type C tel
que C¥W{e} < A — B. Alors, grace au lemme 4.33, on sait qu’il existe un type D tel que
D {e} < B. Mais alors quel que soit le type D, on a toujours I' - raise e : D W {e}.

(catch) On a I' - tryraise ewithe — u : A et on doit montrer que I' = u : A, mais ceci est
une application directe du lemme d’inversion du try (lemme 4.39).

(trai) On a T F tryraise ¢ withe — u : A et on doit montrer que ' I raise ¢ : A. Avec le
lemme d’inversion du try (lemme 4.39), on al F raise ¢ : AW {e}. Alors, avec le lemme
d’inversion du raise (lemme 4.40), il existe un type C tel que CWe' < AW {e}. Mais alors,
grace au lemme 4.350ona CWe < Aetdonconaaussi' - raise¢ : A.

(tval) On a I' F tryvwithe— u : A ol v est une valeur réguliére, et on doit montrer que
I'Fv: A Or avec le lemme d’inversion du try (lemme 4.39), ona T F v : AW {c} et
on conclut alors avec le lemme 4.43.

(recz) OnaTl I recz f0 : A eton doit montrer que I' - z : A. Avec plusieurs applications du
lemme d’inversion de 'application (lemme 4.38), on montre qu’il existe des type B, C et D
telqueI' - rec : D - C — B — A et (entre autre) I' - z : D. Mais alors, avec le lemme
d’inversion du récurseur (lemme 4.42), on obtient D < AetonadoncT  z : A.

(recs) Onal F recz f (Sn) : Aetondoitmontrer queI - fn (recz f n) : A. Avec plusieurs
applications du lemme d’inversion de l'application (lemme 4.38), on montre qu’il existe des
typeB,CetDtelquel' Frec: D = C—-B— AT Fz:DTIF f:CetTt (Sn): B.
Mais alors, avec le lemme d’inversion du récurseur (lemme 4.42), il existe un type X et des
ensembles de noms d’exceptions A, A’ et A” tel que

D<XAwA
C < nat®V — XAWA — XBwA
B < nat®YA A"
XA (AUA") < A

Donc I' F S n : nat®A W A” et en utilisant le lemme d’inversion de I'application
(lemme 4.38) couplé au lemme d’inversion du successeur (lemme 4.41), il existe un type E et
ensemble de noms d’exceptions A; tel que I' - n : E, E < nat® et nat™ < natdU8 w A/,
Alors, en utilisant le lemme 4.34 sur cette derniere inégalité de sous-typage, on obtient

nat® < nat®Y4 et donc finalement T F 7 : nat®Y2". Par ailleurs, par (t-rec),
[+ rec: XWA — (natA/ — XWA — XwA) — nat® — XA/
et donc par corruption, on a
TFrec: X2WA — (nat®V%) X2y A — XPwA) — nat@V8) — X2y A,

Il s’ensuit que I' - recz fn : X*WA etdoncT - fn (recz fn) : X WA Et puisque
XA (A'UA") < A, on a finalement T’ - fn (recz f n) : A.
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(recr) On a T I recz f (raise¢) : A et on doit montrer que I - raise ¢ : A. Avec plusieurs
applications du lemme d’inversion de l'application (lemme 4.38) puis du lemme d’inversion
du récurseur (lemme 4.42), il existe un type X et des ensembles de noms d’exceptions A,
A et A" tel que T F raise ¢ : nat®/2 W A” et X2 (A'UA”) < A. Alors avec le lemme
d’inversion du raise il existe un type C tel que C {e} < nat®U% 1 A" et il est alors simple
de montrer qu’alors e € AUA'UA” d’otion a T I raise e : X® & (A’'UA"). Finalement, on
obtientI' - raise e : A.

On a maintenant tous les éléments pour montrer que le langage A, vérifie la propriété
de préservation du typage par réduction :

Théoreéme 4.45 (Préservation du typage par réduction) Si t et t’ sont deux termes, A un type
et T un environnement de typage tel queT &t : Aett — ', alors

THY: A

Preuve :
On va procéder par induction sur la dérivation de t — t':

(red) On est exactement dans le cadre du lemme 4.44.

(red)) On a I' F Ax.t : C et on doit montrer que I' - Ax. t' . C. Avec le lemme d’inver-
sion de l'abstraction (lemme 4.37) il existe des types A et B tel que I, x: At : B et
A — B < C. Mais alors, I'hypothese d’induction nous donne I', x : A - ' : B, d’ou on dé-
duitT - Ax.# : A — B et conclut.

(redupﬂ) OnaTl F tu: Beton doit montrer que I' ' u : B. Avec le lemme d’inversion de
l'application (lemme 4.38), il existe un terme A telqueI' -t : A— BetI' - u : A Donc
par hypothése d'induction, I' - ' : A — B et on conclut.

(reduppz) OnaTl F tu: Beton doit montrer que I' F t 1’ : B. Avec le lemme d’inversion de
l'application (lemme 4.38), il existe un terme A telqueI' ¢t : A — BetI - u : A. Donc
par hypothese d’induction, I' F u’ : A et on conclut.

(redtryl) OnaTl b trytwithe— u : A et on doit montrer que I' - try# withu — : A. Avec
le lemme d’inversion du try (lemme 4.39), onaT' - t: AW {e} et - u : A. Donc par
hypothese d’induction, I' - ' : AW {e} et on conclut.

(redtryz) Onal I trytwithe — u : A et on doit montrer que I' - trytwithu; — : A. Avec
le lemme d’inversion du try (lemme 4.39), onaT' - t: AW {e} et - u : A. Donc par
hypothese d’induction, I' - u’ : A et on conclut.

4.4.3 Préservation du typage par y-réduction

Le calcul A, et en particulier son mécanisme d’exception, ne nécessite pas la présence
de la régle de -réduction. D’ailleurs, 1'introduction de cette regle invalide la propriété de
confluence du calcul. En effet, si on ajoute la regle de réduction suivante :

Ax.tx —y t (x&FV(t)) ()

alors la paire critique suivante n’est pas résoluble :
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try (Ax. (raise €) x) withe — (Ay.y)

try Ax.raise ewithe — (Ay.y) tryraise ewithe — (Ay.y)
Ax.raise € Ay.y

Néanmoins, les types de A, sont préservés par y-réduction :

Théoréme 4.46 (Préservation du typage par y-réduction) Si t est un terme, A un type, I' un
environnement de typage et x une variable de terme tels que T = Ax.t x : Aet x ¢ FV(t), alors

rt: A

Preuve :

Supposons que I' - Ax.t x : A avec x ¢ FV(t). Par inversion de l'abstraction (lemme 4.37), il
existe des types B et C telsque B—C < AetI,x:B F tx : C. Alors, par inversion de 'ap-
plication (lemme 4.38), il existe un type D tel que I','x: B+t : D —CetI,x:B I x : D. Par
une simple induction sur la dérivation de I', x : B = x : D, on montre alors quona B < D. Par
conséquent et en utilisant la regle de sous-typage (st-arrow), ona D — C < B — C et donc
I'x:BFt:B— C.Enfin puisque B—C < A,onal,x:BF t: Aetpuisque x ¢ FV(t), on
al' H t: A en utilisant le lemme 4.7.

4.4.4 Progression du calcul

On montre que I'exécution d’un programme bien typé de A, n’est jamais bloquée, c’est
a dire que tout terme bien typé dans l'environnement vide (et donc clos) qui n’est pas une
valeur est réductible.

Théoreme 4.47 (Progression du calcul) Si t est un terme et A un type tels que = t : A, alors
— Soit t est une valeur ;
— Soit il existe un terme t' tel que t — .y, .

Preuve :
On raisonne par induction sur la dérivation de - t : A. Si la derniére regle utilisée est :

(t-ax) Cette regle ne peut avoir été appliquée puisque 'environnement de typage est vide.
(t-abs) Alors t = Ax.t' et est donc une valeur.

(t-app) On est danslecasout =uvavec - u : A— Bet - v : A. On raisonne alors par cas
sur la forme du terme u :
- Siu=Ax.u',alorsuv — u'{x:=v} par (B).
- Siu =raise¢ alors u v — raise ¢ par (rapp).
— SiuestS, rec, rec z, alors u v est une valeur.
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- Siu==S5mn,alors - Sn : A — B et par inversion de I’application (lemme 4.38) puis
du successeur (lemme 4.41), on obtient qu'il existe A tel que nat® < A — B. Alors le
lemme 4.30 nous dit qu'il existe A/, B’ et A’ tel que nat® ~ (A’ — B’) W A’. Mais on
montre alors facilement que ce cas est impossible (en effet, ces types ne peuvent avoir un
réduit commun puisque nat® n’est pas une fleche).

- Siu =recz f,alors - recz f : A — B. En appliquant l'inversion de 'application
(lemme 4.38) et l'inversion du récurseur (lemme 4.42), on obtient qu’il existe A et A’ tel
que A < nat® W A’. Alors, - v : nat® WA’ et
— Soit v n’est pas une valeur, mais alors par hypothese d’induction, il existe v’ tel que

v — v etdoncuv — uv par (hredye).
— Soit v est une valeur et avec le lemme 4.48, v est soit 0, soit S 7, soit raise ¢ et dans
tous les cas u v se réduit (par (recz), (recs) ou (recr)).

— Sinon, u n’est pas une valeur et donc par hypothése d’induction appliquéea - u : A —
B, on obtient qu'il existe u’ tel que u — u'. Doncu v — u’ v par (hredgpy).

(t-zero) Alors t = 0 et est donc une valeur.
(t-succ) Alors t = S et est donc une valeur.
(t-rec) Alorst = rec et est donc une valeur.
(t-raise) Alors t = raise ¢ et est donc une valeur.

(t-try) Alors t = tryuwithe — vetona - u : AW{e} et - v : A On applique alors
I'hypothese d'induction sur - u : AW {e} et on obtient que
— Soit u est une valeur, mais alors on a toujours une réduction associée ((tval) si u est une
valeur réguliere, (catch) ou (trai) si c’est un raise).
— Soit il existe 1’ tel que u — 1. Mais alors tryuwithe — v — tryu'withe — v par
(hredyry).

(t-subtyp) On utilise alors ’hypothese d’induction qui nous permet de conclure directement.

Notons que la réduction de téte faible étant incluse dans la réduction, ce théoreme
implique que si = ¢ : A, alors soit f est une valeur, soit il existe ' tel que t — .

Lemme 448 Si n est une valeur et A et A' sont des ensembles d'exceptions tels que
F n : nat® WA/, alors

n=0 ou n=St(pourun termet quelconque) ou n = raise e (pour e quelconque)

Preuve :

On montre que n ne peut pas étre une valeur différente de 0, S x ou raise ¢. En effet, une tel
valeur serait Ax.7’, S, rec, rec z ou rec z f. Il est facile de vérifier que dans tous ces cas on aura
forcément des types A et B tels que A — B < nat® W A’. Le lemme 4.31 nous dit alors que 'on
aurait A — B ~ nat® ¥ A}, ce qui est impossible.

Notons que dans I’énoncé du lemme précédent, si n = raise ¢ nous ne supposons rien
de particulier sur € car nous n’en avons pas besoin (le but de ce lemme étant seulement
de montrer qu'une valeur de type nat® & A’ est nécessairement un terme pour lequel le
récurseur se réduit). En pratique, on aura toujours pour ce cas € € (AUA).
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4.4.5 Corruption des termes

On veut prouver que, dans A, on peut toujours remplacer n'importe quel sous-terme
d’un terme par une exception. Autrement dit, on peut toujours corrompre un terme, ce qui
a pour effet de corrompre son type.

Pour cela, on introduit la relation de corruption T, entre termes.

Définition 4.49
Si t et u sont deux termes, la relation t T, u qui se lit « t est davantage corrompu par les exceptions
de A que u » est définie comme la plus petite relation dérivable avec les régles d’inférence de la

figure 4.7.

ecA tC, t

=8 (c-rai) ————— (c-lam
t C, raise ¢ (c-rai) Ax.t Ty Ax. ( )

tC,t ul,u

tulC,t' u
tCA Y ul,u
trytwithe — u T, try t' withe — o/

(c-app)

(c-try)

F1G. 4.7 — La relation de corruption

Si t est un terme, 1'ensemble des termes u tel que t T, u est 'ensemble des termes
obtenus en remplacant certains sous-termes dans ¢.

On montre alors le théoreme, dit de corruption, qui exprime le fait que si on sait typer
un terme (avec le type A), toutes ses corruptions sont également typables, quitte a changer
le type par A%. Ce théoréme montre donc formellement que notre calcul respecte le premier
principe que nous avons énoncé dans la section 4.1.1.

Théoreme 4.50 (Corruption) Si t et u sont deux termes, A un type et A un ensemble de noms
d’exceptions tel que I =t : Aett T, u, alors

Tu:A®

Preuve :
On montre cette propriété par induction sur la dérivation du jugement t T, u :

(c-id) C’est direct puisque quelque soit A, A < A®.

(c-rai) On veut montrer que I' - raise ¢ : AD. Or,onaTl I raisee: Alel et puisque €€ A,
Alel < A2 Donc finalement, on a bien que I' - raise ¢ : AB.
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(c-lam) On sait que I' - Ax.t : Aett C, t'. En utilisant le lemme d’inversion de ’abstraction
(lemme 4.37), il existe B et Ctel que B— C < AetI,x:B F t: C. Donc, par hypothese
d’induction, T,x: B - ¢ : CAetalorsT F Ax.t : B — CA. Mais comme

B—C» < (B—C*»* =B*=(C?*» = (B—0Q)%,

on conclut bien finalement que ' - Ax.# : A® (en utilisant le lemme 4.10 avec le jugement
B—C<A).

(c-app) Onsait que I' - t u : A, donc avec le lemme d’inversion de I’application (lemme 4.38),
il existe un type Btel queI' =t : B— AetI' - u : B. Donc par hypothese d’induction,
THY:(B— A)”etT F o' : B4 d'otravec (c-app), T + ' u' : A,

(c-try) On sait que I' + trytwithe — u : A, donc avec le lemme d’inversion du
try (lemme 4.39), on a I'F+t: Aw{e} et T - u: A Par hypothese d’induction,
THY:(Aw{e})?etT v/ : A% Donc, avec (c-try), T F tryt'withe — u' : A®.

4.4.6 Streté vis-a-vis des exceptions

On montre que le typage des exceptions dans A, est s{ir au sens ot si le type d"un terme
ne mentionne pas une certaine exception, ce terme ne lévera pas 'exception en question
lors de son exécution.

Définition 4.51
A chaque type A, on associe 'ensemble Exn(A) des exceptions mentionnées par le type A défini
par :

Exn(nat) = @
Exn(A — B) = Exn(A)UExn(B)
Exn(AWA) = Exn(A)UA
Exn(A%) = Exn(A)UA

Théoreme 4.52 (Stireté du typage vis-a-vis des exceptions) Si t est un terme, A un type, I
un environnement de typage et € un nom d’exceptions tels que e ¢ Exn(A) et T = t : A, alors

t »* raisece

Preuve :

Supposons que f —* raise e et montrons que cette hypothése est absurde. Si t —* raise ¢,
puisque I' = t : A, le théoreme de préservation du typage par réduction (théoreme 4.45) nous
dit que I' F raise € : A. Dong, en utilisant le lemme d’inversion du raise (lemme 4.40), il existe
un type B tel que BW {¢} < A. Mais e€ Exn(B W {e}) et il est facile de vérifier que si C < D
alors Exn(C) < Exn(D) (par une simple induction sur la dérivation d’une telle relation) et donc
e € Exn(A), ce qui est incompatible avec les hypothéses du théoreme.

De plus, pour les entiers naturels, on montre un résultat proche du précédent qui est
qu’'un programme de type nat qui termine se réduit toujours sur un entier naturel (et donc
en particulier ne levera pas d’exceptions) :
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Lemme 4.53 Si t est un terme tel que = t : nat et t est faiblement normalisant, alors il existe un
entier n>0 tel que
t —=* 5"0

Preuve :

Puisque ¢ est faiblement normalisant, il existe ¢’ tel que t —* ' et t’ est irréductible. Puisque
F t : nat, le théoréme de préservation du typage par réduction nous dit que - ' : nat. On peut
alors montrer que si ' est irréductible et - ' : nat, alors ' = S" 0 (la preuve est une adaptation
simple de celle du lemme 4.48).

On montrera au chapitre 5 que la condition de normalisation du lemme précédent est
toujours satisfaite.
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Sémantique

particulier, nous commencerons par montrer que la corruption modifie le sens du

type fleche au sens ou celui-ci ne peut plus étre interprété comme 1’est celui du
A-calcul simplement typé (section 5.1). Puis nous présenterons un modéle de réalisabilité
du calcul A qui nous permettra en particulier de montrer que les programmes se réduisent
toujours sur une valeur (section 5.2).

DANS ce chapitre nous allons présenter la sémantique du systeme de types de A.. En

5.1 Corruption et fleche

En réalisabilité, on interprete la fleche du A-calcul simplement typé par l'opération qui
a deux ensembles de termes A et B associe 'ensemble A — B défini par :

ASB={t|VuecA tueB}

Cette interprétation a entre autre choses 1’avantage de valider le sous-typage des fleches,
c’est a dire leur covariance a droite et contravariance a gauche.

Dans A, la fleche est également covariante & droite et contravariante a gauche. Mais
en plus, quels que soient les types A et B et I'ensemble de noms d’exceptions A, on a le
sous-typage suivant :

A—B < A*—B*

Ce sous-typage nous interdit d’utiliser l'interprétation habituelle de la réalisabilité — pour
la fléche de A,. Pour s’en convaincre, considérons le terme ¢ suivant

t = Ax.tryxwithe — (Ay.y).

et supposons que 1’on conserve l'interprétation usuelle des entiers naturels (ce qui sera le
cas dans le modéle de la section 5.2), cest a dire qu’on les interpréte par 1’ensemble de
termes nat défini par :

nat = {t|t —=* §"0}

Alors la fonction t réalise ’ensemble nat — nat. Mais il est en revanche facile de vérifier
que t ne réalise pas I'ensemble nat{?} = nat{?}. En effet, en reprenant l'intuition de la



78 Chapitre 5 — Sémantique

corruption, le terme raise ¢ doit nécessairement appartenir a l'interprétation de nat{¢},
mais le terme t (raise ¢) se réduit sur Ay.y qui n‘appartient pas a l'interprétation de
nat e},

Autrement dit, I'interprétation — pour la fleche ne valide pas le sous-typage A — B <
A® — B2,

Pour valider le sous-typage A — B < A® — B%, on va interpréter la fleche de A, de la
fagon suivante : si pour un type A donné, on note [A] son interprétation, on va prendre :

[A—B] = () [A% = [B*]
ACE

Autrement dit un terme ¢ réalise [A — B] si et seulement si pour tout ensemble d’ex-
ceptions A (éventuellement vide) et pour tout terme u réalisant [A%], alors le terme t u
réalise [B%]. Remarquons que cette interprétation valide de facon précise le lemme 4.36 de
la preuve de préservation du typage par réduction qui montre que dans A, si

I''x:AFt:B

alors quel que soit A,
T,x: A% - t: B2

La fleche de A, est donc incluse dans la fleche usuelle de la réalisabilité, elle est plus
précise que cette derniere.

Nous concluons cette section en remarquant une analogie! entre le comportement de la
corruption vis-a-vis de la fleche de A et la regle higher-order frame [BY05] que 1’on trouve
en logique de séparation [Rey02]. Une méme idée semble partagée puisque les regles de la
corruption permettent d’utiliser une fonction avec une exception qu’elle ne connait pas (son
comportement est alors neutre vis-a-vis de cette exception), alors que la regle higher-order
frame permet d’utiliser une fonction en présence de mémoire qu’elle n’utilise pas (elle est
alors neutre vis-a-vis de cet espace mémoire, n’y accédant pas). Nous n’avons pour l'instant
pas poussé plus loin cette analogie.

5.2 Un premier modéle de réalisabilité

Nous allons présenter un modele de réalisabilité de A,. Autrement dit, un modele ou1 les
termes seront interprétés par eux-mémes et les types seront interprétés par des ensembles
de termes. Apreés avoir défini cette interprétation des types, nous en montrerons les pro-
priétés, dont la correction vis-a-vis du typage de A, et en déduirons un théoréme de faible
normalisation en forme normale de téte faible des termes du calcul.

5.2.1 Définition du modele
Principe de l'interprétation

On associe a chaque type A de A, un ensemble de termes noté [ A].

e remercie Francois Pottier et Didier Rémy pour m’avoir indiqué cette analogie.
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Les fleches. Le type des fleches va étre interprété par (voir section 5.1) :

[A—B] = () {t|Vuec[A]* tuec[B]*}
ANCE

L'union. Selon la définition que nous en avons donnée en section 4.1.2, un terme est de
type AW A s’il est de type A ou s’il se réduit sur raise e pour € € A. On interprétera 1'union
exactement selon cette définition.

La corruption. L'interprétation de la corruption, du type A%, est plus problématique. Les
termes de type A% sont les termes de type A ot on a éventuellement remplacé un nombre
quelconque de sous-termes par raise ¢ pour ¢ € A. Pour interpréter directement la corrup-
tion, on doit étre capable de définir 'ensemble des termes constitué de toute les corruptions
possibles des termes d’un ensemble initial. Une telle opération serait probablement fasti-
dieuse a manipuler et on lui préfere ’approche suivante : on parametre l'interprétation
des types par un ensemble de noms d’exceptions. Ainsi, au lieu de définir directement
I'interprétation d'un type, on définit l'interprétation de ce type corrompu par 1’ensemble
d’exceptions en parametre. Ainsi, I'interprétation du type A% se contente de pousser 1’en-
semble A en parametre de l'interprétation de A. Autrement dit, on repousse l'interprétation
réelle de la corruption au niveau du type de base, les entiers naturels.

Définition de l'interprétation
Définition 5.1 (Interprétation des types de A;)

A chaque type A de M et pour tout ensemble de noms d’exceptions A, on associe I'ensemble de terme
clos [ A]* nommé interprétation de A. Cet ensemble est défini inductivement par :

[nat ]2 = {t|t —-* §"0, ne N}
U{t|t —* S"raiseg, n€N, e A}

[A—B]* = () {t|Vuel[A]*, tue[B]*}
ACN

[[AA’]]A — [[A]]AUA’

[AwA']A = [AJPU{t|t —* raiseeg, ec A'}

L’idée de paramétrer l'interprétation avec un ensemble de noms d’exceptions peut étre
vu de la fagon suivante : l'interprétation du type A commence par calculer sa forme nor-
male par la simplification de type (définition 4.15) que 1'on a défini pour la preuve de
préservation du typage par réduction. Cette simplification pousse la corruption vers les
feuilles du type. Le type obtenu est sémantiquement équivalent au type initial (un type
et son simplifié sont égaux par sous-typage) mais ne mentionne la corruption que pour le
type des entiers. C’est alors cette forme simplifiée qui est interprétée.

Notation
Si A est un type, on nomme interprétation simple de A et on note [ A] 'ensemble [ A]%.
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On va montrer que l'interprétation que nous venons de définir valide le typage de A..
On commence par donner figure 5.1 les dépendances des différents lemmes qui vont nous
permettre d’arriver a ce résultat.

Lemme 5.2
A : rs Lemme 5.3
Cloture de l'interprétation A
Lo [A]* #©@
par B-équivalence

|

Lemme 5.5 Lemme 5.6 Lemme 5.4
e€EA = ACN = te [A]A =
raisec€ [A]® [A]A C[A]Y t a une valeur
Lemme 5.7

Correction du sous-typage vis-a-vis de l'interprétation

Lemme 5.10
Correction du typage vis-a-vis de l'interprétation

FiG. 5.1 — Schéma de dépendance pour la preuve de correction du typage vis-a-vis de
lI'interprétation

5.2.2 Propriétés de l'interprétation

L'interprétation que nous venons de définir est close par S-équivalence :

Lemme 5.2 (Cloture par B-équivalence) Sit et u sont deux termes, A un type et A un ensemble
de noms d'exceptions tel que t € [ A]* et t =g u, alors

ue[A]®

Preuve :
On prouve ce lemme par induction sur la structure du type A. Le cas de nat est une conséquence

de la confluence de A, (théoreme 3.7). Le cas de B2 est une simple application de I'’hypothese
d’induction et le cas de B A’ est une conséquence de la confluence et de 'hypothese d’induction.
Pour le cas B — C, on doit montrer que pour tout ensemble de noms d’exceptions A’ D A, si

u' € [B]Y, alors u u' € [C]~". Mais puisque =pu,onatu’ =guu'.Commete[B— C]? par
définition t u’ € [C]%". Alors, par hypothése d'induction, [ C 4" est clos par B-équivalence et on a
uu' e [C]Y.
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En particulier, I'interprétation est donc close par réduction et par anti-réduction.

De plus, l'interprétation d"un type est toujours habitée :

Lemme 5.3 Si A est un type et A un ensemble de noms d’exceptions, alors

[A]® #@

Preuve :
On raisonne par induction sur la structure du terme A :
— Si A est nat, alors [ A]® contient au moins 0.
- Si A est B— C, on doit montrer que quel que soit A’ D A, il existe un terme ¢ tel que quel
que soitu € [ A 1%, tue [B]Y.Soit A’ D A, par hypothése d'induction [ B 1% # @ et donc
il existe b € [ B]2". Mais alors quel que soit u € [ A]%, (Ax.b) u — b{x := u}. Mais b étant
clos, x n’est pas une variable libre de b (a a-renommage pres) et donc b{x := u} = be [B 12
— Si A est BW A’, alors par hypothese d’induction, [ B]* n’est pas vide et donc [B & A’ ]* ne
I'est pas non plus.
— Si A est BY, alors on conclut directement par hypothese d’induction.

On montre également que les types sont interprétés uniquement par des termes se
réduisant sur une valeur :

Lemme 5.4 Si t est un terme, A un type et A un ensemble de noms d’exceptions tel que t € [ A]%,
alors t a une valeur.

Preuve :
On raisonne par induction sur la définition de [ A . Le cas de nat est trivial et les cas de A WA’ et

A sont de simples applications de I'hypothese d’induction. Pour le cas de la fleche, supposons
que t€ [B — CJ]?. Alors par définition, pour tout ensemble de noms d’exceptions A’ D A et
pour tout u € [B]Y, t ue [C]". Mais par ailleurs, on sait que [ B]" n’est pas vide (lemme 5.3).
Donc il existe un terme u € [ B]% etalors t u e [C]2". L’hypothese d’induction nous dit alors que
t u a une valeur. On conclut avec le lemme 3.22.

Le terme raise ¢ habite I'interprétation de n'importe quel type pour peu que I'ensemble
d’exceptions paramétrant l'interprétation en question est non vide :

Lemme 5.5 Si A est un type, A un ensemble de noms d’exceptions et € un nom d’exception tels que
e€ A, alors
{t|t —* raisee} C[A]®

Preuve :
On raisonne par induction sur la définition de [ A]* pour montrer que raise ¢ € [ A]%, puis on
conclut par cloture de 'interprétation par anti-réduction (lemme 5.2). Les cas de nat et AW A sont
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des conséquences directes de leur définition. Le cas A® est une application directe de I’hypothése
d’induction et pour le cas A — B, si u € [[A]]A/, alors (raise €) u — raise ¢ et on conclut donc
par hypothése d’induction et en utilisant la cléture par anti-réduction de [ B 12" (lemme 5.2).

Enfin, on montre le lemme suivant :
Lemme 5.6 Si A est un type et A et A’ des ensembles de noms d’exceptions tels que A C A’, alors

[A]* C[A]Y

Preuve :
On procede par induction sur la structure du type A. Le cas de nat est trivial. Les cas de A& A’/

et AY sont de simples applications de I'hypothéese d’induction. Pour le cas de B — C, on a

[B—CI* = () {t|Vue[B]™ tuec[B]™}
AC Ay

[B—CIY = () {t|Vuec[B]*, tuc[B]*}
A CA)

Supposons t€ [B — C]*, on veut montrer que [B — C]4". Mais si Ay 2 A, alors puisque
A" D A, ona Aj D A. Alors, on a bien que Yu € [[B]]AE), tuc [[B]]Afl.

Un corollaire immédiat est que le modele valide la regle A < AL

Corollaire Si A est un type et A un ensemble de noms d’exceptions, alors

[A] € [A]*

5.2.3 Correction

On commence par montrer que l'interprétation valide les régles du sous-typage de A :

Lemme 5.7 (Correction des regles de sous-typage vis-a-vis de 'interprétation) Si A et B
sont deux types tel que A < B, alors pour tout ensemble de noms d’exceptions A,

[A]* € [B]®

Preuve :
On procede par induction sur la dérivation de A < B :

(st-id) On conclut directement par réflexivité de I'inclusion d’ensemble.

(st-trans) On conclut directement par transitivité de l'inclusion d’ensemb]e.
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(st-arrow) On sait par hypothese d’induction que quel que soit A, [A']* C [A]® et
[B]® € [B']* et on veut montrer que quel soit A, [A — B]* C[A’ — B']*. Soit A
un ensemble de nom d’exceptions, soit t € [A — B]?, soit A’ O A et soit uc [ A’ 1. L'hy-
pothese d’induction nous dit que u € [A]? et, puisque A’ D A, par définition ¢ u € [B]%".
Alors par hypothese d’induction ¢ u € [B']%" et on a donc bien t € [ A’ — B']2.

(st-uni-arrow) Soit t € [(A — B)w A']?, on doit montrer que t€ [A — (BwA')]*. Par défi-
nition, ou bien t —* raise ¢ pour e€ A’, ou bien t€ [(A — B)]%. Soit A” D A et soit
ue [A]Y.

- Sit —* raise¢ alorstu —* raise ¢ et par définition on a bien t ue [BwWA']
(puisque € € A').

- Site [(A — B)]?, alors comme A” D A, t ue [B]2" et donc par définition on a bien
tue[Bwa']A".

(st-uni-ctx) L'union de A, étant interprétée comme une union ensembliste, il est trivial que si
[A]* C[B]*alors [AWA']* C [BwA']A.

(st-cor) On doit montrer que [Aw A']A C [AA A = [A]JAYA . Site [AWA']A, alors :

- Soit t —* raise ¢ ott ¢ € A’ et alors on conclut avec le lemme 5.5.
— Soitt € [A]2 et on conclut avec le lemme 5.6.

AH

(st-cor-arrow) On doit montrer que [ (A — B)A']A = [ A2 — BA']A. On va montrer les deux
inclusions séparément :
- Site [(A— B)~N]A =[A — B]AY, alors soit A; D A et soit u e [ AN JA1 = [ A]A19A",
Puisque A; 2 A, AJUA" D AUA' et donc on a bient u € [ B ]]AlUA,.
~ Site [AY — B ], alors soit Ay D AUA et soit u € [A]*2. En particulier ona A, D A
et ApUA' = Ay et donc t u € [ B]*.

Tous les autres cas sont des conséquences directes des définitions.

L'interprétation des types s’étend naturellement aux environnements de typage (qui
sont de simples types enregistrements) en posant :

Définition 5.8 (Interprétation des environnement de typage)
Si I est un environnement de typage et A un ensemble de noms d’exceptions,

[T ={c|V(x:A)ET, o(x) € [A]* }.

Dans la suite, on notera plus simplement [T'] I'ensemble [I']?. Remarquons que si
A C N, puisque [A]* C [A]* (lemme 5.6), il est facile de vérifier que [T]* C [T et
donc en particulier que [T'] C [T]A.

Une substitution de variables de termes est une fonction partielle des variables de termes
dans les termes. Si ¢ est une substitution, on définit I’ensemble des variables libres d’une
substitution FV (o) par :

FV(o) = |J FV(o(x))

x € dom(o)
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Définition 5.9 (Substitution parallele)
Si o est une substitution de variables de termes et t est un terme, on définit la substitution paral-
18le t[o] de t par o, opération définie inductivement par :

xlo] = o(x)
(Ax.t)[oc] = Ax.t[o] (six¢ FV(0) et x ¢ dom(c))
(tu)[o] = to] ulo]
(raise¢)[c] = raisec
(trytwithe— u)[o] = tryt[o]withe— ufo]
Ofc] = 0
Sle] = S
rec[c] = rec

Remarquons que a a-renommage pres pour le cas de I'abstraction, la substitution paral-
lele est toujours définie.

On peut alors montrer que l'interprétation des types valide les regles de typage :

Théoreme 5.10 (Correction du typage vis-a-vis du modele) Si t est un terme, A un type et I’
un environnement de typage tel que I = t : A, alors pour tout ensemble de noms d’exceptions A et
toute substitution o € [T]*, ona

to] € [A]"

Preuve :
On raisonne par induction sur la dérivationde I' - t : A:

(t-ax) Sioc € [T]* et (x: A) €T, alors par définition t[o] € [ A]2.
(t-abs) Onal + Ax.t : A — BcarI,x : A - t : B. Soit une substitution o € HF]}A, un

ensemble de noms d’exception A’ tel que A’ O A et un terme u € [A]Y. A a-renommage
pres, on peut toujours considérer que x ¢ FV(0) et x ¢ dom(c). Considérons la substitution
y=0+{x—u},onaye [[,x: AJA. Alors par hypothese d’induction, t[y] € [B]%".
Mais puisque (Ax.t)[o] u = (Ax.t[o]) u — t[y] et comme l'ensemble [B]?" est clos par
anti-réduction (lemme 5.2), on a (Ax.t)[c] € [A — B]%.

(t-app) OnaqueT - tu : BcarT -t : A— BetT - u : A. Soit une substitution c € [T ],
par hypothése d’induction, t[c] € [A — B]* et u[c] € [A]®. 1l s’ensuit par définition de
[A — B]® que t[o] u[c]=(t u)[c] € [ B]*.

(t-zero) On doit montrer que 0 € [nat |4, ce qui est direct par définition de [nat .

(t-succ) On doit montrer que pour tout ensemble de noms d’exceptions A’ D A et tout terme
ne [nat]2, S ne [nat]¥. Ceci est direct par définition de [nat 14"

(t-rec) On doit montrer
rece [AWA — (nat® — AWA' — AWA') — nat® WA — A (A'UA") ],

c’est a dire, par définition de l'interprétation des fleches, que quels que soient les ensembles
de noms d’exceptions Ay, A et Az tels que A C Ay C Ay C Ag, si
- ze[AWA ],
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- fe [[(natA, — AWAN — AWA )],
- ne [nat? WA"]% = [nat ]V U {t|t —* raisee, ec A},
alors recz fne€[AW(ANUA")]?. Si ne{t|t —* raisee, e€ A"}, alors on a
recz fn — recz fraisee — raisee et puisque raise e€ [A W (A'UA")]® par
définition et que linterprétation est close par anti-réduction (lemme 5.2), on a bien
rec z f ne [AW (AUA")]%. Sinon, n€ [nat]®YA". En utilisant @ pour représenter
soit 0, soit raise ¢ (ou e € AzUA’), alors par définition n= —* sk e pour k€ IN. Donc
recz fn —* recz f (SK ®) et on va prouver que rec z f (S ®) € [Aw A’ ]* par induc-
tion sur k (ce qui nous permettra de conclure puisque [ AW A’']% C [A W (A'UA")]* par
définition de ces interprétations) :

- Sik =0, alors:
~ Soitn —* 0,alorsrecz f0 — zetpuisquez€ [AWA [* etA; C Az, onaze [AW

A']?s grace au lemme 5.6. On conclut alors par cldture de l'interprétation par anti-
réduction (lemme 5.2).

- Soit n —* raise € ot ¢€ A3UA’, alors rec z f raise e — raise¢. Or si ¢€ Aj,
raise e€ [A]® (lemme 5.5) et donc par définition de l'interprétation de I'union, si
g€ A3UA, alors raise e € [A W A’[#3. On conclut alors par cloture de I'interprétation
par anti-réduction (lemme 5.2).

-Si k = K +1, cest donc que n —* S (¥ ©®). On a alors la ré-
duction recz f (S (SK ®)) — f (S ©) (rec z f (S¥ ©@))). Par hypothese d’induction
rec z f (S¥ @))€ [AwWA']% et par définition de l'interprétation, S¥ @ € [nat?’ 4.
Comme de plus fe€ [(natd — AWA' — AWA')]* et Ay C Az, on a finalement
f (Sk/ O) (recz f (Sk/ @))) € [AwWA']* et on conclut alors par cloture de l'interpré-
tation par anti-réduction (lemme 5.2).

(t-raise) On doit montrer que raise e€ [A W {e} ]2, ce qui est évident au vu de la définition de

[Aw{e}]?.

(t-try) OnaTl + trytwithe—u : AcarT -t : AW{e} et - u : A. Soit une substitution

o € [T]%, par hypothése d’induction t[o] € [A W {e} ]* et u[c] € [ A]*. Donc par définition

de [Aw {e}]?,

— Soit t[c] —* raise ¢, etalors (trytwithe — u)[o] = tryt[o]withe — u[o] —* ulo] et
puisque u[c] € [A]*, on a (trytwithe — u)[o] € [A]® (Uinterprétation étant close par
anti-réduction).

— Soit t{o] € [A]?, mais alors le lemme 5.4 nous dit que t[c] a une valeur et donc on
a (trytwithe — u)[o] = tryt[o]withe — u[o] qui se réduit soit sur t[o], soit sur ulo].
Mais ces deux termes appartiennent a I’ensemble [ A]* et on conclut par cléture par
anti-réduction de l'interprétation.

(t-subtyp) Ce cas est une application directe du lemme de correction du sous-typage vis-a-vis de
I'interprétation (lemme 5.7) et de 'hypothese d’induction.

5.2.4 Propriétés dérivées

La principale propriété du calcul que le modéle nous permet de déduire est une pro-
priété de normalisation faible. Les termes bien typés de A, ont une valeur :

Théoreme 5.11 (Réduction sur une valeur) Si I est un environnement de typage, t un terme et
A un type tel queI' =t : A, alors t a une valeur.
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Preuve :

Ce théoreme est une conséquence direct du théoréme de correction du typage vis-a-vis de l'in-
terprétation (théoreme 5.10) et du fait que les termes habitant l'interprétation des types ont une
valeur (lemme 5.4).

Le modéle nous permet également de montrer qu'un programme de type nat se réduit
toujours sur un entier naturel :

Lemme 5.12 Si t est un terme tel que &= t : nat, alors il existe un entier n > 0 tel que

t —=* S"0

Preuve :

Si k- t : nat, alors par correction de l'interprétation vis-a-vis du typage (théoréme 5.10), f € [nat |.
Or par définition les habitants de 1’ensemble [nat ] sont exactement les termes se réduisant sur
s* 0.

Remarquons que le théoréme de préservation du typage par réduction (théoreme 4.45)
nous a déja permis d’établir un résultat similaire, le lemme 4.53. Une différence avec ce
précédent résultat est que I’hypothese de faible normalisation n’est ici pas nécessaire.

Par ailleurs, ce résultat est obtenu ici par des arguments uniquement sémantiques, alors
que le lemme 4.53 I'était par des arguments syntaxiques. Ce résultat présente ainsi une as-
surance supplémentaire de la stireté de la détection des exceptions effectuée par le systéme
de type.



Extensions

extensions principalement destinées a rendre A, plus utilisable en tant que langage

de programmation. Nous commencerons par ajouter un point fixe au calcul (sec-
tion 6.1). Nous ajouterons ensuite a A, de nouveaux types de données primitifs (section 6.2).
Les entiers naturels de A sont un type de données paresseux, mais nous montrerons en
section 6.3 que des entiers naturels stricts peuvent étre codés. Enfin, nous discuterons la
possibilité d’étendre le mécanisme d’exceptions du calcul afin que les exceptions puissent
transporter des arguments en section 6.4.

DANS ce chapitre, nous allons présenter un certain nombre d’extensions au calcul A,

6.1 Point fixe et « match »

6.1.1 Présentation

Pour permettre les définitions par récurrence, nous avons présenté les entiers naturels
de A¢ munis d"un récurseur proche de celui du systeme T de Godel. Ce choix, par opposi-
tion a 'utilisation d’un simple point fixe, permet d’assurer a A, des propriétés de norma-
lisation. En particulier, le modéle de réalisabilité du chapitre 5 nous a permis de montrer
que les termes de A, se réduisent sur une valeur (théoreme 5.11).

Nous allons montrer dans cette section que si on accepte la perte de ces propriétés,
I'opérateur de récursion rec peut étre remplacé par un opérateur de point fixe et un opéra-
teur non récursif de « matching ». L'un des avantages d’une telle extension étant alors que
la programmation de certaines fonctions y est plus simple (voir I'exemple de la division
euclidienne, section 6.1.2). Dans la suite, nous nommerons cette extension Af*.

Termes et réductions

Dans le calcul Af**, I'opérateur de récursion rec est redondant (voir les exemples ci-
dessous) et on va donc le supprimer. On ajoute a la syntaxe les deux nouvelles constructions
fix et match. La syntaxe des termes de AZ** est donc

tu=x|Ax.t|tt|raisee|trytwithe—t|£fix|0| S |match
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Les valeurs régulieres sont modifiées en conséquence. Une valeur réguliere de Af** est un
terme dans une des formes suivantes :

vi=Ax.t|0|S|St|fix|match |matchf|matchtt

De plus, on ajoute aux réductions de A, les regles suivantes :

fix f — f (fix f) (fix)
matchz f0 — z (matchz)
matchz f (Sn) — fn (matchs)
match z f (raisee) — raisee (matchr)

Dans la suite nous utiliserons le sucre syntaxique suivant :

Notation
— On notera
match n with
| 0 >z
|Sm—>f

pour le terme
match z (Am. f) n

— On notera
letrec faj...a, =eint

pour le terme
(Af.t) (fix (Af.Aaq. ... Aay.e))

Typage et sous-typage

La syntaxe des types de A, n’est pas modifiée et en particulier le sous-typage de Af**
est aussi conservé. Aux regles de typage, on ajoute les deux regles suivantes pour le typage
des deux nouvelles constructions :

I fix: (A= A) = a Y

t-match
Fl—match:ALﬂA—>(natA—>AL*JA)—>natA®A/—>ALﬂ(AUA’)( )

Notons que la régle (t-fix) n’est pas compatible avec le modéle de réalisabilité du chapitre 5.
En effet, on peut montrer que fix n’est pas dans l'interprétation du type (A — A) — A
puisque par exemple fix (Ax.x) ¢ [nat] (ce terme se réduit indéfiniment sur lui-méme).
Les termes de A** ne vérifient en particulier aucune propriété de normalisation. On peut
imaginer récupérer ces propriétés en introduisant un point fixe gardé [Gim94].
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6.1.2 Exemples

Dans Af**, I'opérateur de récursion rec de A, est codable par la fonction myrec suivante :

myrec : BWA — (nat® - BWA — BWA) — nat® WA — Bw (AUA')
= Az.Af.letrecauxn =
match n with
|0->z
| S x => f x (aux x)
in aux

On peut vérifier que les réductions de myrec sont celles de l'opérateur rec de A,. Dans le
typage de ce terme, les types des variables sont :

z @ BWA

f : nat® - BWA — BWA
ux: nat®wA — B (AUA')
n : nat® WA

a

On peut définir une opération cbind a partir de myrec comme dans la section 4.3 ou plus
directement par :
cbind : nat® — (nat — A) > AWA
= An.Af.
let rec aux n' acc =
match n’ with
| 0 -> f acc
| S x =>aux x (S acc)
inauxn0

De méme, l'opération bind introduite dans la section 4.3 peut étre codée dans Af** directe-
ment a l'aide de fix et match par :

bind : natWA — (nat — A) - AWA
= An.Af.
match n with
|0->f0
|Sx->fx

Dans la suite on va utiliser la fonction cbind a 1’aide de la notation clet que nous avions
définie pour A, et que I'on rappelle ci-dessous :

Notation

Si n et t sont deux termes et g une variable de terme, on notera

cleta=mnint

le terme
cbind n (Aa.t).
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Nous allons maintenant donner un codage possible de la division euclidienne dans A%,
codage qui s’avere plus naturel que celui de A, donné en section 4.3. Mais avant cela, on
montre le codage de 1'opération de soustraction dans Af* :

pred : nat — natW {neg}
= An.match n with
| 0 -> raise neg
| Sx->x

minus : nat — nat — nati"s}
fix (Af.Aa. Ab.
match b with
|0->a
| S x -> f (pred a) x)

La division euclidienne s’écrit alors :

div : nat — nat — natW {divby0}
= Aa.Ab.
let recaux n =
try
clet x = minus n b in
match x with
|0->1
| S _—>S (aux x)
withneg — 0
in match b with
| 0 —> raise divby0
|S_->auxa

ol, pour le typage, les variables mentionnées dans ce terme ont les types suivants :
aux : nat — nat

n : nat
X : nat

et donc en particulier, minus n b a le type nat{"}, en conséquence de quoi,
clet x =minusnbin ...

a le type nat & {neg}.

6.1.3 Propriétés

Les seules propriétés de A, perdues par Af** sont les propriétés de normalisation. En
particulier, on va montrer que toutes les propriétés de A, données dans la section 4.4 sont
aussi des propriétés de Af**. On se contentera dans la suite de donner les différences avec
les preuves pour le cas de A,.
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Inversion de I'équivalence de types

Lemme 4.21 Lemme 4.28 Lemme 4.26
"A—-B~A — B "A® ~ BwA/ "AWA =~ B A
= A~A" NB~B" =A~CWA AB=~CA" = A~ CWA s AB~CWAg"
T l
Lemme 4.27
"AWA~ (A — B ) A
= A~ (A = B)WA"

Lemme 4.30

l

Lemme 4.29

"C<DetD= (A" — B)wA
#C%(A—)B)@A/\
A < AD A BM Y (A - A"

"C<DetD~BWA
=C<DYV
(C=AWAN NA<BAANCA)"

Sous-typdge modulo équivalence

Lemme 4.32 Lemme 4.33 Lemme 4.34 Lemme 4.35
4 "A—-B<A — B "Cy{e} <A—B "B—>C<AWA "AwW{e} < Bw{¢}
=A< AP ANBA < B = Dw{e} <B" =B—-C<A" = CW{e} <B"
[ [ [
Inversion du sous-typage
1
Lemme 4.43
Inversion du typage 'T v : AW {e} et v valeur réguliere
=TkFov:A"
Lemme 4.37 =
Inversion de l’abstraction —
b Lemme 4.38 H—
Inversion de I'application Lemme 4.36
"T,x:AFt:B
] Lemme 441 =T,x: A%  t: BA"
Inversion du successeur l
L.emrne 4j42 Lemme 4.44
Inversion du récurseur . . ) .
Préservation du typage par réduction
Lemme 4.40 a la racine
Inversion du raise
Lemme 4.39 Théoreme 4.45

Inversion du try

Préservation du typage par réduction

F1G. 6.1 — Rappel des dépendances pour la preuve de la préservation du typage par réduc-

tion de A,.

91



92

Chapitre 6 — Extensions

Préservation du typage par réduction. On redonne figure 6.1 les principaux lemmes de
la preuve pour A.. Dans Af**, la syntaxe des types et le sous-typage est inchangé et ainsi
les lemmes d’inversion de 1’équivalence, de sous-typage modulo équivalence et d’inversion
du sous-typage ne nécessite aucun changement.

L’'adaptation de la preuve du lemme 4.36 pour les deux nouvelles régles de typage (-fix)
et (t-match) est trivial puisque fix et match ne mentionne pas de variables.

Les lemmes d’inversions du typage pour les constructions déja présentes dans le A, sont
également inchangé et on ajoute les deux nouveaux lemmes d’inversion suivant :

Lemme 6.1 (Inversion du point fixe) Si A est un type et I un environnement de typage tel que
I' = fix : A, alors il existe un type C tel que

(C—-C)—C<A

Preuve :

On raisonne par induction sur la dérivation de I' - fix : A. Les deux regles qui ont pu étre
appliquées sont (t-fix) et (t-subtyp). Le premier cas est direct, le second est une simple application
de I'hypothése d’induction.

Lemme 6.2 (Inversion du match) Si A, B, C et D sont des types et I' un environnement de
typage tel que I' = match : A — B — C — D, alors il existe un type X et des ensembles de noms
d’exceptions A, A" et A" tel que

A< XAwA
B < nat®V4 — XA A/
C < natBU4 iy A"
X2 (A'UA") < D

Preuve :
On commence par montrer par induction sur la dérivation du jugement
I'F rec: A— B— C — D qu'il existe un type X et un ensemble de noms d’exceptions A’ tel
que

XA — (nat® — XwA') —nat® WA — X (AUA") < A— B—C— D.

Alors, en appliquant plusieurs fois successivement le lemme d’inversion du sous-typage des
fleches (lemme 4.32), il existe des ensembles de noms d’exceptions A1, Ay, A3 tel que :

A< (XA )M
B < (nat® — Xt A/)A1UA
C< natA/UAluAZUA3 W A
(X &J_(A/UA/’))A1UA2UA3 <D

On conclut alors facilement en prenant pour ensemble de noms d’exceptions A = AjUAUA;3.
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En ajoutant fix et match, on a ajouté de nouvelles valeurs réguliere au calcul. On doit
donc adapter la preuve du lemme 4.43 :

Lemme 6.3 Si v est une valeur réguliere de A***, A un type, T un environnement de typage et €
un nom d’exception tel que T = v : AW {e}, alors

Ttv: A

Preuve :
Comme pour le lemme 4.43, on raisonne par cas sur v et tous les cas pour les valeurs déja présentes
dans A, sont repris sans modification. Pour les nouvelles valeurs réguliere de Af*, on a :
- fix:OnaTl F fix : AW {e} donc par inversion du point fixe 6.1, il existe un type C tel
que
(C—=C)—C < AW {e}.

Alors, avec le lemme 4.34, (C - C) - C < AetdoncT F fix : A.

- match, match z et match z f : les types des constructions rec de A, et match de Af* sont
trés proches. La seule différences est que le type du second argument de rec est nat® —
AWA — AW A, alors que le type de celui de match est simplement nat® — A & A. Ainsi,
il est facile d’adapter les cas de rec, rec z et rec z f de la preuve du lemme 4.43 et nous le
laissons en exercice au lecteur.

On a maintenant tous les éléments pour montrer que la réduction de Afi* préserve les
types :

Théoréme 6.4 (Préservation du typage par la réduction pour Af**) Si t et + sont deux
termes de A2, A un type et T un environnement de typage tel que T =t : Aett — t, alors

THY: A

Preuve :
Pour toutes les réductions de A¢, on reprend la preuve du théoreme 4.45 puisque tous les lemmes
ont été repris sans modification ou adapté ci-dessus. Pour les nouvelles régles de réductions :

(fix) OnaTl I fix f : Aetondoit montrer que I - f (fix f) : A. Par inversion de I'application
(lemme 4.38) sur I' - fix f : A, il existe un type BtelqueI' - fix : B— AetT - f : B.
Alors, par inversion du point fixe (lemme 6.1), il existe C tel que

(C—=C)—C < B— A

Alors, par inversion du sous-typage des fleches (lemme 4.32), il existe A tel que B <
CA - CPretC® < A DoncT F f: C»— Chetpar (tfix), T - fix f : C*. Finalement,
T F f (fix f) : C® et on conclut.

(matchz) On al - matchz f 0 : A et on doit montrer que I' - z : A. Avec plusieurs applica-
tions du lemme d’inversion de l’application (lemme 4.38), il existe des types B, C et D tel
que I' F match : D — C — B — A et (entre autre) I' - z : D. Mais alors, avec le lemme
d’inversion du match (lemme 6.2), on obtient D < Aetdoncl F z : A.
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(matchs) Onal F matchz f (Sn) : Aetondoitmontrer quel - f n : A. Avec plusieurs appli-
cations du lemme d’inversion de 'application (lemme 4.38), on montre qu’il existe des types
B,CetDtelquel' Fmatch : D - C—-B—A,TI'tz:D Tk f:CetlF (Sn): B.
Avec le lemme d’inversion du match (lemme 6.2), il existe un type X et des ensembles de
noms d’exceptions A, A’ et A” tel que

D < XAwA
C < nat®8 . XA w A/
B < nat®U% w A"
XA (A'UA") < A

Donc I' F S n : nat®® wA” et en utilisant le lemme d’inversion de lapplica-
tion (lemme 4.38) couplé au lemme d’inversion du successeur (lemme 4.41), il existe
un type A et ensemble de noms d’exceptions A; tel que I' - n: A, A <nat™ et
nat® < nat®YA W A”. En utilisant le lemme 4.34 sur cette derniere inégalité de sous-

typage, on obtient nat®1 < nat®4 et donc finalement I' + n : nat®Y2’. On a alors
'k fn: XA A et puisque XA WA UA" < A, on a finalement T + fn:A

(matchr) On a T’ I match z f (raise¢) : A et on doit montrer que I' - raise ¢ : A. Avec plu-
sieurs applications du lemme d’inversion de l'application (lemme 4.38) puis du lemme
d’inversion du match (lemme 6.2), il existe un type X et des ensembles de noms d’excep-
tions A, A’ et A” tel que T F raise ¢ : nat®V% WA” et X2 W (A'UA") < A. Alors avec le
lemme d’inversion du raise il existe un type C tel que Ct {e} < nat® W A" et il est
alors simple de montrer qu’alors ¢ € AUA'UA” d'ottona T F raise e : X2 & (A'UA"). Fi-
nalement, I' - raise ¢ : A.

Préservation du typage par y-réduction. La preuve est reprise sans aucune modification
puisqu’elle n"utilise que des lemmes qui ne sont pas modifiés dans Af*.

Progression du calcul. Remarquons d’abord que le lemme 4.48 n’est pas invalidé par
I'ajout de fix et match puisque toutes les nouvelles valeurs ont un type fleche (et ne peuvent
par conséquent pas étre des valeurs de type nat® & A’). On montre alors que Afi* vérifie le
théoreme de progression du calcul :

Théoréme 6.5 (Progression du calcul pour Af**) Si t est un terme de AS** et A un type tels
que = t : A, alors soit t est une valeur, soit il existe un terme t' tel que

t —

Preuve :

On reprend la preuve du théoreme 4.47. Les nouvelles regle de typage (t-fix) et (t-match) ne pose
pas de problemes puisque fix et match sont des valeurs. Dans le cas de I'application (regle (t-app)),
on doit prendre en compte les nouveaux cas suivant : fix u, match u, (match z) u et (match z f) u.
Pour le cas fix u, on a toujours réduction (vers u (fix u)). Les cas match u et (match z) u sont des
valeurs. Le cas de (match z f) u est un adaptation simple du cas de (rec z f) u que 1’on laisse en
exercice au lecteur.
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Corruption des termes. L’ajout de fix et match ne modifie ni la définition de la relation
de corruption (définition 4.49), ni le théoreme de corruption (théoréme 4.50) qui sont repris
inchanggés.

Sureté vis-a-vis des exceptions. Les preuves du théoreme 4.52 et du lemmes 4.53 sont
reprises de A, sans modification, si ce n’est qu’elles utilisent la préservation du typage par
réduction dont la preuve a été adaptée ci-dessus.

6.2 Types de données

Afin de garder la présentation de A concise, nous avons présenté le calcul muni uni-
quement du type de données des entiers naturels. Il n’est toutefois pas difficile d’y ajouter
d’autres type de données comme nous allons le montrer dans cette section.

6.2.1 Les booléens

Pour les booléens, les syntaxes des termes, des types et des valeurs régulieres sont
enrichies de la fagon suivante :

t = ... | true | false | ifthenelse
A= ... |bool
v =... | true | false | ifthenelse | ifthenelse ¢

La notion de réduction est étendue avec les trois nouvelles regles suivantes :

ifthenelse t t/ true — ¢t
ifthenelse t t' false — t
ifthenelse t ' (raisee) — raisece

De plus, lorsque la construction ifthenelse est complétement appliquée, on utilisera la
notation suivante pour simplifier la lecture :

Notation
Sib, t et t' sont des termes, alors on utilisera la notation

if b then f else t'

pour le terme
ifthenelse ft' b

Le type des booléens est un simple type énuméré possédant seulement deux formes ca-
noniques : true et false. La seule facon de corrompre un tel terme est donc de le corrompre
a la racine. Autrement dit, sémantiquement, les types bool?® et bool W A sont égaux. Au
niveau du typage, on ajoute donc la regle de sous-typage

b001? < bool W A
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et les regles de typage suivantes :

I'  true : bool T F false : bool

I''+ ifthenelse : A — A — boolWA — AWA

On peut toutefois, si on le souhaite, éviter I'ajout de la nouvelle regle de sous-typage
bool® < bool W A si on change la régle de typage de ifthenelse par

I  ifthenelse : A — A — bool® — AWA

et que 1'on utilise, lorsque 'on veut passer de la corruption a I'union pour un booléen, le
terme

F Ab.if b then true else false : bool® — bool W A

6.2.2 Le type unit

De fagon standard, le type unit permet de coder des fonctions sans argument. L'ajout
de ce type unit consiste en I'ajout aux syntaxes des termes, types et valeurs réguliéres de :

)

to=

—~~

A= unit

Vo= ()
On ajoute également la regle de typage suivante :

It (): unit

Comme pour les booléens, les types unit W A et unit® coincident. On ajoute donc la régle
de sous-typage suivante :

unit® < unit WA

6.2.3 Le type produit

Pour ajouter le type produit, on commence par ajouter a la syntaxe des termes, des
types et des valeurs régulieres les productions suivantes :

tu=...|(tt) ]| casex
Axz=...|AxA
va=...|(tt)|casey | casey t

Par ailleurs, on ajoute a la notion de réduction les regles suivantes :

casex f (t,u) — ftu
casey f (raisee) — raisee
Pour typer les couples, on commence par ajouter les deux regles de typage suivantes :

't: A T'Hu:B
I' - (tu): AxB
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I~ casex : (A® = B - CWA) — (AxB)2*WA — Cw(AUA")

Remarquons que les couples présentent une caractéristique inédite aux autres types de
données que nous avons utilisés jusqu’a présent. Le type des couples dépend d’autres types.
En conséquence, lorsque 1’on considére un couple corrompu, c’est a dire un terme de type
(A x B)®, on peut distinguer deux endroits distincts ot la corruption peut se « loger » :

— La structure du couple en elle-méme peut ne pas étre parfaitement définie, c’est alors
le couple en lui-méme qui est remplacé par raise ¢;

— Les composantes du couple peuvent également étre corrompues. En particulier, le
couple (t raise ¢) est un couple corrompu. Ou plus généralement, (t,u) est un
couple corrompu si t et/ou u sont corrompus.

Donc un couple bien formé mais qui contient une composante corrompue est lui-méme un
couple corrompu et par conséquent, on ajoute la regle de sous-typage suivante :

AD x BY < (A x B)AWY

Enfin, on ajoute la régle de sous-typage qui suit et qui exprime la monotonie du sous-typage
par formation de couples :

A<A B<PB

AxB<A' xB

Ensuite, on peut définir les projections habituelles (avec leurs types habituels) :

fst : AxB— A
= Ac.casex (Aa.A_.a)c

snd : AxB—B
= Ac.casex (A_.Ab.b) ¢

Mais on peut également typer ces fonctions avec un type plus précis. On a :
fst : (AXB)AWA — ABwWA
snd : (AxB)AWA — BAwA

6.2.4 Le type somme

Les sommes sont ajoutées au calcul en complétant la syntaxe des termes, des types et
des valeurs régulieres par les productions suivantes :

t:=...|injl | injr | case,
Auz=...|A+A
vi=...|injl|injr|injlt|injr ¢ | case; | case; t| casey ft

On ajoute également a la notion de réduction les regles suivantes :
case; f ¢ (injlt) — ft

case; f ¢ (injrt) — gt
case, f ¢ (raisee) — raisee

Le typage des sommes est pris en compte grace a I'ajout des regles suivantes :

'+ injl: A—- A+B '+ injr : B— A+ B
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[t case; : (A® - CWA) — (B* - CWA) — (A+B)2WA — CW (AUA)

Enfin, et pour des raisons similaires au cas des produits, on ajoute les deux regles de sous-
typage suivantes :

A<A B<B
AP + BN < (A+ B)AY A+B<A +B

6.2.5 Les listes

Présentation

Les listes sont un type de données ot les exceptions apparaissent naturellement. Par
ailleurs les listes encapsulent des valeurs d’un autre type et nous verrons que 1'on peut
écrire une fonction de « décorruption » d'une liste dés que I'on sait « décorrompre » les
éléments qu’elle contient.

L’ajout des listes a A, s’obtient par I'ajout aux syntaxes de termes, des type et des valeurs
régulieres des productions suivantes :

tuz=...|[]]cons|fold
Ax=...| Alist
vu=...|[]|cons|const|constu|fold|foldt|foldt

Pour simplifier la lecture, on introduit les notations suivantes :

Notation
— Le type (A list)® sera parfois notée A list®.
— Comme il est d"usage dans les langages de programmation fonctionnels avec les listes,
on utilisera la notation entre crochets. Par exemple, le terme

cons 4 (cons b (cons ¢ []))

sera plus simplement noté
[a; b; c].

On enrichit alors la notion de réduction avec les regles suivantes :

foldnc[] — n (foldn)
foldnc(consxl) — cxl(foldncl) (foldc)
foldn ¢ (raisee) — raisece (foldr)

Les régles de typage pour les listes sont les suivantes :

(t-nil) (t-cons)

I'H[]:Alist ' cons: A— Alist — Alist

(t-fold)
[+ fold: BWA — (A® — Alist® — BWA — BWA) — (A list?) WA’ — BW (AUA)
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Enfin, et semblablement au cas des couples et des sommes, on ajoute les deux régles de
sous-typage suivantes :

A<B
A list < B 1list

A (st-list) (st-list-ctx)

A2 1ist < A list

Remarquons que pour les listes corrompues, on peut distinguer divers cas de corruption :
— Une liste peut avoir des éléments corrompus. La liste en elle-méme est parfaitement
bien formée, mais certains de ses éléments sont, eux, potentiellement corrompus. Un
exemple d"une telle liste est

cons 4 (cons (raise ¢) consc []);

— Une liste elle-méme peut étre corrompue, sa structure peut ne pas étre complétement
définie. Un exemple d’'une telle liste est

cons a (cons b (raise¢)) ;

— On peut enfin avoir un mélange des deux cas précédents, une liste corrompue d’élé-
ments corrompus. C’est le cas par exemple de

cons a (cons (raise €) (cons ¢ (raise ¢))).

Notons que pour le premier point ou seul les éléments de la liste sont corrompus, la liste a
le type A 1ist® mais a aussi le type plus précis A% list. En revanche, pour les deux autres
cas, on ne peut leur trouver de type plus fin permettant de les distinguer. En particulier, il
n’existe pas de type exprimant que seule la structure de la liste est corrompue, ses éléments
ne l’étant pas.

Manipulation des listes corrompues

Dans la section 4.3, nous avons montré comment 1'on pouvait écrire une fonction de
« décorruption » d'un entier naturel, dont la fonction bind,.. qui y est présentée est une
généralisation. On va montrer que des fonctions équivalentes peuvent étre écrite pour les
listes.

Une liste corrompue 1’est soit parce que ses éléments le sont, soit parce que sa structure
est corrompue, soit les deux. On ne peut donc pas dans le cas général décorrompre com-
pletement une liste d’objets de type A si on ne sait pas décorrompre les objets de type A%.
En revanche, si I'on dispose d"une fonction de décorruption sur le type A%, c’est a dire une
fonction de type A® — (A — B) — BW A, alors on peut écrire une fonction chind (] sur les
listes d’objets de type A, a savoir :

cbindpy) (A> - (A — B) - BWA) — Alist® — (Alist — B) - BWA
= Abind. AL Af.
(fold (Aa. f a) (Ae.A_. Ar.Aa.bind e (Ax.r (cons x a))) 1) []

Comme dans le cas des entiers (voir section 4.3), ce terme utilise un accumulateur et pour
le typer on utilise fold avec pour type résultat (le type B dans la régle de typage de fold)
le type :

(Alist — BWA)WA
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Et comme pour les entiers, on peut en écrire une version plus efficace si on sait que la
corruption est a la racine :

bind|y AlistWA — (Alist - B) - BWA
= ALAf.
fold (f [])(Ae. Al'.A_. f (consel’)) ]

Notons que puisque I'exception est a la racine, cette fonction n’a pas besoin de prendre en
argument une fonction pour décorrompre les arguments.
On peut alors décorrompre une liste d’entiers naturels avec la fonction suivante :

evaly,y @ mat list® — nat list WA
= Al.cbind|p) (cbindgas) I (Ax. x)

6.2.6 Exemples d'utilisation

Nous allons donner quelques exemples d’utilisation des exceptions avec les types de
données que nous venons d’introduire. Nous allons présenter certaines fonctions sur les
listes utilisant naturellement des exceptions : la fonction récupérant le ni®™¢ ¢lément d'une
liste et celle permettant de trouver 1’élément associé a une clef dans une liste d’associations.

Mais commengons par définir le test d’égalité sur les entiers, et pour cela, le test a zéro
d’un entier :

isO0 : mnat — bool
rec true (A_.A_.false)

€Jnat . nat — nat — bool
Ax.Ay. try

(rec (Aa.isO a) (A_. Ar.Aa.r (pred a)) x) y
withisO +— false

On peut remarquer que dans egnat, le type de (rec (Aa.isOa) (A_. Ar.Aa.r (pred a)) x) y
est bool™’}, Mais comme bool{#} < booll {is0}, le systeme de type détecte bien que
I'exception est capturée par le try englobant et la fonction egy.t est bien de type nat —
nat — bool.

On peut également définir les traditionnelles fonctions renvoyant la téte et le reste d"une

liste :
hd : Alist — AW {hd_fail}
= fold (raise hd_fail) (Ae.Al.A_.¢e)

tl : Alist — AW {t _fail}
= fold (raise tl_fail) (Ae. Al.A_.I)

On définit ensuite la fonction retournant le n'*™€ élément d’une liste d’entiers :

nth : nat list — nat — nat W {foo_short}
= Al An.(fold (A_.raise too_short)
(Ae.A_.Ar.Aa.if (eqnay a n) theneelser (Sa))l) 0

Remarquons que définir une fonction retournant le n'®™¢ d’une liste quelconque nécessite-
rait une fonction testant I'égalité de deux termes d'un type quelconque, ce que nous n’avons
pas défini.
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La fonction itérant une fonction sur une liste est définie par :

map : (A — B) — Alist — B list
= Af.fold[] (Ae.A_.Ar.cons (fe) r)

Composer une fonction qui n’est pas écrite pour gérer les exceptions avec un argument
potentiellement exceptionnel est transparent pour le programmeur dans A.. Ainsi, on peut
écrire la fonction prenant une liste de listes d’entiers en argument et renvoyant la liste des
ni®™e gléments simplement avec :

nths : (nat list) list — nat — nat 1ist{foo-short}
Al An.map (Ae.nthen)l

Alors, étant donnée une liste d’entiers | quelconque et un entier n, on peut par exemple
écrire :
hd (nths 1 n) : (natW {hd fail}){too_short}

Si maintenant on désire capturer les exceptions qui corrompent ce résultat, on peut écrire
try (clet x = hd (nths | n) in try x with hd_fail — 0)with too_short — 0 : nat

ot la construction cletin est celle définie en section 4.3.

Finissons ces quelques exemples en donnant une autre fonction classique sur les listes,
la fonction assoc qui étant donné un entier, renvoie le premier élément associé a cet entier
dans une liste d’association. Si aucun élément n’est associé a cet entier dans la liste, la
fonction leve I'exception not_found :

assoc : (nat x B) list — nat — B W {nof_found}
= Al Aa.
fold (raise not_found) (Ae.A_. Ar.if (eqnat (fst e) a) then snd e elser) |

6.2.7 Propriétés

Nous n’allons nous intéresser qu’au cas des listes introduites section 6.2.5, les cas des
autres types de données que 1’'on a définis (booléen, unit, produits et sommes) étant plus
simples.

De plus, méme si nous pensons que 'ajout des listes ne remet pas en cause la préserva-
tion du typage par réduction, nous n’en donnons pas la preuve ici. La majorité des lemmes
doivent en effet étre modifiés par rapport au cas de A, car la syntaxe des types et le sous-
typage sont modifiés.

On va en revanche montrer que le modele de réalisabilité du chapitre 5 peut étre étendu
au cas des listes. Pour cela, on ajoute a l'interprétation définie section 5.2.1 (définition 5.1,
page 79) l'interprétation du type des listes suivante :

[A1list]® = {t|t —* consap(...(consa,[])...),
neN, V0<i<n, a;€ [A]* }
U{t|t —* consag(...(cons a, raisee)...),

neN, V0<i<n, a;€ [A]*, e A}
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On va alors montrer que la preuve de correction du typage vis-a-vis de l'interprétation
peut étre adaptée pour prendre en compte cette nouvelle interprétation. On commence par
rappeler figure 6.2 les lemmes utilisés pour la preuve de ce résultat dans A, et on va donner
les ajouts a y effectuer pour le type des listes.

Lemme 5.2

N . L. Lemme 5.3
Cléture de l'interprétation A
anival [A]* @
par B-équivalence
Lemme 5.5 Lemme 5.6 Lemme 5.4
cEN= ACN = te [A]® =
raisee€ [A]A [A]A Cc [A]Y t a une valeur

Lemme 5.7
Correction du sous-typage vis-a-vis de l'interprétation

Lemme 5.10
Correction du typage vis-a-vis de l'interprétation

F1G. 6.2 — Rappel des dépendances pour la preuve de correction du typage de A, vis-a-vis
de l'interprétation

Notons d’abord que les preuves des lemmes « préliminaires » (lemmes 5.2, 5.3, 5.4, 5.5
et 5.6) s’effectuent par induction sur la définition de l'interprétation. On doit donc a chaque
fois y ajouter le cas de l'interprétation des listes. Ces cas n'y posent cependant pas de
difficultés :

— Pour le lemme 5.2, l'interprétation des listes est closes par p-équivalence car la réduc-
tion est confluente et par hypothése d’induction;
— Pour le lemme 5.3, I'ensemble [ A 1ist ]* contient toujours au moins la liste vide;
— Pour les lemmes 5.4 et 5.5, le cas des listes est trivial par définition de l'interprétation. ;
— Pour le lemme 5.6, le cas des listes est une simple application de ’hypothése d’induc-
tion.
La preuve du lemme 5.7 est non modifié pour toutes les regles de sous-typage de A..
Pour les deux nouvelles regles de sous-typage des listes ((st-list) et (st-list-ctx)), on montre
les deux résultats suivants :

Lemme 6.6 (Validation de la régle (st-list) par I'interprétation) Si A est un type et A et A’
sont deux ensembles de noms d’exceptions, alors

[AY 1ist]® C [A 1ist® ]2
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Preuve :

Si le [AY 1ist]®, alors par définition, [ est de la forme cons aq (... (cons a, X)...) (ot X
est soit [ ], soit M4, soit raise € pour e€ A) avec, quel que soit n et quel que soit i tel que
0<i<n, a; € [[AA/ ]]A = [[A]]AUA/. Mais puisque A C AUA/, il est facile de vérifier que par défi-
nition [ € [ (A 1ist)2 ]A.

Lemme 6.7 (Validation de la regle (st-list-ctx) par l'interprétation) Si A et B sont deux
types et A est un ensemble de noms d’exceptions tel que [ A]* C [B]?, alors

[A1list]® C [B1list]?

Preuve :

Sile [A1list]?, alors [ est de la forme cons ag (... (cons a, X)...) (ot X est soit [ ], soit "X, soit
raise €) avec, quel que soit 7 et quel que soit i tel que 0<i<n, a; € [ A]%. Donc par hypothese,
pour tout i, a; € [B]* etonale [Blist]".

Remarquons que la définition de substitution parallele (définition 5.9) s’étend triviale-
ment au cas des listes puisque les termes ajoutés au calcul sont de simple constantes.

Enfin, pour montrer que l'interprétation augmentée du cas des listes valide le typage de
Ae auquel on a ajouté les listes, on montre les trois résultats suivants exprimant la validation
des regles de typage des listes :

Lemme 6.8 (Validation de la regle (t-nil) par l'interprétation) Si A est un type et A un en-
semble de noms d’exceptions, alors
[]€ [A1ist]®

Preuve :
Par définition de [ A 1ist]?.

Lemme 6.9 (Validation de la regle (t-cons) par l'interprétation) Si A est un type et A un en-
semble de noms d’exceptions, alors

cons € [A — Alist — A list]®

Preuve :

On doit montrer que pour tous ensembles de noms d’exceptions A, O A; D A et tous termes
x€ [A]M et 1€ [A 1ist]?, on a cons x [ € [A 1list]?2. Mais puisque [A]* C [A]*
(lemme 5.6), on conclut par définition de [ A 1ist]*2.
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Lemme 6.10 (Validation de la regle (t-fold) par I'interprétation) Si A et B sont deux types
A, A et A des ensembles de noms d’exceptions, alors

folde [BWA'— (AY - A1ist® = BWA'— BWA')— (A list®) WA’ — B (A'UA") ]2

Preuve :
Par définition de l'interprétation des fleches, on doit montrer que quel que soit les ensembles de
noms d’exceptions Aj, Ay et Az tels que A C Aj C Ay C A, etsi

- ne[BwA']M,

- ce[AY = A1list? - BwA — BwA']%,

—le[Alist? WA ] = [Alist MUY U {t|t —* raisee, ec A"},
alors foldncl€ [BW (A UA")]%%.

Sile {t|t —* raiseg, e€ A" },alorsona foldncl —* foldncraisee — raisec¢et
puisque raise e€ [B W (A'UA")]* par définition et que l'interprétation est close par anti-
réduction (lemme 5.2), on a bien fold n c [ € [ B (A'UA") .

Sinon, [ € [ A list ]]ASUA/. En utilisant © pour représenter soit [ |, soit raise ¢ (ot € € A3UA’),
alors par définition il existe k€ IN et une famille de terme (a;)o<;j<x tel que a; € [A]AU et
I —* consag (...(cons ax ©)...). Donc foldncl —* foldn f (cons ag (... (cons a; ©)...))
et on va prouver que

fold n f (cons ag (... (cons ay ©)...)) € [BW A’ ]

par induction sur k (ce qui nous permettra de conclure puisque [B & A’ C [B (A'UA")]*3
par définition de ces interprétations) :
- Sik=0,alors:

— Soit! —* [],alorsfoldnc[] — netpuisquenc [BWA' [*1 etA; C Az, onane [BW
A']? (lemme 5.6). On conclut donc par cléture de l'interprétation par anti-réduction
(lemme 5.2).

- Soit | —* raise £ ol e€ A3UA’, alors fold n c raise ¢ — raisee. Or si e€ Aj,
raise ¢€ [B]® (lemme 5.5) et donc par définition de l'interprétation de 1'union, si
g€ A3UA, alors raise e€ [BWA']*. On conclut par cloture de l'interprétation par
anti-réduction (lemme 5.2).

- Sik =k +1, cest donc que I —
réduction

* cons a (cons ag (...(cons a; @)...)). On a alors la

fold n ¢ (cons a (cons ag (... (cons a; ©®)...)))
— ca(consag (...(cons a; ©)...)) (fold n c (cons ag (...(cons a; @)...))).

Par hypothése d’induction fold n ¢ (cons g (...(cons a} ®)...)) € [BWA’']* et par
définition de l'interprétation, cons ag (... (cons a; ®)...) € [A 1ist? ]%. Comme de plus
ce [AY — Alist®? — BWA — BwA' ]2 et Ay C Az, on montre que

ca(consag (...(cons aj, ®)...)) (fold n c (cons ag (...(cons a, ©®)...))) € [BwWA']*

et on conclut alors par cloture de l'interprétation par anti-réduction (lemme 5.2).

Maintenant que 1’on a montrer que le typage des listes était correct vis-a-vis de l'inter-
prétation, on peut montrer le lemme suivant :
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Lemme 6.11 Sit est un terme tel que &= t : nat list, alors il existe un entier k > 0 et une famille
d’entier (n;)o<i<k tel que

t —* cons (§™0) (...(cons (S*0)[])...)

Preuve :
C’est un conséquence direct de la correction du typage vis-a-vis de l'interprétation et de la défi-
nition de l'interprétation.

6.3 Des entiers courageux

Les entiers de A, sont paresseux. Le terme S t est une valeur quel que soit le terme
t et en particulier si t n’est pas évalué. Par conséquent S (raise €) est une valeur et la
construction try ne capture pas 1’exception d’un tel terme. Nous avons fait ce choix dans
A¢ car nous le pensons cohérent avec la vision que nous voulons de l'appel par nom. La
fonction successeur est vue comme n’importe quelle autre fonction du calcul et en tant
que tel ne force pas l'évaluation de son argument. Mais nous avons également fait ce choix
parce que nous pensons qu’il est particulierement général.

On peut en effet considérer que la fonction successeur n’est pas une fonction comme
les autres et en ce sens lui donner un comportement différent des autres fonctions, a savoir
évaluer son argument. Mais calculer avec un tel successeur peut étre vu comme une simple
restriction de A¢. Ou plus exactement, ce nouveau successeur non paresseux que nous allons
noter S se code par :

S = An.evaly (Sn)

ol evalp,y est la fonction définie section 4.3. En particulier, on peut vérifier que ce nouveau
successeur a la réduction suivante

S (raise¢) — raisee
et a entre autres les types suivants :

S : nat — nat
nat® - nat WA
nat WA — nat WA

Bien sfir ce codage a un cofit algorithmique et si en pratique on ne souhaite conserver que
ce second récurseur et ne pas subir le cotit algorithmique de evaly.t, on peut reformuler de
fagon un peu plus simple le calcul en supprimant les termes de la forme S t de la définition
de valeur réguliere (et donc par extension en les supprimant de la définition de valeur) et
en ajoutant la regle de réduction

S (raise¢) — raisece
On ajoute alors la regle de sous-typage

nat® < natWA
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et on peut simplifier la regle de typage du récurseur en lui donnant simplement la regle :

I'+rec: A— (nat 4 A — A) »natWA - AWA

Mais le calcul ainsi formulé est un cas particulier de A, raison pour laquelle nous avons
choisi d’étudier A dans toute sa généralité.

6.4 Ajouter des arguments aux exceptions ?

Dans la plupart des langages de programmation possédants un mécanisme d’excep-
tions, celles-ci ont la possibilité de transporter des arguments. Ceci permet d’ajouter des
informations précises sur le cas qui a levé 1’exception, informations qui peuvent alors étre
utilisées lorsque 1'exception est rattrapée.

Il est donc naturel de se poser la question de 'ajout d’arguments aux exceptions du
calcul A,. Cependant, la notion de corruption ne rend pas évidente une telle extension. La
présente section montre un certain nombre de difficultés posées par le typage d’arguments
d’exceptions. La possibilité de résoudre ces difficultés reste une question ouverte de cette
these.

Termes et leurs réductions. Commencons par remarquer que 1'ajout d’arguments d’ex-
ceptions ne pose pas de challenge majeur d'un point de vue non typé, c’est a dire pour
les termes et leur réductions. Pour ce faire, on peut par exemple proposer de modifier la
syntaxe de A de la fagon suivante :

t = x| Ax.t|tt|raisee(t)|trytwithe(x) —t]|0|S|rec

Lorsqu’on léve une exception, on doit également passer son argument. Lorsqu’on capture
une exception, on récupere cet argument, qui peut alors étre utilisé dans le gestionnaire du
try. Pour cela, dans le terme try twithe(x) — u, la variable x est liée dans u.

Remarquons que cette proposition de syntaxe considere que chaque exception prend
toujours un et un seul argument. Mais ceci sans perte de généralité puisqu’il est en pra-
tique facile de simuler des exceptions sans argument avec le type unit (section 6.2.2) et
les exceptions avec plusieurs arguments avec les produits (section 6.2.3) ou les listes (sec-
tion 6.2.5).

Ces changements n'imposent en revanche aucune modification de la définition des va-
leurs régulieres qui sont toujours définies par :

v i= Ax.t|0|S|St|rec|rect|rectt
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Enfin, pour les réductions de ces nouvelles versions de raise et try, on modifie la notion
de réduction de A, de la fagon suivante :

Ax.t)u — H{x:=u} (B)
(raisee(t)) u — raisee(t) (rapp)
try (raise e(t))withe(x) —u — u{x:=t} (catch)
try (raise ¢/ (t))withe(x) —u — raise ¢(t) (trai)
tryvwithe(x) —u — v (tval)
reczf0 — s (recz)
recz f(Sn) — fn(reczfn) (recs)
recz f (raiseg(t)) — raise€(t) (recr)

La réduction — étant toujours définie comme la cldture contextuelle de la notion de réduc-
tion —.

Typage. Comment tenir compte du type des arguments d’exception ? Adapter le systéme
de type de A, a cette extension pose certaines difficultés que nous allons présenter ici.

Une premiere idée naive serait de fixer a priori un type pour I'exception ¢, c’est a dire a
associer a chaque exception ¢ un certain type 7(¢). On typerait alors les constructions raise
et try avec les régles suivantes :

Ft:ot(e) FEt:Aw{e} T,x:t(e) b u:

A
-rai t-t
I - raisee(t) : AW {e} (t-raise) 't trytwithe(x)—u: A (iry)

Un avantage de cette idée est que ni la syntaxe des types, ni le sous-typage ne nécessitent
de modification. Un désavantage en est toutefois ’absence de préservation des types par
réduction. En effet, supposons que pour les exceptions ¢ et ¢, le type de leurs arguments
soit nat, c’est a dire, T(¢) = 7(¢’) = nat et considérons le terme t = Ax.raise &(x). Ce
terme est de type nat — A {¢} et par corruption est de type nat{¢} — A{€} W {e}. Donc
t (raise €(0)) a le type At} w {e}. Mais t (raise ¢/(0)) se réduit sur raise e(raise €'(0))
qui n’est pas bien typé (car raise € (0) n’est pas de type nat).

Autrement dit, comme pour tout terme, il est possible qu'un argument d’exception soit
corrompu lors de la réduction et on ne peut donc pas définir a priori le type de I'argument
d’une exception.

La solution a ce probléme semble étre de modifier la syntaxe des types pour y mentionner
le type de l'argument d’une exception . Pour cela, dans les constructions A W A et A%, A
ne doit plus se contenter d’indiquer les noms des exceptions, mais aussi les types des
arguments de ces exceptions. Ainsi, par exemple, le type

A{E(nat), ¢/(nat—nat)}

sera le type des termes de type A ot on a remplacé certains sous-termes par raise £(f),
avec t un terme de type nat, ou par raise € (u), avec u un terme de type nat — nat.

L’adaptation du sous-typage de A, a cette nouvelle sémantique des types n’est cepen-
dant pas claire. Considérons par exemple le terme

t = Ax. f x (raise g(x))
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ou f est une fonction quelconque de type nat — nat — nat. Ce terme est de type
nat — nat!et)}
et donc selon le principe de corruption, il est aussi de type
nat!¥(a8)} _, (nagle(nat)}y{e(nat)}
Ainsi, le terme t (raise €/(0)) a le type
(natfe(mat)}){e nat)}
D’apreés les intuitions que nous avons données et ce terme se réduisant sur
f (raise €(0)) (raise e(raise €'(0))),
on doit alors avoir 1'égalité de type

(nat{s(nat)}){s’(nat)} - nat{s(nat{f,<nat)}), ¢ (nat)}

Peut-on adapter le sous-typage de A, a cette nouvelle sémantique des types et avoir de
telles égalités de type ? Nous n’avons pas exploré cette problématique plus loin dans cette
these et laissons cette question comme perspective.



Exceptions et second-ordre

et le typage introduit dans les chapitres précédents, montrant ainsi que ce typage
est compatible avec le polymorphisme de type.

La corruption est définie par sous-typage et nous allons donc étendre le A-calcul du
second-ordre avec sous-typage. Nous commencerons par donner quelques rappels sur ce
dernier calcul dans la section 7.1 avant de présenter notre extension en section 7.2, le calcul
F;. Puis, dans la section 7.3, nous présenterons un modele de réalisabilité de F;, défini a
l'aide de techniques d’orthogonalité. Enfin, en section 7.4, nous évoquerons les codages au
second-ordre des types de données dans F..

NOUS présentons une extension du A-calcul du second-ordre reprenant les exceptions

7.1 Le A-calcul du second-ordre avec sous-typage

Introduit de maniére indépendante par J.Y. Girard [Gir72] et ].C. Reynolds [Rey74], le A-
calcul du second-ordre (ou systeme F) ajoute au systeme de types du A-calcul simplement
typé le polymorphisme de types dans sa forme la plus générale. L'intérét de ce calcul
réside également dans sa correspondance, a travers 1'isomorphisme de Curry-Howard, avec
I'arithmétique du second ordre [GTL89].

Le systéme F (a la Curry!) ajoute aux types du A-calcul simplement typé (a la Curry)
les variables de type « et la quantification universelle V. A. Les regles de typage pour ces
nouvelles constructions sont la regle de généralisation (gen) et la régle d’instanciation (inst)
rappelées ci-dessous :

THt:A agFV(I)
I'Et:Va A

(inst)

Fr-t:va. A
(gen) I+-t: A{a:=B}
ott FV(T') représente I'ensemble des variables de types libres mentionnées par ’environne-
ment de typage I' (voir définition 7.5 pour une définition formelle de cette notion).
Le systéme F vérifie la propriété de préservation du typage pour la p-réduction, mais il
est connu qu’il ne vérifie pas cette propriété pour la y-réduction. Par exemple, le type des

IC’est a dire ot une abstraction ne mentionne pas le type de son argument, contrairement au systéme F
présenté a la Church ot1 I'abstraction se note Ax : A.t avec A le type de la variable x.
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entiers (nat) et le type des booléens (bool) sont codables dans le systeme F ot 1'on peut
dériver le jugement suivant :

fr:nat — (VB.B) F Ax.f x : (Va.a) — bool
Mais, bien que Ax. f x —, f, on ne peut pas dériver le jugement :
f:nat — (VB.B) + f : (Va.a) — bool

Une premiere fagcon de résoudre ce probléme consiste a « forcer » la préservation du type
par n-réduction en ajoutant la regle de typage suivante :

I Ax.tx: A x¢FV(t)
r=t: A

(eta)

Cette idée d’introduire « de force » la regle 7 afin d’améliorer les propriétés du typage a
été introduite par J.B Wells [Wel96].

Une autre solution est due a J.C. Mitchell [Mit88] qui a proposé d’étendre le systéme F
a 'aide d"une relation de sous-typage. Le systéme de Mitchell est équivalent au systeme F
auquel est ajouté la regle (eta) ci-dessus, raison pour laquelle nous y ferons référence sous
le nom de systéme Fy.

Un intérét du systeme Fr est qu’il représente un cadre particuliérement général pour
I'étude du sous-typage en présence de polymorphisme de type. C’est pour cette généra-
lité que nous avons choisi de 1'utiliser comme base pour notre extension avec exceptions,
mais il est & noter que ses bonnes propriétés vis-a-vis de la 77-réduction ne sont pas parti-
culierement nécessaires a notre mécanisme d’exceptions. Nous n’ajouterons d’ailleurs pas
explicitement la regle 1 a notre calcul.

Le calcul F; ne se base pas sur la présentation du systeme Fy original de Mitchell. On
y préférera une présentation similaire a celle de [TU96]) et consistant a ajouter systeme F
une relation de sous-typage < qui est d'une part, réflexive, transitive, covariante a droite
des fleches et contravariante a gauche des fleches :

A<B B<LC

(st-id) _A < C_ (st-trans)

A< A

Al < A B< P
A—B < A= P

(st-arrow)

et d’autre part, vérifie les trois régles suivantes :

A<B a¢FV(A)
A <Vua.B

(st-inst)

(st-gen) Va. A < A{a := B}
wd FV(A)
Va.(A — B) < A — Va.B

La regle (st-gen) autorise a quantifier sur une variable qui n’est pas libre, la regle (st-inst) est
la régle d’instanciation de la quantification universelle et la regle (st-distr) est une version
faible de distributivité de la quantification sur la fleche. Notons que la regle d’instancia-
tion (st-inst) rend caduque la regle de typage d’instanciation (inst) du systeme F qui n’est
donc pas présente dans le systeme Fy. Par contre, la régle de typage de généralisation (gen)
ne peut pas, elle, étre internalisée dans le sous-typage.

Remarquons que ce sous-typage est monotone vis-a-vis de la quantification :

(st-distr)
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Lemme 7.1 Dans un calcul oit le sous-typage posséde les regles (st-id), (st-trans), (st-arrow),
(st-gen), (st-inst) et (st-distr), si A et B sont des types tels que A < B, alors quelle que soit la
variable de type «,

Va. A < Va.B

Preuve :
Avec (st-inst), on a Va. A < A (puisque A{a :=a} = A) et donc Va. A < B. Finalement, puisque
a ¢ FV(Va. A), en appliquant la regle (st-gen), on a Va. A < Va. B.

De plus, la regle (st-distr) de distributivité de la quantification sur la fleche est prise sous
une version faible car la version générale est dérivable :

Lemme 7.2 Dans un calcul oit le sous-typage posséde les regles (st-id), (st-trans), (st-arrow),
(st-gen), (st-inst) et (st-distr), si A et B sont des types et a est une variable de types, alors

Va. (A — B) < (Va. A) — (Va. B)

Preuve :

Par contravariance a gauche de la fleche (regle (st-arrow)) et puisque par (st-inst), Va. A < A,
A — B < (Va. A) — B. Alors, avec le lemme 7.1, Va. A — B < Va. (Va. A) — B. Finalement, avec
(st-distr), on a Va. (A — B) < (Va. A) — (Va. B).

7.2 Le systéeme F,

Nous présentons le calcul F; qui est une extension du systéme Fy (voir section 7.1) a
I'aide d"un mécanisme d’exception et d’entiers primitifs.

721 Termes : syntaxe et réductions

De méme que les termes et les réductions du systéme Fy (a la Curry) sont les mémes que
ceux du A-calcul simplement typé, le langage F; reprend les termes et réductions du langage
A¢ et en partage les propriétés. On rappelle figure 7.1 la syntaxe des termes, des valeurs et
valeurs réguliéres et les regles de réductions pour F; et on se reportera au chapitre 3 pour
de plus amples informations sur ces définitions (ainsi que pour les définitions omises ici
comme la réduction de téte faible). En particulier, la réduction de F. est confluente et le
théoréme de standardisation y est valide.

7.2.2 Le systeme de types

Les types de F; sont construits au dessus de ceux de A, en y ajoutant les variables de
types et la quantification universelle.
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Syntaxe des termes

t u= x| Ax.t|tt|raisee | trytwither—t|0|S | rec

Valeurs régulieres

v = Ax.t|0|S|St|rec|rect|rectt
Valeurs
v = V|raisee

Notion de réduction

Ax.t)u — Hx:=u} (B)
(raisee)t — raisee (rapp)
try (raise ¢)withe —u — u (catch)
try (raise ¢ )withe —u — raiseé (trai)
tryvwithe —u — v (tval)
reczf0 — s (recz)
reczf(Sn) — fn(reczfn) (recs)
recz f (raisee) — raisee (recr)
Réduction
— (nred) b=t (redy)
t— Ax.t — Ax.t
t — t u — u
— = (red 7 % (red
tu—»t’u( o) tu—»tu’( )
/
b= 1 7 (Vedtryl)
trytwithe — u — tryt' withew— u
!/
bw—u ; (VedtryZ)

tryfwithe— u — tryfwither— u

F1G. 7.1 — Rappel des termes et réductions de A, réutilisées par F..
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Définition 7.3 (Types de F;)
Un type de F; est définie comme une production de la grammaire suivante :

A — o (variables de type)
|  nat (entiers naturel)
| A—A (fonctions)
| Va. A (quantification universelle)
| AWA (union)
| Ab (corruption)

Dans les constructions AW A et A®, A est un ensemble fini de noms d’exceptions (et donc
A CE). Les précédences sont, de la plus grande a la plus petite : les constructions A & A
et A%, la quantification universelle, le type des fleches. Ainsi, A — BA doit se comprendre
comme A — (B%), Va. A% comme Va. (A%) et Va. A — B comme (Va. A) — B. De plus la
fleche est associative a droite : le type A — B — C doit se comprendre A — (B — C).

L'ensemble de toutes les variables de types est noté A. La construction Va. A lie la
variable de type a dans le type A. Les notions de variables de type libres et liées sont
définies comme habituellement, de méme que la substitution dans un type A d’une variable
de type a par un type B, notée A{a := B}. L'ensemble des variables de type libre d'un
type A est noté FV(A) et un type est dit clos si il ne possede aucune variable libre (FV(A) =
@). Enfin, les types seront toujours considérés modulo a-équivalence. La substitution des
variables de type vérifie la propriété suivante :

Lemme 7.4 Si A, B et C sont des types quelconques et a et B sont deux variables de type tels que
a # Bet ¢ FV(B), alors on a

C{a:= A}{B:=B} =C{B:=B}{a:= A{B:= B}}

Preuve :
La preuve de ce lemme est classique, les nouvelles constructions A & A et A® sont transparentes
pour la substitution.

Typage

Définition 7.5 (Environnement de typage)
Un environnement de typage I' est un ensemble fini de déclarations ayant la forme

IF'=x1:44,...,x,: Ay,

olt X1,... X, sont des variables de termes deux a deux distinctes et Ay, ..., Ay sont des types.
L’ensemble des variables libres d'un environnement T, noté FV(T'), est l'union des ensembles de
variables de type libres des types contenus dans T :

FV(x1:Ay,..., %00 An) = |J FV(4)
ie{l..n}
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Définition 7.6 (Jugement de typage)
Le systeme de type de A est défini par le jugement de typage

rt: A

qui se lit : « Dans I'environnement de typage I, le terme t a le type A ». Ce jugement est défini
inductivement par les régles de déduction de la figure 7.2.

Regles de typage du systéme Fy

(x:A)eT
TFx:a ™
l"rllx)\:xz.qtlz_zilfB (tabs) ?:ti ;FB'_ 4 A (t-app)
SR
LE 1{ }_ﬁ : 1; =B (t-subtyp)

Regles de typage des entiers naturels

TF0:nat (770 TF S : nat — nat (754C0)
; e ~ (120
I'Frec: Va.aWA — (nat® - aWA - aWA) —»nat* WA — aW (AUA)
Regles spécifiques au typage des exceptions
, Fr-t:Awf{e} THu:A
- t-t
I' - raisee : Va.a W {e} (-raise) I' - trytwither—u: A (t-try)

F1G. 7.2 — Regles de typage du langage F;.

Remarquons tout d’abord que les régles du récurseur et de raise utilisent le polymor-
phisme du calcul. Ainsi, la régle (t-raise) n’est plus, comme dans A, un schéma de regles de
typage, et la regle (t-rec) n’est un schéma que pour les ensembles de noms d’exceptions A
et A'. La regle (t-gen) est la régle habituel de généralisation du systeme F. Les autres regles
sont toutes reprises sans modification du systéme de types de A,.
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Sous-typage

Définition 7.7 (Sous-typage de F,)
La relation de sous-typage entre deux types A et B est notée A < B. A partir de cette relation, on
définit la notion d’'égalité de sous-typage A = B définie comme la conjonction des deux régles A < B
et B < A. La relation de sous-typage est définie comme la plus petite relation dérivable a partir des
régles de la figure 7.3. Dans cette figure, le sens de la notation A = B dépend de sa position :

— En position de prémisse, elle figure pour deux prémisses :

A=2B . A<B B<A
—C est une notation pour C

— En conclusion, elle exprime deux régles :

C ) C C
A - B est une notation pour A<B et g <A

Toutes les regles de sous-typage de A, sont également des regles de sous-typage de
F;. Sont ajoutées en plus les regles propres au systéeme Fy gérant la quantification univer-
selle : les regles (st-gen), (st-inst) et (st-distr). Enfin, on ajoute également les regles (st-uni-fall)
et (st-corr-fall). Ces régles expriment la commutation de la quantification universelle avec
I'union et la corruption (les lemmes 7.9 et 7.10 montrent d’ailleurs que I'on a commutation
dans les deux sens). Notons que cette commutation est toujours valide car les ensembles
de noms d’exception ne peuvent mentionner les variables de types.

Propriétés dérivables. Parce que 1’ensemble des regles de sous-typage de F; est un sur-
ensemble de celles de A, en particulier les lemmes 4.9, 4.11 et 4.12 de A, sont également
valides pour F;. De plus, le sous-typage est stable par corruption :

Lemme 7.8 Si A et B sont des types tels que A < B, alors quel que soit I'ensemble de noms
d’exceptions A, on a
A% < B

Preuve :
Comme pour A, (lemme 4.10) la preuve est une induction sur la dérivation de A < B dont tous
les cas se résolvent simplement. En particulier pour les nouvelles regles, on utilise le fait que la
corruption commute avec la quantification universelle (voir en particulier les deux lemmes qui
suivent).

D’autre part, les regles (st-uni-fall) et (st-corr-fall) doivent étre comprises comme des
égalités de sous-typage au vu des deux lemmes qui suivent :
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Regles standard de sous-typage

) A<B B<C
A<A (st-id) A<C (st-trans)

A<A B<P
AoB<A - F (st-arrow)

Regles spécifiques au systeme F7

A<B a¢FV(A)
A <Va.B

(st-gen) (st-inst)

Va. A < A{a := B}

a ¢ FV(A)
Va.(A— B) <A —Va.B

(st-distr)

Reégles de simplification

m (st-cor-noex)

st-uni-merge
(AWA) WA = Aw (AU (CHummerse)

) (st-cor-merge)

(AA)A’ = Alauy

Sous-typage des exceptions

: A<B .
(A= B)WA<A— Bwa CrHmamw) g pua Stuniety
- _ . - t—
AgAwA(Stum) AWA < AL (st-cor)

- - (st-uni-cor)
(AWA)Y = A¥ WA

A (st-uni-fall)

~ (st-cor-fall)

Va. (AWA) < (Va. A) W Va. (A%) < (Va. A)

st-cor-arrow)
(A—>B)A£AA—>BA (

F1G. 7.3 — Regles de sous-typage du langage F;.
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Lemme 7.9 Si A est un type, « une variable de type et A un ensemble de noms d’exceptions, alors
ona
(Va. A) WA < Va. (AWA)

Preuve :

Puisque Va. A < A (st-inst) et A < AWA (st-uni), Va. A < AW A. Donc (Va. A )WA < (AWA)WA
(st-uni-ctx). Mais (AWA) WA = AW A et en utilisant (st-gen) avec (Va. A) WA < AWA), on obtient
bien que (Va. A) WA < Va. (AWA).

Lemme 7.10 Si A est un type, a une variable de type et A un ensemble de noms d’exceptions, alors
ona
(Va.A)A < Va. A®

Preuve :
Puisque Va. A < A (st-inst) et A < A8 (st-cor), V. A < A2. Donc (Wc.A)A < (AA)A (lemme 7.8).
Mais (A%) W A = A et en utilisant (st-gen) avec (VYa. A)® < A®), on obtient bien que (Va. A)® <
Ya. (A%).

7.2.3 Propriétés
Préservation du typage par réduction et ses conséquences ?

La préservation du typage par réduction en présence de sous-typage et de polymor-
phisme implicite est difficile a obtenir. En particulier, les preuves indirectes de préservation
du typage par réduction pour le systéeme Fy utilisant le fait que le systeme F7 est la cloture
par y-expansion du systeme F et que le systéme F est stable par p-réduction ne sont pas
adaptables facilement a nos extensions.

Nous n’avons pas montrer la propriété de préservation du typage par réduction pour
F; mais la conjecturons néanmoins :

Conjecture (Préservation du typage par réduction pour F;) Sit et t’ sont deux termes, A un
type et T un environnement de typage tel que T = t : Aett — t', alors

THY: A

Par ailleurs, certaines des propriétés du calcul induites par la préservation du typage
seront des conséquences de la correction du typage vis-a-vis de l'interprétation du modele
de réalisabilité présenté en section 7.3 (par exemple, la sureté du typage pour les entiers
naturels).
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Toutefois, nous allons prouver les lemmes d’inversion du typage pour l'abstraction, 1’ap-
plication et la construction try car ceux-ci ne posent pas de difficultés particulieres et vont
nous étre utiles pour la preuve du théoreme de corruption qui suit (théoréme 7.15).

Pour le premier de ces lemmes d’inversion, celui de l’abstraction, on introduit la nota-
tion suivante :

Notation
On désignera par @ un vecteur de variables de type (i.e. # = ay...a, pour un certain n et
certaines variables de type «;). On utilisera alors la notation V. A pour désigner le type

Vaq. ... Va,. A

Lemme 7.11 (Inversion de I’abstraction) Si t est un terme, C un type et I' un environnement
de typage tel que T + Ax.t : C, alors il existe des types A et B et des variables de type & ¢ FV(T)
tels que

I'x:AFt:B

Va.(A— B)<C

Preuve :
On procede par induction sur la dérivation du jugement I' = Ax.t : C. Les seules regles qui ont
pu étre appliquées sont :

(t-abs) Alors il existe des types Aet Btelque C=A — BetI,x: A -t : B, et donc en particu-
lier C < A — B.

(t-gen) Ona T F Ax.t : Vag.CcarI' + Ax.t : C et ag¢ FV(I). Par hypothese d’induction,
il existe des types A et B et des variables @ tels que I',x: A - t : B et Vd. (A — B) <C.
Et Vao.Vd.(A — B) <V&.(A — B) (st-inst) donc Vag.VA.(A — B) < C. Et puisque
ag & FV (V. V. (A — B)), avec (st-gen) on a finalement Vay. V. (A — B) < Vay.C.

(t-subtyp) On a I' = Ax.t : D et D < C. Par hypothése d’induction, il existe des types A

et B et des variables @ tels que I''x: A+ t: B et Vd.(A — B)D <. Mais alors on a
va. (A — B) <C.

Lemme 7.12 (Inversion de I’application) Si t et u sont deux termes, B un type et I un environ-
nement de typage tel que I = t u : B, alors il existe un type A tel que

Preuve :
On procede par induction sur la dérivation du jugement I' = t u : B. Les seules regles qui ont pu
étre appliquées sont :

(t-app) On a directement le résultat.
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(t-gen) Onal F tu :Va.BcarI' - tu : Beta ¢ FV(T). Par hypotheése d’induction on a qu’il
existe AtelqueI' Ht: A— BetT F u : A. Mais commea ¢ FV(I'),T F t : Va.(A — B)
etl' - u : Va. A. Le lemme 7.2 nous donne alors Va. (A — B) < (Va. A) — (Va. B) et nous
permet de conclure.

(t-subtyp) Onadonc queI - t u : C avec C < B. Alors, par hypotheése d’'induction, il existe un
type Atelquel’' Ht: A—Cetl' - u : A.Maiscomme A — C < A — B (grace a laregle
(st-arrow)),onal - t: A— B.

Lemme 7.13 (Inversion du try) Si t et u sont deux termes, B un type, I' un environnement de
typage et € un nom d’exception tel que I' F trytwithe — u : A, alors

F'Ft:Aw{e}
r-u:A

Preuve :

On procede par induction sur la dérivation du jugement I' - trytwithe — u : A. Les seules

régles qui ont pu étre appliquées sont :

(t-try) On a directement le résultat.

(t-gen) On aI' F trytwithe — u : Va.A car T + trytwithe — u : A et a¢ FV(I). Par
hypothése d’'induction, T - t : Aw{e} etT F u : A. Mais puisque a ¢ FV(T), avec la
reégle (t-gen), on obtientI' - t : Va. AW {e} = (Va. A)W{e} etT F u : Va. A.

(t-subtyp) On a I' - trytwithe — u : B avec B < A. Alors, par hypothése d’induction,
I't:Bw{e}etI' Fu:B Etdonc, I' - u : A et puisque BW{e} < AW {e} (grace a
la regle (st-uni-ctx)), T = t : AW {e}.

Corruption des termes

Comme pour A, on montre formellement que F; respecte le principe selon lequel on
peut toujours remplacer un sous-terme d’un terme de F; par une exception. Pour cela, on
rappelle la définition de la relation de corruption entre termes (qui est celle de A, puisque les
termes de A, et de F; sont les mémes) :

Définition 7.14 (Rappel de la relation de corruption)

Si t et u sont deux termes, la relation t T, u qui se lit « t est davantage corrompu par les exceptions
de A que u » est définie comme la plus petite relation dérivable avec les régles d’inférence de la
figure 7.4.

On montre alors le théoréme suivant :

Théoreme 7.15 (Corruption) Si t et u sont deux termes, A un type et A un ensemble de noms
d’exceptions tel que ' =t : Aett T, u, alors

Tu:A®
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) FESAY ) tC,t
_ N —————— (c-lam
Feaf ™ FE raisee ©™ AT, Axt (c-lam)
tCt ul,u
— — (c-app)
tuC,t' o PP
C.t C.u
FEAt ul, 1;[ (c-try)
trytwithe — u L, tryt wither— u

F1G. 7.4 — Rappel de la figure 4.7 définissant la relation de corruption

Preuve :

La preuve procéde par induction sur la dérivation du jugement t T, u. On reprend la preuve
du théoréme de corruption pour A, (théoréeme 4.50) pour presque tous les cas et en particulier
pour (c-app) et (c-try) puisque les lemmes d’inversion pour F; de 'application (lemme 7.12) et du
try (lemme 7.13) sont semblables a ceux de A¢. Seul le cas de (c-lam) différe puisque le lemme
d’inversion de l’abstraction (lemme 7.11) pour F; differe de celui pour Ae.

Dans le cas de (c-lam), ona T + Ax.t : Aett C, t'. En utilisant le lemme d’inversion de
l’abstraction (lemme 7.11), il existe des types B et C et des variables de types & ¢ FV(I') tel que
Va.(B—C)<AetT,x:BF t: C.Dong par hypothese d'induction, I',x : B ¥ . CA et alors
[ Ax.t' : B— C® Mais comme

B—>CA < (B—>CA>A - BA—>CA - (B—>C)A,
[+ Ax.t' : B— CA. Puisque & ¢ FV(T), en appliquant tant de fois que nécessaire (t-gen) on

obtient T' = Ax.t' : V&. (B — C?) et puisque Va&. (B — C?) = (Va. (arrBC))%, en utilisant le fait
que le sous-typage est stable par corruption (lemme 7.8), on a finalement T' - Ax.t : A%,

7.3 Un Modéle de réalisabilité pour F,

Cette section présente un modele de réalisabilité pour le calcul F,. Comme pour le
modele de A, (section 5.2), les termes seront interprétés par eux-mémes et les types seront
interprétés par des ensembles de termes. Le modéle de F; ne peut cependant pas étre une
simple extension de celui de A, pour deux raisons :

1. Linterprétation pour A, est paramétrée par un ensemble de noms d’exceptions (de
fagon a gérer le type de la corruption). Cette approche ne permet pas de traiter le cas
des variables de type. L'interprétation du type de la corruption du modele de F; sera
« directe ».

2. La sémantique usuelle de la quantification universelle est celle d'une intersection.
C’est a dire qu’intuitivement,

[Va. Al = () [A{a:=T}]

Te%
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Il n’est cependant pas évident de définir ’ensemble T sur lequel porte cette intersec-
tion. Intuitivement, le « bon » choix est 'ensemble des ensembles cibles de 1'interpré-

tation, mais c’est justement cet ensemble qui est en train d’étre défini.

Ce probleme de circularité (imprédicativité) est bien connu et possede une solution
standard : la définition d"une notion de candidat de réalisabilité. Une fagcon élégante
et générale pour définir ces candidats est 1'utilisation de techniques d’orthogonalité et
le modele de F; va utiliser ces techniques. De plus, I’orthogonalité va nous permettre

de définir l'interprétation de la corruption de fagon particulierement simple.

Nous allons d’abord rappeler le principe de l'orthogonalité, puis définir les différentes

notions (daimon, contextes, . ..) préliminaires a la définition du modele.

7.3.1 L’orthogonalité

121

Une des premiéres présentation des structures d’orthogonalité est diie a G. Birkhoff [Bir67],

sous le nom de polarity structures. Une telle structure est définie comme suit :

Définition 7.16 (Structure d’orthogonalité)

Une structure d’orthogonalité est la donnée d'un triplet (A*, A=, L) oit A et A~ sont deux
ensembles et L est une relation binaire sur A* x A~ appelée la relation d’orthogonalité. Si x € A

ety A~, on dira que x est orthogonal a y (respectivement, que y est orthogonal a x) si x L y.

Alors,

— 4 tout sous-ensemble X de A*, on associe I'ensemble X+, nommé orthogonal de X, qui est

le sous-ensemble de A~ défini par :

Xt={y|VxeX xly}

— 4 tout sous-ensemble Y de A~, on associe I'ensemble Y+, nommé orthogonal de Y, qui est le

sous-ensemble de A+ défini par :

Yt={x|VyeY xLly}

Ces structures vérifient les propriétés suivantes :

Lemme 7.17 Si (A*, A~, L) est une structure d’orthogonalité, si S et T sont deux sous-ensembles
de A" (respectivement, deux sous-ensembles de A~) et si I est un ensemble quelconque et (S;)ic
une famille de sous-ensembles de AT (respectivement, une famille de sous-ensembles de A~), alors :

S C
SCT =
S

SLL
T+ C st

SJ_J_J_

Nst

iel

(1)
(2)
)
(4)
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Preuve :

Les définitions étant symétriques, la preuve pour le cas ou S et T sont des sous-ensembles de A"
et celle pour le cas ot ils sont des sous-ensembles de A~ sont également symétriques, nous ne
donnerons donc que le cas de AT :

(1) Soit s € S, on veut montrer que s € S*+ = { x | Vy € S*, x Ly }. Soit y € S+, par définition
s L y et donc on a bien s € S+t

(2) Supposons S C T, on va montrer que T+ C S+.Soitte Tt ={y|Vx €T, x Ly }.Soitx€ S,
on adonc x € T et donc x L t. Finalement on a donc bien t € S+,

(3) On montre les deux inclusions suivantes :
- S+ C St+L: Clest un cas particulier de (1) (en utilisant A™L).
- St C sl Avec (1), S C S+ et donc avec (2), ST+ C st
(4) On montre les deux inclusions suivantes :
1 1
- (U S C ﬂ Sit :Soitie I, comme S; C U S;, avec (2), (U S;)” C S;*. Et donc, on

iel iel iel iel
i
a ( U SZ) Q m S,’J'.
iel iel
I i

- ﬂ S+ C (U S;)” : Soit i€ I, comme ﬂ S/t C §;t, avec (2), S/t C (ﬂ SiH) .

iel iel iel iel

Comme de plus S; C S avec (1), on a finalement U S; C( ﬂ Sil)L. Alors avec (2),

iel iel
(N SZ-J‘)LL C (Uie 1 Si)™ et on conclut en appliquant (1).
iel

L’idée d’orthogonalité est au coeur de plusieurs travaux de sémantique des langages de
programmation [Par93, Kri03, VMO04].

7.3.2 Définitions préliminaires
Le daimon

On ajoute a la syntaxe de F. un nouveau terme, appelé le daimon et dénoté par * (La
notation et la terminologie viennent de [Gir01]).

Le daimon est un terme qui « absorbe » son contexte d’évaluation. Dans le cadre de
Ag, il doit étre compris comme une exception non rattrapable. Ses regles de réduction sont
données a la figure 7.5.

X u — (appdaim)
tryMwithu — — M (tdaim)
rec z f ¥ — (recdaim)

F1G. 7.5 — Regles de réduction du daimon.

Le daimon n’a aucune regle de typage et ne peut apparaitre en cours de réduction. Un
terme bien typée de F;. ne peut donc pas le mentionner. En ce sens, L’addition du daimon
est purement technique et ne change en aucun cas le calcul.
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De plus, on peut toujours voir le daimon comme une exception dont le nom, privé, n’est
jamais utilisé dans un try. En conséquence de quoi, toutes les propriétés des réductions de
F; (confluence, standardisation, ...) restent valables avec 'ajout du daimon.

Contextes

Définition 7.18 (Contexte)
Un contexte de F; est une production de la grammaire suivante :

Cu=[]|Cu|tryCwithe— " |recz fC

Le symbole [ ] est nommé le trou du contexte et le terme obtenu en remplissant le trou du contexte C
par le terme t est noté C[t]. L'ensemble de tous les contextes est noté C.

Notons que cette notion de contexte est plus restrictive que la notion habituelle oit un contexte est
n’importe quel terme avec un trou.

On peut remarquer que si on met de coté la restriction au daimon dans les gestion-
naires des contextes de la forme try, ces contextes sont les contextes d’évaluation pour la
réduction en appel par nom.

Par ailleurs, forcer cette restriction au daimon dans les gestionnaires des contextes de la
forme try permet d’avoir la propriété suivante :

Fait 7.19 Si C est un contexte et € un nom d’exception, alors

Clraisee] —* "M ou Clraise ¢] —" raisece.

Nous verrons dans la section 7.3.3 que cette propriété permet de simplifier l'interpréta-
tion du type de la corruption.

L’ensemble de tous les noms d’exceptions £ est un ensemble dénombrable. On fixe une
bijection ¢ quelconque de £ dans les entiers naturels (¢ : £ — IN) et on définit la notation
suivante :

Notation
Si A est un ensemble (fini) de noms d’exceptions, alors la notation

try [ |with A

désigne
— le contexte
try (... (try[|withe; — M) ... )withe, — X

siA#Qetsiey,..., g, sontles éléments de A ordonnées selon ¢ (c’est a dire vérifiant

ple1) < ¢(e2) < ... < ¢P(en)).

— le contexte vide, [ ], sinon.
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Une propriété des contextes est :

Lemme 7.20 Si t est un terme et C un contexte tel que C[t] a une valeur, alors t a une valeur.

Preuve :
On raisonne par induction sur le contexte C :
- Si C =[], alors par hypothese t a une valeur.

- Si C = C' u, par hypothese C[t] = C'[t] u a un valeur. Alors avec le lemme 3.22, C'[t] a une
valeur et on conclut en invoquant ’hypothese d’induction.

- Si C = tryC'withe — "X, par hypothese C[t| = try C’ with e — X a une valeur. Alors avec
le lemme 3.23, C'[t] a un valeur et on conclut en invoquant ’hypothese d’induction.

- SiC =rec xy C', par hypothese C[t] = rec x y C'[t] a une valeur. Alors avec le lemme 3.24,
C'[t] a une valeur et on conclut en invoquant I'hypothese d’induction.

La relation d’orthogonalité

On va travailler dans la structure d’orthogonalité ou .A™ est 7 1’ensemble des termes
de F; et A~ est C I'ensemble des contextes. La relation d’orthogonalité | met donc en relation
un terme et un contexte. Elle est définie par :

Définition 7.21 (Relation d’orthogonalité)
Si t est un terme et si C est un contexte, alors t L. C (et on dira alors que t et C sont orthogonaux)
si et seulement si C[t] —* "X,

Dorénavant, on travaillera exclusivement dans la structure d’orthogonalité (7,C, L). Dans
cette structure, 1’orthogonal S1 d’un ensemble de contextes S est par définition 1'ensemble
de termes défini par :

st = {t|vCes, Clt] —* u}
De plus, nous dirons parfois que le contexte C reconnait le terme t lorsque 'onat L C (ie.,

si C[t] —* X).

Opérations sur les ensembles de contextes

On définit les opérations suivantes sur les ensembles de contextes et de termes.

Définition 7.22 (Composition d’ensembles de contextes)
Si S et T sont deux ensembles de contextes, alors la composition de S avec T est définie par

SoT = {C[D[]]|Ce€S, DeT}
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Définition 7.23 (Concaténation d’un ensemble de termes et d'un ensemble de contextes)
Si A est un ensemble de termes et S un ensemble de contextes, alors la concaténation de A avec S
est définie par

A-S = {C[[lu]|CeS, ucA}

On définit également deux opérations sur les ensembles de contextes qui seront utili-
sées pour l'interprétation de la corruption et de 1'union. Nous reportons la discussion sur
l"utilité de ces deux constructions a la présentation du modele.

Définition 7.24
Si S est un ensemble de contextes et si A est un ensemble de noms d’exceptions, alors on définit les
deux opérations suivantes :

1aS = So{try[]|withA}
1aS = {try[]withA}oS

Notons que par définition on a :

Fait 7.25 Si A est un ensemble de termes, S un ensemble de contextes et A et A' des ensembles de
noms d’exceptions, alors

1a(A-5) = A-1aS

TallarS) = la(Ta8)

En revanche, au vu de la définition de la notation try[ |with A, il est clair que les
contextes try (try [ |with A’) with A et try [ | with (AUA’) sont différents et donc si S est
un ensemble de contextes,

lallarS) # launS et Ta(TarS) # Taua'S.

Il est cependant important de remarquer qu’ils désignent les mémes ensembles d’orthogo-
naux, c’est a dire :

Lemme 7.26 Si S est un ensemble de contextes et A et A’ sont deux ensembles de noms d’exceptions,
alors

(UaUaS))" = (lawaS)*

(Ta(taS)™ = (TawaS)"

Preuve :
On va se contenter de donner la preuve que (Ta(Tar SN = (Tauw S)T (la preuve que
(Ia(laS)F = (LauarS)™ étant similaire :
— Montrons que (T (1a'5))* C (Taun S)F i Soitte (Ta(TarS)) et CE TaunS, par défini-
tion, C = try Dwith (AUA’) ou D € S. Donc try (try D[t]with A’) with A —* »Het
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— Soit D[t|] —* *X4, mais alors on a bien C[t] —* "X.
— Soit D[t] —* raise ¢ pour ¢ € A’ ou € € A. Mais donc on a bien aussi toujours C[t] —
.
- Montrons que (TauaS)E C(a(TarS) i Soitte (TauaS) et Ce Ta(TarS), par défini-
tion, C = try (try Dwith A’)with A ou D € S. Donc try D[t|with (AUA") —* et
— Soit D[t|] —* *X4, mais alors on a bien C[t] —* "X.
— Soit D[] —* raise € pour ¢ € AUA'. Mais donc on a bien aussi toujours C[t] —* "X.

*

Remarquons d’ailleurs qu’avec le fait 7.25, ce lemme implique le lemme suivant :

Lemme 7.27 Si S est un ensemble de contextes, A un ensemble de termes et A et A’ deux ensembles
de noms d’exceptions, alors

(A-Ta(taS)T = (A Taw$)"

Preuve :
Ce lemme découle du fait 7.25 et du lemme 7.26 puisque

(A= Ta(TarS) = (Ta(Tar (A S))" = (Tauar (A - 8))" = (A TauarS)™

Ce lemme sera nécessaire pour montrer que le modele valide 1'égalité de sous-typage
(A — B)®» = A% — B? (voir lemme 7.41).

7.3.3 Définition et propriétés de l'interprétation
On peut résumer le principe du modele que nous allons présenter ainsi :
1. A chaque type A, on associe l'ensemble de contextes | A |, qui est nommé sa co-
interprétation ;
2. Linterprétation [ A, du type A, qui est un ensemble de termes, est alors uniformé-

ment définie comme 1’orthogonal de | A |,.

Pour gérer l'interprétation des variables de types, les interprétations | - |, et [-], sont
paramétrés par une fonction de valuation p :

Définition 7.28
Une fonction de valuation p est une fonction associant a chaque variable de type un ensemble de
contextes non vide (ie., p: V — P(E)).

La restriction sur la valuation d’une variable de type a ne pas étre vide assure que
lI'interprétation d’un type ne soit jamais vide (voir lemme 7.32).
On utilisera la notation suivante pour définir la valuation d"une certaine variable :
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Notation
Si p est une fonction de valuation, @ une variable de type et S un ensemble de contextes, on
note p; « « S la fonction de valuation définie par :

: _ p(a)  sip#Fua
pim—5 = 5'_>{s sip=a

On donne maintenant les définitions de | - [, et [-], :

Définition 7.29 (Co-interprétation des types)
Si A est un type, alors I'ensemble de contextes | A |, est défini inductivement par :

ap = p(a)
\nat\p = {rec (Ay.Ax.x)[]}
|AL*JA|,0 = lA|A|p
A%, = TalAlp
1
|A_>B‘p = U|AA|p "BALO
ACE
|Vtx.A|p = U |A|p;aH5
SCPE)*

Définition 7.30 (Interprétation des types)
Si A est un type, 'ensemble [ A ]|, est défini par :

[Al, = |Al,- = {t|VCe|A|, C[t] —* &}

Premieres propriétés

Avant de décrire plus précisément l'interprétation de chaque construction de type, on
commence par montrer quelques propriétés générales de cette interprétation. D’abord, on
montre que l'interprétation des types est close par f-équivalence :

Lemme 7.31 (Cloture par B-équivalence) Sit et u sont deux termes, A un type et p une fonction
de valuation tels que t € [ A ], et t =g u, alors

uc[Alp.
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Preuve :

Onate [A],ett =g ueton veut montrer que u € [AJ,. Soit C € | A |, par définition C[t] —
Y. Mais puisque t =g u, C[t] =g C[u]. Par confluence de la réduction (théoreme 3.7), C[u] —* »K
etdoncue [A]p.

*

En particulier, I'interprétation est donc close par réduction et par anti-réduction.

L'interprétation et la co-interprétation d’un type ne sont jamais vides. Et en particulier,
le daimon habite 'interprétation de n’importe quel type :

Lemme 7.32 Si A est un type et p une fonction de valuation, alors

|Alp # @
e [Alp

Preuve :

On raisonne par induction sur A. Notons d’abord que si | A |, # @, alors "€ [ A], puisque quel
que soit le contexte C, C[X] —* . Dans le cas des variables, on utilise le fait que I'image d'une
variable de type par une fonction de valuation n’est jamais vide (et ce, par définition des fonctions
de valuation). Le cas de nat est trivial et les cas de AW A, A® et Va. A sont une conséquence directe
de I'hypothese d’induction. Pour A — B, on utilise le fait que par hypothese d’induction | A |, et

| B|, sont non vide et donc en particulier (T | A | p)J‘ n’est pas vide (il contient X).

D’autre part, pour n’importe quel type, les termes habitants son interprétation ont tous
une valeur :

Lemme 7.33 Si t est un terme, A un type et p une fonction de valuation telle que t € [ A ], alors
t a une valeur.

Preuve :
Par définition de t€ [A],,
te {t|VCe|Al, C[t] —* X}

Dong, si C est un contexte de | A |, C[t] a une valeur (et cette valeur est *K) et, avec le lemme 7.20,
on en déduit que t a une valeur. Il suffit de vérifier que quelque soit A et quelque soit p, 1'en-
semble | A |, n’est pas vide, mais c’est le résultat du lemme 7.32.

Enfin, on montre que l'interprétation du type [ A* ], contient a la fois les termes raise ¢
pour e € A et tous les termes de [ A ], :

Lemme 7.34 Si A est un type, p une fonction de valuation et A un ensemble fini de noms d’excep-
tions, alors pour tout e € A,
raiseec [ A Io
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Preuve :

Soit un contexte C € | A® |,. Par définition, C = {try[]withA} oD ou D € | A|,. Mais le fait 7.19
nous dit que soit D[raise ¢] —* X, soit D[raise €] —* raise e. Or, dans les deux cas on a
Clraise ] —* .

Lemme 7.35 Si A est un type, p une fonction de valuation et A un ensemble fini de noms d’excep-
tions, alors
A
[Al, € [4%],

Preuve :

Soit t€ [A], et soit C€ | A®|,. On veut montrer que C[t] —* »X. Par définition, il existe un
contexte D€ | A, tel que C = try[ Jwith Ao D. Mais comme t€ [A],, D[t] —* »X et donc
C[t] = try D[tjwith A —* "X

Description de l'interprétation

Les entiers naturels. L’interprétation des entiers naturels est standard. Le contexte
rec X (Ay. Ax.x) [ ]

reconnait tous les entiers, mais par définition du daimon, il reconnait également tous les
termes de la forme S" M. Plus précisément, on prouve le résultat suivant :

Lemme 7.36 Si p est une fonction de valuation,

[nat], ={t|t =" S"0, neN}U{t|t —=* S" I, necN}.

Preuve :
Par définition, [nat], = {t | rec X (Ay.Ax.x) t —* X }. On montre les deux sens de 1’égalité
voulue séparément :
-Site {t|t -* §"0,neN} U {t|t —* §S" K, necN }, alors si ® désigne 0 ou "X,
il existe n€ IN tel que t —* 5" ®. On montre alors par induction sur n que
rec M4 (Ay. Ax.x) t —* YK
- Sin =0, t se réduit sur 0 ou . Dans tous les cas, il est facile de vérifier que I'on a bien
rec MM (Ay. Ax.x) t —* .
— Sinon, t —* S (§" ®). Alors

rec M4 (Ay. Ax.x) t
—* rec ™ (Ay. Ax.x) (S (S" @))
—  (Ay.Ax.x) (§" @) (rec ™ (Ay. Ax.x) (S" D))
—  rec (Ay.Ax.x) (S" @)

et on conclut par hypothese d’induction.

129
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*

- Si te [nat],, alors rec " (Ay.Ax.x) t —* OX. En utilisant le lemme de standardisa-
tion (lemme 3.21), on a rec "M (Ay.Ax.x) t —Z* K Autrement dit, il existe k tel que

rec X (Ay. Ax.x) t —>§]h . On va alors montrer que quel que soit k et quel que soit ¢, si

rec M (Ay.Ax.x) t —K Hpour k' <k alorst —%, S" ® ot  représente 0 ou X et ce,

par induction sur k :

— On ne peut avoir k = 0, puisque rec ()\y Ax.x) t n’est pas M.

— Autrement, rec " (Ay. Ax.x) t —y 1o H , "X et par hypothése d’induction, quel que
soit k' < k et quel que soit #, si rec (Ay. /\x.x) t —>§;h X, alors t —Z S" @. On
raisonne par cas sur la régle utilisée pour dériver rec X (Ay. Ax.x) t —p to:

— Soit on a utiliser une des regles (recz) ou (recdaim) et alors t est respectivement 0 ou "X
Dans tout ces cas on conclut directement.

— Sinon, la seule autre régle que l'on a pu utiliser est (recs). On a alors t = S t' et t) =
(Ay.Ax.x) t' (rec ™ (Ay. Ax.x) ¥'). Mais de plus tg —%, .1l est évident que k ne peut

alors pas étre 0 et la seule réduction possible est ty —y, rec M (Ay.Ax.x) —>’;};1/ .
Par hypothese d’induction, on a donc #/ = §" ® et puisque t = S/, onabient = 5" &
On a donc montré que t —7, S" ®. Donct —* S" @

De plus, pour prouver que l'interprétation valide le typage, nous utiliserons le lemme
suivant qui caractérise les entiers corrompus :

Lemme 7.37 Si p est une fonction de valuation,

[nat®], = [nat], U {t|t —* S"raisee, n€N, e€ A }.

Preuve :
Par définition, [nat®], = {t|try(rec T (Ay.Ax.x) t)withA —* *X }. On montre les deux
sens de 1'égalité voulue séparément :

-Si te [nat], U {t|t =" S'raiseg, ncN,ec A}, puisque [nat], =
{t|t =" S§"0,neN} U {t|t =" ", necN} (lemme 7.36), alors si & dé-
signe 0 ou raise ¢ (pour € € A) ou M4, il existe n € N tel que t —* S" ®. On montre alors
par induction sur 1 que try (rec M4 (Ay. Ax.x) t)with A —*

- Sin =0, t se réduit sur 0 ou M ou raise e. Dans tous les cas, il est facile de vérifier que
I'on a bien try (rec " (Ay. Ax.x) t)with A —* M.
— Sinon, t —* S (S" ®). Alors

try (rec M (Ay.Ax.x) t)with A
—*  try (rec X (Ay.Ax.x) (S (S" ®)))with A
—  try (Ay. Ax.x) (S" @) (rec ™ (Ay. Ax.x) (§" ®@)))with A
—  try (rec M (Ay.Ax.x) (§" ®))with A

et on conclut par hypothése d’induction.
- Si te [nat®],, alors try (rec "M (Ay.Ax.x) t)with A —* X En utilisant le lemme de
standardisation (lemme 3.21), on a try (rec "¢ (Ay. Ax.x) t)with A —* X Autrement dit,

wh
il existe k tel que try (rec " (Ay.Ax.x) t)withA —K K. On va alors montrer que quel

que soit k et quel que soit ¢, si try (rec " (Ay. Ax.x) t) with A Hﬁ;h "X pour k' < k, alors

wp S @ ot @ représente 0 ou M ou raise ¢ (pour € € A) et ce, par induction sur k :

— On ne peut avoir k = 0, puisque try (rec ™ (Ay. Ax. x) t) with A n’ait pas .

— Autrement, try (rec X (Ay. Ax.x) t)withA —,y ty —k T et par hypotheése d’induc-
tion, quel que soit k' < k et quel que soit ¥/, si try (rec M (Ay. Ax.x) ') with A —F

[
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4, alors t —2, S" ®. On raisonne par cas sur la regle utilisée pour dériver

try (rec M (Ay. Ax.x) t)with A —yy to:

— Soit on a utilisé une des regles (recz), (recr) ou (recdaim) et alors t est respectivement 0,
raise € ou *X. Dans tout ces cas on conclut directement.

— Sinon, la seule autre reégle que l'on a pu utiliser est (recs). On a alors t = S ' et
to = try (Ay.Ax.x) ¥ (rec " (Ay.Ax.x) t))with A. Mais de plus tp —K, = 11
est évident que k ne peut alors pas étre 0 et la seule réduction possible est ty —
try (rec "M (Ay.Ax.x) #)with A —K-1 »K Par hypothese d’induction, on a donc

wh
t/ = S" ® et puisque t = S #, on a bien t = 5" ®.

On a donc montrer que t —7, S" ®. Donct —* §" ®.

Le type des fonctions. Dans ce modeéle par orthogonalité, la fleche s’interprete de la méme
maniere que dans le modele décrit a la section 5.1.

Lemme 7.38 Si A et B sont deux types et p une fonction de valuation, alors

[A—B],= () {t|Vue[A%], tuec[B"], }.

ACE
Preuve : 1 1
Par définition, [A — BJ, = (|J |A®[," - |B%|,) . On va montrer les deux sens de I'égalité
ACE
séparément :
- SoitttelqueVCe [J |A® |pL - | BAp, C[t] —* X Soit A un ensemble de noms d’excep-

ACE
tions, soit u € [A%], et soit D € | B4 |,. Par définition, D[[ ] u] € | A® |pL - | B2, et donc
D[t u] —* " On a donc bien que t u € [ B ],.
- Soitte () {t|Vue[A*], tuc[B~],}. Soit A un ensemble de noms d’exceptions et
AcE
soit C€ | A® |f0L - | BA|. Par définition, C = D[[ ] u] ou D€ |B*|, et u€ [A%],. Mais
donc par hypothese t u € [ BA], et donc C[t] = D[t u] —* K.

La quantification universelle. L’interprétation de la quantification universelle est une in-
tersection :

Lemme 7.39 Si A est un type et p une fonction de valuation, alors

[Va.A]p, = ﬂ [Alpac—s
SCPE)*

Preuve :
Par définition,
1
[Va.Alp = [Va. Al = ( U |Alpacs)
SCPE)*

131



132

Chapitre 7 — Exceptions et second-ordre

et on conclut en utilisant le fait que 'orthogonal d’une union est l'intersection des orthogonaux
(lemme 7.17).

Union et corruption. L’interprétation de l'union et de la corruption est conforme aux
intuitions que I’on a donné de ces constructions. Les co-interprétations de A W A et A® sont
construites a partir de la co-interprétation de A en associant a chaque contexte C de | A |,,

— le contexte Cltry [ Jwith Al dans |AWA |, ;

— le contexte try C[ Jwith A dans | A% |, .

Intuitivement, 1'idée est que pour un certain terme ¢, le terme Cltrytwith A] se réduira
sur M4 soit, si t léve une exception de A, et sinon, seulement si t€ | A| p- Par contraste,
try C[t] with A se réduira sur M« si t est un terme de | A |, ol certains sous-termes peuvent
avoir été remplacés par une exception de A, puisqu’alors C|t| se réduira sur raise & pour
¢ € A (ou sur ) et donc try C[t] with A se réduira bien sur M.

Notons que I'interprétation de A% utilise la restriction a " dans la définition des contextes
de forme try, puisque sans cette restriction, on n’a pas le fait que si t mentionne raise ¢,
alors C[t] se réduira soit sur raise ¢, soit sur "X. Sans cette restriction, l'interprétation de
A® serait donc plus difficile a définir.

Notons que l'interprétation du type A W A dans F; est en fait la méme que dans A, :

Lemme 7.40 Si A est un type, A un ensemble de noms d’exceptions et p une fonction de valuation,
alors
[AwA], =[A],U{t|t —* raisee, ec A }.

Preuve :
Par définition, [AWA], = (la]|A \p)L ={t|VCe|A|, CltrytwithA] —* »K}. On montre
alors les deux sens de 1'égalité voulue séparément :
- Soit te {t|VCe|A|, CltrytwithA] —* X}, alors trytwith Ae [A],. Alors
trytwith A est faiblement normalisant (lemme 7.33) et donc ¢ aussi (lemme 7.20) :
— Soitt —* raise € pour € € A et on conclut.
- Soitt —* ©v ot v est une valeur réguliere et trytwithA —* v. Mais comme [ A ], est
clos par réduction (lemme 7.31), puisque trytwith A€ [A]p, v € [A],. Enfin, puisque
[ A]p est également clos par anti-réduction (lemme 7.31), t € [ A],.
- Soit te [A], U {t|t —* raiseg, ec A} et soit C€ |A|, (on doit montrer que
Cltrytwith A] —* X,
- Sit —* raiseepoure€ A, alors trytwith A —* et donc Cltrytwith A] —* X
- Sinon t€ [A],, alors trytwith A€ [A], (car t étant faiblement normalisant
(lemme 7.33), il existe une valeur v tel que t —* v et donc trytwithA —* v et
on conclut par cloture par réduction et anti-réduction de l'interprétation (lemmes 7.31
et 7.31)). Finalement, par définition de l'orthogonalité Cltry twith A] —* *X.

7.3.4 Correction du sous-typage vis-a-vis du modele

Nous commencgons par montrer que les principales égalités du sous-typage (commuta-
tion de la corruption avec les autres constructions de type et union d’ensembles d’excep-
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tions) sont validées par le modele. Précisons que ces égalités seront utilisées dans la suite
sans toujours étre mentionnées.

Lemme 7.41 Si A et B sont deux types, p une fonction de valuation et A un ensemble de noms
d’exceptions, alors
[(A— B)A]]p = [[AA - BA]]p

Preuve :
En utilisant le lemme 7.17 qui dit que 1’orthogonal d"une union est une intersection et en utilisant
le fait 7.25 et les lemmes 7.26 et 7.27, on montre que

[(A—B>Pl,= ) ((TwlAl)" 1oy Bl
AN CE

(A2 B, = () ((Tauw | Alp)* - Tauw |Blo)"
N CE

Il s’ensuit alors directement que [(A — B)2], C [A® — B%],. En effet, si te [(A — B)%],

alors quel que soit A", te ((Tar]A |p)l~ Taua”|Blp) - Donc si A’ est un ensemble de noms
d’exceptions quelconque et si C € (Tauar | A \p)L - Taua' | Blp, alors C€ (Tar | A |p)l - Taua” | Bp
(en prenant A” = AUA') et donc on a bien C[t] —* "X.

Mais d’autre part, on montre avec les lemmes 7.45 et 7.35 que quel que soit les ensembles A
et A, (Tar| A |p)L C (Taua | A |p)L. Donc si t€ [A® — B%],, si A’ est en ensemble de noms

d’exceptions et si C€ (1o | A |p)L - Tauar | Bp, alors C€ (Taua | A |p)L
Clt] —* &

- Taua’ | Bp et on a bien

Lemme 7.42 Si A est un type, p une fonction de valuation et A un ensemble de noms d’exceptions,
alors
A A
|(Va. A) |, = |Va. A%,

Preuve :
Cela revient a montrer que 1'opérateur T4 commute avec une union ne portant pas sur des noms
d’exceptions, ce qui est direct.

Lemme 7.43 Si A est un type, p une fonction de valuation et A un ensemble de noms d’exceptions,
alors
|(Va. A) WA, = |[Va.(AWA)|

Preuve :
Comme pour le lemme précédent, la commutation entre I'opérateur |5 et I'union de l'interpréta-
tion de la quantification universelle est directe.
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Lemme 7.44 Si A est un type, p une fonction de valuation et A et A’ deux ensembles de noms
d’exceptions, alors
[(Awa)™ ], = [(A%)wAl,

Preuve :
C’est une conséquence directe du fait 7.25.

Par orthogonalité, les lemmes 7.42, 7.43 et 7.44 ont le corollaire suivant :

Corollaire Si A est un type, p une fonction de valuation et A et A’ deux ensembles de noms
d’exceptions, alors on a les égalités suivantes :

[(Va. A)2], = [Va.A%],
[(Va.A)wA], = [Va.AWA],
[[(A & A)A, ]]p = H(AAI) & A]]p

On a également les deux lemmes suivants :

Lemme 7.45 Si A est un type, p une fonction de valuation et A et A’ deux ensembles de noms
d’exceptions, alors
H(AA)A ]]p = [[AAUA ]]p

Preuve :
C’est une conséquence directe du lemme 7.26.

Lemme 7.46 Si A est un type, p une fonction de valuation et A et A" deux ensembles de noms
d’exceptions, alors
[(Ava)wA'], = [Aw(AUA)],

Preuve :
C’est aussi une conséquence directe du lemme 7.26.

On a maintenant tous les éléments pour montrer que l'interprétation valide le sous-
typage de A.. Notons que l'on ne peut pas montrer simplement que si A < B, alors
[A], € [B], a cause du cas de (st-arrow). On renforce donc I'hypothese d’induction en
montrant que pour tout A, [ A%], C [ B*],. Par ailleurs, ce résultat plus général est néces-
saire pour la preuve du théoréme de correction du typage vis-a-vis de l'interprétation (voir
section 7.3.5).
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Lemme 7.47 (Correction du sous-typage vis-a-vis de l'interprétation) Si A et B sont deux
types et p une fonction de valuation tel que

A <B,
alors pour tout ensemble de noms d’exceptions A,

[A%]o C[B%],

Preuve :
On procede par induction sur la dérivation de A < B :

(st-id) Direct par réflexivité de l'inclusion d’ensemble.

(st-trans) Direct par hypothese d’induction et transitivité de I'inclusion d’ensemble.

(st-arrow) Soit AC & et te[(A—B)*],=[A* - B%],. On doit montrer que
te[(A"—B)2], =[A"® - B®],. Donc, soit Ce|A>—B™?|, on va montrer
que C[t] —* "X
Par définition de | A" — B’2|,, il existe un ensemble de nom d’exceptions A’, un
terme u € [ A’>YA'], et un contexte D € | B'2YA" |, tel que C = D[[ ] u]. Par hypothese d'in-
duction (et on a ici besoin de 'hypotheése d’induction renforcée), [ A’ AUA' lo S [ ALV lo-
Mais comme t € [ A® — B® lp, avec le lemme 7.38, on a t u € [ BAVA lp- Et par hypothese
d’induction, on a [ BAYA' ], C [ B/AYA"] .. Finalement, on a bien C[t] = D[t u] —* .

(st-gen) Soit AC & et te€[A%],. On doit montrer que t€ [(Va.B)2], = [Va.B2],.
Soit C¢€ |Va.B2| p, il existe, par définition, un ensemble de contexte S tel
que C€ |BA |p;a — s- De plus, puisque a & FV(A), [A%], =A% lp;a — s et comme par hy-
pothése d’induction [ A% loja—s € [ B lp;a s, on a finalement que t € [ B2 lo;a s, d’oti
on déduit que C[t] —* "X

(st-inst) Soit AC &, on va montrer que |(A{a:=B})*|, C|(Va.A)?|, et on conclura
par orthogonalité. Soit C€ |(A{a:=B})%|,, on montre facilement (par induction
sur A) que | (A{a:=B})*|, =A% pia—|B|,- Alors par définition de |Va. A% |y, on a
| AD losa—| B , | Va. A2 |, et donc C € | Var. A% |,. On conclut avec le lemme 7.42.

(st-distr) Soit AC & et te [(Va.(A — B))2], = [Va.(A® — B%)],. Soit C€ |A® — Va.B%|,,
alors par définition, il existe un ensemble de noms d’exceptions A’, un terme u € [AMUA'] 0
et un contexte D € | (Va. BAA)Y lp = | Var. BAVA |o tel que C = DI[[ ] u]. Par définition, il
existe un ensemble de contexte S, tel que D € | BAVA'| p;a—s- Et puisque a ¢ FV(A), on a
ue [ ALY Jp;a — s- Done, par définition de [ Va. (A* — B%)], et en utilisant le lemme 7.38,
onatuc [[BAUA/ lp;a —s et finalement Clt] = D[t u] —* "R

(st-cor-noex) Avec le lemme 7.45, on a [ ((A2)2)2], = [ AU ], = [ (A%)™ ;.

(st-uni-merge) Avec les lemmes 7.46 et 7.44, on a [((AwA)wA")2], = [A% W (A'UA")],
=[(AW (AUA"))2 ],

(st-cor-merge) Avec le lemme 7.45, on a [ ((AY)A")A ], = [ASUAUAT], = [(ANVAT)A T,

(st-uni-arrow) Soit A un ensemble de noms d’exceptions et soit t€ [((A — B)wA')2],
=[(A® - B wA'],, on doit montrer que t€ [(A — BWA)A], =[A® — BAwA'],.
Donc, avec le lemme 7.38, soit A” est un ensemble de noms d’exceptions et soit
ue [AAA"] o, on doit montrer que t u € [ BAVA" 1y A7) p- Or, le lemme 7.40 nous dit que
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- Soit t —* raise € pour e € A/, mais alors t © —* raise eetdonctue [[BAUAN WA ],
(lemme 7.40).
- Soit te [A® — B”], mais alors, avec le lemme 7.38, t u€ [ BAYUA Jo et donc

tue [BAYY W A'], (lemme 7.40).

(st-uni-ctx) Soit AC g, par hypothese d’induction, [A%], C [B2],.
On conclut alors facilement grace aux deux égalités  suivantes
[(AwA)2 ], =[A2 WA ], =[AR], U {t|t —* raisee ec A} et

[(BwA) ], =[BAWA ], =[B2],U{t|t —* raisee, e€ A’ } (lemme 7.40).

(st-uni) Soit ACE, on doit montrer que [A%], C [(AWA")2], = [A®WA'],. Mais avec le
lemme 7.40, on a [A®WA'], = [A®], U {t|t —* raise¢, e€ A}, ce qui nous permet
de conclure directement.

(st-cor) Soit ACE, on doit montrer que [(AWA)A], = [ADWA'], C [(AY)A], = [A2A],.

Mais avec le lemme 7.40, on a [A2WA'], = [A%],U{t|t —* raisee, e€ A’ } et on
conclut donc avec les lemmes 7.34 et 7.35.

(st-uni-cor) On conclut facilement avec les lemmes 7.44 et 7.45.

(st-uni-fall) On conclut facilement avec les lemmes 7.43, 7.44 et lemme 7.42.
(st-cor-fall) C’est une application directe des lemmes 7.42 et 7.45.
(st-cor-arrow) C’est une application directe des lemmes 7.41 et 7.45.

Remarquons que si on était capable de prouver que A < B implique | B* |, C | A% |,, ce
résultat impliquerait le lemme précédent par orthogonalité. Cependant, cette implication
est fausse. Il est en effet facile de vérifier que |nat WA |, ¢ |nat|, puisque

lnatWA|, = {rec! (Ay.Ax.x) (try[]withA) }
|nat|, = {rec'H(Ay.Ax.x)[]}

7.3.5 Correction du typage vis-a-vis du modele

La notion de corruption de type s’étend naturellement aux environnements de typage :

Définition 7.48 (Corruption d’un environnement de typage)
SiT =x1:A1,...,xn : Ay est un environnement de typage, alors I'environnement de typage T®
est définit par

T8 = AL, ., xy 0 AD

L'interprétation des types s’étend alors également tres naturellement a cette notion d’en-
vironnement de typage corrompu :

Définition 7.49 (Interprétation d’un environnement de typage)
Si T’ est un environnement de typage, A un ensemble de nom d’exceptions et p une fonction de
valuation,

[TA],={c|V(x:A)€T, o(x)€ [A%], }.
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Dans la suite, on notera plus simplement [T, 'ensemble [I'?],. Remarquons que
comme [A], C [A%], (lemme 7.35), on a en particulier [T'], C [T?],, et plus générale-
ment [T4], C [ JosiA CA.

De fagon similaire au cas de la correction du sous-typage vis-a-vis de l'interprétation,
pour montrer que le I'interprétation valide le typage, on ne peut pas se contenter de mon-
trer quesil - t : Aalors tlo] € [A], (pour o € [T'],). Le probleme est le cas de la regle
(t-abs). Intuitivement, cela n’est pas étonnant puisque que l'interprétation de la fleche de A,
est plus précise que la fleche de la réalisabilité usuelle (voir section 5.1). On renforce donc
I'hypotheése d’induction et on montre le théoreme suivant (o1 on utilisera la substitution
parallele définie pour le premier modele (définition 5.9)) :

Théoreme 7.50 (Correction du typage vis-a-vis de l'interprétation) Si t est un terme, A un
type et I un environnement de typage tels que

FrEt: A,

alors pour toute fonction de valuation p, pour tout ensemble fini de noms d’exceptions A C £ et pour
toute substitution o € [T ],, on a
tlo] € [A%],

Preuve :
On procede par induction sur la dérivation de I' = t : A. Notons que grace au lemme 7.47,

on a que [A], C[A%], et on se contentera donc, lorsque cela est possible, de prouver

que t[o] € [A]p:

(t-ax) Montrer que x[v] € [ A%], si (x : A) € T est une conséquence direct du fait que o € [T ],.

(t-abs) Soit un contexte Ce€|(A— B)%|,=|A®—B"|,, on veut montrer que
Cl[Ax.t[o]] —* K. Par définition, il existe un ensemble de noms d’exceptions A’, un terme
u€ [AY ], et un contexte D € | BIAUA) | tel que C = D[[ ] u]. Alors, soit § = o + {x — u},
onaqued e [(T,x: AP ], (caroe [TAUA) ], C [TAUA) ], etue [AN ], C[APY ],)
et donc, par hypothese d’induction, ¢[5] € [ BAYA) [, Or, (Ax.to]) u — t[5] et [BAYA) ],
est clos par anti-réduction (lemme 7.31), donc (Ax.Mlo]) u € [[B(AUA/)]]p et finalement
C[Ax. M[c]] = D[(Ax. M[c]) u] —* .

(t-app) Par hypothese d’induction, t[o] € [(A — B)2], = [A® — B2], et ulo]e [A%],. Et
comme, grace au lemme 7.38, on a [A® — B2, C {t|Vue [A],, tue [B*], }, dou
on obtient t[o] u[v] € [ B2 ],.

(t-gen) Soit C € | (Va. A)? |, = |Va. A% |, par définition il existe un ensemble de contexte non
vide S tel que C € | A% |o;a — 5. D’autre part, puisque a & FV(T), [T?], = [T ]p;a—s et on
peut donc appliquer 'hypothése d’induction pour montrer que t[c] € [ A* lp;a —s- Donc
finalement C[t[¢]] —* "etona t[o] €]; [ (Va. A)2 ],.

(t-zero) Ce cas est direct grace au lemme 7.37.

(t-succ) On doit montrer que S € [nat — nat ], et donc que pour tout ensemble de noms d’ex-
ceptions A, S€ {t|Vu€ [nat®],, t u€ [nat®], } (lemme 7.38). Donc soit u € [nat®],,
on doit montrer que S u € [nat®] p, Mais ceci est facile avec le lemme 7.37.
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(t-rec) Montrons que rec € [Va.a WA — (nat® — aWA — aWA) — nat® WA — a ¥ (AUA') ],.
En utilisant les lemmes 7.39 et 7.38, on se rameéne a montrer que, quel que soit I’ensemble
de contexte non vide S et les termes z € [a WA [y0 s, f € [nat® - a WA — a W Alpacs
et n€ [nat® WA Jyq5, onarecz fne [aW(AUA') ], qs. En utilisant le lemme 7.40,
on a ou bien n —* raise e pour e€ A/, ou bien n € [nat® lojaes-Sin —* raisee
pour ec A’, alors rec z f n —* raise e et on a recz fne [aW(AUA)]pq—s (on
utilise le lemme 7.40 et la cloture de l'interprétation par anti-réduction, lemme 7.31). Sinon,
ne [[natA Jo et, avec le lemme 7.36, il existe un entier m > 0 tel que n —* S§™ &, ott O est
soit 0, soit "X, soit raise & pour £ € A. On raisonne alors par induction sur m pour montrer
querecz f (S" @) € [aWA]pacs:

— Sim =0, alors n = ® et donc
— Soit n = 0, mais alors rec z f 1 —* z et on conclut directement.
— Soit n = "X, mais alors rec z f n —* Mt et on conclut avec le lemme 7.32.
— Soit n = raise € pour € € A, mais alors rec z f n —* raise € et on conclut avec le

lemme 7.40.

— Sinon, par hypothése d’induction on a rec z f (S" ®)€ [a WA, et on doit
montrer que rec z f (S (8" @))€ [aWA], s 5. Mais rec z f (S (S" ®@)) —
f (8™ @) (rec z f (S™ ®)). Or, par définition S ® € [nat? ], . s et donc, en utilisant
I'hypothése d’induction et le lemme 7.38, ona f (S @) (recz f (S" @))€ [a WAy, —s
et on conclut par cloture par anti-réduction de l'interprétation.

Finalement recz fn€ [a® (A)],a—s et on conclut alors facilement puisque [a &

Alpa—s € [a® (AUA') [p;a — s (lemme 7.40).

(t-raise) Montrer que raise e€ [@ W {e}e], est direct en utilisant le fait que [AWA], =
[Alpu{t|t —* raisee, e€ A} (lemme 7.40).

(t-try) Par application de I'hypothése d’induction, on a t[o] € [(AW {e})2], = [A% W {e}], et
ulo] € [A%] o- En utilisant le lemme 7.40, on est dans I'un des deux cas suivants :

— t[o] € [A], et alors on utilise le lemme 7.33 pour montrer que t[¢] a une valeur. Alors, ou
bien try t[c]withe — u[o] —* t' avec tfc] —* ' (et comme l'interprétation est closes
par réduction (lemme 7.31), #' € [ A%],), ou bien tryt[o]withe — u[o] —* u[o]. Dans
les deux cas, ces termes appartiennent & [ A® ], et on conclut en utilisant le lemme de
cloture par anti-réduction (lemme 7.31).

- t[o] —* raise eetalors tryt[o]withe — ulo] —* u[o] et on conclut car [ A%, est clos
par anti-réduction (lemme 7.31).

(t-subtyp) La preuve est une application direct de 'hypothese d’induction et du lemme 7.47.

7.3.6 Propriétés du calcul dérivées du modele

La principale propriété que I'on obtient grace au modele est le fait que tout programme
de F; se réduit sur une valeur :

Théoreme 7.51 (Réduction sur une valeur) Si t est un terme et A un type tel que = t : A,
alors t a une valeur.

Preuve :
Ce théoréme est une conséquence directe du théoréme de correction du typage vis-a-vis de l'in-
terprétation (théoreme 7.50) et du fait que tout terme du modele a une valeur (lemme 7.33).
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De plus, on déduit du modele la stireté du typage vis-a-vis des entiers naturels :

Lemme 7.52 Sit est un terme tel que &= t : nat, alors il existe un entier n > 0 tel que

t —* §"0.

Preuve :
Si F t : nat, par correction de l'interprétation vis-a-vis du typage (théoreme 7.50), on a
t € [nat . Or, avec le lemme 7.36,

[nat], ={t[t =% "0, ne N}U{t|t =% S" %, ncN }.

Et comme t ne peut contenir ¥4 (le daimon n’a aucune regle de typage), on a bien que t —* 5" 0.

7.4 Les codages du second-ordre

Les entiers naturels sont un type de données primitif de F;. Cependant, le calcul F; est
une extension du systéme F et supporte donc la définition de types de données a l'aide
de leurs codages au second-ordre [GTL89]. Dans cette section, nous montrons comment de
tels codages se comportent vis-a-vis des exceptions.

On rappelle le codage au second-ordre des entiers naturels :

nat = Va.(a— (a—a)—a)
0 = Az As.z : nat
1 = Az.As.sz : nat
n = Az.As.s(...(s z)...) : nat
n
succ = An.Az.As.s(nzs) : nat — nat

Ce codage des entiers est particuliéerement intéressant car ses formes normales sont exacte-
ment les termes de la forme 77 définie ci-dessus. Ce type n’est pas choisi au hasard puisqu’il
est connu qu’en prenant une variante de ce type aussi simple que

Va. (0 = a) = a — a),

qui change simplement l'ordre des arguments, on se retrouve avec deux termes pour re-
présenter l'entier naturel 1, les termes As. Az.s z et As.s.

Dans F;, on a montrer avec le lemme 7.52 que les formes normales de type nat sont
exactement les termes de la forme S" 0, désignés plus simplement par n. On peut associer a
chaque entier 1 sa représentation sous forme d’entiers codé au second-ordre [7] en prenant

[S"0] =Az.As.s (.. (s 2)...)
N e’
n

Si pour un type A, on note fnn(A) 'ensemble de ses formes normales, alors on a

fanat)] = fn(aat)
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Mais les entiers codés au second-ordre offrent plus de possibilité de corruption que les
entiers primitifs. En effet, les formes normales de type nat® sont de la forme S" 0 ou
S" (raise €) pour € € A (voir lemme 7.37). On peut alors représenter un entier corrompu
par un codage au second-ordre en associant aux nouvelles formes normales :

[S" (raisee)] = Az As.s(...(s(raise¢))...)
——

n

Cette représentation est injective, mais pas surjective :

[fr(nat®)] C  fu(nat®)

En effet, les termes raise € et Az.raise € ont tous les deux le type nat” mais ne sont la
représentation d’aucun entier primitif. On a plus d’entiers corrompus avec les codages au
second-ordre qu’avec les entiers primitifs.

Par ailleurs, le principale probleme des entiers dans leur codage au second-ordre est pour
« décorrompre » une entier corrompu. Autrement dit, peut on écrire une fonction cbindp,s
ayant le type Va.mat” — (mat — a) — a WA et dont le comportement est semblable a
celle de la fonction cbindy.; de la section 4.3, mais pour les entiers codés au second-ordre ?
D’un point de vue purement calculatoire, oui. En utilisant les entiers comme leur propre
récurseur, on peut coder cette fonction par :

chbindpay = An.Af.(n (Aa.fa) (Ag.Aa.g (succa))) 0

Ce codage est similaire a celui utilisé pour les entiers primitifs, mais le systéme de type
n’est pas assez précis pour typer cette fonction avec le type Va. nat” — (nat — o) — aWA.
Notons que pour le modéle de réalisabilité de F, la fonction cbind,,; est bien dans
I'interprétation du type Va. nat® — (nat — a) — a W A. Ainsi, une solution ad-hoc consiste
a forcer ce typage.
Cependant, 'utilisation des codages du second-ordre dans F, n’est donc pas pleinement
satisfaisante en pratique et on y préferera 1'utilisation des entiers primitifs.



Perspectives

8.1 Types dépendants

Une perspective naturelle des travaux de cette these est I’extension des calculs présen-
tés au produit dépendant. De telles extensions demandent toutefois une réorganisation
complete de la syntaxe. Néanmoins, nous savons déja comment étendre le modéle de réa-
lisabilité de F. pour le produit dépendant. En effet, si T est un type et U, une famille de
type indexée par x, nous prendrons

Ix:T.U|= |J {M-C|Me[TA*] ACe |(Un)*]|}
ACE

D’autre part, dans le cadre d’une présentation sous forme de systeme de types pur
(PTS) [Bar92] ou les types sont des termes comme les autres, ceux-ci pourront étre cor-
rompus et on devra donc étre capable de gérer un terme/type comme

nat — raise ¢

Il est sans doute possible d’interdire la formation d"un tel terme par sortage. Cependant,
le leitmotiv de la corruption est d’autoriser le remplacement de n’importe quel sous-terme
par raise ¢ et il serait donc plus intéressant de donner a ce terme le type s{¢} o1 s est une
certaine sorte.

Le typage du terme nat — raise ¢ oblige par ailleurs a modifier les regles de formation
des produits dépendants pour tenir compte de ces sortes corrompues, et on proposera par
exemple la regle de formation suivante :

I'-A:s1% T,x:AF B:s2% (s1,s2,53)c Sortes
[ - IIx:A.B : s34

Par ailleurs, les types pouvant mentionner des termes et en particulier des variables de
terme libres, le jugement de sous-typage devra tenir compte de I’environnement de typage
et le jugement de sous-typage y sera donc de la forme :

r'-A <B
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Le sous-typage devra également tenir compte de la possibilité de convertir les types, mais
ceci peut-étre résolu en remplacgant la regle de sous-typage de l'identité par la régle sui-
vante : )
I'tA:s® THB:s™ A=4B
I''-A < B

Nous pensons que les idées que nous venons d’esquisser en quelques lignes sont un bon
point de départ pour proposer une extension des systémes de types purs avec nos excep-
tions et leur typage. Nous n’avons cependant pas encore poursuivi cette piste plus avant.
Les bonnes propriétés des PTS sont-elles conservées ? Un tel systéme est-il suffisamment
souple en pratique pour la preuve de programme utilisant des exceptions ?

8.2 Inférence de type

Un autre sujet que nous n’avons pas abordé dans ce document est 1'inférence de type. Il
n’est bien str pas question de chercher un algorithme d’inférence de type pour F. [Wel95],
mais l'inférence de type pour A; ou pour un fragment de F; mérite que 1’on s’y intéresse.

Liée a cette question est aussi la question de types principaux avec les notions d"union et
de corruption. Autrement dit, puisqu'un terme ¢ de A, ou F; a plusieurs types (une infinité
de types pour étre exact), existe-t-il toujours un type A tel que t ait le type A et tel que
pour tout type Bde t, onait A < B?

8.3 Intégration dans Haskell

Calculatoirement, le mécanisme d’exception présenté dans cette these est proche des ex-
ceptions imprécises [PJRH'99], mais sans I'imprécision. L'imprécision consiste a considérer
une valeur exceptionnelle non plus comme une seule exception, mais comme un ensemble
d’exceptions (voir section 2.3.2 pour plus de détails). Les constructions de types que nous
proposons dans cette thése considerent toutefois également des ensembles d’exceptions et
nous pensons que le typage que nous proposons peut s’adapter presque sans modifications
au cas des exceptions imprécises.

Les exceptions imprécises [PJRH"99] sont implémentées par le compilateur Haskell
GHC [ghc]. II serait donc intéressant d’essayer d’intégrer notre typage des exceptions a
cette implémentation. Pour cela, on devra cependant adapter nos constructions de type
(union et corruption) au systeme de types d’Haskell. Notons que 1’'étude de l'inférence
de type évoquée dans la section précédente est particulierement complémentaire de cette
perspective d’implémentation.

8.4 Arguments d’exceptions

Enfin, il est naturel de vouloir étendre les calculs que nous avons présentés en ajoutant
des arguments aux exceptions. Nous avons déja évoqué les défis a relever pour une telle
extension dans la section 6.4.
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UNE APPROCHE DE LA DETECTION STATIQUE D’EXCEPTIONS NON RATTRAPEES EN APPEL PAR NOM

Les exceptions ont d’abord été introduites dans les langages en appel par valeur. Pour
les langages en appel par nom, la solution habituelle consiste a les encoder a 1’aide d"une
construction monadique. Bien qu’élégante théoriquement, cette solution présente plusieurs
désavantages pratiques: propagation non automatique, l'utilisation des exceptions force
I'appel par valeur et la modularité est en partie compromise.

Dans cette thése, nous faisons le choix d"un mécanisme d’exceptions primitif ne possé-
dant pas les désavantages d'un encodage. Nous en proposons un systéme de type ot les
types d’un terme rendent compte des exceptions qu’il mentionne. A cette fin, nous intro-
duisons deux constructions de types. La premiere, 'union, caractérise les termes pouvant
s’évaluer sur une exception et est cruciale pour typer la capture d’exception. La seconde,
la corruption, rend compte d"un phénomene propre a I’appel par nom: une exception peut
se voir "enfouie" dans un terme par B-réduction, sans que le terme résultant ne s’évalue
nécessairement sur I'exception en question. Reposant sur une relation de sous-typage, la
corruption offre un typage des exceptions a la fois modulaire et favorisant la réutilisation
de code.

Les premiers chapitres étudient ces constructions de types dans le cadre du A-calcul
simplement typé. Nous proposons ensuite quelques extensions naturelles du calcul obtenu.
Enfin, nous étendons ce calcul aux types du second-ordre. De plus, nous proposons pour
chacun des calculs des modeéles de réalisabilité, offrant ainsi une sémantique précise a la
principale notion originale de ces travaux, la corruption.

AN APPROACH OF THE STATIC DETECTION OF UNCAUGHT EXCEPTIONS IN CALL-BY-NAME EVALUATION

Initially, exceptions have been introduced in call-by-value languages. For call-by-name
evaluation, the usual solution is to encode them with a monadic construction. While theo-
retically elegant, this solution has several practical drawbacks: non-automatic propagation,
the use of exceptions forces call-by-value evaluation and modularity is somewhat compro-
mised.

In this thesis, we make the choice of a primitive mechanism of exceptions which does
not have the drawbacks of an encoding. We propose a type system where the types of a
term give an account on which exceptions the term mentions. To that end, we introduce
two type constructions. The first one, the union, characterises terms that may evaluate to an
exception and is crucial to type the capture of exceptions. The second one, the corruption,
gives an account on a phenomenon specific to call-by-name evaluation: an exception can be
"buried" in a term by B-reduction without having the resulting term necessarily evaluating
to the exception. Based on a subtyping relation, corruption provides a typing of exceptions
which is both modular and favors code re-usability.

The first chapters study these type constructions in the setting of the simply typed A-
calculus. Afterwards we propose a few natural extensions of the obtained calculus. Lastly,
we extend this calculus to second-order types. Moreover, we propose realizability models
for each of the calculi, providing a precise semantics to the main original notion of this
work, corruption.
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