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Introduction

Il est bien connu que la correspondance de Curry-Howard permet d’associer un pro-
gramme, sous la forme d’'un A-terme, a toute preuve intuitionniste, formalisée dans le
calcul des prédicats du second ordre (voir, par exemple [3]). Cette correspondance a été
étendue, assez récemment, a la logique classique moyennant une extension convenable du
A-calcul (voir [1,4,5,6]). Chaque théoréme formalisé en logique du second ordre correspond
donc a une spécification de programme.

Il se pose alors le probleme, en général tout a fait non trivial, de trouver la spécification as-
sociée a un théoreme donné ; autrement dit, de déterminer le comportement opérationnel
commun aux A-termes associés aux diverses démonstrations formelles du théoreme con-
sidéré.

Cette question est résolue ici pour le théoreme de complétude de la logique classique.

La premiere étape consiste a formaliser convenablement ce théoreme en logique du se-
cond ordre. Ce travail est fait completement dans la section I. Il a comme sous-produit,
peut-étre inattendu, de montrer que ce théoreme est prouvable en logique intuitionniste
du second ordre (section II). Ceci, toutefois, a condition d’introduire une légere variante
de la notion de modele, en admettant un modele supplémentaire trivial, ot toute formule
est satisfaite.

On notera, a ce sujet, que des preuves intuitionnistes du théoreme de complétude de la
logique intuitionniste, utilisant des variantes de la notion de modele de Kripke, ont été
données par H. Friedman [7] et W. Veldman [8]. On remarquera également qu'un ar-
gument de G. Kreisel [2] montre que le théoréeme de complétude habituel de la logique
intuitionniste n’a pas de preuve intuitionniste.

La seconde étape est abordée dans la section III, ou 'on se contente d’énoncer les ré-
sultats ; les preuves seront développées dans un article ultérieur. Cette étape consiste a
analyser les A-termes associés a toutes les preuves classiques du théoreme de complétude.



On obtient ainsi la spécification associée au théoreme de complétude, et elle apparait
quelque peu surprenante : il s’agit, en effet, d’'un désassembleur interactif, muni du dis-
positif de protection des appels systeme qui est habituellement implémenté dans ce type
d’utilitaires.

Ce résultat appelle naturellement des commentaires épistémologiques, que je me propose
de faire dans 'article ultérieur annoncé plus haut.

Enfin, je tiens a remercier le rapporteur pour ses observations fort pertinentes, particu-
lierement a propos des preuves intuitionnistes du théoreme de complétude intuitionniste;
et également E. Saint-James, pour une conversation éclairante sur I'implémentation des
débogueurs.

I. Formalisation du théoreme de complétude

On considere la logique du second ordre, dans le sens habituellement donné a cette ex-
pression ; il s’agit de la logique des prédicats usuelle avec plusieurs types de variables :
des variables x,y ... d’individu (ou variables du premier ordre), et des variables XY/ ...
de prédicat n-aire, pour chaque entier n (variables du second ordre). Les seuls axiomes
sont le schéma de compréhension.

On se propose d’écrire le théoreme de complétude du calcul des prédicats classique comme
une formule valide T'C' de la logique du second ordre comportant les cinq symboles de
fonction suivants : 0 (symbole de constante), s (pour “successeur”, symbole unaire), <, S
(pour “substitution”) et @ (trois symboles binaires). Aucun axiome ne sera postulé sur
ces fonctions.

Pour orienter le lecteur, il n’est pas inutile d’expliciter tout de suite quel est le modele
“standard” M, de la logique du second ordre pour le langage {0, s, —, s, @}, c’est-a-dire
le modele dans lequel la formule T'C' (qui est, bien sur, vraie dans M, comme dans tout
autre modele) s’interprete comme le théoreme de complétude de la logique classique. En
considérant d’autres modeles, on obtient toutes sortes de théoremes de complétude, par
exemple pour la logique du second ordre, ou pour la w-logique, etc. ..

L’ensemble de base | M| de My est 'ensemble des formules closes du premier ordre d'un
langage £ dénombrable comportant une infinité de symboles de constante. Les seuls sym-
boles logiques utilisés dans ces formules sont — et V. Le symbole < est interprété dans
M, de la facon suivante : — (F,G) = (F — G).

On fixe une énumération {Gy, G, ...} de |[My]|. Le symbole de constante 0 et le symbole
de fonction s sont interprétés dans My respectivement par la formule Gy, et par la fonc-
tion G,, — Gpy1.

On fixe une bijection G +— tg de | M| sur 'ensemble des termes clos du langage L.
L’interprétation du symbole S dans M, est la suivante :

S(A, B) = Asi la formule A n’est pas de la forme Vo A’; s(Vax A, B) = A'[tp/x].
L’interprétation du symbole @ dans M est la suivante :

Q(A, B) est une formule close C' telle que tc soit un symbole de constante de £ qui
n’apparait pas dans les formules closes A, B.

Enfin M est un modele “plein” de la logique du second ordre, autrement dit les variables
du second ordre d’arité n décrivent P(|Moq|™).

Bien entendu, ce modele M n’est donné ici que pour la clarté de 'exposé, et n’est utilisé



ni dans 1’énoncé, ni dans la preuve du théoreme de complétude. On vérifiera simplement
que la formule T'C' a bien l'interprétation voulue dans My,.

Notations.

Toutes les formules de la logique du second ordre seront écrites avec les seuls symboles
logiques — et V. On écrira Aq,..., Ay F A pour exprimer que A est conséquence de
Ay, ..., Ag en logique classique du second ordre. La formule 47 — (A4y — (... —
(A — A)...)) sera souvent écrite Ay, As,..., Ay — A. L est, par définition, la for-
mule VX X, ou X est une variable propositionnelle (variable de prédicat 0O-aire). La
formule —A est, par définition A — 1, c’est-a-dire A — VX X. La formule AV B est,
par définition, VX[(A — X), (B — X) — X] ou X est une variable propositionnelle qui
n’apparait pas dans A, B. On utilisera la notation 3z{F, ..., F}} pour désigner la formule
VXA{Vx[Fy,..., F, — X] — X} ou X est une variable propositionnelle qui n’apparait pas
dans Fi,..., F}.

L’égalité est définie de la facon usuelle en logique du second ordre : x = y est la formule
VX(Xz — Xy), ou X est une variable de prédicat unaire.

Le terme < (x,y) sera noté x —y; le terme 7 — (x2— (... (xx<—y)...)) sera noté aussi
x1,To, ..., T, —y. Enfin, le terme (z<—y) <y sera noté aussi y Ll .

Soient M, .J deux variables de prédicat unaire. On désigne par Mod(M) (lire “M est un
modele”) 'ensemble des quatre formules suivantes :
Vay[M(z—vy) — (Mz — My)]; Vay[(Mz — My) — M(z—y)};
Vaey(Mz — Ms(z,y)]; Ya[Vy Ms(x,y) — Mx];
ou, ce qui revient au meéme, les deux formules suivantes :
Vay[(Mz — My) < M(z—y)];
Vae[Mx — Yy Ms(z,y)].
Remarque. 11 est clair que, dans le modele standard M, une partie M qui satisfait
Mod(M) est :

e ou bien '’ensemble de toutes les formules closes de L;

e ou bien I'ensemble des formules closes de L satisfaites dans un modele dont I’ensem-
ble de base est I’ensemble des termes clos de £, ou les symboles de fonction de £ ont leur
interprétation naturelle.

On désigne par Ded(J) I’ensemble des formules suivantes (lire “J est clos par déduction”) :
Vay J(y, v y); Voyz J(e oy, (,y— 2), 20 2);
Vay J(x U (x—y)) (loi de Peirce);
VeylJ(z—y), Jr — Jy] (modus ponens);
Vay J(x—s(z,y)); Voy[J(y Us(z, Q(z,y)) — J(y U z)].
Remarque. Dans le modele standard M, une partie J qui satisfait ces formules est un
ensemble de formules closes, qui est clos par les regles de déduction suivantes :

e les regles du systeme de Hilbert du calcul propositionnel;

e les axiomes Vx F' — F[t/x] pour t terme clos, et Va F' formule close de L;

e la régle d’introduction du quantificateur universel : de (Flc/z] — G) — G, déduire
(Vz F' — G) — G ou c est un symbole de constante qui n’apparait pas dans F,G.

Le théoreme de complétude (du calcul des prédicats) est la formule suivante T'Cy de la



logique du second ordre, dans le langage {<—,s, @} :
Ve{VM[Mod(M) — Mx] — VJ[Ded(J) — Jzx|}

qui exprime que, si une formule x est valide (vraie dans tout modele), alors il en existe
une démonstration (x est dans tout ensemble clos par déduction).
Soit P une constante de prédicat unaire. La formule T'Cy[P]

Vo {YM[Mod(M), P ¢ M — Mz] — V.J[Ded(J), P C J — Jz|}

(o P C M est, bien str, la formule Vz[Pz — Mz]) exprime, plus généralement, que si
une formule close x est vraie dans tous les modeles d’un ensemble P de formules, alors il
en existe une démonstration avec P comme axiomes (x est dans le plus petit ensemble de
formules contenant P, qui est clos par déduction). Noter que, dans le modele standard
My, on devra supposer alors que @Q(A, B) = C, ou C est une formule telle que t¢ soit un
symbole de constante qui n’apparait pas dans A, B, ni dans aucune formule de P.

La formule VP T'Cy[P] est logiquement (et trivialement) équivalente a la formule suivante,
notée T'Cy :

VoV J{VYM[Mod(M),J C M — Mx],Ded(J) — Jx}

TCh et méme T'Cy ne sont pas des formules valides de la logique du second ordre. Toute-
fois, on va montrer (théoreme 1) que T'C est une conséquence en logique du second ordre,
dans le langage {0,s,<,s, @}, de I'axiome Va Ent(x) (Ent(x), qui se lit “z est un en-
tier”, désigne la formule VX [Vy(Xy — X(sy)), X0 — Xz]; Vo Ent(x) est donc axiome
de récurrence). Notons que le modele “standard” M, satisfait évidemment Va Ent(x).
Notons aussi qu’aucun axiome n’est postulé sur 0, s (ni, d’ailleurs, sur les autres symboles
de fonction).

Pour énoncer un résultat plus précis, désignons par Mod’(M) I’ensemble des quatre for-
mules suivantes :

(i) VayM(z—y) — (Mz — My)]

(i) Vay[Bnt(x), (Mz — My) — M(z—y)
(iii) VayMz — Ms(z,y)]

(iv) Va[Ent(x),Yy Ms(z,y) — Mzx]

Théoreme 1 L’énoncé suivant TC' du théoreme de complétude du calcul des prédicats :
VeV J{VM[Mod'(M),J C M — Mz], Ded(J) — Jz}
est une formule valide de la logique du second ordre dans le langage {0, s,<—,s,Q}.

Nous ferons la preuve formelle tout d’abord en logique classique du second ordre. Pour
faciliter la lecture de cette preuve, donnons-en tout d’abord le schéma intuitif :

Soit a une formule close quelconque non démontrable, et soit Gy, ..., G, ... une énumé-
ration des formules closes (G, est formellement représentée par I'entier p). On définit par
récurrence une suite ¢, ..., ¢n, ... de formules closes, en posant :

¢o = a; si ¢, UG, est démontrable, alors ¢,,,1 = ¢,; sinon :
si G, ne commence pas par V, alors ¢, = ¢, UG,; si G, = Va G, alors ¢, =
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¢n UG! [c/x], ¢ étant un symbole de constante qui n’est pas dans ¢,,, G,,.

On définit alors M comme I'ensemble des formules closes ¢ telles que ¢, U ¢ soit démon-
trable pour un entier n. On montre que M est un modele, au sens défini plus haut, qui
ne contient pas la formule a, ce qui termine la démonstration.

Passons maintenant a la preuve formelle du théoreme 1. Soit @ un symbole de constante.
On a a montrer VM [Mod (M), J C M — Mal, Ded(J) F Ja.

On définit la formule & quatre variables libres (n,x) < (n/,2") = VZ{Vpy[Z(p,y), J(y U
p) — Z(sp,y)), VpylZ(p,y), ~J(y Up) — Z(sp,s'(p,y))], Z(n,x) — Z(n',2’)} ou Z est
une variable de prédicat binaire; 8'(p, y) est, par définition, le terme y LI S(p, Q(p, y)).

La formule (0,a) < (n,x) est notée ®(n, x). Intuitivement, cette formule définit le graphe
d’une fonction z = ¢(n), définie sur les entiers par récurrence, par les conditions ¢(0) =
@ §(sn) = B(n) si J($(n) Un); sinon, o(sn) = 5'(n, 6(n)).

La formule ®(n, x) s'écrit donc VZ{Vpy|Z(p,y), J(yUp) — Z(sp,y)], Ypy[Z(p,y), =J (y U

p) — Z(sp,8'(p,y))l, Z(0,a) — Z(n, x)}.
On définit la formule My = Inz{P(n,z), J(x Uy)}. Il suffit évidemment de montrer
Ded(J),~Ja + Vy(Jy — My), =Ma, Mod'(M). On fait donc, dans toute la suite, les

hypotheses Ded(J), = Ja.

Preuve de Jy — My : on a évidemment - ®(0,a), et Ded(J), Jy F J(a Uy). Dol le
résultat.

On a ®(n,z) F J(a—x) : il suffit, en effet, de prendre Z(p,y) = J(a—y) dans ®(n,x)
(Z(p,y) est donc indépendant de p). Les trois hypotheses de ®(n,x) sont vérifiées, car
on a J(a—a), et J(a—y) — J(a—5s'(p,y)) d’aprés Ded(J), puisque a—S'(p,y) s’écrit
a,u—y, avec u = S(p, Q(p,y)) —y.

On a ®(n,z) + —Jz : il suffit de prendre Z(p,y) = —Jy dans ®(n,x) (Z(p,y) est
donc indépendant de p). La premiere hypothese de ®(n,z) est trivialement vérifiée. La
deuxieme se déduit de —J(y LU p) — —Js(p,y), qui est une conséquence évidente de la
derniere formule de Ded(J). La troisieme est —Ja, qui est vraie par hypothese.

Preuve de =Ma : de Ma, on tire ®(n,z), J(x U a). De ®(n,z), on tire J(a — z). De
Ded(J), J(a—x), J(z U a), on tire Jx. Enfin, de ®(n,x), Jx, on déduit L.

11 reste & montrer Mod'(M), c’est-a-dire que M satisfait (i), (i), (iii) et (iv).

M satisfait (iii) :

De Mz, on tire ®(n,z) et J(z U x). D’apres I'avant-derniere formule de Ded(J), on a
J(x —8(z,y)). On en déduit J(z Us(z,y)) d’apres Ded(J), d'ot MS(z,y). On a ainsi
montré Vaey[Mz — Ms(x,y)].

M satisfait (i) :

1. On a My — M(:w—py)w de My, on tire ®(n, z) et J(zUy). De Ded(J), on déduit
alors J(zU (z—y)), dot M(z—y).

2. Preuve de Ent(m) — Mm Vv M(m<h).

On a ®(0,a) et Vy[®(p,y) — P(sp,y) V P(sp,s'(p,y))] (on utilise le tiers exclu J(y Up) V
—J(y U p) pour obtenir cette derniere formule). On en déduit Vz[Ent(z) — JyP(z,y)], et
donc JyP(m,y). On introduit donc une constante b telle que ®(m,b). Par le tiers exclu,
ona J(bUm)V-JbUm).

De J(bUm), on déduit Mm, d’apres ®(m,b).

De =J(bUm), a l'aide de ®(m, b), on déduit ®(sm, q), ou ¢ = s'(m,b) = bLIS(m,r), avec
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r = @Q(m,b). D’apres Ded(J), on a donc (*) J(s(m,r)—¢q). Or, d’apreés 'avant-derniere
formule de Ded(J), on a J(m<S(m,r)), et donc J(m<—gq). Il en résulte J(qU (m—h)),
d’ott M(m<— h), dapres ®(sm, q).

On a donc montré Ent(m) — [MmV M(m<— h)]. De 1 et 2, on déduit alors Vay|Ent(x),
(Mz — My) — M(z—y)], ce qui est le résultat voulu.

Par ailleurs, de (*) et de Ded(J), on déduit J(qU (s(m, )< h)), et donc M(s(m,r)—h),
d’aprés ®(sm, q). Comme r = @Q(m, b), on a ainsi montré le

Lemme 2 Ded(J) b Ent(m) — Mm V 3b¥h M(s(m, @(m, b)) — h).
Il reste & montrer que M satisfait (i) et (iv). Le lemme essentiel est :
Lemme 3 Ded(J), ®(n,x), ®(n/,2") - J(z—2a')V J(2'—x).

On en déduit (i), C’est-a-dire M (z—y), Mz — My. En effet :

De M(x < y), on tire ®(n, 2), J(z U (z = y)). De Mz, on tire ®(n',2), J(2' Ux). Or
Ded(J), J(z U (xz — y)), J(¢' Ux),J(z — 2) F J(zUy), dou My d’apres ®(n,z). Et
Ded(J), J(zU (z—vy)), J(ZUz), J(z—2") - J(2'Uy), d’ou, encore, My d’apres ®(n’, 2').
Comme on a J(z—2') V J(2 < z) d’apres le lemme 3, on en déduit My.

On en déduit aussi que M satisfait (iv), et, en fait, la formule plus forte suivante :

(iv') Va[Ent(z),Vz Ms(z,Q(x, z)) — Mx].

Pour cela, on suppose Ent(m) et =Mm; on en déduit EIb‘v’ZLVM(S(m, Q@Q(m, b)) —h), d’apres
le lemme 2, et donc 3b J\?V(S(m, @(m, b)) = a). Comme M satisfait (i), ainsi qu'on vient
de le voir, on en tire 3b[Ms(m,@(m,b)) — Ma]. Or, on a montré plus haut =Ma, d’ot,
finalement, 3b—~Ms(m, @Q(m,b)).

Il ne reste donc plus qu’a montrer le lemme 3. On remarque d’abord que la formule
(n,z) < (n/,2') définit un préordre, c’est-a-dire qu'on a (n,z) = (n/,2') = (n,x) < (n/,2');
(n,z) < (n,2'), (n',2") < (n”,2") F (n,z) < (n”,2"). La preuve est triviale, d’apres la
définition de (n,x) < (n/, o).

Lemme 4 (n,z) < (n/,2') F {(n,z) = (0, 2")} V{J(zUn)A(sn,z) < (n/,2")} V{=J(z U
n) A (sn,s'(n,z)) < (n/,2)}.

On rappelle que la formule z = 2z’ s'écrit VX(Xz — Xa’), ou X est une variable de
prédicat unaire. La formule (n,x) = (n/,2') est VX[ X (n,x) — X(n/,2')], ou X est une
variable de prédicat binaire; elle équivaut an =n' Ax = 2.

On fixe n et z, et, dans la formule (n,z) < (n’,2), on prend Z(p,y) = {(n,z) = (p,y)} V
{J(xzUn)A(sn,z) < (p,y)}V{=J(zUn)A(sn,s' (n,z)) < (p,y)}. On vérifie ci-dessous que
les trois hypotheses de la formule (n,z) < (n/,2’) sont satisfaites. Sa conclusion Z(n’,2")
est le résultat cherché.

La troisieme hypothese est Z(n,x), qui est trivialement vérifiée.

On vérifie Z(p,y), J(y Up) — Z(sp,y). On suppose donc Z(p,y),J(y Up); on a alors
(p,y) < (sp,y). D’apres Z(p,y), il y a trois cas :

1. (n,x) = (p,y); on a alors J(z Ln) (puisqu’on a J(y Up)), et (sn,z) < (sp,y) (puisque
(sn,z) = (sp,y)). Donc, on a Z(sp,y).

2. J(xUn) A (sn,z) < (p,y); on a (p,y) < (sp,y), donc (sn,x) < (sp,y) (transitivité de



<), d'ou Z(sp,y).

3. ~J(xUn) A (sn,8'(n,2)) < (p,y); on a (p,y) < (sp,y), donc (sn,s'(n,z)) < (sp,y)
(transitivité de <), d’ou Z(sp,y).

On vérifie maintenant Z(p,y),=J(y U p) — Z(sp,s'(p,y)). On suppose donc Z(p,y),
=J(yUp); on a donc (p,y) < (sp,s'(p,y)). D’apres Z(p,y), il y a trois cas :

1. (n,z) = (p,y); on a alors =J(z U n) (puisquon a =J(y U p)), et (sn,s'(n,x)) <
(sp.s'(p,y)) (puisque (sn,s'(n,x)) = (sp,s'(p,y))). Donc, on a Z(sp,s'(p,y)).

2. J(@Un)A(sn,x) < (p,y); on a (p,y) < (sp,s'(p,y)), donc (sn,x) < (sp,s'(p,y))
(transitivité de <), d’ou Z(sp,s'(p,y)).

3. =J(xUn)A (sn,s(n,z)) < (p,y); on a (p,y) < (sp,s'(p,y)), donc (sn,s'(n,z)) <
(sp,s'(p,y)) (transitivité de <), d’ou Z(sp,s'(p,y)).

C.Q.F.D.

Lemme 5 ®(n,x),®(n/,2') F (n,x) < (n/,2") vV (n',2") < (n,x).

On rappelle que ®(n, z) s’écrit (0,a) < (n,z). On fixe n’ et 2/, et, dans la formule ®(n, x),
on prend Z(p,y) = (p,y) < (n,2') vV (n',2") < (p,y). On vérifie que les trois hypotheses
de ®(n, ) sont vérifiées. La conclusion Z(n,x) de la formule ®(n, z) est alors le résultat
cherché.

La troisieme hypothese est Z(0,a), qui est vérifiée, puisqu’'on a (0,a) < (n/,2’) d’apres
I'hypothese ®(n', z’).

On vérifie Z(p,y), J(yUp) — Z(sp,y). On a donc les hypotheses Z(p,y), J(y L p); on a
donc (p,y) < (sp,y). D’apres Z(p,y), il y a deux cas :

L. (n,2') < (p,y); comme (p,y) < (sp,y), on a (n',2") < (sp,y), d'out Z(sp, y).

2. (p,y) < (n',2’); d’apres le lemme précédent, et comme on a J(y L p), il y a deux cas :
a) (p,y) = (n',2); comme (p,y) < (sp,y), on a (n',2') < (sp,y), d'out Z(sp,y).

b) (sp,y) < (n/,2’), ce qui donne immédiatement Z(sp,y).

On vérifie maintenant Z(p,y), ~J(y Up) — Z(sp,s'(p,y)). On a donc les hypotheses
Z(p,y),~J(yUp); par suite (p,y) < (sp,s'(p,y)). D’apres Z(p,y), il y a deux cas :

L (n,2") < (p,y); comme (p,y) < (sp,s'(p,y)), on a (n',2') < (sp,s'(p,y)), d'ot
Z(sp,s'(p,y))-

2. (p,y) < (n',2'); d’apres le lemme précédent, et comme on a —=J(yUp), il y a deux cas :
a) (p,y) = (n,a"); comme (p,y) < (sp,s'(p,y)), on a (n',2") < (sp,s'(p,y)), d’on
Z(sp,s'(p,y))-

b) (sp,s'(p,y)) < (n,2'), ce qui donne immédiatement Z(sp,s'(p,y)).

C.Q.F.D.

Pour terminer la preuve du lemme 3, il suffit de montrer (n,z) < (n’,2") F J(x—2'). Pour
cela, on fixe n et z, et, dans la formule (n,z) < (n’,2), on prend Z(p,y) = J(z—y) (qui
ne dépend donc pas de p). On vérifie les trois hypotheses de la formule (n,z) < (n',2');
sa conclusion Z(n',z') donne alors le résultat cherché J(z— a’).

La premiere hypothese est Z(p,y), J(yUp) — Z(sp,y), c’est-a-dire J(z—y), J(yUp) —
J(z—1y), qui est trivialement valide.

La deuxieme hypothese est Z(p,y), 7J(yUp) — Z(sp, s’ (p,y)), soit J(x—y),~J(yUp) —
J(x—95'(p,y)), qui est conséquence de Ded(J); en effet, J(x—y) — J(x—5'(p,y)) est
conséquence de Ded(J), puisque §'(p,y) s’écrit u—y.



La troiseme hypothese Z(n,x) est vérifiée, puisque c’est J(z— ).

C.Q.F.D.
II. Preuve intuitionniste du théoreme de complétude

Le théoreme de complétude peut s’écrire, ainsi qu’on 1’a vu plus haut, comme la formule
TC suivante : VoV J{VM[Mod'(M),Vy(Jy — My) — Mz|,Ded(J) — Jz}.

On a montré que T'C' est une formule valide de la logique classique du second ordre. On se
propose de montrer que T'C' est, en fait, démontrable en logique intuitionniste du second
ordre.

Nous utiliserons, dans ce paragraphe, la notation F pour la déduction en logique intuition-
niste du second ordre (jusqu’ici, ce symbole désignait la déduction en logique classique du
second ordre). Rappelons que les seuls symboles logiques utilisés sont — et V.

Considérons une nouvelle constante propositionnelle O (constante de prédicat d’arité 0).
Pour chaque formule F', on pose =¢F = (F — O), et on désigne par F* la traduction de
Godel de F', obtenue en remplagant, dans F', chaque formule atomique A par —¢A. Il est
bien connu que, si F' est démontrable en logique classique du second ordre, alors F™* 'est
en logique intuitionniste (voir [3]). On a donc - T'C*, c’est-a-dire :

VM [Mod™(M),Vy(—oJy — —oMy) — —¢Ma],Ded(—¢J) F —pJa.

Désignons par Mod| (M), Mod, (M), Mods(M), Mod) (M) les quatre formules (i), (ii),
(iii), (iv) de Mod'(M). On a donc :

Mod* (M) = VYay[-oM(z—1y), "oMz — =g My]

Mod} (M) = Yay[Ent*(z), (moMz — o My) — =M (z—y)]

Modf (M) = Vay[-oMz — —gMSs(x,y)]

Mod (M) = VYay[Ent*(z), Vy—oMs(z,y) — —oMz].

On a donc Mod}" (M) = Mod] (—oM) et Mod5 (M) = Modj(—oM).

Par ailleurs, d’apres la forme de la formule Entlx] = VX [Vy(Xy — Xsy), X0 — Xz], on a
trivialement Ent[z] - Ent*|x]. 1l en résulte que Mody (M) F Mod,(—oM) et Mod/} (M) F
Mody (=g M).

On a donc Mod™ (M) F Mod'(—¢M). 1l en résulte que :

VM [Mod' (=g M), Vy(—oJy — —oMy) — —¢Mal, Ded(—¢J) F ¢ Ja

et, par suite, puisque VM F (M) VM F(=oM) :

VM [Mod' (M), Vy(—oJy — My) — Ma], Ded(—oJ) F —pJa.

En remplacant J par —¢.J, on obtient :

VM [Mod' (M), Yy(—o—0Jy — My) — Ma|, Ded(—¢—¢J) F =90 Ja.

On a Jy F —g—¢Jy. Comme la premiere occurrence de —¢—q.Jy est en position négative
dans 'expression ci-dessus, on a :

VM [Mod'(M),Yy(Jy — My) — Mal, Ded(—¢—oJ) F —p—0Ja.

On vérifie ci-dessous que Ded(J) F Ded(—g—gJ). Il en résulte que

VM [Mod'(M),Vy(Jy — My) — Mal, Ded(J) F (Ja — O) — O.

11 suffit alors de prendre O = Ja pour obtenir :

VM [Mod'(M),Vy(Jy — My) — Mal, Ded(J) F Ja

ce qui est le résultat cherché.

Il reste a vérifier que Ded(J) F Ded(—p—0J). En fait, Ded(J) est un ensemble de six
formules Ded;(J), 1 <i <6, et on montre que Ded;(J) F Ded;(—9—0J) pour chaque i.
Pour ¢ = 1,2,3 ou 5, on a Ded;(J) = Vzyz J[t(x,y, z)], ou t est un terme du langage
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{<,s,@}. Le résultat est alors évident, puisque J[t] = —g—0J][t].

On a Dedy(J) = Vay(J[t(z, y)], J[u(z,y)] — Jv(z,y)]), donc
Dedy(=0m0J) = Vay(—omo/[t(x, y)], m0—0J [u(@, y)] — =00 [v(z, y)]).
Le résultat se déduit du fait que A, B — C'F —g—¢A, 7g—0B — —¢—¢C.
Méme démonstration pour Dedg(J) = Vay(J[t(z,y)] — Ju(z,y)]).
C.QF.D.

II1. Spécification associée au théoreme de complétude

Il s’agit maintenant de déterminer le comportement opérationnel d'un programme extrait
d'une preuve quelconque, en logique classique du second ordre, du théoreme de com-
plétude. Pour abréger notablement 1’exposé, on ne considérera ici que le théoreme de
complétude du calcul propositionnel (les résultats sont essentiellement les mémes pour le
calcul des prédicats). De plus, on ne fera aucune démonstration. Un exposé plus détaillé
sera publié ailleurs.

1. Généralités sur le A-calcul pur et typé.

Les termes du A-calcul, ou A-termes sont obtenus, a partir de variables et de constantes
(appelées A-variables et A-constantes) par les regles de construction suivantes :

e une A-variable ou une A-constante est un A-terme;

e (abstraction) si ¢ est un A-terme, et x une A-variable, alors Azt est un A-terme;

e (application) si t,u sont des A-termes, (t)u est un A-terme.
On utilisera la notation (t)ujus ... u,, pour (... ((t)uy)us...)up.
Pour extraire un A-terme d’une preuve en logique classique du second ordre, on utilise
un systeme de A-calcul typé dont les types sont les formules du second ordre (notées
Ay, ..., An A B, . ..) d'un langage L. Les preuves dans ce systéme, que nous appellerons
LC?[L], sont décrites par les regles suivantes (cf. [3]) :
1.Tz: Ak x: A,
2.1z AFt:B = TI'FXet:A— B;
3.TFt: A TFu:A— B = T lFut:B;
4. Tk:A—-BkFrt: A = TF(C)\kt: A
5. 'Ht:Aflz] = T'Ft:VeAlz]sila L-variable z d’individu n’apparait pas dans les
formules du contexte I';
6. TFt:VoeAlz] = T Ft:Alr/z], ou T est un terme de L;
7.THt: AX] = TFt:VXA[X]sila L-variable X de prédicat n’apparait pas dans
les formules du contexte I';
8. I'Ft:VXAX] = TkFt:A®/Xz...2,], ou X est une variable de prédicat
n-aire, x1, ..., x, des variables d’individu, et ® est une formule du second ordre de L.

I' est un contexte, c’est-a-dire une expression de la forme x; : Ai,..., 2, : A,,, ou
x1,...,T, sont des A\-variables; ¢, u sont des A-termes, et C une A-constante, fixée une fois
pour toutes.

Une preuve en logique intuitionniste du second ordre (c’est-a-dire n’utilisant pas la re-
gle 4) donne un A-terme usuel (ne comportant pas la A-constante C).

En particulier, c’est a I’aide de ce systeme que ’on extrait un A-terme de la preuve formelle
du théoreme de complétude effectuée dans la section I.



Les regles 1 a 4 définissent un systeme de A-calcul typé pour la logique classique propo-
sitionnelle, que nous noterons LC°.

Enfin, si £ un ensemble d’équations de la forme 7 = 7/ entre termes de £, on désigne par
LC?[L, &] le systeme de A-calcul typé défini par les régles 1 a 8 et la regle :

9. '+t: Alr/z] = T kt:Alr/x]siT=7" est une conséquence équationnelle de &.

Il faut maintenant préciser comment on exécute un A-terme comportant la constante C.
Nous appelons redez un A-terme de la forme (Az u)t ou (C)Akt. La variable k qui apparait
dans la deuxieme forme est appelée continuation.

La stratégie d’exécution adoptée est ce qu’on appelle la réduction faible, qui consiste a
réduire le redex de téte, a condition qu’aucun A ne le précede. On considere donc un
A-terme de la forme (7)s ... s, noté aussi (r)§, ou r est un redex (le redex actif). La suite
finie (s1,...,5,) = § est appelée la pile courante. 11 y a deux regles d’exécution, suivant
la forme du redex r :

i) (Az u)ts~ (uft/x])s;

ii) (CAkt)S ~ (t[kz/k])S, ou kz est une nouvelle constante (on dit que la pile courante §
a été mémorisée dans la continuation k). Il faut donc donner une regle supplémentaire
d’exécution, lorsque la continuation kz arrive en téte; c’est :

iii) (kg)ts' ~» t5.

La regle (i) n’est autre que la g-réduction usuelle du A-calcul. C’est une réduction locale,
qui ne touche pas a la pile. Par contre, les regles (ii) et (iii), correspondant a C et aux con-
tinuations, sont des regles de réduction globales, qui servent a changer de pile courante.
Elles correspondent a ce qu’on appelle, en informatique, des “appels systeme”.

On définit enfin une relation d’équivalence, notée ¢t ~ u, entre A-termes comportant la
constante C, qui généralise la Sn-équivalence ; intuitivement, si ¢t ~ u, alors E[t] et E[u]
ont le méme comportement opérationnel, quel que soit 'environnement F (E est un “\-
terme a trous”).

La relation ~ est définie comme la plus petite relation d’équivalence qui contient la (n-
équivalence, qui passe au contexte (c’est-a-dire t ~ t' et u ~ v’ = tu ~ t'u’ et Azt ~ Axt’)
et telle que :

(C)tu ~ (C)Ak(tAz(k)(z)u)u; (C)Akt ~ t si k n’apparait pas dans t;

(k)tu ~ (k)t et (K')(k)t ~ (k)t lorsque k, k" sont des continuations.

Ces notions sont proches de celles définies par M. Parigot dans [5,6] pour sa construction
du Ap-calcul.

2. Le probléme de la spécification.

Soit maintenant Ly le langage {0, s, —}. Le théoréeme de complétude peut s’écrire comme
une formule du second ordre dans ce langage :

Vz{VM[Mod' (M) — Mzx] — VJ[Ded(J) — Jz|}

Dans Mod'(M) et dans Ded(J), on a supprimé les deux dernieres formules, puisqu’on se
limite au théoreme de complétude du calcul propositionnel. Désignons par © un A-terme
associé a une preuve de ce théoreme.

Soit & l'ensemble des équations entre termes clos de £y qui sont vraies dans le modele
standard My. On considere un terme clos fixé a de Ly (qui, dans le modele standard
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M, représente donc une formule A du calcul propositionnel) tel que 'on ait :

(1) E F VM [Mod (M) — Mal.

Si t est un A-terme de type (1), c’est-a-dire si l'on a ¢ : VM [Mod' (M) — Ma] dans le
systeme LC?[Ly, &), alors Ot est du type :

(2) VJ[Ded(J) — Ja]

c’est-a-dire F Ot : V.J(Ded(J) — Ja) dans LC?[Lg, &)

Pour déterminer le comportement opérationnel de © (et donc la spécification associée
au théoreme de complétude), il faut déterminer ce qu’est son argument, c’est-a-dire un
A-terme de type (1), et son résultat, c’est-a-dire un A-terme de type (2).

Pour le type (2), qui est un type de donnée (cf. [3]), il est aisé de déterminer la nature
d’un A-terme de ce type ; il s’agit de la représentation standard, en A-calcul, d’un arbre
fini qui représente une preuve de la formule A dans le systeme de Hilbert.

On va donc étudier maintenant les A-termes de type (1). Pour cela, on introduit un autre
systeme de A-calcul typé noté LC’S, qui est une variante de LCY. Il est défini par les régles
suivantes, ol pi, p2 sont deux A-constantes fixées :

I.T,x: Ak x: A

2.0 xz:AFt:B = TF(p)[Al\t: A— B;

3.'+t: A TFu:A—B = Tk (py)ut: B;

4. T h:A— Bt tph/k]:A = TF(C)Nkt: A

[A] désigne l'entier de Church qui est le numéro de A dans I'énumération fixée des for-
mules propositionnelles (énumération qui permet de définir l'interprétation, dans le modele
standard My, des symboles de fonction 0 et s du langage Ly).

Dans la suite, on écrira p pour (p1, p2), et g: Mod'(M) pour le contexte :
p1 : VaylEnt(z), (Mz — My) — M(z—y); p2 : Vay[M(z—y) — (Mz — My)].

Théoreme 6 Soit o un terme clos de Ly représentant la formule A du calcul proposi-
tionnel. Si p': Mod' (M) =t : M« dans le systéeme LC?[Lo, &), alors il existe t' ~ t tel
que =t 2 A dans le systéme LC).

Inversement, si bt : A dans le systéme LCY), alors on a p: Mod' (M) =t : Mo dans le
systeme LC?[Ly, E].

Or, un A-terme du type (1) est de la forme Ap't[p], et 'on a §: Mod'(M) I t[p] : M« dans
LC?[Ly, E). D’apres le théoreme 6, on voit qu'un A-terme de type (1) est, & équivalence
pres, de la forme Ap't[g], et Pon a t= ¢[p] : A dans LC). D’apres les régles du systeme LCD,
on voit que t[p] est obtenu en prenant un A-terme associé a une preuve de A dans LC?,
et en y introduisant les constantes py, po devant chaque abstraction et chaque application
respectivement. Toutefois :

i) les constantes pq, po ne sont pas introduites devant les “appels systeme”, c’est-a-dire
qu'on écrit (C)Aku au lieu de ((p2)C)(p1)Aku; et ku au lieu de poku lorsque k est une
continuation (cf. la regle 4 de LCY).

ii) a la suite de chaque apparition de py, il faut mettre un entier convenable, qui représente
le type de la variable sur laquelle porte 1’abstraction : on écrit donc (p;)[F | Az w au lieu
de (p1) Az u, ott [F] est le numéro du type F' de la variable z (cf. la regle 2 de LCY).

Du point de vue informatique, on peut interpréter un A-terme t[p], typé dans le systeme
LC’S comme un programme a exécuter en pas a pas : les constantes pi, po interrompent
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a chaque pas l'exécution, et le programme © fournit la routine “de service” a exécuter
a chaque interruption, par substitution & p1, ps : I'argument de © est, en effet, A\p't[p].
L’exécution est, de plus, interactive, car, dans le cas de l'interruption p, il faut que
I'opérateur fournisse une indication de type, sous la forme du numéro d’une formule F'.
Par ailleurs, le résultat de I'exécution est un A-terme du type (2), qui représente le texte
d’une preuve, ce qui correspond, en informatique, & un programme source.

On voit, en fin de compte, que le programme © opere de la facon suivante : il attend
qu’on lui fournisse un programme compilé, il 'exécute en pas a pas, demande en cours
de route des indications de type a l'opérateur, et rend finalement un programme source,
ayant le méme type, c’est-a-dire la méme spécification, que le programme donné.

Un tel comportement est tout a fait analogue a celui de I'outil de programmation qu’on
appelle couramment “désassembleur”.

Cependant, comme on 1’a noté en (i) ci-dessus, aucune interruption n’est effectuée avant
un appel systeme. Il est tout a fait remarquable que, dans un véritable désassembleur,
on exécute également en pas-a-pas le programme a désassembler, sauf pour les appels
systeme. Ceci pour des raisons de sécurité : donner la main a l'opérateur juste avant un
appel systeme, lui permettrait d’agir sur la totalité de la pile, ce qui est inacceptable,
puisqu’il pourrait alors bloquer la machine.

On voit donc finalement que la spécification associée au théoreme de complétude de la
logique classique est celle d'un désassembleur interactif, muni du dispositif de protection
des appels systeme qui est d’ordinaire mis en place dans ce genre de programme.
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