THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITE DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES
SCIENCES MATHEMATIQUES

PAR

Jean- Louis KRIVINE

1" THESE. - sous- ESPACES ET CONES CONVEXES DANS LES ESPACES LP.

9€¢ THESE. - PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Soutenues le 21 Juin 1967 devant la Commission d'examen.

M. KAHANE Président

M. NEVEU
Examinateurs
M. LACOMBE



- INTRODUCTION -

Ce travail se compose de deux parties : dans la premiére, on étudie les
espaces normés qu'on peut plonger dans un espace LY ( ol p est un réel fixé 31 ).
Un systéme complet de conditions est obtenu lorsque p n'est pas un entier pair ;
ces conditions sont de type fini, c'est-i-dire sont satisfaites par un espace
nbrmé dés que tout sous-espace de dimension finie les satisfait. Leur écriture
nécessite 1'introduction d'une généralisation de la notion de fonction de type

négatif sur un espace vectoriel, que Jj'appelle fonction 2k-positive.

La théorie se développe d'une fagon paralldle pour les cdnes convexes

normés, les valeurs exceptionnelles de p étant alors toutes les valeurs entiéres.

Ies démonstrations s'appuient sur deux outils fondamentaux :

1°) - Une généralisation au cas des espaces IP du théordme de Kakutani sur la
représentation des espaces L.

2°) - Ia notion d'ultraproduit d'une famille d'espaces I, quil est une adapta-
tion d'une notion classique en théorie des modtles. Elle comporte dilverses
variantes dont on donne des applications ( en particulier & 1'étude des

isométries des sous-espaces des espaces Lp ).

Dans la deuxiéme partie, on étudie les préordres archimédiens sur les
R-algdbres. La notlon trdés simple d'algébre ordonnée archimédienne semble se
retrouver assez souvent en analyse - en particulier dans la transformation de
Laplace et en probabilités ( cf. theses de MM. BRETAGNOLIE et DACUNHA-CASTELIE) -
pour mériter d'&tre dégagde.
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On én.donne ici deux applications :

1°) - 4 un théoreéme sur la transformation de Laplace & plusieurs variables,

qui est utilisé dans la premiére partie.

2°) - 4 une généralisation du théoréme de Hille-Yosida aux semi-groupes distri-
butions de type o (k) définis par J. PEETRE.

Une grande partie de ce travaill a été réalisée au cours d'une collabora-
tion trés étroite avec MM, BRETAGNOLIE et DACUNHA-CASTELIE ; il est donc impos-
sible ( et d'aillleurs sans grand intérét ) de déméler nos parts respectives dans
plusieurs des résultats exposés ici. Je saisis cette occasion de leur exprimer ma

reconnaissance pour .tout ce que cette collaboration n'a cessé de m'apporter,

Je remercie trés vivement M. KAHANE quil s'est intéressé 4 mon travail dés
son début, et avec qui j'ai eu de trés profitables conversations ; son appui m'a

été précleux pour mener & bien cette thése dont 11 a accepté la direction.

Je remercie également M. NEVEU qui a bien voulu faire partie du jury, ainsi
que M.LACOMBE, qui m'a initié en Logique mathématique, et qui a accepté de domner

le deuxiéme sujet.

Enfin mes remerciements vont aussi au service de Secrétariat du Départe-
ment de Mathématiques de PARIS, et particuliérement 4 Mme FAURE grfice & qui cette
thése a pu &tre ronéotypée. '



PREMIERE PARTIE

SOUS ESPACES ET CONES

CONVEXES DANS IES ESPACES rP.
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I
Rappelons tout d'abord la définition et quelques propriétés

des R-espaces vectoriels réticulés ( appelés aussi espaces de Riesz ).

Les démonstrations se trouvent par exemple dans [1].

Un espace vectoriel E sur R est dit réticulé s'il est muni d'une
opération binaire, notée M, satisfalsant les axiomes :

1) -xnx=x ; xny = ynx; (xny)nz = xN(ynz) quels que soient
X, ¥, 2€E,

2) - (x+a)n (y+a) = xNy + a quels que solent x, y, a€E.
3) - A(xny) =Ax n Xy quels que solent x, yEE et AN&R'.

On définit alors xvy = - [(-x)N(-y)] ; sur E est définie une
relation d'ordre compatible avec la structure d'espace vectoriel si on
pose Xy ¥y &—) XNy =Y 5 XNy et xuy sont alors respectivement borne
inférieure et borne supérieure de ix, y} pour cette relation d'ordre.

On a les propriétés suivantes ( voir [1] ) :

XUy + XNy =x+Y Vx, y&E.
(xnz)u(ynz) ¥x, y, z6E.
(xvz)n (yuz) Vx, y, z €E.

(xvy)nz
(xnyluz

( distributivité de u par rapport 4 N ).

Deux éléments a et b de E sont dits étrangers si anb = 0 (ils
sont alors nécessairement 3 0).

Pour tout x 6E xv0 et (-x)vO sont étrangers et
xv(-x) = xv0 + (-x)U 0. On pose |x| = xu(-x).

Quels que solent x, y, a €E on a alors
| x+5 | 2lxl + Iyl
|xua - yua| 4 lx-y| et |xna -yna l < Ix-y
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Soit (#1, G, M ) un espace mesuré ; 1'espace Lp(-fl s Gy p )
est un espace vectoriel réticulé, normé complet, pour 1 ¢(p <. Le théoréme
suivant, qui est fondamental pour toute la suite, caractérise les espaces

P ( 14D < o) parmi les espaces de Banach réticulés.

1 a été montré par Kakutani [2], (qui a

), et la démonstration du cas général

Ie cas particulier p
aussi étudié dans [3] le cas p

est analogue.

Théoréme 1. Soit E un espace de Banach sur R, réticulé.

Pour qu'il existe un espace mesuré (/L ,G- , M ) tel que E soit isomorphe,

en tant qu'espace de Banach réticulé a P (L,4 ,m ) ( p nombre réel ,
1<p «<4N) 11 faut et 1l suffit que

a) || |xl 1l = ||xl] pour tout x €E

p p p p
b) || x+ ¥ || )‘_Hx[l + Hy“ 2 quy“ , quels que soient les é1é-
ments x, y >0 de E.

On a seulement & montrer que ces conditions sont suffisantes.

Si x, y sont étrangers on a xny =0, d'ol xuy = x + y et done
(d'apres b) ||x + vl I1P = ||| P+ ||yl |P. Par récurrence sur k on en déduit

que Si X4, «ee, X sont étrangers deux 4 deux on a

1Y P p
[ L PR T TP T

p P p
En particulier ||xu0 + (-x)uOH = ”x\)OH + ll(—x)uoll .
Comme xu0 + (-x)v0 = |x| et que I 1=l 1] = ||x|| d'apres a), on a donc
P p p
Il =1l =1lxvoll + (-x)uol| .

S1 0« x,sy,' alors HxH GUyH : en effet ona y = x + a avec a»0 ; donc

p p P
Hyll s 1xll + [lall a'apres b) a'on |lylls|x]
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Toute suite décroissante d'éléments > O de E converge :

En effet, d'aprés ce quli précéde, si X > 0, et xn>,xn_'_1 pour tout entier

P
n2 0, la suite ||xn|| décerott vers une limite K . On choisit 1'entier N

p
de fagon que ||xn|| & A+ € pour tout n 2 N, € étant un nombre réel > O.

Si N¢ngm, on a d'aprés b)

P P p
||xh|| >/me|| + ”xn - xmll ( en effet xm>/0 et x_ - m>,O ) et done

P p p
N T TR | L T I 1

D'ol ||xn - me < €, ce qui montre que la suite X, est une suite de

Cauchy d'éléments de E.

Toute suite croissante d'éléments de E, majorée par un élément de E converge :

car si la suite xn est croissante, xn £x, la suite x - xn est décroissante

et > O.
ILes fonctions x vy et xny sont des applications continues de E x E
dans E,
onalaub - cva | ¢ lavub - cubl + | cub - cud
5|a—c|+|b-d|
Done H Iaub—0ud| || sll |a-c| || + || |b-d| H , ou encore

Haub - cud” £ ||a - c|| + Hb - dll, ce qul montre que la fonction

xuvy est continue sur E x E. I1 en est de méme de la fonction

xny = - [(-x)u(-y)].

- A chaque élément e > O de E on associe le sous-espace vectoriel Z(e) = {er :
il existe né!R+ tel que ne;lxu . I1 est immédiat que Z(e) est un sous-
espace vectoriel réticulé de E.

Si €ys €ps oo & sont étrangers deux a deux, Z(el),...., Z(ek)

sont linéairement indépendants:
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Sinon 11 existe x; éZ(el),..., x.k(:Z(ek) tels que )\1 Xt e

- ' -
+ Xk X = 0 avec par exemple Al #0, X, # 0. D'ol X, -0(2 Xt oot O(kxk et

Iz | € 1o ] Tyl + eo 1] Ix |

Commel lL e ' | |4 e, avec éIR+ on a
Kol & My €oseeen Xl an € Bpseees Ty
|u1|$ Mle, + +.0 + e, ) o M = sup (n2|°(2!,..._, nk|°(k|).

Comme |u1| £ n, e, avec n16R+ , onasiN=sup (M, nl)

done u, = O ce qui contredit 1'hypothese.

Soit alors J un sous-ensemble de E, dont tous les éléments sont > O,
de norme 1, étrangers deux & deux, qui soit maximal dans la famille des sous-
ensembles de E qui ont ces propriétés : l'existence d'un tel ensemble J est

une conséquence immédiate du théoréme de Zorn appliqué i cette famille.

Soit Z le sous-espace vectoriel de E engendré par les Z(e) pour

e €J. D'aprés ce qui précéde 11 est isomorphe & la somme directe des Z(e)
pour eé¢ J.

Z est partout dense dans E : comme tout élément de E est différence de
deux éléments > O, il suffit de montrer que si § est un élément > O de E
alors } ez,

Soit I un sous-ensemble fini de J. On a :

£ > U(;ne)= 2 _&nNe

e €T e€l

( puisque 1les En'e sont étrangers deux & deux ). D'apres la condition b)
on en déduit :

s 11 11 2 sne||p>,ZEI, 5nell’.

e€l
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P p
On a donc H 5 o) eH < | | 3{ i pour tout sous-ensemble fini

e€el

I de J. On en déduit que {e €J ; 5 ne #£ O}est dénombrable (puisque, pour

chaque entier n >0, EeeJ s [1gn ell> }.3 est finl),
n

Soit Eel, coes en, cue }ce sous-ensemble de J. Posons

-
f = 2 _(_a_k_ ( cette série converge puisque Hekll =1).
k= 2k
-l

k=1 N> k=1

N
Onasnnf=25ﬂ(?f_k_>=lim an(ﬂ> .
2k 21(
Cela montre que 5n nfé Z, pour tout entier n > 0,

La suite gnn f est croissante €t 55 . Elle a donc une limite u,
et UEZ. Onpose v = § - uet w=vnf. On a donc 0¢v¢$§- §nn f pour
tout n) 0. Done Ocws«f et wsg - 5 An f pour tecut ny O. Montrons par
pécurrence sur k que k w ¢ § ; o'est vral si k = O ; en admettant 1'inégalité
kwe$, onaw+§nkf ¢ §done

+

w

(

(k w)n(k £) & 5 , soit puisque w &f :
+1)w ¢ §, ce qu'il fallait démontrer.

-

Comme w20, on a k| lwllﬁ llj H pour tout entler k >0 et donc

=
it
(@

Cela montre que vnf = 0, et donc vnev1 = 0 pour tout n ; or
0¢v ¢ 3, et donc vae = O pour tout e ¢ €5 coes en,... . On a donc

vne = O pour tout e€J. Si v &tait non nul, l'ensemkle JV {-IY-- l}
v

serait formé d'éléments de norme 1, étrangers deux & deux, ce qui contredit

la maximalité de J.

- = ot 7
Donc v = O, et S u’ d ou S 6 Z ¢ chafuda
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Supposons démontré que pour chaque e £€J, il existe un espace
_ . .p
mesuré (J\.e, )Ae) tel que Z(e) soit isomorphe & L (J'Le, )ue). Sqit
(/L , M) 1l'espace mesuré qui est somme directe des espaces (J).e, M e)

(e €J).

. P
Pour chaque e€ J on a un isomorphisme < _ : Z(e) 5 L (.f).e, )46):
tel que \-(’e(Z(e)) soit partout dense dans Lp(f\-e, M e). On en déduit un
isomorphisme ‘P : Z — »IP(/L, M ) par somme directe ( c'est bien une
isométrie, car si x, € Z(el),..., xne Z(en) . |x1|,...,|xn| sont étrangers

deux a deux, et donc ||x1 + eee + xnllp = ||x1||p Fooe + ||xnl|p).

Comme Z est dense dans E, et que ‘Y (Z) est dense dans P, M),
Y se prolonge en un isomorphisme de E sur LP(N. , M)

I1 reste donc a4 démontrer que si e >0, Z(e) est isomorphe a

Lp(.f\_, M ) pour un certain espace mesuré (/L s M)

Soit S = {u €Z(e) 3 un(e - u) = O} ; on a donc O¢u<e pour

chaque u €S.

Si u, v€S, ona e-uvv = - [(u-e)u (v-e)]
= (e-u)N(e-v). Donc
(uvv)Nnle-uuv] = (uuv)n [(e-u)n (e-v)]
= [ un(e-u)n(e-v)Julvn(e-v)n (e-u)] = 0

Donc uvves.
S1i uesS, il est clair que e-ué€S.
Si u, est une suite croissante d'éléments de S, u, a une limite u dans E,

(caru_ ¢ e ) et u6S puisque un(e-u) = 1im unf'\(e-un) = 0.

Ne—y oo

n
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Cela montre que S est une 0 -algébre, ol la complémentation est
u _ e-u. D'aprés un théoréme de Loonis (4], 11 existe un ensemble L,

une ¢~ -algébre @ de parties de /1 , et un o - idéal a o de OL tels que

S soit isomorphe & la o -algebre G/ a_.

On définit une mesure M > O sur S ( donc une mesure sur l'espace

mesurable (/1 , GU) qui annule tous les éléments de @LO) en posant
M (n) = ||u||p; M est additive car si unv =0, on a ||uuv||p =
||u| Ip + ||v| lp; M est dénombrablement additive car si u L 0, alors
un__)o dans E, donc ||un| |p.__>0.

Soit 2 le sous-espace de Z(e) engendré par S. Il est clair qu'il
est isomorphe & 1'espace des fonctions réelles étagées sur (V1 ,Q , M ),

modulo le sous-espace des fonctions nulles M presque partout.

11 suffit donc de montrer que & est dense dans Z(e) : 1'isomor-

phisme de £ sur 1'espace des fonctions étagées sur (N, a, M ) se prolon-
gera alors en un isomorphisme de £ =172Z(e) sur Lp(_ﬂ_ s M)

Montrons d'abord le lemme suilvant :
si §ez(e), $20, §#0, 11 existe ues, u # 0, et un entier n > 0,

tel que 5),% .

En multipliant } par un entier >0 convenable, on peut supposer que
5 n'est pas ¢e(sin § < e pour tout entler ny 0, alors § = 0). On pose
z=(%-e)v0, (done z>0) et u = 1im ennz. Comme z>0, zNe >0 ( si

N«

zne = O, comme z€Z(e) on a z = 0) ; donc u>O0 puisque ul zNe.

Si w, = (e-u)nk z (k entier»0) on a ogw Ck, et w <e-u £

e-enn z pour tout n>0. On montre par récurrence sur n que n Wy Ze

c'est vrai si n = O ; en admettant 1'inégalité nw

ks e, onawkse—enp z
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pour tout entier p, donc Wy + eNrkzge d'ol W +n wkr\ nkz ¢ e solt

w, +n (wk(\ kz)< e.

k

Comme wkskz on a donc (n+l1) w, &e ce qu'il fallait démontrer.

On a donc 0&n wkée pour tout entier n, d'ol W, = 0. Donc
(e-u)nkz = 0, soit (e-u)n enkz = O, En faisant tendre k vers + = on obtient

(e-u)nu = O ; cela montre que u €S.

Mais siw=enn(5-e), onawse, wén§- ne soit w+n e<n$

1
done (n+1)w$n§ ; donc § > (1 + = ) wet comme}go, on a

$2l+E)wloo=(1+3) (Wuo) ;

done $ywuO, c'est-a-dire

jy[enn(ﬁ—e)]uo = en[n(§-ew0] = enn z.
Iorsque n___y + &« , on a f > u, ce qui démontre le lemme.

Supposons alors que & ne soit pas partout dense dans Z(e) et soit
§ >0, Sé Z(e), 56 ¢ . Soit m la borne supérieure des ||y || pour De g
' -
O¢c N ¢ § . Soit n , une suite d éléments de &, XY/ 5 telle que

H "Lnl | T m. On peut supposer la suite n n croissante, en la remplagant

au besoin par U Ty Alors n_ tend vers une limite N € & , et
k én

”’LHp=m: 0cn&¢$ . Comme $5-% #0 ( sinoné eg ), d'apres 1le

lemme précédent il existe ué€S, u # 0, et un entier n>0 tels que

;—'Lbyﬁ..Alors n + 1:1-68,04-11+1r‘1- é;

P p p
et 1l + 217> l+ 12115 m,
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Cela contredit la définition de m. Cette contradiction montre que g

est dense dans Z(e) et termine la démonstration du théoréme 1.

Exemple : Soit (41, QL) un espace mesurable. On désigne par AP (p étant
un nombre réel, 1¢ p < ») 1'ensemble des couples ( X,P) ol P est une proba-
bilité sur (YL , G) et X une fonction mesurable telle que jﬂ_ lX[deo,q .

Sur AP on définit une relation d'éguivalence : (X,P) . (Y,Q) si pour une
probabilité R telle que P et Q soient absolument continues par rapport & R
( ou, ce qui revient au méme, pour toute telle probabilité ) on a
1 L
sl_Pi)p _ ( daQ )p
X ( T = Y R R-presque sfirement.

Sur 1'ensemble quotient on a une structure de R-espace de Banach réti-

culé si on pose :
(X,P) + (1,Q) = (x (%)
X(XJP) = ()X:IP)

ES i
(X,P)N(Y,Q) = (x (£)° Ay(g%)p : R)

R
D 1
i el - JIXI w |7
JN

Cet espace est considéré dans [5].

On vérifie aisément que pour chaque probabilité P sur (/1 , @) 1l'espace

P (/L, B, P ) est un sous-espace de NP .

D'autre part les cornditions du théor2me 1 sont alors satisfaites par

AP AP
, comme on le voit immédiatement. Cela montre que est isomorphe,
en tant qu'espace de Banach réticulé & PN, G', '), pour un certain

espace mesuré (L', G', M4 '),
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Nous nous proposons, dans la suite, d'étudier les problémes sulvants

( p désigne un nombre réelx 1 ou +eo~ ) :

I. E étant un R-espace vectoriel normé, existe-t-il une application linéaire
et isométrique de E dans un espace PN, o, H ) pour un certain espace
mesuré (4L, G, ¥ ) ? Si c'est le cas on dira que E est un espace normé

de type p.

II. Soient E un R-espace vectoriel normé et [' un c¢bne convexe de E
(x, ye I, rer’ —= Axelet x+yer ). Existe-t-il un espace
IP(N,& ,M ) et une application P de " dans Lf_ (/1, G, M) ( cone
des fonctions 3 O de LP (L, O, M ))telle que :

X, yeP , DER =S P(x+y) = $(x) + P(y) 5 P(Xx) = XP(x);
e Gl - 1

Si c'est le cas on dira que [7 est un cone convexe normé de type p.

( Remarquer que Y n'est pas forcément injective ).

ITI. T étant un espace métrique, existe-t-il une isométrie de T dans un
espace IP(/L, &, M) 2 Si c'est le cas on dira que T est un espace

métrique de type p.

Nous traitons tout de suite le cas p = « , qul ne fait pas inter-
venir, en fait, les espaces mesurés, et qui est trivial pour les cas I et
IiT

Tout espace normé E est de type + < : 1l'application qui & x€E
fait correspondre la fonction w —— ¢ x, w> sur la boule unité 4L de E*

est 1'application cherchée.

Tout espace métrique T est de type + = : si € (T) est l'espace des
fonctions réelles borndes sur T, 1l'application de T dans G (T) qui & t fait

correspondre la fonetion u___,d(t,u) est 1'application cherchée.
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Théoréme 2. Pour qu'un cdne convexe normé " soit de type + =¢ , il faut et
11 suffit que x,v ef = |lx + ylly|lxl].

La condition est évidemment nécessaire. Considérons alors un
cBne convexe ' d'un espace normé E, satisfaisant cette condition. Comme E
se plonge isométriquement dans G (K) pour un certain espace compact K, on peut

supposer que ' est un céne convexe de 1'espace normé 6 (K).

Sotlent f¢ ' , £f#0, et Byseeees B ¢ . On pose
Ko (8yseeees &) = §x€K 5 [ = M1l 5 (g8)(x) 20 seves (g £)(x)20}

Clest un fermé de K ; on montre par induction sur k qu'il est

non vide, pour toute £ # 0 de I .

On pose K, = Kf(si) = {x s e = 1lel] s (g, £)(x)>0 } .

U = fx 5 (gyf)(x) €03 v... Ufx ;s (g £)(x)<0 X.
U est ouvert dans K, et, en supposant que Kf(gl"”gk) =@, ona K,CU .
Soit £ un nombre réel positif, assez petit pour que
EHsl“ < ﬂ On pose f; = f+ &gl ; Mg = éx ;|f£ (x)| = ||f£ II} .

2

Alors M& est un compact non vide.

D'apr‘es 1'hypotheése faite sur le cbne [, on a £ + 'égll | >l

|12l

Donc x€My = | £(x) +€gl(x')|>/||f|| et comme EHsl“ £ > on a

xeMg = (slf)(x)» 0.

D'sutre part xeMg = [£(x)| 5 |lel] - € llgll.

Donc si on pose Kg = zxeK s e s el - ‘Ellng ; (slf)(x)z 0}, on a
Me C Kg .
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Quand & J 0, les K£ forment une famille décroissante de compacts

dont 1'intersection est Kl' Comme U est un voisinage de Kl’ on a K¢ C U pour

£ assez petit. Donec Mg C U pour & assez petit,

Or sur M¢ , f et f‘é ont le méme signe, puisque

It (x) - £ s ellg |l Lle, ) =115 || >zl et éllglllsll_g_l

Donc Mg C ix ; (82 fS )(x)<0}u esss UEX 3 (gk.ft Y (x) <O} .

Par sutte {x ; Ify (0] = g 11 5 (gyz, )(®) 2050005(g £ Nx)30 ) = 7
et cela contredit 1'hypothése de récurrence.

Comme Kf( Bysnoe gk) = Kf(gl)n ...OKf(gk), on voit que lorsque
g déerit 6, les Kf(g) ont la propriété de 1'intersection finie. Donc si on
pose
Ko = ExGK s e | = |el] (gf)(x)> O pour toute g & 8},Kf est un

compact non vide de K.

+
On pose Kf = Kfﬂ {x ;s £(x)

Ilfll}
Ky = Kz N {x 5 £(x) -|lf||} .

Alors K-f',- et K;, forment une partition de Kf en deux compacts, dont 1'un au

moins est non vide.

Si f, g sont deux &léments non nuls de I" on a K; N Ké =g :

car sur K; y & est; 0 et sur Ké, g est égale a - ||gl| donc<o0.
Par suite si 7 = ) K; ;N =W K;, , on aﬁ+ﬂfl'=¢.
rer- o} fer - fo}

On pose JSL = NFuN T ey on définit une applicationf de I' dans le cbne des
fonctions numériques bornéess O sur /) en posant

WENx) = £(x) sixe ™

P(£)(x) = -f(x) s1 xen™ .
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Il est clair que 1'application ¥ est solution du probleme.
c.q.f.d.

Remarquons que la condition nécessaire et suffisante cl-dessus
pour qu'uh cbhe convexe normé [’ soit de type + o ( & savoir
x, y el — | |x + yl | > | |x| | ) est évidemment nécessaire pour que-r' soit
de type p avec 1 ¢p <+, Dans toute la suite, nous appellerons cBne convexe

normé un cdne convexe |° d'un espace normé E satisfalsant cette condition.

Nous étudions maintenant les espaces et les cbnes de type p
pour 1 £¢p ¢ ~. La construction suilvante ( trés volsine de celle bien connue
en logique mathématique sous le nom d'ultraproduit ) sera un outil trés
important pour la suite.

On se donne une famille (pi) . de réels > 1, uniformément
1¢1T

bornée, et une famille (.f).i, M i) d'espaces mesurds. L'espace
1¢1I
p

b .
L i(Ai, M i) gera noté L ipour abréger. On se donne également un ultra-
filtre U sur l'ensemble d'indices I.

| ol
Un é1ément de l'espace vectoriel L ~ sera noté (fi)

1el €1
D € i

ou méme (fi), avec f, €L i pour tout i €I. Posons alors

i

p
o = {(fi) ;Vier, £, 6L et 11 existe un réel N>O tel que

1¢I
[‘|fil|$ N pour tout iGI} .

pi )
lfo est un sous-espace vectoriel de ] ] L 7, sur lequel on défil-
i€l

nit une semi-norme en posant
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H(fi) || = 1im ”fi” ( c'est le réel r tel que, pour tout & >0,
iéT U

Ei €I ; |r - Hfi” léﬁ}e U ; 11 existe un tel r, puisque Oé”fiHﬁ-N

pour tout i€1),

Soit ')z_le sous espace de efo sur lequel cette semi-norme est nulle.

Alors £ .fo /77} est un espace normé.

;to est un R-espace vectoriel réticulé si on définit :

(fi)n(gi) = (fi ngi).
De plus si (fi)’ (f'i), (gi), (g’i)eefo, on a pour tout i€1I :
lle,ney - £ yng llelle, -+ 11+ s, - &,11.

Donc en passant 4 la limite suivant 1'ultrafiltre U :

1 ) 1] ]

ll(fi)n(gi) = (f i)n (g i)| I éll(fi) = (f i)ll + ll(gi) = (g i)ll"

Cela montre que si (fi) ~ (f'i) (mod. N, ) et (gi)N(g'i) (mod. %)

1] ?

alors (fi)f\(gi)n-'(f i)ri(g i) (mod.7,).

Done & = cfo /M, est un espace normé réticulé, et la méme inéga-
1ité montre que l'opération M est continue pour la norme de & .

Le complété-g de<f est donc un R-espace de Banach réticulé.

ona [(£)] = (I£,]) et done || ()] |1 = [Ie I,

D'autre part si (fi)bo, (gi)bo on peut supposer que f, >0
pour tout 1 €I ( en remplagant au besoin la famille (fi) par la famille

équivalente (fiuo)), et de méme 84 »0. On a alors

_ p o p P
ey + gyl 2> e 1+ g 1> e, wg )l 2
Donc en passant 4 la limite suivant U :

P p p P
e + @I > eIl + el > 1) v el

ol p = limUpi.
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Cela montre que l'espace L satisfait les conditions du théoreme 1,
donc est isomorphe & un espace P (N, M.

P
Cet espace L (/L , M ) sera appelé ultraproduit de la famille

Py Py
L (N,, p,) suivant 1l'ultrafiltre U et sera noté M (N, M) .
it 161 A

Théoreme 3. Pour qu'un R-espace normé E soit de type p (1£p< =), il faut

et i1 suffit que chaque sous-espace de dimension finie de E soit de type p.

La condition est évidemment nécessaire. Soit alors E un espace
normé sur R dont tous les sous-espaces de dimension finie sont de type p,
et soit ¥ la famille de ces sous-espaces. A chaque élément F de % est done
associde une application linéaire et isométrique JF de F dans un espace

p
L (Ap, Mp) . On pose X(F) = gce‘Y; GoF | .

Alors X(F) # & ( car FEX(F)) et X(Fl) N oo nX(Fn) =
X(F1+... + Fn) # #).I1 existe donc un ultrafiltre U sur Ftel que X(F)eU
pour tout Fe¥F ,

p p
Onpose L (SL, M) = 1L (fLF, M) (ultraproduit de
F
p Ff-‘f v P
la famille L (f\-F, /‘4F) suivant 1'ultrafiltre U). Les éléments de L (/1 , M )

P )
sont donc les familles (fF) telles que fFC- L (./LF, ’“F) et IIfFH £ N

Fe%
pour un certain réel N > O et pour tout F 7.

P
On définit une application J de E dans l ) L (./lF, M F) en
Fe¥ U

posant J(x) = (f‘F) ou f

J.(x) si x €F
F F
FEF

o]
]

O si x¢F.
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On a ||fF|| = ”x” ou O pour tout F, puisque JF est isométrique.

De plus {F ;s X € F} € U d'aprés la définition de U.

Cela montre que | |(fF)| | = |lx|], c'est-a-dire | 13(x)| | = | lx|].
D'autre part on a évidemment J(Ax) = AJ(x) pour M€ R.
De plus J(x + y) ~J(x) + J(y) (mod. 71) : en effet éFé‘:f-’ ; X, yEF }eU f

or si x, yéF on a
Ip (x +y) = Ig (x) + JF(y). Done
{FG‘S' ; JF(x) + JF(y) = Jp (x + y)léU et par suite

J(x + y)vI(x) + I(y) (mod. M, ).

Cela montre que J est une application lindaire et isométrique
de E dans LP(N s M ), donc que E est de type p.
c.q.f.d.
Les deux théorémes sulvants ont une démonstration tout & fait

semblable.

Théoréme 4. Soient E un espace normé, " un cbne convexe de E. Pour que " soit

de type p (1 4p< s ) il faut et 11 suffit que tout sous-cdne convexe de [

engendré par un nombre fini d'éléments de " soit de type p.

Si Xyseoes X € ' 1e sous-cbne engendré par XqseeosXy est
] L +
1l'ensemble des X1x1+ eoo + /\nxn avec Al"”’ xnC-[R .

Soit ¥ la famille de ces sous-cdnes. Pour chaque F €F on définit
X(F) = {Gé?’ ; GDF} . I1 est clair qu'il existe un ultrafiltre U sur F
tel que X(F) €U pour tout F € F. Pour chaque F €T on a une application JF de

p
F dans L (-le, ["F) telle que JF(Ax +MY) =XJF(x) +}4JF(y) pour tout

A:}" e'R+, X, YEF, etHJF(x)H:llxll'
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On pose L (/L, M) = ,-—;:L (-n-F, /‘F)/U . Les é1éments
F¢

p p
¢
de L (., M) correspondent aux suites (f‘F)F ez telles que fp L+( JLF, M F)

||fF|| ¢ N pour un certain réel N > O et pour tout F EF .

P
On définit alors une application J de I’ dans L+ (-n- , M ) en posant

J(x) = (f) ou f, = J,(x) si x¢F
F FeF F F
fo = 0 s1 x¢F.
On vérifie comme pour le théoréme précédent, u'on a
J(Ax) =A3(x) 5 Ix+ v ) =3 + 3 5 @Il = [l

quels que soient x,y€l et X e mt

[" est donc bien de type p. c.q.f.d.

Théoréme 5. Pour qu'un espace métrique T soit de type p, (1<p < «) 11 faut

et i1 suffit que chaque sous-espace finl de T soit de type p.

On fait la méme démonstration en prenant pour gla famille des
sous-espaces finis F de T, et pour U un ultrafiltre sur < tel que pour
chaque FET, {Gé F ; GOF } € U. Pour chaque FE€F , on a une application

isométrique JF de F dans Lp(.ﬂ.F, )‘F).

On pose Lp(.n-,)" )=l ] Lp(—n-F, f"F)/U .
Fe¥F

p
On définit alors une application J de T dans L (/1 , M)
en posant J(x) = (fF) ol fp = JF(x) si xXéF
FET

fo = 0 si x¢F.

Si x, y€T, Z(F EF ; x, yeF} € U ; donc, si J(x) = (fF), J(y) = (gF),

alors {Fe‘; ; d(x,y) = ||gF - fFll} € U.
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Cela montre que d(x,y) = ||J(x) - J(y)|], c'est-a-dire que J

est une application isométrique.
c.q.f.d.

Donnons encore une application de la notion d'ultraproduit.

Théoréme. Soit d  une suite de distances sur 1l'ensemble T, telles que (T,dn)

soit de type 1 (pn réel) 1). Si la suite dn converge simplement sur T x T vers

d, et si P, —»P quand n_ », alors (T,d) est de type p.

Pour chaque n, on a une application isométrique

p
J, ¢ (T, dn) — 5L n(.f).n, M n) . On choisit un ultrafiltre non trivial U

P P
sur[N,etonposeL(.ﬂ.,ﬂ)=ﬂLn(.fln,)'l) .
n €N n/U ‘
p

On définit alors une application J de T dans L (<1, ™ ) en

posant J(x) = (Jn(x)) .
n€N
Si x, y€T on a alors :
[[3(x) - 3] = 1im Ul |Jn(X) - Jn(y)|| = lim ; d_(x,y) = d(x,y), ce qui

montre que (T,d ) est de type p.

On a un résultat analogue sur les espaces normés :

Théoréme. Soient E un R-espace vectoriel, et pour chague n €N une semi-norme

Il Hn de type pn>,1. Si P —P et si Vx€E ||x||n __)Hxll quand n .+ =,

alors la semi-norme H || est de type p sur E.
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II

Fonctions 2k-positives sur les espaces vectoriels et les cOnes convexes

normés .

Dans cette partie, nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un espace normé E soit de type p lorsque p est un réelyl
qui n'est pas un entier pair ; et aussi pour qu'un cdne convexe normé [ soit
de type p, lorsque p est réel) 1 et n'est pas un entier (théortmes 6 et 9).
Définition : E étant un espace vectoriel sur R, une fonction 6 : E — R
sera dite 2k-positive sur E (k étant un entier > O) si, quels que soient

n
XyseeesX €E et 5’1,... $n ER tels que§ :Si =0, on a
i=1

é (x ix +°'°+x ) s e > oo
181,001y <0 I, == T f1,81, $1p 2

(cette notation signifie qu'on somme sur toutes les combinaisons possibles

de signe + et -).

Lemme 1. La fonction cos x est 2k-positive sur R, pour tout entier k>0 ;

2 hx
+ X r est 2k-positive sur R, pour tout entier r<{2k; x est 2k-positive

sur R.

1-1

On a en effet : Zcos (x, + sooe + xl) =2 COS X, *** COS X. .
+ 1 - - 1 1

' ’ 2k 1 2k
Par suite Z cos(x, teeot xiek) fil--- figk (E‘ji cos X >

S FE VPRS- o 1 i=1

ce qui montre que cos x est 2k-positive sur R,

D'autre part

’ 1’...’121(
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est le produit par (-1 )r (2r)! du terme de degré 2r dans le développement

1 2k

en série de Z cos(x, + ...t x, ) ﬂ.)... ?;

i’il,...,iek 7,Q_

n

2k-1 2k n
donec de 2 (z  §y cos xi) . Comme § 'ji = 0, ce terme est nul si
i=1 i=1
n 2
Xy

2k-1 2k
r{2k., Si r = 2k ce terme est 2 ji'fg' et est donc >0,

1=1 chOf.dO

Lemme 2. Soit p un nombre réel tel que 2r-2 <p< 2r (r entier>0). Alors

r p
(-1) [xl est 2k-positive sur R, pour tout entier k tel que 2k ».r.

2 r 2r
X X
Posons Nr(x) =1 - 5T + .. + (-1) By - cos x. Alors pour

chaque entier r >0, (-1)F Nr(x) est >0 sur R : en effet c'est évident pour
r = 0 ; en supposant que c'est vrai pour 1l'entier r-i, on a

d2 r r-1 T

— (1) Nr(x) = (-1) Nr_l(x)}o. Donc (-1) Nr(x) est convexe,

dx2

paire, mille en O, et donc est » 0. D'autre part le lemme précédent montre

que -Nr(x) est 2k-positive sur R pour r <2k, donc aussi -Nr(ux) pour tout

réel u 0.
o

b

Or 1'intégrale Nr__l(ux).u- -1 du est convergente pour

0
o

p P — —p—l
2r-2 ¢p <2r, et vaut Cr|x| , ou Cr = J Nr_l(u)u du.
0

L g
Done C, est du signe de (-1 )r-1° Comme d'autre part, - JNr—l(u)u-p_l du
0

est 2k-positive sur R pour r-1< 2k, soit r¢ 2k, on en déduit que (-1 )rlxlp
est 2k-positive sur R.
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Corollaire : Si p est un nombre réel tel que 2r-2<p <2r (r entier>0),
alors (-1)°|lx||P est 2k-positive sur LP(JL , M ), pour 2k>r.

Car : (-1)r||f11 + eee _-n;f ”pfi ...ﬁak

i,11, ooo,iak

r , p
J M (dw) z l, (-1) Ifil(w) + oees * fiek(w)l jii...fiek

slgoeeeloyg

et la fonction & intégrer est 20 d'aprés le lemme précédent.

On a une définition et des lemmes analogues pour les c8nes
convexes
Définition : [ étant un cbne convexe, une fonotion§ : | — R sera
dite 2k-positive sur I" ( k étant un entier’>0) si, quels que solent

xl,...,xneE, et fi""’fn € R tel que Z 1:)91 =0, ona
{m

: (x + x + 00 + X ) XX 0.
8 1, i 1o Sy $157 S1p %

1‘11’...,121(‘

Lemme 3. La fonction e * est 2k-positive sur R pour tout entier k>0 ;

+ x* est 2k-positive sur R’ 8i r<2k ; xak est 2k-positive sur R'.

2k
on a en effet ) S TRy (i} f1°- xi)
144,,000,1, €0 fil fiak 1=1
ce qul montre que e'x est 2k-positive. D'autre part
— r -
(xi + eee + xiak) fi ces Sizk est le produit par (-1) ri

1511...,12k5n i

du terme de degré r dans le développement en série du 1° membre de 1'égalité
2k

n
-X
précédente, donc de (z :fi e i) .
v 1=l
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n 1
Pour r <2k, ce terme est nul puisque z ) fi = 0, Pour r = 2k,
i=1
n 2k
ce terme est (— E ?1 xi> qui est > 0.
i=1 [¢] .q Qf ado

Iemme 4. Soit p un nombre réel tel que r-1<pc<r (r entier>0)., Alors

+
(-1 )r xp est 2k-positive sur R , pour tout entier k tel que 2k > r.

2 r
- +
On pose Nr(x) =1-x + _2x_'_ + oeeo + (-1)F iﬁ-— -e* pour tout x€R .

On voit aisément que (-1)F Nr(x) >0 sur R'.

D'autre part, le lemme précédent montre que -Nr_l(x) est 2k-posi-

tive sur IR+ pour r ¢(2k, donc aussi -Nr_l(ux) pour tout u61R+.
-
Or 1'intégrale f Nr~1 (ux) u Pt g converge pour r-l<p<«r,
Y oo
et sa valeur est Cr xP , ou Cr = J Nr-l(u) u_p“1 du, est du signe de
0
(-1 )r-l. Cela montre que (-1)F %P est 2k-positive sur R+, pour r <2k.

Corollaire . Si p est un nombre réel tel que r-1<pe<r ( r entier>0) et

2k>r, alors (-1)7]|x|]|P est 2k-positive sur P, 4).

P
Car z: ||f11 + oae. + f12k [ fil...figk

1$11,...,12k£n

2k

= J/n(dw) § ; lfi (W) + v0o + £, (w) ijil..., A
N,

1511,..,,12k$n 1 2k

et si fl""’ fneLp + (N s M ), la fonction & intégrer est >0 d'apres

le lemme précédent.
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Iemme 5. Soit (b une fonction continue 2k-positive sur 1'espace vectoriel

Al x|
E = an, telle que § (x) = o(e ) quand x —>oo(|x| est 1a norme euclidienne

k> >0 pour toute mesure M sur E, réelle

Al x|
paire, telle que M (E) = 0 et f | M|(ax)e Lo
E

A|x|
Remarquons que pour toute mesure M telle quej |M] (ax)e < o ,
E

*2
de x, et A un réel>0). Alors <O, pm

*2k
§ est intégrable pour | H | et

*2k
<% M > =J2k§ (x1+...+x2k)}1(dx1).,. M (dxek).
E

Done sij est une mesure réelle, paire, telle quej’(E) = 0, et formée d'un

nombre finl de masses on a

*2k
< , > = (+ + oot ) PP >,0
8 j Z b E o S 4 f ok

+,11,ooo,12k

(O‘tl al_'-oo, a

p? TByrece -ap sont les points de E, oﬁja respectivement les

p
masses jl""’fp’jl"“’jp avec Z‘fi =0).

i=1
*2k
On a & montrer que <§, (M- M (E) c5°) > >0 ( éo mesure de Dirac en 0)
Al x|
pour toute mesure M , réelle paire, telle que j |}4 | (ax) e < ©

E

Or, étant donnée une telle mesure B sur E, 11 existe une suite jn de mesures

réelles, paires et formées d'un nombre fini de masses telle que

A|X| Alxl
jn(dx) e — p(dx)e au sens de la convergence simple sur les

fonctions de @O(E) (espace des fonctions continues tendant vers O & 1'infini).
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Alors, pour toute fonction Y€ ﬁo(Er),

,(r?(xl’“”xr) jn(dxl) e ...fn(dxr) e
E

j ‘f(xl,...,xr))'l(dxl) e L. M (dxr) e T ;
5T

? \
en effet, c'est vrai si Y (xl,...,xr; est de la forme fl(xl)"'fr(xr)’

avec fya000, fr € go(E)’ et on peut approcher uniformément toute

Y E go(Er) par des combinaisons lindaires finies de tels produits.
*2k
Comme<§, (J’n -jn(E) éo) > >0, on a en développant le premier membre
de cette inégalité :

-r

2k . 2k-r ) -
Z:_ O(-1) jn(E) Co r@ (x, + een xr)jn(dxl....fn(dxr); 0,

E

- AlUx L +eee s lx D

Comme § (x, + ..o +x.) @ ego(Er)
- Alx [+eee4x ) Ajx, | A
on a lim j é(x1+...+xr) e 1 r Sn(dxl)e %,,fn(dxr)e lxl'"
N> oa Er
N UERENCE AP Alx, Alx |
- r§ (% +eeotx ) e P p(axe  seoplaxde T
E

Donc lorsque n — s + o= on obtient 1'inégalité :
2k

2k-r
E (-1) p () Cgk J‘ b (x1+...+xr))1 (dxl),.oﬂ(dxr) 20
.

r=0

*2k
soit <§,</4-/4(E)Jo> > 0,
c.q.f.d.
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Lemme 6. Soient ' un cdne convexe fermé de E = R"

,et $ : P —> R une fonction
continue, 2k-positive sur [ , telle que ® (x) = O(eA xI) pour un réel A > O,

*
Alors < §, M 2k 5 5 0 pour toute mesure réelle M & support dans I' telle que

A|x|
jp 1] (ax) e

On remarque que pour toute mesure p , i support dans I' , telle que

<eo, et telle que p(P) =0.

»*
JP lF'(dx) eA|x|< o , est intégrable pour |y. 21{| et

*2k
<o, p >=5P2k§("1+"°+"2k)?‘(d"l)'"*‘(d"zk) .

Done si f est la mesure formée des masses fl”"’gp' aux points

al,...ape N, avec é_fi =0, ona

¥
<3%,¢ 2k - Er d(a, +...4a, ) >0 .
1 1 1 $1
DI 1 ok ’ M1 2k

La démonstration se fait alors exactement comme la précédente.

~

Iemme T. Soit @ une fonction réelle continue, & croissance lente sur E = R" R

*
qui est 2k-positive sur E. Alors < $,f 2k>>/0 pour toute £ € S (E) réelle paire

et d'intégrale nulle. (§ (E) désigne 1'espace des fonctions indéfiniment déri-

-

vables & croissance rapide sur E.).

- N étant un réel > 0, soit BN la boule de centre O et de rayon N ; on pose

EN':/'\'(_lB—N-TJ f(x)dx=-_ﬂj;§5JcBNf(x)dx ,

By

puisque f est d'intégrale nulle. (A désigne la mesure de Lebesgue dans E).
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On pose f, = (f - € ). (ol 1,, désigne la fonction caraétéristique
N N BN X

de l'ensemble X). Alors fN est borélienne, & support dans BN’ réelle paire et

d'intégrale nulle. D'aprés le lemme 5 on a donc :

A\
o

§ (x1+...+ x2k) fN(xl)"'fN(xak) dx, «..dXy,

Comme f est & décroissance rapide on a

' -

it(xl ¢c 1+ ) (ot p=Ix).
1 - T

Done | Exl ¢ Cr j ax(1 + )

c" r

Par suite | € _|% r et done | & N 1! (x)| C"r(l +J’) .

N aan®
r
Cela montre que |f‘N(x)| £ D, (1 +J" ) ol Dr est un réel >0 qul ne dépend

que de r.

D'autre part on a ( puisque § est & croissance lente)

| @ (x1+...+ x2k)| £ M(51+...+ j2k+1)s (M et s entiers>0)
s

M(/(’1 + oo +j2k+1)
2k

2k r
D, I:l (1 +,f1)

Done | @ (11 +...+x2k) fN(xl)”'fN(xek)l P4
On choisit 1l'entier r assez grand pour que s-2kr £2kn + 1. Alors le 2&me
membre de 1'inégalité est une fonction intégrale sur Eek.

Lorsque N — was f‘N —f en tout point de E.

Par suite on peut appliquer le théoréme de Lebesgue a4 la sulte
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éim j 5(;:1+...+x2k)fN(x1)...fN(xek)dxl...dx2k
—> w2k

E

= é (x1+...+x2k)f(x1)...f‘(x2k)dx1...dx2k

E2k
le second membre de cette égalité est 46, f > qui est donc 20 comme limite

d'une suite de réels> O.

Lemme 8. Soit M une mesure >0 sur 'an - EO},telle que pour tout réel 2 >0, et

Y fonction continue & support compact dans [Rn - {OJ’ , on ait

Jf(k) H (dx) = &f‘f(x)g (dx), p étant un réel> O. Alors il existe une

-p-1
mesure de Radon ¥ 20 sur la sphére unité S de R” telle que M (dx) =y(ds)f de ,
-7 g

.

avec f=|x|, s =|-’-tx—|

Si1 B = {x ean H |x| by 1} alor'S);l(B)< « : en effet soit B1= Zx s 1 5lx|<2};
o

x
alors B = U 2" B .Oronai (x) =1 (""‘)( 1, étant la fonction carac-
2‘1"B:L B1 SN X

n=0 1
' 1
téristique de 1'ensemble X ). Donc [ 12nB1(x))4 (dx) = o JlBl (x)H (ax)
1 1 1
Soitﬂ(2nB1)= -e—fl-l;,‘(Bl) . DOHC)‘(B) =/"(B1)(1+;S+...+2—n—§+..-)<ua.

On définit une mesure de Radon 4 sur S en posant
¥ (U) =p M(U x [1, «[) pour tout borélien U de S.

p..

-p-1
On poseﬂl(dx) = Q(ds)j df . Pour montrer queM=M,, il suffit

de vérifier que (U x [ A, +af) =;'1(U x [ A, + [ ) pour tout borélien U
de S et tout réel A>0. Car on aura alors ¥ (U x [L,p[ ) =M wx[a4,p[)
et les réunions d'ensembles disjoints de la forme U x [% ,B [ forment un anneau

qui engerdre la ¢~ algeébre de R" - {o} .
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V(U)f $7 e =2 AT

;4 (Ux [ 1, + »[ ) par définition

Or}al (Ux[)\,+°°[)

..p .
de ¥, maism(Ux [A, +[ ) = A MU=x[1, +[ ) car st ¥ (x) est la fonec-
tion caractéristique de U x [1, u[, \?( _J_c_) est celle de U x [A, + -o[.
P

c.q.f.d.

Théoréme 6. Pour qu'un [R-espace vectoriel normé E soit de type p, avec
2r - 2<p<2r <4k (r et k entiers >0, p réel >1), il faut et 1l suffit que

r p
-1) Hx“ soit une fonction 2k-positive sur E.

On a déja vu que la condition est nécessaire ( corollaire du lemme 2 ).
D'aprés le théortme 3, pour montrer qu'elle est suffisante, on peut supposer

que E est de dimension finie sur R.

p .
On prend donc E = R", et on pose 6 (x) : (-1)%|Ixl| . Alors § est conti-

nue sur R” et & croissance lente : car si M = sup |§(x)| , on a Ié(x)l sMlep pour
x|(=1

tout xé IRn.

2k
*
Comme § est 2k-positive sur Rn, on a 46, f > 20 pour toute féf(Rn)

réelle, paire et d'intégrale nulle ( lemme 7).

Soit T 1a transformée de Fourier de § ( au sens des distributions
tempérées ). On a donc < T, g > > O pour toute g eJ (IR ) réelle paire,
telle que g(0) =

Soit ¥ une fonction > O, indéfiniment dérivable & support compact dis-
Joint de O ; alors¢T,¥>20 : en effet, on peut supposer que ¥ est paire, puis-
que <T, >= (T, ¥> avec (x) =% (¢(x) + ¥ (-x)). Soit h, une fonction paire,
indéfiniment dérivable & support compact disjoint de O, telle que h = 1 sur le
support de ¥ , et 0 ¢ h <1 partout.
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i

Pour chaque réel £ >0, (¥ + ) 2k est indéfiniment dérivable, donc
1

he ($Y+€) 2k _ g est indéfiniment dérivable, paire, & support compact disjoint

2k 2k 2k
de O. Donc < T, g > >» O, c'est-d-dire ¢(T,¥P.h >> - €L T, h > ., Mais

2k
€ est arbitraire et yh = ¥.D'ol < T, ¥>>0,

I1 en résulte qu'il existe une mesure de Radon m# > O sur Rn - io}
telle que LT,¥> = <M ,4¥2> pour toute ¥ 4 support compact contenu dans

mn-io}.
2k 2k

Soient aéan et Ta = [ 1 - cos<a, x>] x T. Alors(Ta, g > =20

2k
pour toute gef (Rn) réelle paire. En effet <Ta, g > =<7, [(1-cos <a,x >)g]2k>

et (1-cos ¢a,x> )g est réelle, paire et nulle en O.

On en déduit ( par le méme raisonnement que celui qu'on vient de faire
sur R® - {O} ) que LTa, ‘$ >20 pour toute y > O, indéfiniment dériveble & support

compact. Done Ta est une mesure de Radon» O sur an.

2k 2k
Or (Ta, ¥)=<T, \f(x) (1-cos ¢ca,x>) > =<p, $(x) (1-cos <a,x>) >

si ¥ est 4 support compact dans R" - {O.}

, 2k
I1 en résulte que Ta =p(dx) (l-cos <a,x>) +m «50 avec m réel>»O,

Donec pour toute héJ (!Rn) on a :

2k+1 2k+1
<T, h(x) (1 - cos <a, x>) > = j (1 - cos ¢a,x>) h(x)p (dx).

: " fo}
En désignant par h la fonction dont h est la transformée de Fourler,

on a done :



N 1 1 x2k+1 2k+1
<§>,h*[éo-§~ .Sa--g-é_a] > = (1 - cos za, x5 ) h(x) M (ax).
R® - 0
2
- x A

On prend h(x) = e N . Quand N__ <., h décrit une approximation de 1'unité,

2k+1

*
et comme @ * [ éo_ % 6a - -Z- $ -a] est continue & croissance lente, on a

en falsant tendre N vers + = @

(B.[6 L5 13 ]*2k+1 _J ] 2k+1
»* o "5 "a~3 %a R 50}— (1 - cos ¢<a,x>) M (ax).
R" - {0}
D'apreés 1'homogénéité de @, le premier membre s'écrit K§ (a), ou
K est un réel indépendant de a.

g 2k+1
S1iK=0, ona S (1 - cos¢a, x5 ) M (dx) = O pour tout a éR", et done
R" - 0
n 0 2k+1
H =0 ( car pour tout xéR ', on peut trouver a€éR tel que (1 - cos <a,x> =1),

Mais comme T, >=<{H4 , ¥>pour toute ¥ & support compact dans [Rn - {O} , on
voit que le support de T est alors {o} s done 7@ est un polynome [12] ; mais

cela contredit 1'identité§ (dx) = )P @(x) puisque, par 1l'hypotheése, p
n'est pas un entier pair.

2k+1
On a done K @(a) = (1 - cos <a,x> ) M(2x) avee K £ O,

R - {o}

Soient 4 & support compact dans R" - {O} et A un réel 50. On pose
¥y (x) = p(2x). Alors ¢ )(x)).q (ax) = £ T, ?, > = <§, €y s

R"-{0]

\f) étant la fonction dont ¥ est la transformée de Fourier.
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~ . A A p ~ P
Or Yk:%(-ﬁ (\f>i , et done z@, ‘»fz)= |A] ¢ @, Y. puisquei) (Ax) = A @(x).
A

p
Done J P(Xx)pm (ax) = A J‘f(x)/u(dx).

™ {o} /™ {o}

on déduit alors du lemme 8 qu'il existe une mesure de Radon Y20 sur la sphére

unité S de Bn, telle que

’

1 :
ﬂ(dx)= q(ds))‘ d) ,avec)"= x|, s = =% .

B

2k+1 -pi1
Done K @(a) = j (1-cos Ca, f s>) g(ds)J d/g .
S x (R+- {O} )

2k+1 -p-1 P
Commej (1-cosfca,s > ) j d)' =K' ¢ a,s >|

- TR ol

o8 2k+1
avec K' =J (1-cos u) N du, on a
0

P p p
K §(a) = x'f | <a,s>| V(as) soit || af = KJ| <a,s >| Y(as).
S S
K" est>» 0 car ||a|| P est>0. L'application de E dans IP(S, K"¥) qui, & 1'élément
a de E associe la fonction s—ypc¢a,s> sur S est done linéaire et isométrique, ce

qui prouve que E est de type p.
c.q.f.d,

La condition nécessaire et suffisante du théoreme 6 prend une forme
particulidrement simple lorsque 1 {p <2 ou 2 <p ¢4, On peut en effet prendre

alors k = 1, et on obtlent les énoncés :

Pour que 1'espace vectoriel normé E soit de type p (1$p «2) 11 faut et 11 suf-

fit que, quels que solent X, ,..., xnéE, et ;1,..., fn €R avec




TR

— ' o P
§f1=0, on ait Z " xi+xJI| + ”xi—x,j“)fij.j £0

1¢ig¢n

1ejgn

Pour qu'il soit de typep (2 <p <4) i1 faut et il suffit que, quels que solent

n
Xyseees xnéE, etJ’i,...,jn € R avec %fi = 0, on ait

) (” x, +x, | o x - x, l|p)fi Fy >0

1¢14n

l1¢Jsn

Remarque 1 : on peut trouver sur E = IR2, une fonction @ continue, homogéne

i
de degré U4, et 2k-positive pour tout entier k 31, telle que V @ ne soit pas
ure norme de type 4 sur IRQ. Le théoréme précédent ne s'étend donc pas au cas
ol p est un entier pair. -

Pour cela 1l suffit pour x = (§,n )€ Rg de poser {(x) = 2p2 .
y)

2
On a g (5 (xi+xj)+§(xi-xj))fif.j:(;fi 51.?1) >0 si

0

:;1=0.Deplus pour ks 1, on a : @(xi_-t...j-_x
i

) oe =
i i i
j-_,il,..,iek 1 2k f 1 f21(
puisque @ est un bolyn’éme de degré < 4k.

Remarque 2. Un espace de Hilbert H est de type p pour tout réel p31l. En effet on
peut supposer que H est un espace de variables aléatoires gaussiennes sur

2
X
1'espace de probabilité (/L, P ). Si X€H a pour distribution i e 20 dx
Vone

X

o
alors"X" =r:.0r|lxllp=-2—-—fxpe-2°—dx
2 p 2ne-J0
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Soit “ X "g = Vl-:r(-%j—' )(V2°")p. Done ” Xllp =cVe =¢ || X" o e qui montre
T

que H est de type p.
Cas ou 1 ¢p «2. Fonctions de type négatif.

Rappelons d'abord les définitions et résultats sulvants, dus a
Schoenberg [6].

> R, est dite de type

T étant un ensemble quelconque, une application f : T2.
positif sur T si, quefls que soient tl,..., tnéT et 51"""5n €ER on a
£(ty0t,) = f(ta’t1)’ et Z f(ti,tJ) $1 $3 >0,

1£i4sn
1£jg¢n

2
Une application @ : T s R est dite .de type négatif si @(tl, t2) =§(t2,t1) :
é(tl,tl) =0 ; : §(ti,tj) It} fj £0 quels que solent t,,...t ET et

1¢1<n
lejen n

ji’”” /(‘nGCR tels que E.\ 51 = 0.

On montre aisément que 6 est alors nécessairementy O sur T.

Ies propriétés suivantes sont équivalentes
1°) § est de type négatif sur T.

-2

2°) e est de type positif pour tout A>0, et § (t,t) = 0 YteT,

z°) ¥ @ est une distance hilbertienne sur T, c'est-a-dire ( T, V@ ) est un

espace métrique isomorphe 4 une partie d'un espace de Hilbert.

Enfin, si § est de type ‘négatif, et si M est une mesure» O sur R

o > -
telle que g (an 1),4(dx)< « , alors 5 l-e M (dx) est de type négatif.
o x o X

o
En particulier @ est de type négatif pour 0 <¥Xé1,
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Le théoréme suivant est un corollaire du théoréme 6 :

Théoreéme 7. Pour que 1'espace vectoriel normé E soit de type p (1<p s2 ),

il faut et 11 suffit que la fonction " X -y ”p soit de type négatif sur E,.

La fonection (x—y)2 est de type négatif sur R ( c'est le carré d'une
distance hilbertienne ), donc aussi la fonction |x-y|p pour O<p £2. Il en résul-
te immédiatement que la fonction " f-g “p est de type négatif sur Lp(-/l s M)
pour 1< p<¢2. La condition est donc nécessaire.

Inversement, soit E un espace normé tel que " x-y "p soit de type

négatif sur E, et soient Xyseees xndE, jl"" fnéR tels que

n
E f4 =0.0nposex ~=-x, $14n = §4 pour 1 <1 ¢n. On a alors

1
E (ll X X JI® + "xi—x:i '"p)fif.j =3 Z I X X, "p;i £y > 0

1¢1, J én 1<1,j¢2n
D'ol le résultat d'aprés le théoreéme 6, lorsque p # 2. Pour le cas p = 2
voir [6].

Remarquons que si E est de type p (1< p ¢2), il est de type p'
t
pour 1 sp'<2p : car si " x-y "p est de type négatif sur E, ” X-y “p l'est

aussi.

Définition : Etant donnée une suite finie ( Xl""’ Xn) de varilables aléatoi-
res, on dira que sa lol est_stable d'indice p (1< p ¢2) si sa fonction caracté-
ristique est de la forme e_b(x), ou @ est une fonction réelle sur Rn telle que
6 (2x) = I)\lp b(x) pour toutX€R,

Pour p=2 cela implique que la suite donnée a une distribution

gaussienne. Dans le cas général, comme @(x) est alors de type négatif,
1

[@(x)] P est une norme de type p sur R et on a donc @(x) =J|Lx,s >lp‘7(ds),
S

ot 7 est une mesure >0 sur la sphére unité S de IRn.
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Une fonction aléatoire (X sur l'ensemble T sera dite stable

)
t teT

d'indice p si la loi de (Xt seees Xt ) est stable d'indice p, quels que
1 n .

soient tl,..., tnéT.

Théortme 8. Solent T un ensemble, et & (T) 1l'espace des combinaisons linéai-

res formelles & coefficients réels d'éléments de T. La donnde d'une fonction

aléatoire stable d'indice p (1<£ p «2) sur T équivaut & la donnée d'une

semi-norme de type p sur & (T).

En effet si on a une semi-norme de type p sur a»(T) on peut

définir la fonction aléatoire (X en posant

)
Yier
i X
1% xt1+. -+ Anxtn) ||)1t1+. AN

E(e )=e

On définit ainsi la loi de (Xt seees Xt ) pour chaque sous-
1 n

ensemble fini gtl,...,tn j de T, et 11 est immédiat que ces lois forment

un systéme compatible. D'ou le résultat d'aprés le théoreéme de Kolmogoroff.

Inversement si on a une fonction aléatoire (Xt) , Stable d'indice
t €T

p sur T, on définit une semi-norme sur 5 (T) en posant
) L N ] )
; S l i( 1Xt1+ + nth)

On sait que cette semi-norme est de type p sur chaque sous-ensemble
de &€ (T) de dimension finie, donc est de type p sur & (T) tout entier d'apres

le théoreme 3.
c.q.f.d.

En particulier si T est un R-espace vectoriel, la donnée d'une

semi-norme de type p sur T équivaut & la donnée d'une fonction aléatoire Xt

stable &'indice p, 1linéaire sur T.
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(c.a d. X]t =)\Xt et xt+u =X, + Xu pour >«6R, t, WET ) En effet,si on pose :

t
1(>\1xt +...+/\nx4C ) -ﬂ)\lt

oot Xt |
1 n) nn

1

E (e
1A, - % -%X) - Al -t - ull

on a E (e ) =e =1

D'ou xt+u = Xt + Xu p.s. et de méme X)\t =>\Xt p.s.

Nous revenons maintenant & 1'étude des cBnes convexes normés de

type p (p réelsy 1), en démontrant un théoréme analogue au théoréme 6.

Théoréme 9. Pour qu'un cBne convexe normé I" soit de type p, avec r-1<per<£2k
( r et k entiers> 0, p réel >1), i1 faut et il suffit que (-1 )F ||x” Psoit une

fonction 2k-positive sur I’ .

On a déJa vu que la condition est nécessaire ( corollaire du lemme
4). D'aprés le théoreéme 4, pour montrer qu'elle est suffisante, on peut sup-

poser que M est engendré par un nombre fini d'éléments.

Soit alors E 1l'espace vectoriel, de dimension finie n, engendré
par [' ; I" est donc un cbne convexe fermé de E, d'intérieur non vide. De
>plus ' ne contient pas de droite : car si x, ye ', on a ” X+y "»x ;s done

si x et -xelMon a “ X-X " =0 >," x|| a'ot x = 0.

* *
Il en résulte que si f" ={t EE ; ¢t,x>20 pour tout x€ l"},
* *
P est un cbne convexe fermé de E , d'intérieur non vide et ne contenant
pas de droite.
r p N
On pose @(x) = (-1) "x ” . Par hypothése 5 est 2k-positive sur

le cbne P ,

Désignons par ¢b1'ensemble des fonctions fé€ Ll( " ,dx) telles
qu'il existe £ > 0 avec [ |£(x)| e‘i Xlax ¢ o (| x] désigne la norme eucli-

, f x 2k
dienne de x ). D'apres le lemme 6, on acﬁ, f >0 pour toute £ € /G

d'intégrale nulle sur I .
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Par suite, f_.><§, f> est une forme linéaire sur-"t 4 laquelle on
peut appliquer le théordme 4 ( de la 2&me partie). On en déduit qu'il existe

*
une mesure de Radon M >0 sur F - io} et une seule, telle que

b, £ > =f Ft)M(at) (1)
M* - o] '

pour toute fesde 1la forme f = fl* f2*"'*fl+k avec f‘ie o’fd'intégrale

nulle (1< 1<4k) ( Nous désignerons 1'ensemble de ces fonctions par

- £t,x>

;? 4k S ~ %
0 ) s £(t) est défini par f(t) = f(x) e dx pour tout té€l .

"'l

)\ étant un réel >0, on définit £, par fg (x) =f (Xxx) et 1la .mesureﬂh
* .
sur [ - {o}par ¢ (t)p 5 (at) =j W (X t)p(dt)
*
M . fol M. {0;
¥*
pour toute ‘f continue & support compact dans - EO} .

n+p
D'apreés 1'homogénéité de @ on a&@, £,>= A Lé,f >,

A

Or f, = >\n(f). On a donc

by

n+p n ~ n | A
S NPE i SN =>~f £(Xt)p(at) = A j £(t) p, (at).
. o} . foy

- ~ .
Done <§, £> = A Ij f(t)rk(dt), pour toute f‘ecfi'o k
*
- {o} .
D'aprés l'unicité de M , on en déduitp (dt) = A p,(at) .
D'apreés le lemme 8, il existe donc une mesure de Radon 7 >0 sur la sphére

unité S* de E¥* telle que

-p-1 N
p (dt) =)7(ds)5 dj( avec § = |t] et s =|%| ).

% ,
Comme p est concentrée sur F - EO} R < est concentrée sur S* A ,
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*li
Dans 1'égalité (1) on prend f = [h.N « (1- '5a)] -, ouael,

éa la mesure de Dirac au point a, et ol h.N est une fonction > O conti-
1
nue sur E tout entier, de support contenu dans zx en; |x|£ f\f}= BN ’
et d'intégrale 1. La suite hN constitue donc une approximation de 1l'unité.

Comme b (x) = (-1)F "x” P est continue sur E on a donc

*x L Rl
IJ\.Iim b, [y (- 811 > =<, (1-58) > .
T ~ ~ - ¢a,t> bk
D'autre part on a f(t) = [hN(t) . (1 -e )]
* L ~ hx N hx
Done ¢ §, [y » (1-89) 1> =j (hy(£))  (1-e ~®F2 ) u(at).

*
r=. {o}
Quand N3 «w, le 1° membre, donc aussi le second tend vers une

4k L4k

limite. La suite de fonctions O (hN(t)) (1-e~ <a,t>) a donc ses

intégrales uniformément majorées.

Comme hN(t) = J h(x) e ¢t,x> dx converge vers 1 pour chaque t¢ ¥,

By

le lemme de Fatou montre que la limite de cette suite, c.a&.d. (1-e

est M-intégrable. Mais comme h.N(t) \<§ h(x)dx = 1, on voit que cette suite

g Nk

- <a1t>)

- <a,t>)

est majorée par la fonction m -intégrable (l-e . On peut donc appli-

quer le théoréme de lebesgue, et passer 4 la limite sous le signe somme,

_ (1-e~ {a,t> )’-Lk
- - A (dt) (2).
r* . 20}

D'aprés 1'homogénéité de é, le premier membre s'éerit K é(a) ou K est un
réel indépendant de a. Si K =0, on a

ce qui donne :

*l
£ 6! (1" éa) >

hx
f (1-e <a,t> ) M(dt) = O pour tout a¢e .

™. fo)
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I1 en résulte que 1= O ; en effet, si1 a est un point intérieur a r N
on a ¢ca,t> >0 pour tout te&[™* - [O}

by
Donc (1-e ~ (a,t>) > 0 pour tout ter* - {O} .
by
L'égalité (1) montre alors que <§,f> = 0 pour toute f‘érﬂ:o .
*
Prenons alors f(x) = [hN(x) * éb *(1—c‘5a)]- avec a,bé M.
*yg
D'oh L&, [h.N(x)* éb*(l-cfa)]- >=0, et done quand N & :

*hx

*y
4 §’ [6b *(1- éa)] > = O Soi‘t (@, éc *(1— éa) > = O
ou ¢ = U4k b. '
ce qui s'éerit :

O(e) -cik Blc+a) + cﬁk Ble+2a)-. .+ (-1)" C:k O(ctra)+.. .+ ctika) = 0

+
Soit X, el, ¢ = °(xo, a =on, %, P€ R . Si on pose 5 (O(xo) = ¥(«) on a

w(a) - Cikv(ﬂp) + Cik f(< + 2)5),...+(-1')rc:k=f€<+r/s)+...+ Y (X +4k p) = O.

Ies seules fonctlons continues sur R+ satisfaisant cette équation Vo(,ibe (R+

sont les polyndmes de degré £ 4k - 1.
Mais Y ( A) = @ (o(xo) =« p-§ (xo) et p n'est pas un entier, par hypothese.

On a donc une contradiction, ce qui prouve que K £ 0.

L'égalité (2) s'éerit donc K §(a) = J( (1-e <a,t> )4kﬂ (at)
. fo}
solt X §(a) = j (1-e ~ S< s>y B Pl 5i4q) ap
(s*ar*) x (R" - {o})
Par suite K i(a) = K'f <a,s> P ~(ds)
S*n ¥
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T i
ou K' = (1-e™%) uw P au.
0
Done || al| P = K"j}a,s) P2 (as).
S*A p*

L'application © de | dans Lf_ (S*N r*, K" V), qui & 1'é1ément a de I fait

correspondre la fonction s—<¢a, s> répond aux conditions © (a+b) = 6(a) + 6(b);
6(da) =%e(a) et Jo(a) | = || a

|. Cela montre que " est de type p.
c.q.f.d.

Lorsque 1 ¢ p< 2, on peut prendre k = 1, et on obtient 1'énoncé :

Pour qu'un cBne convexe normé | soit de type p (1<p <2) i1 faut et 11 suf-
n

fit que, quels que soient x,l,..,xnsr' et fl""’ s’nGR tels que 21—1:51 =0,

p
on aitj: || xi+xJ “ fi fj > 0.
i

i¢n .
Jen

IN IN
N In
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Dans cette partie, nous donnons une autre méthode pour construire

les espaces Lp, et nous 1l'appliquons & 1'étude des isométries des espaces

de typre p.

Etant donné un ensemble I, on désigne par B(I) l'espace des fonc-
tions réelles uniformément bornées sur I. On appelle moyenne sur I, une
forme 1inéaife m sur B(I) telle que m(1) = 1 et m(f)>0 pour toute £»0.
On en déduit que [m(£)]|< “ f”,, = sup |f(1)| pour toute fe&B(I).

iel

Un ultrafiltre U sur I définit une telle moyenne si on pose
m(f) = lim, £(1). On sait que ces moyennes forment le spectre de 1'algdbre
normée B(I) et que toute moyenne sur I correspond a4 une probabilité sur ce

spectre ( théorie des algdbres normées commutatives ).

Etant donnée une moyemne m sur I, et deux réels p, q>1 tels que

-;L’—+ %— = 1, on montre, exactement comme dans le cas classique, les inégalités
de HOlder et de Minkowski:
1 1
Im(£ &)| < [m(l£]®)T P [m(lel®)] ¢
1 1 1

[m(|£+g!®)] P ¢Mm(l£/®)] P + [m(lgl®)] P pour £, g€B(I).

On se donne une famille (-fli,/‘ i) d'espaces mesurés, un

iel
réel p»1 et une moyenne m sur I. L'espace Lp(-f\-i,fi) sera désigné par
LI; pour abréger. Sur 1l'espace .fo = i(fi) € \ I Lg_) ; la famille
iel 1eT
(|| fi ") est une famille de réels > O uniformément bornée} y
iel

on définit une semi-norme en posant

Iy I1P=mdlied® .
.~1‘6I 1eT
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On a bilen une semi-norme : car

I (fy +g,) IP=m (| fe, Pyzm [( J|fi I +1ll siu 7.
Done || (£, + g) | £ [n ({ £l e )P 1P
D'aprés 1'inégalité de Minkowski énoncée ci-dessus on a

1 1 1

Cm (e, I+ U 1P P clnl e, PP+ Inle, IP1P = liepl + Negpll

on a done bien || (£, + ) | ¢ Il + Nl

Soit Y le sous-espace de iosur lequel cette semi-norme est nulle.

Alors °f= foAz ‘est un espace normé.

Qfo est un sous-espace vectoriel réticulé de n LI; .
1 €T

De plus si (fi),(f'i), (gi) 6°fo on a pour tout 1€ 1T :

I£,ne, - ' yneg 1P« e, - e1 IP

i

Par suite en prenant la moyenne des deux membres :
' p 1 p
| (£, )0 Cey) - (') 1P < ley) - (e1)) 112,
Cela montre que si (fi)m(f'i) (mod. M) alors (fi)ﬁ(gi)f\/(f'i)/\(gi) (mod. U ).
Done &’ est un espace normé réticulé. La méme inégalité montre que 1'opération
N est continue pour la norme de af , et par suite le complété fdeolf est un

espace de Banach réticulé.
p

ona [(£)] = (Ig;]) et done | [(£)I 1P = | (£)) |

D'autre part si (fi) et (gi) sont 2 0, on peut supposer que £y >0 pour tout i
( en remplagant au besoin la famille (fi) par la famille (fiu o) qui lui est
équivalente ) ; de méme g, > O. On a alors pour tout 1€1T :

le, +e 1P e, 1P+l P51 208 IP

et donc en prenant la moyenne :

(e + @) 1P e 1P+ 1 (e 1P 5 lleey) o (ep) 1P,
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Cela montre que 1l'espace £ satisfait les conditions du théoréme 1, donc est

isomorphe & un espace P, P

Cet espace ILP (-, M ) sera appelé produit de la famille Lp(—n-i, M i) (1 €I)

suivant la moyenne m, et sera noté ‘ l PN, /‘41)/m.
1€1 1

Etant donné un espace mesuré («L, &, M), un automorphisme V
de 1'espace réticulé Lp(—n— , o, /"‘ ) est par définition un automorphisme de
1'espace de Banach P, &, M ) compatible avec 1'opération '
NV fAV £ = V(fn g) quels que solent f, geLp(J\. s O,,/d ). (V est alors
nécessairement >0). Rappelons la structure :de ces automorphismes, lorsque

(/2 , H ) est somme directe d'une famille (f)-,(, M )xe/\_d'espaces mesurés de

mesure finie ( c'est le cas de tous les espaces IP obtenus & 1'aide du théordme

1 alnsi, évidemment,que de tous les espaces séparables ) :

I1 existe un automorphisme t de la o--algeébre @(modulo les ensembles

de mesure nulle) tel que : T(A-B) = TA)- T(B) ; T ( UAn Yy =U 'C(An) pour
n n

toute suite And'éléments de & ; p(TA)=0&1(A) =0 ;5 et 11 existe une

fonction mesurable F> O sur {1 tout entier tels que V 1A =F, 1 - pour tout
A

AeQ, On a alors p (A) =J‘ FP dp pour tout A€ Q.
TA
V étant un automorphisme de 1'espace réticulé P, M )etEun
sous-espace invariant par V, on obtient ainsi un espace de type p muni d'un

opérateur isométrique. Le théoreme suivant montre que c'lest le cas général.

Théoréme 10. Solent E un espace vectoriel normé de type p (1£p< o) et U un

opérateur isométrique sur E. On peut alors plonger E dans un espace Lp(fl S M)

de facon que U soit la restriction 4 E d'un automorphisme V de 1'espace de
de Banach réticulé LP(N , 4 ),

On choisit un ultrafiltre U non trivial sur N, et on définit une

moyenne m sur W en posant :



- 46 -

m(¥ ) = 1lim U %1- [f (o) +¥(1)+...+ ¥(n)] pour chaque ¥ € B(N).

On voit que m est une moyenne invariante par translation : si ¥ ' et
¥" sont définies par ¥'(n) = Y (n+l) VnéN
¥"(0) =0 ;¥"(n) =¥(n-1) ¥nx1
on a immédiatement m(Y¥ ) =m(¥') =m (¢ ").

Comme E est de type p, on peut supposer que E est plongé, en tant
qu'espace normé, dans LP( —/').o, /Ao). On effectue alors le produit, suivant

la moyenne m, d'une suite d'espaces identiques a Lp(_f\.o, /40) et on pose

(LM ) = (N, p ))W/.
o ) m
Les éléments d'un sous-espace réticulé o dense dans Lp(fl. R /4) sont donc les
suites (fn) d'éléments de LP( _/lo, }40) uniformément bornées en norme.
On définit un opérateur V sur °f en posant

A [(fn)] = (f'n) avec f"n =f

On a & vérifier que si (fn)fu O alors (f'n)vo .

Mats (£ ) 1 = 1am [ 2 Che 1P+ le [P +ooir | g 1P ]

1 P P P
tm g = Ll P+ ey 1P +eie e 1P ]

[NCANN
On a donc bien défini un opérateur sur af , et de plus V est isométrique. C'est
en fait un automorphisme de N , pulisque si la suite (f"n) est définie par

noo_ Y L4 " =
£ 0; f n = f,_q Pour n3t, on a vi(s n)] (fn).

De plus si (fn), (gn)e £ on a évidemment

v I[(g)n(e) )=V [(fn)]ﬂvf(sn)]-
Donec V se prolonge a.f= Lp(f\. s, M) en un automorphisme de l'espace de Banach
réticulé P (N, M)
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On définit une application J de E dans of en posant pour heE :
J(h) = (hn) avec h = U™ h. Comme " u? nl = ||h|| pour tout n, on a "J(h)“ = "h“ .
Donc J est une application linéaire et isométrique de E dans &£ , donc dans

P, M ). 0r, 11 est clair, d'aprés la définition de V que

" 3(un) = vl(h )] = V(I(h) ).
c.q.f.d.

Théoréme 11. Soient E un espace vectoriel normé de type p (L& p< ) et

- ' =3 .
(Ut)t eR+ un semi-groupe fortement continu d'isométries de E (Ut+t' Ut . Ut' H

Uth '

espace Lp(JL s M ) de fagon que (Ut) , soit la restriction 4 E d'un semi-

t €R

groupe (Vt)tem+ fortement continu d'automorphismes de 1'espace de Banach

réticulé I’(n , M.

>h pour tout héE quand t ——30). On peut alors plonger E dans un

On choisit un ultrafiltre non trivial U sur IR+, et pour chaqye
fonction % : lR+_.> R mesurable bornée sur R on pose m(Y¥ ) = limU % $(u) du ;
(0]
si a est un réel >0 et si on définit $a et «  par \?a(t) = ~fa(a+t).

cq_a(t) =0si0O0gtga ; uf_a(t) =\ (t-a) pour t >a, on a alors m (Y) = m(c.fa)

=m (\?_a).

E étant un espace de type p, on peut supposer que E est plongé dans Lp(-ﬁ-o, M o).

On considére 1'espace Ofo des applications uniformément continues et uniformément
bornées en norme de R’ dans LP( Ao’ /40). C'est un R-espace vectoriel réticulé
si on pose (FNG)(t) = F(t)n G(t) pour F, G (-,aCo : car si F, G sont uniformément
continues et bornées on a

| Fnc)(t) -~ Fne)w) | < I F(e) - F@) |+ I 6(e) - G(w) | ce qut montre

que FNG est aussi uniformément continue et bornée.

Sur < o On définit une semi-norme en posant :

t
ﬂFHp=mNF&)P)=nmU%JﬂFﬁ)Pdu
0



- 48 -

En falsant le quotient par le sous-espace sur lequel cette semi-
norme est nulle on obtient un espace normé £ . I1 est réticulé puisque
| FAG - F'a G "p & ﬂF - F' [P et done
FuvF'=— FNGAF'NG. La méme inégalité montre que 1l'opération N est continue
pour la norme. Donec le complété fde £ est un espace de Banach réticulé.
S1F, 630 ona | B(t) +a(t) [P >[I r(e) 1P + flace) IP2 ] F(eyvace) 1P,
Donc | F + G ||p>/|l F ||p + || ¢ [®2 | Fucll®. pe plus on a || |F| " = " F.
I1 résulte alors du théoréme 1 que £ est isomor‘phe 4 un espace IF (1, M).

81 a est un réely O on définit un opérateur Va sur uﬁo en posant

( v, F)(t) = F(t+a). On a alors

t i t

I v, F IP = 1im u %—f [P(t+a) |® at = 1im u %—J | () IP at
0 0

I 7 (°.

Cela montre que Va est un opérateur isométrique sur ~8 . C'est en fait un auto-
morphisme de &£ : en effet si Feefo et si on définit G ¢ J',o par

F(O) (0¢tga )
F(t-a) (t2a)

a(t)
G(t)

alors V. G = F.
a ‘
De plus, il est clailr que Va(FI'\G) = Va ana G, quels que solent F, G € 'fo'
Cela montre que Va est un automorphisme de 1'espace de Banach réticulé P(n, p),

+ _ 1 ; -
Si a, bER , on a Va' Vb = Va+b' D'autre part, si Fé€ ofo, comme. F est uni

formément continue, VE >0, il existe $>0, tel que "F(t+7) - F(t) "pé £,

quel que soit t €R+, et O < é . Par suite

t
Ilv,2 F -F"p=limU%J | (t+9) - P(t) IPat g e.
0

Cela montre que Va F_> F quand a __30.
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Par suite la famille (Va) + est un seml-groupe fortement continu
a €ER
d'automorphismes de 1'espace de Banach réticulé Lp( N, M)
On définit une application J de E dans cfo, en posant pour héE :
J(h) = F avec F(t) = Ut h. En effet comme le semi-groupe Ut est fortement

continu, la fonction t uniformément continue, et bornée. On a,

>Ut h estt

par ailleurs, “‘J(h) “p = lim %J‘ ”Ut+u h-llp du = l|h|| P,

Donc J est une application linéaire(,) et isométrique de E dans LP(LL, M ). Par
définition de J, on a évidemment J(Ua h) = Va(J(h) ).
c.q.f.d.

Cas o 1 £p<£2. Fonctions aléatoires stables stationnaires

Soit (Xt) , une fonction aléatoire stable d'indice p (1« p<?2)
b ER

stationnaire, continue en probabilité sur lR+ s si tl,...tn h€R+ s> la loi
de (Xt seees Xt ) est une loi stable d'indice p, qui est la méme que celle de
i n '

. g _
(xt1+h seses th+h ) ; d'autre part Xt+h Xt tend vers O en probabilité

lorsque h___?O .

Soit ‘5 1'espace des variables aléatoires de la forme/\l Xt Fouot ’\n Xt
' 1 n

Z est muni d'une norme de type p si on pose
1(/\1x,c +...+)«n X, )

l')‘lxt +"'+Anxt |P =-10g E (e ° ! DI
1 n

De plus il est clair que la topologie définie par cette norme est celle de la

convergence en probabilité.

Le complété € de & est donc la fermeture de & pour cette topologie :

c'est un espace de variables aléatoires sont toutes les lois sont stables d'indice p.
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On définit Uh opérateur lindaire sur & en posant

1 n 1 n
Alors Uh est un opérateur isométrique sur €.
P _ P _ i(X +h X,)
Comme | U X, - x NP =%, -% I°=-logE(e™ "t+n T 7t’)

on voit que Uh

Donc la famille (Uh) +
héR

Xt - Xt ( au sens de la norme ) lorsque h —» O.

est un semi-groupe fortement continu d'isométries
sur 1'espace & de type p.
Le théoréme précédent montre alors qu'on peut plonger & dans un

espace Lp( N, M ) de fagon que (Uh) se prolonge en un semi-groupe fortement

continu (Vh) d'automorphismes de 1'espace de Banach réticulé IP(., M)

Soit f — Yf la fonction aléatoire stable d'indice p et lindaire
sur 1'espace L°(J/L, M) qui a déJa été définte. S1 £ est 1'élément de

p X ) +
L°(SL, M ) qui correspond & X on a done X, = thfo YteRr .

On peut généraliser les théorémes précédents aux représentations
des semi-groupes abéliens par des isométries d'un espace de type p. On utilise

pour cela l'existence de moyennes invariantes sur ces semi-groupes.

Théoréme. Soit S un semi-groupe abélien (noté additivement). Il existe sur S
une moyenne m telle que Y¥€B(S) et Ya£5s on ait m(¥) =m (‘(’a)

(ot ¥, (5) = t(sa)).

La démonstration se trouve dans [7]

Théoréme 12. Soit S un semi-groupe abélien topologique, avec élément neutre O
et satisfaisant la régle de simplification (s+a = t+a = s =t Vs,t,a€8).

Soit (US) une famille d'isométries d'un espace normé E de type p (12 p < =)
S ES

telle que : Us°Ut =U_ s Vs, tes; Usf‘ —> f lorsque s —» 0 Yf€EE.
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Alors on peut plonser E dans un espace Lp(—n- » M ) de fagon que Us soit la res-

triction & E d'un automorphisme Vs de 1'espace de Banach réticulé IP(-, M),

la famille (V) satisfaisant les conditions V..V, =V ¥s, te€s ;
S'ses ) s t s+t

V,f - f lorsque s —, 0, erLp(ﬂ-,/A ).

( Remarquons que 1'hypothése que S satisfait la régle de simplification est

naturelle, pulsque si Us+a = Ut+a soit Ua'Us = Ua'Ut R Ua étant une isométrie,

on a de toutes fagons Us = Ut ).
On prend une moyenne invariante m sur S ; par hypothése on a

EC Lp( ./).o, )40). On fait le produit, suivant la moyenne m d'une famille,

indexée par S, d'espaces identiques & Lp( ,f\.o, /«o) ; et on pose
S

(N, q) = [P, m )]
Un sous-espace réticulé ' dense dans Lp(fL', M') est formé des
applications F : S P( J'\.o, /40), uniformément bornées. On consideére 1'espace

oL =IFe J' ; 11 existe a €S, tel que V€ réel» 0, 11 existe un voisinage W
de O, tel que | F(a + s +t) - F(a +s) |[«€ Vses et Vts'u)‘} .

f est un sous-espace réticulé de ' : si " Fla+s+t) - F(a + s)i57/2
Vtew, et si “ F'(a' +s +1t) - F'(a' + s)||$£/ Vte w', alors
l[ (F+F')a+a' +s+t) - (F+F')a+a'+s) [<e Vte:w-nw et
“ (FNF')(a +a' +s +t) - (FAF')(a + a' + s)” &£ Vte Wraw”,

La fermeture de 4 dans P, M ') est donc de la forme P, #).

Pour chaque b€ S, on définit un opérateur Vb sur L , en posant

(V,F)s)=F(s+b).ona | VFIP=m(|F(s+n)|?
=m ( || F(s) np)= "F" P q'apres 1'invariance de m.
Donc V., est un opérateur isométrique sur < . De plus, 11 est clair que

Vb'vc Vb+c et que Vb(Ff\ G) fvb Fan G.
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En fait Vb est un automorphisme de af: en effet si Fé < on définit
Ge L en posant G(s + b) = F(s) Vsé¢8s

G(s) =0 sisgb+8S

Comme S satisfait la régle de simplification cela définit bien G(s)
pour tout s €S. De plus si " Fla+s +t) - Fla + s) “é& pour tout t € W,
alors ﬂ Gla+b+s+t)-Gla+b+s )"é € Ytewr, Donc G ¢ £. Enfin il
est clair que Vb G =F.

Soit FéL ; on a || VtF - F" P om (" F(s + t) - F(s) "p).
=m (" Fla+s+t)-Fla+s]| P)daprés 1'invariance de m. On choisit un voi-
sinage Wde O tel que YteéWon ait Vse€ 8 " Fla+s+t)-Fla+s )"é €. On a

alors Il VtF - F ||p£-£ P Ve W, Cela montre que VtF — s F quant t > 0.
Il en résulte que la famille (Vs) est une représentation de S,
sS€S
fortement continue en O, par des automorphismes de 1'espace de Banach réticulé
(L, 4.
On définit une application J de E dans L ,» en posant pour hé€E :
J(h) = F avec F(s) = Ush' On a " US nl = u h|| et done " Jn) || = " h “

Comme Us est fortement continue en O, ¥¢ >0, il y a un voisinage Wde O, tel
- - £
que tEé W= “ Uth h "&E et done " Us+th Ush "4 Vs €S. Donc

" F(s+t) - F(s) Isé Vs €S et F est blen dans & . Enfin si a€S, on a
J(Uah) = Va(J(h)) par définition de Va'

C.q.f.d.



DEUXIEME PARTTIE

PREORDRES ARCHIMEDIENS SUR IES R-ALGEBRES
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Soit A une algibre sur R, commutative, avec élément unité 1, Un
sous-ensemble P de A est appelé préordre si

1°) R« 1 CP, ot -1 P,

2°) a, béEP=) abePeta+beP,

Le préordre P est dit archimédien si, pour tout ae A, 11 existe
un réel N» O tel que N-a € P, Le couple (A,P) est alors appelé R-algdbre pré-
ordonnée archimédienne, ou, pour abréger algébre archimédienne.

On appelle speatre de 1l'algdbre archimédienne(A,P) et on désigne
par Sp (A,P) 1'ensemble des homomorphismes d'algébres X : A — R tels que
X(a) » 0 ¥aéP, Pour chaque x€ A, 11 existe par hypothdse un réel M(x)» O
tel que M(x) + x€P, On a done -M(x)¢ X(x)<M(x) YxeA et VX € Sp(a,P).
Done Sp(A,P) = {XG f'? [-M(x), M(x)] ; X(x)>0 Yx&P ;
X(xy)=X(x)X(y) Vx vea s X(1) =

Done Sp (A,P) est fermé dans 1'espace compact | | [-M(x), M(x)]). Dans 1a
x€A

sulte on considdre toujours Sp(A,P) comme muni de cette topologie, qui en

fait un espace compact.

Pour ohaque X €A on désigne par x la fonetion oontinue réelle sur
Sp(A,P) définie par x()C) = X(x). Il est clair que x ——,x est un homomorphisme
d'algébres de A dans 1'algdbre des fonotions oontinues sur Sp(A,P). L'image A
de A sépare les points de Sp(A,P) ( si x ()(1) =x ()C ) Vxea alors)l X )

donc est dense dans l'espace des fonctions réelles continues sur Sp(A,P)
(théoréme de Stone ).
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Théoreme 1. Soit T une forme lindaire sur A, telle que T(a)> 0, ¥aeP, et

T(1) = 1. Alors il existe une mesure de Radon M>0 sur Sp(A,P) et une seule

telle que T(x) = _ J1 ;c()()/i (a X).
Sp(A,P)

On désigne par A* 1'espace des formes linéaires sur A, muni de la

topologie de la convergence simple sur A. C'est un espace localement convexe.
Soit K¢ A*, 1'ensemble des formes lindaires T sur A, telles que T(1) = 1, quil
sont >0 sur P. Alors K est un convexe compact de A* : en effet K = ZT&A* 3

- M(x)4T(x)¢M(x) Vx€A ; T(x)»C VxeP ; T(1) = 1} . '

Soit ¥ un point extrémal de K, et a€A tel que
a €P et 1-a €P, On pose U(x) =X(ax) - X(a) X(x). Alors X + U€K : en effet
(X +U)(x) = X(x) [1 -X(a)] + X (ax) ; done (X+U)1) =1
et si x€P, alors ax¢P et done X(x)2 0, X(ax)» O ; comme 1-a €P, on a
1-X(a)30 d'ot (X+ U)(x)>» 0. De méme (X-U)(x)=X[x(1-a)] +X(a)X(x) ;
on a encore (X-U)(1) =1 et si x€P alors x(1-a) €P, donc (X -U)(x)>0.

Comme X est extrémal, et que X = % [(X+U) + (X-U)] on en déduit

que U = 0. On a donec X(ax) = X(a) X(x) si a€P et 1-a €P, pour tout x €A,
On a en fait X (ax) =)6(a))é(x) Va€P : car pour Mréely O assez grand, on
. a
a M-a €P. Donec Fa,‘[-éP et 1-% €EP, d'ob X ( a— x) X(x)=x¢(§)X(x) et done Yax)=X(a)Xx).

Finalement on a X(ax) =)f(a))£(x) VYa ¢A : car, pour M réely O assez grand on
a M-agP. Donc/“t[(M—a)x] = X(M-a) X (x) soit X (Mx) -)z(ax) =)((M))a (x) -)C(a))/(x)
d'oﬁ)z(ax) =}5(a))l(x).

I1 en résulte que les points extrémaux de K sont tous dans Sp(A,P).
D'aprés le théoréme de Krein-Milman appliqué au convexe compact K de 1'espace
localement convexe A¥, pour chaque T€K, 1l existe une mesure M 20 sur

Sp(A,P) telle que, pour tout x€A on ait

T(x) = -(/Z(x)/w (). Car Sp(A,P) est un sous-ensemble compact de K qui
Sp(A,P)

contient tous les points extrémaux.
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On a donc T(x) = S ;(7()}4 (d}().
Sp(A,P)

A

L'unicité de M est évidente puisque les fonctions x sont denses dans

1'espace des fonctions continues sur Sp(A,P)

c‘q.f.d.

Théoréme 2. Soit (A,P) une algébre archimédienne, et soit a ¢A, tel que

;(7()>0 ¥XeSp(A,P). Alors a €P.

Supposons que a#P, et soit Co le cOne convexe de A formé des é€1é-
ments de la forme - Xa + p avec AERT et p€éP. Alors CODP, et -1 ¢Co : car

p+i

si -1 =-Xa + pon al# O puisque -1¢P, d'ol a = = € P ce qui est con-

traire 4 1'hypothese.

Soit C un élément maximal de la famille des cOnes convexes [ tels
que I")Co et -1 ¢ [". Le théortme de Zorn donne immédiatement 1'existence d'un

tel cbne., On définit une application T de A dans R en posant :
T(x) infé) €R ; A-xec} .

Cette borne inférieure existe, puisqu'on a M + x€P pour un réel
M>0 ; alors M + x€C, et s1 A-xéConaj A+ M= (A-x) + (M+ x )éC. D'ol
A > - M puisque - 1£C.
I1 est clair que T( X ) =Apour tout réel ).
Pour tout x&A, ona x€¢C ou - x€C : en effet si xéC, 1'ensemble I =£)\x + c ;

MNE R+, c eC} est un cdne convexe contenant strictement C. D'aprés la maxima-

1ité de C, ona - 1¢ M, soit Ax+c =-1. On a A # O puisque - 1¢C, et
donec - x = s €C.
T(-x) = - T(x) pour tout x€A : Soit ) un réel tel que A< T(x) ; alors

M- x ¢C et donc -A+ x€C, d'otr - A 2T(-x). Comme Xest arbitraire ¢<T(x),

on a T(-x) £ - T(x).
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Soit A un réel > T(x) ; alors A- € >T(x) pour € réel »0 assez petit,
donc A - € - x€C ; s1 -A+ x€C, ona (A-€- x) + (-A+ x)e C soit -£€C
ce qui est contraire & 1l'hypothdse : -1¢C. Done -4+ xfC et done - A {T(-x).
Comme A est arbitraire> T(x), on a - T(i)s T(-x). Done T(x) = T(-x).

D'aprés la définition de T, il est clair que T(A x) = AT(x) siA
est réel) 0. On a donc T(Ax) = AT(x) Y )éR.

T(x+y) = T(x) + T(y) Yx,y €A : en effet si K;T(x),pz T(y) alors X-x&C,
P -y €C donc {+p - x-y&C et o +/3>, T(x+y). Donc T(x) + T(y) 2> T(x+y).

Par suite T(-x) + T(-y) 2 T(-x-y) d'ou -T(x) - T(y) 2 -T(x+y). D'ou
1'égalité cherchée.

Il en résulte que T est une forme linéaire sur A, telle que T(1) =
de plus T(x)> O VxeC : car si x €6C, -x -¢ f C, pour tout réel £>0 ( sinon
x+(-x-£)€C d'ou -£ €C). Donc -& ¢ T(x), pour tout & >0 et T(x)> 0.

Comme C> P, on peut appliquer & T le théordme précédent et on en
déduit que T(x) =j ;:(7() M (d)) pour une certaine mesure de Radbn,yo de masse
Sp(A,P) |
1, pour tout x&A. Donec T(a) = J ;(]C )M (aX) >0 puisque ;(/'\’)>O pour tout
' Sp(A,P)
)Cé Sp(A,P) et que ;. est une fonction continue.

Or - a6C, et donc T(-a)> 0 soit T(a) £0, ce qui est une contra-

diction.
c.q.f.d.

Une algetbre A sur R est dite réelle si x12 +...+xn2 +1#£0

\/xl,..., anA. Du théoréme précédent il résulte que si (A,P) est une algébre

archimédienne, alors A est une algébre réelle : en effet si xl,...,xn€ A,

+ooot ?:i + -é- est évidemmenty O sur Sp(A,P) ; donc xf+...+ xi + -é— €P, d'ou

HR

[ad V]

+x2+...+x + = ;é- .

»
2
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Donnons deux exemples simples d'algébres archimédiennes :

1°) - A est une algeébre de Banach sur R, commutative avec unité, et réelle. Nous

appellerons une telle algibre, une algtbre de Banach réelle, On définit un pré-

ordre P sur A en posant P ={xéA ;3 11 existe xl,...,xnéA tels que

X x X b 4
X =e 1+...+ e n} . Comme A est réelle et que e ~,... @ n sont évidemment des

carrés d'éléments de A, on a - 1 £P. D'autre part P est archimédien : car si

on

. % 1
x €A et s1 N> || x " s, la série }: - (-ﬁ) 5 converge vers Yy€A et on a

ey =1 - % s donc N-x €P,
I1 en résulte que si X€Sp(A,P) on a X(N-x)> O pour tout réel N> | x ||
et done X(x)sﬂx |. De méme)((-x).sll x " et done |X(x) | £ || x“v .

Sp (A,P) sera appelé le spettre de 1l'algtbre de Banach réelle A :
c'est 1l'ensemble des homomorphismes continus de A dans R, Le théoréme 2 s'énonce

donc, dans ce cas particulier :

Théoréme. Solent A une algébre de Banach réelle et a ¢ A, Pour que a soit une

somme d'exponentielles a'é&1éments de A, 11 faut et 11 suffit que & reste >0 sur

le spectre de A.

2°Y A =R [X ,000, Xn] ( anneau des polynfmes & coefficients réels & n variables).
On considére le préordre P sur A, engendré par X ,...,Xn, 1-X1,..., il-Xn. Donc P est
1l'ensemble des polynfmes p (Xl’ .o .,Xn,l-Xl, ces ,1—Xn) ol p(ul, ceesU sV, ,vn)

£

est un polynbme & 2n variables & coefficilents »O.

On montre par récurrence sur n, que P est archimédien : c'est évident
pour n = 0 ; si p(X ,...,Xn)éA, onap=p - Py ou P,» Py sont & coefficientsy O

2 k
( donc dans P ). On a P, =a  +a Xn + % Xn +...‘+akxn s Bos Bysecesly étant des

polyndmes & coefficients>»O en X ,..., xn-l' On a alors
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2 k
Foue - - - -
a_ + a +ta -p .al.(l Xn) + a2(1 Xn) + +a.k(1 Xn)

I

(1-Xn) qa (X ,...,Xn_l), ol q est & coefficients réels >0.
Donc a +...+a, - p, €P. D'aprés 1'hypothése de récurrence il existe N réel >0
o] a’k 1

tel que N—aq-_...-a.ke P. Donc N-p:L €P et N-p = N-pl + p26 P,

Sp(A,P) est 1'ensemble des homomorphismes X: A . R, tels que
)c(xl), ...,)C(Xn),)é(l-xl). .,.,)('(1—Xn) > 0. Un tel homomorphisme est caractérisé

par les n réels )c(xl),...,)l(xn) qui doivent satisfaire Og X(Xi)_/. 1. Done

Sp(A,P) = [0,1]". Le théordme 2 s'énonce donc dans ce cas :

Théoréme. Soit p(Xl,...,Xn) un polyndme & coefficients réels, qui prend des valeurs

>0 pour 0« Xiél (1 =1,2,...,n). Alors il existe un polynSmeA(ui,...,un,vl,...vn)

3 2n variables, & coefficients réels> O tel que :

p(Xl,...,xn) = q(xl,...,xn, 1-X1,o-o,1-xn)o

Définition : (A,P) étant une algebre archimédienne, un idéal J de A sera dit
régulier si tout élément de J est différence de 2 éléments de JNP,

Désignons par X le spectre de (A,P) ; si fé A, et x € X, nous noterons
f(x) la valeur de 1'homomorphisme x sur 1'élément f de A ( au lieu de f(x) ).

J étant un idéal de A, on pose J* = {xe X ; £f(x) = O pour toute feJ} . I1

est clair que J* est un sous-ensemble fermé de X .

Nous désignerons par .J2 le carré de 1'idéal J, c'est-d-dire 1l'ensemble

2
f1g1+...+fngn pour fl,...,fn,gl,...,gne J. Il est clair que J est un idéal, qui
est régulier si J l'est. Le théoréme suivant généralise un théoréme de [11]

Théoréme 3., Solent (A,P) une algébre archimédienne, J un idéal régulier de A, et
T une forme linéaire sur J, telle que T(f)>0 Yfe&JNP, Alors il existe une

mesure de Radon M 20 et une seule sur 1l'espace localement compact X - J*,
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telle que JCLl(/A ) et T(f) = ‘(f(x)r (dx) pour toute fé€ Ja. On a de plus
X-J*
T(f) )S‘ f(x)M (dx) pour toute fE€JNP.
-J*

Si we€JNP, et si on pose T, (f) =T (wf), pour toute fFE€A, T,, est
une forme linéaire sur A, qui esty O sur P. D§ théoreme 1, on déduit qu'il

existe une mesure de Radon M, >0 bornée sur X , telle que

T(wf) =ff(x))1w (dx) pour toute f €A,
X

Comme T(wl 5 f) = J f‘.wldpW = Jf, ‘*’gdi‘w = Jf. d)aui w on voit,
X 2 X 1 X 2

d'aprés le théoreme 1 (unicité) que

d/‘w2=(.u2 d)uwl = d"wle quels que soient 1,w26JnP,'

Pour tout compact KC X-J¥*, il existe un élément Wy de JNP tel que

w_(x)> 0 YxEK : en effet, pour tout x€K, il existe f €J telle que f(x) # O
(puisque x ¢J*) ; or, puisque J est régulier, on a f = £'-f" avec f', f"€JNP ;
ona f£'(x) £0 ou £"(x) # 0 ; cela montre que pour tout x 6K, il existe £, €JNP

telle que fx(x) >0, et par suite f‘x est > O sur un voisinage Vx de x, On choisit

Xysee s X €K tels que Vxl, .o .,Vxn recouvrent K, et on pose Wy = f +.. .+fxn.

Alors wKéJnP et w g est}O sur K.

On définit une mesure de Radon M > O sur X-J* de la fagon suiva.nte : si

Y est continue & support compact K CX—J* on choisit w€JN P,e»0 sur K, et
on pose u (¥ ) = S X dm,, o

Cette définition ne dépend pas du cholx dew : si w 10 Wo sont >0 sur K

hi ¢
on a oW, dmM = L m—— w , dp puisque
Jx wypwp T 1 TWa Wi 2 TH



- 60 -
w, dm, = wzd/“" » Done J £ dmMy, = S J)':L My, o
2 wy X Wo 2 x 2 1

Il est clair que M est une mesure de Radon) O sur X-J*. De plus pour
toute fonction de Baire ¥ (mesurable pour la o -algtbre engendrée par les
fonctions continues & support compact contenu dans X-J*¥ ) bornée et nulle en
dehors d'un compact K€ X-J¥, on a J Ydm = J‘ i d/‘w , pour tout w€ JNP,

w> 0 sur K,

Soit alors w€JNP, et Kn = {x 3 w(x)> %1-} . Alors Kn est compact et
Kn ¢ X-J%, Désignons par w n la fonction égale & w sur Kn et 4 0 ailleurs. Il
est clair que wn est une fonction de Bailre, et done

w
J‘ W dp = J _;)_1_’1_ P ° Done f i dﬂi d)dw = T(w).
J* X-J*

X- X

Lorsque n—_, . » w. est une suite croissante qui converge vers w sur X-J¥,
On en déduit que pour tout weJnP we Ll () et -( wdpm g T(w).
X-J*

Comme tout élément de J est différence de deux éléments de JA P, on
voit que JCLl(ﬂ )

On a d'autre part J‘ Wy wdp = J w d/“w par définition de/~ .
X-J*
Quand N s W wfw ,» et wnfw. Done f w dp jwd,qw = T(uu ) quel
X-J%
que soit wé€ JNP, Par suite, si w,, wge JNAP on a

J(w1+w2)2 ap = T[(w 1+w2)2] ;jwi apu = T(Wf) ,’}“g dm = T(Wg), d'ol

par différence [ w,yw, dm = T(wlwa )e
X-J*
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Donc si f, g€J, en écrivant f et g comme différences de 2 éléments de

JNP, et en appliquant 1'égalité précédente, on obtientj fgdu = T(fg),
-J*

ce qui montre quef fdmu = T(f) pour toute fEJe. ‘

X-J*

I1 ne reste & montrer que 1l'unicité de M ¢ soit M, une autre mesure

de Radon »0 sur X-J* telle que ‘( fam 1= T(f) pour toute f €J2. Alors pour

X-J*
tout wEJNP, et pour toute £ €A, on a T(waf) = J «.uzfd/ql =j waf dum .
X-J* X-J*
Comme les f€ A sont denses dans B (X) ( espace des fonctions réelles continues

2
sur X) on a w d/41 = w2d/1 et cela VweJNnP, Mais pour tout x€ X-J%, 11

existe w€JNP telle quew>O dans un voisinage de x comme on l'a vu plus haut.
I1 en résulte que M = Mt
c.q.f.d.

Nous nous proposons maintenant d'appliquer les théorémes 2 et 3 & certains
exemples d'algebres archimédiennes. Le premier servira i démontrer un résultat

utilisé dans la lére partie ( théoréme 9 ).

On considére un espace vectoriel E de dimension finie n sur R, et un
cbne convexe fermé 'CE, d'intérieur non vide et ne contenant pas de droite.
On pose ™ = iteE*; <t,x>3» O pour tout x € I"} « Alors T'* est un cbne convexe

fermé dans E*, d'intérieur non vide et ne contenant pas de droite.

On choisit une norme x __>|x| sur E. On sait que, pour tout point t

intérieur de M¥*, il existe un réel « >0 tel que <t,x>>,o(|x

On considére 1'espace 9= {fe Ll( ,dx) ; J€>0 tel que

. EX
j |f_‘(x)|e dx < u} (ot dx est la mesure de Lebesgue sur E ).
P

Jt est une algebre pour le prodult de convolution :
(fx8)(x) = | £(y)e(x-y)dy = f(y)e(x-y)dy

E ~ “yen
X-yep
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| x|

€
En effet si on pose Mg (f) = J]f(x)l e dx, on a

r'
é |x|
M¢ (fyg) = e dx £(y)g(x-y)dy
xeﬁ yen
X-yen
¢ x|
Done Mg (fug) < e dx l£(y)| |e(x-y)lay
xef yér
X-yenr

£|x+y|
< ,® le)] le(y)lax ay < Mg (£).M g ()
rl
Done Mg (£f)< ™ et Mg (g)c = = M£ (£48)< oa

L'algtbre &£ n'ayant pas d'élément unité, on désigne par B 1'algtbre
& + R. S obtenue en lui ajoutant un élément unité noté § .

Sur B on définit un préordre P : c'est 1l'ensemble des sommes de puissances

kiémes

2 d'éléments de B, ol k est un entier fixé) 1.

n *2K
Onnepeutavoir-56P:carsi-é=2 :()\15+f1)' on a
i=1

n
2k
-1= zi - Ai ce qul est impossible.

Pour toute f€J, tout >0 tel que Mg (f) seon a Mg (f) §- fepP,

On pose g = ﬁ-f-) ' f, DonclMg (g) =1

Le développement en série de (1-x) 2k s'éerit
1

(1-x) 2k _ 1-aL1x-a,2 xa-...-an x"-... avec an>,0. Il converge absolument dans

1'intervalle [-1,1].
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Comme || ¢ll 1€M(g) =1, et que I e*® "16" g 7, 1a série
a, "g "1 + a, ” g"fe "1 teet B “ g*fn “ q+e+. converge. On peut donc poser

h=ag+ azg*2+...+an g*?+,.. et on a heLl( r,ax).

>
On a Mg (h) ¢ E 2, Me(s*i) £ Eai < o puisque Mg(s*i)s[Mg (&) = 1.
1=1 1=1

Cela montre que h € #. Par construction de h, on a alors

(§ - h)*2k - d- g et par suite & - g€P. Donc Ma(f) - feP.

I1 en résulte que P est archimédien : si 28+ f €D, et st
N-X > M(f) alors N6 - (A8+ f) = (N-A)é - £6P.

I1 est clair que l'application A+ f____> Ade B dans R est
un homomorphisme de ® dans R qui esty O sur P. C'est donc un élément du

spectre de (B,P), qu'on appelle le point & 1l'infini.

Soit X €Sp(H,P), différent du point & 1'infini ; X ne s'anmule

donc pas identiquement sur N . C'est une forme linéaire sur o, et comme
M (f)é-_i—_ feP VYredtona |X(£)] « Mg (F) Vre et VEDO tel que

M& (f)< b, :

Quand & J 0, M¢ (f) — ” f lll’ On a donec I)C (f)‘é Il f "1 V€ .

Comme &t est dense dans Ll( [, dx) (&% contient toutes les fonctions

continues a support compact dans M ) on voit que

% (2) =f £(0)X (x) ax avee X(x)€L™ (M), bxl ¢ 1.

r\
Si f, gédton aX(fyg) = X(£)X(g). Ce qui s'éerit :

%((Hy) f(x) g(y) dx dy = JXéX))C(y) f(x) g(y) dx dy.
r r



- 64 -

V£, g ¢ #. Comme les fonctions de la forme f(x)g(y) engendrent un sous-
espace dense de Ll( Pe,dx dy), on a X (x+y) = X(x) X(y) presque partout

sur }-.2.

*
Si t est un point intérieur de [7 ona ¢t,x>3d|x| Vx e I ,

pour un certain réeld >0, et done X (x) e ~ (x> Ll(r')
- Lt,x)> O x
De plus f}é(x) dx ne peut &tre nul pour tout te€ [
Oy -dt,x>
En effet, lorsque t déerit l—' » les fonctions '-P = @ engendrent

une algébre de fonctions sur I’ qui tendent vers 0 a4 1' 1nfini, et séparent
- (t X > - (t,Y>
les points ( si e =e Vtéf‘ , alors <t,x~-y> =10

Vtelg'f , done x = y pulsque r? * engendre E* ), Donc ces fonctions forment
un systéme total dans Ll( ', ax), et par suite, comme X (x) n'est pas
identiquement nul ( car, par hypotheése, X n est pas le point & 1'infini
de Sp(B,P)),il ¥ a un point t_, intérieur & r' tel que

-4t ,x

f}((x)e ° “ax £ 0.
r

- <t0’x>

.- Onap (x+y) =n (x) 0 _(¥)
2 - ’(lXI
presque sfirement sur M~ et Qo(x) £ e , X réel>0,

Posons Qo(x) =X(x) e

Done :f ILO(x+y) dy = q'o(x) Jqo(y) dy presque sfirement en x.
r r

Soit llo(y) dy = Qo(x)J Qo(y) dy presque sfirement en x.
- Txal

Mais le premier membre est une fonction continue de x, et comme

f N o (y) ay # 0, Q (x) équivaut & une fonction continue.

(to, x>

Comme )C(x) = rl,o(x)e

continue: On a donec X(x+y) = X(x) Xy) ¥x, yel si on prend la version

» X (x) équivaut aussi & une fonction
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- T(x)
continue ‘de X . Donc X (x) = e ot T est réelle, continue sur | ,
telle que T(x+y) = T(x) + T(y) Yx, ye " . Comme | > (x)] ¢ 1 on a
: *
T > O sur r . Comme " engendre E, on a T(x) = <¢t,x > avec t € r.

Les éléments de Sp(H,P) ( sauf le point 4 1'infini) correspondent donc

*‘ . - <t,x>
points de [ par la relation X (f) = J f(x) e dx pour f& .

I‘\

. , . M
La topologie de Sp(B,P) est celle du compactifié de [T par

un poimt & 1'infini : en effet c'est la topologie la plus faible rendant

dx sur F*u{a} .

. .- - Zt,x>
continues les fonctions t ___>jf(x) e
_ % r
Or la topologle [ae T ‘rend toutes ces fonctions continues et elles

-<t,x>
tendent toutes vers O & 1'infini ( lorsque t ——s = e —_0

. 0 .
pour tout x € M done presque sirement, et on applique le théoreme
*

de Lebesgue ). Donc le compactifié d'Alexandroff de ™ a une topologie
plus fine que celle de Sp(®,P), donc identique puisqu'elles sont compactes

toutes deux.

Théoréme 4. Soit T une forme lindaire surdl telle que T(f*ak) > 0 pour

toute fe€ & d'intégrale nulle sur [ . Alors il existe une mesure de

2
Radonm 2 O sur - ;O}et une seule,telle gue

T(f) =[ f(t)pm (dt), pour toute f de la forme f = f, 4 f2*"‘*f4k avec

M . 50} - £t,%

£, € M et d'intégrale nulle (1< 1<4k), avec f£(t) =f £(x) e dx.
rv .
Soit J 1'idéal de ® formé des sommes d'éléments de la forme

fl*f2*"'*f2k avec fiem’d'intégrale nulle sur I ( 141 42k). Alors J

est un idéal régulier :



car on a 1l'identité

2k

? _ 1 o2k-1
Z+ E(X + %, +eex X, ) = (2k) 12 XpoeoXpy

( cette notation signifie qu'on somme sur toutes les combinaisons de signes +
et - , et qu'on prend € =1 s'il y a un nombre pair de signes -, et € = - 1

s'il y en a un nombre impair ).

Cette identité, appliquée & 1'algebre #, et aux éléments

£1seeesf d'intégrale nulle, montre que £ e onfy o8t différence de deux

2k
éléments de JN P.

- {t,x)
r
I1 est clair que J* contient les deux points O et ea.

\

Soit t # o un élément ge I' , & une fonction > o & support compact

continue dans r' , et a € F' Alors 4t , a>>0. On définit 8 par

ga(x+a) = g(x) : ga(x) =0 si x€Mn'est pas de la forme y + a. Alors
- <t L,x> - 4to,a>
j ga(x) dx = j g(x) dx et j ga(x) e ° dx = e J g(x) dx.
r r n " ok
*21{ -<t ,8.)
Donc si f = (g- -8, ) ,onafé€Jet f(t ) = [1-e © (J‘ g(x)dx)

d'ol f(t ) # 0. Cela montre que J* = {0 u}

D'autre part, la forme linéaire T est > 0O sur JNP. Soit en effet
feJNP, Comme fEP on a

E(A +f) . D'oll 0 = E)\ et Ai-_—.

i=1
k
On a done f = f avec f €N, Coome f€J, on a f(o) 0, done
i=1

~ 2k ~
z ) fi‘ (o) = 0. Par suite fi(o) = 0 et chaque fi est d'intégralle nulle
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2k
*
sur I' . D'aprés 1'hypothése on a T(fi- )> 0 et donc T(f) » O

ILe résultat cherché s'obtient alors en appliquant le théoreme 3.

c.q-fodn

Nous considérons maintenant un autre exemple d'algebre archimédienne :
1'algebre X est l'ensemble des fonctions sur IR+ qui sont combinaisons linéaires
3 coefficients réels des fonctions 1 et il ( ot n déerit 1'ensemble des
entiers» 0, et a 1' ensemble des réels >0). I1 est clair que chaque fonction

de /t est uniformément bornée sur R , continue, et a une limite quand X— + o=

Lemme 1. Soit a un réeld O, & 30, et P(t) un polyndme de degré ¢n-1. Alors

ES
n - -
x e &% j etxP(t) at e %4,

(o}

Démonstration par récurrence sur n : sin=1, ona

-axJ e-a.;c - e-(a+°<)xe ., Or
e txP(t) at = ™1 e [P(o) - e~ XX p(x)]

+ xn-l T2 J o~ tX P'(t) dt en intégrant par parties. Comme P'(t) est de
o

degré £ n-2, on a bien le résultat en appliquant 1'hypothése de récurrence.

Une autre forme des fonctions considérées au lemme 1 est

an e_tx P(t) dt avec 0<¥™ 4/3_et P(t) polyndme de degré ¢{n-1.
ol

4
n{ - -
Iemme 2. La fonction X je tx tn 1dt est dans &, pour tout entier n>0, et

o

d réel 20.
En effet pour n = 1 cette fonction est 1-e” Xx et en intégrant par

parties on a



£ o
xnj —tx n-1 at = - *n-l n-1 e ax +(n-1) xn-l J e-tx tp—adt.
0]

0
d'ou le résultat par induction sur n.
On définit alors un préordre 8 sur #t qui est 1l'ensemble des combinaisons
linéaires & coefficients réels) O des fonctions suivantes : 1, e 8%

( pour n entier O, a réel >0), xnf -tx g1 dt ( pour n entier> 0, o

B 0 ‘
-t .
réel> 0), < Je . P(t) dt ( pour n entier>0, 0< X<B P(t) étant un polyndme

o
de degré <n-1 qui reste 30 sur [« ,/3]).

Lemme 3. L'ensemble 5 ainsi défini est un préordre sur X,

I1 est clair que chaque élément de & est une fonction 30 sur lR+
donc -1¢ . On a donc & montrer que le produit de deux éléments de T est

Ay 2
n, + .
dans 9'; donc que x 1 n2( e-tx'Pl(t) dt.‘g o tx Pa(t) dt ¢ %Y

<1 <2
si P ( resp. P Yest de degrésnl-l ( resp. n2-1) etv( >0 ( resp.o( >0)
-1

sauf peut-&tre si P1 ( resp. P2 =1t )auquel cas on peut avoir
o, =0 ( resp. %, = 0).

P1 oo
On éerit J e tX P, (t) at = J e X él(t) dt

%1 0

o1 él(t) = Pl(t) sur [«1,)31], et O ailleurs ; et, de méme

Ro -
J e tX P2(t) dt = ‘S‘ o X §2(t) dt. La fonction & étudier s'éderit alors

P 0
oy

n +n
x1 2 e @, & @2)(t) dt.

0
Il est clair que @1 * §2 est » 0 sur R+, et & support compact. Si

de plus 0(1 >0 ou o(2>0, ce support est un intervalle [o( R }5] avec & > 0,
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De plus, ce support est réunion de.3 intervalles disjoints, sur

chacun desquels 61 * @2 est un polyndme de degré n, + n2—1 au plus. En

effet, par translation de 61 et’ 62’ on considére le produit de convolution

de Pl'l[O, X'/l] et P2'1[O, xg] avec ’o’l = ]51— °<1 ; “K2 = }52- °(2. Si, par

t
exemple Xl < 012, ce produit vaut j- Pl(u)Pz(t—u) du pour

. N O
¥1
- ¥
t €[0, )’1] ,5 Pl(u)P2(t u) du pour t € [b’l, 2] et
0
¥q
S P1(u)P2(t—u) du pour t€ [3’2, Xl +b’2]. Ce sont bilen des polynfmes en t
t“x2 ‘
de degré & n, + né-l.
Ie seul cas qul reste & examiner est celui ol °(1 = « 5 = 0.

.n. -1 -1
Alors Pl(t) =t 1 ; P2(t) = tn2 . Donc @1 * @2(1:) vaut

t n-1 ny-1 (nl—l)l(nQ-l)l n, + n2-1
j; u (t-u) du = (ny Frig=1) T t sur [ 0, }51 ]

( si par exemple )31 5)52), et est égale & un po}ynGme de degré ¢n1+n2-1
sur chacun des intervalles [p,, p 2], [)32,}314-)32],

CoQof.d.

Lemme 4. Le préordre 3 est archimédien surZ .

of
ol -t - .
On pose In(x) =X j e X ¢l 1 dt (pour n» 1). On a vu que

0
< o n-1" n-1 -«x «
In € ft, et que In(x) = -d X e +(n-1) In—l' I1 en résulte que

o e D D e @
(n-1) In - In €S, On montre par induction sur n que (n-1) . - Iné :

1
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-
pour n =1, ou a 1-1% - e "X¥¢S® | En supposant que (n-2) ! - I:_ e%

1 1
_ t - <« g _ o _ 1o
on a (n-1) ! (n 1)In-1 , et comme (n-1) In—l In e,

on a bien (n-1) ! - I:: [

Comme I:1+1 et I:: sont dans @, par définition de @, et que

o - o -dx
I, (x)=-4"x"e x+nI;(1(x),ona,I:(l—;I'l_-l-e(nxne 66‘;

1 ynn-9x

d
comme (n-1) | - In €%, on a done (n-1) ! - 5 €% so1t

1 - o -
-I—:-(-r'l- -x" e Xe 9. Comme d'autre part 1, xn e Xx sont dans 5', et que
toute f € #est combinaison lindaire & coefficients réels de ces fonctions,

il est clair qu'il y a un réel M50, tel que M-fe &,

Il est clalr que chaque point de R+u Eo-} définit un point du spectre
de 1l'algtbre archimédienne (S , < ),

Lemme 5. Le spectre de (H , 8 ) est IR+U 5-‘} .

Soit X un élément du spectre; on pose )C(xn e 8%y _ H(n,a). On a
alors H(o,a). H(o,b) = H (0,a+b) et 0¢H(o,a)¢ 1, puisque A

a
e 8 ot 173X _ xj e ¥* 4t sont tous deux dans % .
0

Cela montre que H(o,a) est une fonction décroissante de a sur R,
Si H(o,1) = 0 on a H(o,p) = [H(o,l)]p = 0 pour tout entier p, donc

. q
H( o, -g Y=0 Vo, Q€ N -20} . ( puisque H (o, g- ) = H(o,p) = 0). Comme H

est décroissante on a donc H(o,a) = 0 Ya > 0

(T

Comme X(xn e-ax) = X(xn e— x) H(o, -g- ), on a )((xn e—ax) =0

pour tout a) 0, n€N ; cela montre que )‘ est alors le point + &,
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, -
Si H(0,1) # O, on pose H(0,1) = , o étant un réel > 0.

p -, R ’ . .

Donc H(o, q ) =e qa VYp, qgéWN - 50},et d'apres la monotonie de H(o,a)
- %a + -0g -ax

on a H(o,a) = e Va€R . On pose H(1,a) = P(a)e =X(x e”8%).

a
2 - -
Onax e bxg e ¥ ® ¢ at €, par aéfinition de &, soit
0

e-bx e-(a+b)x _ax e —(a+b)xeg\.

et donc en appliquant 1 'homomorphisme x :

-bo- e-(a+b)<r- -(a+b)o'>/ o

e - a¥(atb) e
quels que soilent a, b réels)O.
. oa 1
D'ou ¥ (at+b) & e
a

B

En posant a = %1-, b=x - , et en falsant tendre n vers + =, on

trouve

¥ (x)< o~ pour tout x)O.

a .
D'autre part x2 e_bx J\ e—tx(a—t) dt € & par définition de .,
(0]

bx -bx + e-(a+b)x €<%, En appliquant l'homomorphismex a cette

Donc ax e - e

fonction, on a
bo - bo + e-(a+b)0'

af (b) e -e > O quels que soient a,b réels >O.

- Ty
l-e

Soit ¥ (b)2> e , et donc en faisant tendre a vers 0 : ¥ (b)> o«

On a donc ¥ (b) =o ¥b> 0, et par suite X (x e 2%)

-0
= g-e a pour tout a>O0.,

a n n

a
- X - -
n

Comme )C(xn e 2y - [ X(x e- %3] = (e

+
l'homomorphisme X n'est autre que le pointo- de R .

n -ao
) = o e , on voilt que

c.q.f.d.

D'aprés le théoréme 2, on a :
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Théoreme 5. Soit 1'algebre des fonctions sur R , combinaisons linéaires &

coefficients réels de 1, et des = e ®* ( pour n entier 30, et a réel>0).

Soit & le sous-ensemble de S~ formé des combinaisons linéaires & coefficients >0
of

des fonctions : 1 ; x° e ®*( pour n entier 30, a réel>0) ; Ixn g ~8%,0-1
o)

( pour n entier >0, a réel>0) ;j x° e 2 P(a) da ( pour n>0, 0 <X <P,

da

7y .
P(a) polyndme de degré n-1 au plus, qui est » O sur 1'intervalle [« , B ]). Si

f est une fonction de # qui est >0 sur IR+v E*} alors f€ K.

La signification intuitive de ce théoréme est que toute fonction de
A qui est strictement positive sur rru {~} est une « combinaison linéaire

continue & coefficients »0 » des fonctions 1 et x° e °X,

Théortme 6. Soit F(x) une fonction définie pour x réel>0, indéfiniment déri-

vable; a4 valeurs dans un espace de Banach E, telle gque

ol
I F(n)(x) I é‘l " e-txfﬂ (dt) pour tout entier n3»0 et tout réel x>0,

o
M étant une mesure >0 sur lR+ telle que f e'atj« (dt)< oa pour tout réel a >0.
~o

I1 existe alors une application T linéaire de normeg 1, et une seule, de

Ll( B+,JA) dans E telle que T(e °X) = F(a) pour tout réel a>0, Elle satis-

fatt T(® e ) = (-0 F(™(a).

Soit B 1'algtbre des combinaisons linéaires 4 coefficients réels
-ax
des fonctions x e ( n entier»0, a réel >0). On a donc o = + R.1.

On définit une application lindaire de dans E en posant T(x" e~8%) = (-1)nF(n)(a).
Soit ¥(x) un élément de B de la forme P(x) = fxn e p(a)da ( 0<¢«< P;

<
P(a) polynSme de degrésn-i). On montre par récurrence sur n que
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}5 .
T(¢¥) = ,( (-1) F(n)(a) P(a)da : s1 n=1 on a P(a) =C, P(x) = C(e” «x-e—/bx),
<L . . .
et donec T(¥) = C(F(e()—F(fa))= -J F'(a).C da. Dans le cas général on a
) ,
en intégrant par parties
' » )
Y(x) = x;n-l e~ X% P(4) - 1 e Px P(p) +J 21 gmax P'(a) da.
En appliquant l'hvpdthéée de récurrence, on trouve :
)
2(9) = (1) KD Ope)- (-1 2P py) p(p) +f (-0 P71 (a) P'(a) aa
. ol
»
a'on T(¥) =j (-1 F™(a) p(a) qa.
(74
Si ¢ (x) = Jb " e p(a) da (0< ®<p,P(a) polyndme de degré n-1 au plus )
o : ‘
et si de plus P est3 O sur [« ,)‘b] on a

P (m), . R
T(Y) =j‘ (-1)® F'®)(a) P(a) da done | T()]¢ f | ¥ (a) |P(a) da
& . - * &

-ty

soit || T() ||$£ P(a) da ( P o2t

M(dat)= g.:f(t)ﬁ (dt) et donec
0 0

I rce) e p(y)
$19(x) = 22 ™, ona 2($) = (-0 F™ (a) qone [ T(¢) | = |5P(a) [

a'ot || T() | ¢ S."tn e @ p(at) = 4 ().
0
Cela montre que ||T(‘f) "&/‘(‘P) pour toute Y€ ¥ A B : car si $eSnD
0 :

ona'¥= z , 8y ‘-?1 avec a, réel > 0 et \f’i de l'une des deux formes ci-dessus.
i=1
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o]

n

pone I 2() N2 a, | T, IS2 apn () = p().
i=1 i:l

Soit maintenant ‘¥ (x) un élément quelconque de . Il existe un réel

§x
§> 0 tel que »’./(x) = ¥Y(x) e soit encore dans ¥ . Comme & est dense dans

1'algébre des fonctions continues sur gt U 5 -} s, 11 existe ')Un €N qui

approche uniformément & %1- prés la fonction }«P(x)l + % . On a alors

v + 23 p () > byl +2 . (0

\ 1
La 2eme’inégalité montre que ryn(x) + —T)(x)g = . Comme v * 04 est un

élément de " qui est » O sur R v f wl , le théoréme 5 montre que

- -6
+,*ved . On pose ‘?n(X)= ‘rn(x)e $x . Alors ¢ _ Y= (-ynj-_»y)e X

done ¥ + P€WNE . Il en résulte que
I te, -1 2 pCe - eret ITCe +¢) | apCe, +¥).
D'oh par addition : |T( - \?n) | + | (Y, +\-[>)”5 2 M (~fn)

et done || T(w) llé H ().

2

- %x
D'autre part on a | (x) | + = e >,\fn(x) d'aprés ( 4). En inté-

grant par rapport a M on trouve

< ¢
JICIF ;31- fe T omlax) +p(lel).
0

-

, - 0x
Done || T(Y) " & %J e M (dx) +/v(| ¥|) et quand n—_y . on obtient
0]

)l 2pdeD.
Cette inégalité étant satisfaite pour toute ¥ 6 B, et ® étant dense

dans Ll(R+, M), on voit que T se prolonge d'une fagon et d'une seule en _
une application linéaire de L1 (B+, M ) dans E de norme ¢ 1.
c.q.f.d.
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Nous nous proposons d'appliquer le théoréme 6, pour obtenir une
généralisation du théoréme de Hille-Yosida a une classe de seml-groupes
distributions définis et étudiés par J. Peetre ( voir [8] et [9]).
Rappelons d'abord les définitions !

Soient E un espace de Banach, L (E) 1'espace des opérateurs bornés

sur E ; ) + désigne 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables & sup-

port compé.ct dans [R+ - {O} . Un semi-groupe distribution sur E est une
application linéaire G de -'3+ dans &€ (E) telle que

1) Gy x ) =G(¥)Glp). Ve, vy ED,

2) G( 'fn) converqge vers G( ) pour la norme des opérateurs, si \Pn'_’ Y
dans .@+

%) Le sous-espace F de E engendré par les G(\ )x lorsque x décrit E et ¢
déerit SD+ est dense dans E.

On peut alors définir, pour chaque distribution T & support compact

dans R+, un opérateur G(T) sur E, clos et de domalne dense ( contenant F),
en général non borné, avec les propriétés : G(TyS) = G(T)G(S) 3 G(é ) = I.
G(T )x —— G(T)x pour tout X €EF

si Tn___,» T au sens des distributions.

Le générateur infinitésimal A du semi-groupe distribution G est

t = - 6' . = H ot = . »
1'opérateur A G( o) On pose Pa G(éa) ; d'ou Pa+b Pa Pb

Un semi-groupe distribution G est dit de classe o (k) ( k entier »0)
s'11 existe un réel C >0 tel que

lete) Il < cg Fle®wylae  Vee D,
A0 .
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, Dans ce cas la méme inégalité a lieu pour toute fonction ¥ k fois
continfiment dérivable sur IR+ telle que

o
j tk | ‘f'(k)(t)l dt ¢ == . G(¥) est donc alors un opérateur borné
A )

pour une telle fonction ¥ .

- At
En particulier G(e ) = R) est un opérateur borné pour tout

réel ) >0, On vérifie immédiatement que c'est le résolvant de A.

o

L'inégalité f 4 ) (pyar y (k) f‘tkl\f ®)4)] at Yee 2,
0 0

montre que si G est un semi-groupe distribution de classe o (k), il est
de classe o~ (1) V13> k.

Les semi-groupes distribution de classeq(0) sont les semi-groupes

fortement continus en O d'opérateurs uniformément bornés.

o
En effet, si | a(¢)] ¢ CJ | (t)|dt, on choisit une suite
0

-]
v, € @+, Py ,éa, J| ‘fn(t)ldt = 1, Alors G( \pn) x___>G(éa)x = Pa b4
0
VxEF. Comme F est dense dans E et que || G( Lfn) " £ C, ona " Pa" 4 C.

On peut énoncer le théoréme de Hille-Yosida sous la forme :

Pour qu'un opérateur A sur E, clos, de domaine dense, soit le générateur

d'un semi-groupe de classe o (0), il faut et il suffit que son résolvant

R N satisfasse “ (AR A )n “ < C pour un certain réel C» O, et pour tout

n>0,A> 0.
Le théoréme suivant donne une caractérisation analogue des semi-

groupes de classe o (1).
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Théordme 7. Pour gu'un opérateur A sur 1'espace de Banach E, clos, de

domaine dense, soit le générateur infinitésimal d'un semi-groupe distri-

bution de classe o (1), i1 faut et il suffit que son résolvant R)‘ satis-

rasse || (XR)\) + (AR>\)2 Fooot (/\R)\)n || 4 C pour un certain réel C >0
n

et Vn>0, ¥ A>0.

La condition est nécessaire : on a vu que “ a(¢)] 2 Cft| kf'(t)|dt
. 0
si G est de classe 6~ (1), pour toute fonction ¥ continfiment dérivable

sur R telle que ‘S t] 91 (t)] dt ¢ e .

2 2 0 n )\21:2 n-1tn—1
Or XR)""A RA +...+) RX_G [/\e (1+ %t+"'2—-r'°+...+z-r—l_—-5—r)]
- At >\t)n-
Or siY(t) = Ae (1 + At +eeot -] ) on a
xn+1 n-1 - At e
¢ '(t) = - —7) T °© et donc Jtl \f'(t)l dt =
0]

On a donc blen || )RA +>‘QRA2+...+ )nR)n “ £ C.

La condition est suffisante : on pose SA = %‘- R) pour A >0. Comme

‘R A est une famille d'opérateurs bornés satisfaisant 1'équation résolvante
-Ry = ()\' - A) Ry R 31 s R)‘ est une fonction indéfiniment déri-
vable de A et = ( Y n 'R n+1
. )\n A
On en déduit aisément :
dnS !
Salls W A2 2 n+l nﬂ
= _1) [)R + A RStai it 2 1.
a n >\n+2 A A
L'hypothése faite sur R A entratne donc que :
afs =
I 2 | ¢ (1) ! 2= = g om Mgy,
azn AnF2

0
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L ~Y
a’s
—_A -
sott | —=- ¢ Jim o= M 4 (as) avee 4 (at) = ct at.
0

Le théoréme 6 montre alors qu'il existe une application linéaire

J et une seule de Ll(R+, Ct dt) dans € ( E) telle que
‘ o>
3(e**ty - syet | a(e)lec f | ¢ (£)|t at.
0
On définit alors G(¥) = - J( ') pour toute fonction \-féS(IR+)
(indéfiniment dérivable & décroissance rapide sur IR+).

On a done G(e~ %) =Asy, =R, et | a(y) l <c Jtl “f"(t)|dt.

- At “Atg 0
e - €

OnavG(e_ht*e-'\'t)= G ( TN )

Ry-R | '
=..>__\,7_‘__..}‘..>_‘-=R)RA.=G(e'M).G(e’>‘t).
et G(e” ’\t* e” At) =G(t e M’) =-J [(1- M)e” At] =-8) - )S')

K = 6(e” Aty g™ MYy,

I1 en résulte que si E est 1'espace des combinaisons linéaires

des e At pourA>0, on a G(fyg) = G(£).G(g) Vr,ze § .
Soient ¥ € S([Rn), f,gef.0na
) -ae)l 2 c fthﬂ(t) - £'(t) |at.
O -]
| 6(p4e) - Glege) [l ¢ © jtl(w -f)yg'| dt.
0

P J g(tw)lxe(t)-f(t)I lg'(u)]at qu.
o "0
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Mais, ¥ étant donnée dans S(IR+) et g donnée dans 2, on peut choisir f dans é’

de fagon & rendre les deux intégrales < £€. On a alors
J(a(g) - a(£)) ale) Il £ Elata)l
d'ol 6(pxe) - Gl ).ale)] <& (1+ la(a)l).

On obtlent donc G(@xg) = G(¥)a(g) Ve SRT) Vee&.
On écrit alors les 2 inégalités précédentes avec tp, geS(IR+) et on obtient

alors G(¥ xg) = G(Y¥).G(g) VYe,g eS(lR+). G est donc bien un semi-groupe
distribution de classe o (1) et G(e~ M-') = R, .

Canfod‘

La méme méthode s'applique aux semi-groupes distribution de classe
o (k) pour chaque entier k 30. On obtient le

Théoréme 8. Pour que 1'opérateur A, clos de domaine dense, sur 1'espace de

Banach E soit le générateur infinitésimal d'un semi-groupe distribution

de classe o(k), il faut et 11 suffit que son résolvant Ry soit un opéra-
teur borné Y A >0, et satisfasse 1'inégalité

(AR, )? +1"11< ( AR X)n'l +I"§ (>\R>‘).n‘2+...+l‘;“1(>n,\) “ £

n(n+l) ... (ntk-1)
pour une certaine constante C >0, Vn>0, V/\)O, avec

T (k#1)...(k+r-1)
r‘k - r!
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