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Dans ce qui suit, M désigne un modéle transitif de ZF 4 AC 4+ HC
(hypothése du continu); X} est un cardinal de M; C, est I’ensemble des
applications définies sur une partie finie de ®w, 4 valeurs dans Nz, muni
de la relation d’ordre : p<Lge=pDyg.

Soient x un cardinal de M, C un ensemble ordonné de M tel que toute
partie de C dont les éléments sont deux & deux incompatibles soit de
cardinal << x. On dit alors que C satisfait la condition de chaine << x%. On
sait que, s1 [ est M-générique sur C, ’ordinal z est encore un cardinal
de MJf].

Le théoréme suivant est le point essentiel de la démonstration; il
exprime une propriété intéressante de ’ensemble de conditions C,:

Tutortme 2. — Soient f un M-générique sur C, et Xe€M[f], XCM.
Alors, ou bien M[f]= M[X], ou bien M[f] = M[X][g], ott g estM[X]-géné-
rique sur C,. -

Dans cette démonstration, sauf indication contraire, tous les ensembles
considérés dont dans le modeéle M[X]. Soit z le cardinal de N% dans M[X].

D’aprés le théoréme 1, f est M[X]-générique sur CCC,.

S1 x=uw, f est donc M[X]-générique sur un ensemble dénombrable
de conditions (puisque C, est de cardinal 8; dans M, donc dénombrable

dans M[X]). Par suite, ou bien feM[X], ou bien M[f] = M[X][r], ou r
est M[X]-générique sur C,. Dans le premier cas, M[f] = M[X]. Dans le
second, on remarque que C, et C, sont 1somorphes dans M[X], puisque Nz
y est dénombrable. Donc M[f] = M[X][g], ot g est M[X]-générique sur C,.

Supposons maintenant x > . Si p€C on pose (C),={qeC; ¢<Lp}.
Soient

E—={peC; (C), satisfait dans M[X] la condition de chaine <<x },
F = { peC; quel que soit g€E, p et g sont incompatibles dans C }.

Par définition de F, EUF est dense dans C; il existe donc p,€f N(EVUF),
et [ est M[X]-générique sur (C),,=C'. Si p,€E, comme (C), satisfait
la condition de chaine <Cx, I’ordinal x est encore un cardinal dans MJ[f],
donc n’est pas dénombrable dans M[f]; cela contredit le fait que N¥ est
dénombrable dans M[f].

Donc p, €F. Par suite : (%) quel que soit pe€C’, i1l existe un ensemble
de cardinal x de minorants de p dans C’ deux 4 deux incompatibles.

Soit Cj; ’ensemble des p €C, dont le domaine est 1’entier k. On définit
par récurrence sur k une application ¢, : C >C':on a Cc={9} et on
pose @o(J) = p,. Supposons défini ¢,, et soit p€Ci Soit U,cC’ un
ensemble maximal de minorants de ¢,(p), deux & deux incompatibles

dans C’, tel que U,=mw, et tel que si t€CL" NC’ est compatible avec ¢;(p)
dans C’, 1l existe dans U, un minorant commmun de ¢ et de ¢,(p). On obtient
un tel ensemble en choisissant pour chaque t€C;"*NC’ compatible
avec @x(p) un minorant commun t'; ’ensemble ainsi obtenu a des éléments
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deux a deux incompatibles (puisque les éléments de C3™' le sont); on
I’étend en un ensemble maximal V,CC’ de minorants de ¢:(p) deux a

deux incompatibles; si V,< %, on choisit ¢,€V, qu'on remplace par
un ensemble maximal de cardinal z de minorants de ¢,, deux a deux
incompatibles; on peut trouver un tel ensemble puisque C’ a la pro-

priété (k). Comme U,=12, on peut énumérer U, par 'ordinal R¥; soit

(o) (A< N%) la famille ainsi obtenue. On définit alors o, de la fagon
suivante : si g€ C;*"', soit p la restriction de q a 'entier k; on pose 9..4(q) = o,

ou A= gq(k).

Soit o : UC§—>C' la réunion des 9, Il est immédiat que ¢ est injec-
kew
tive et conserve l'ordre. Or 1'image de ¢ est dense dans C’:en effet,

soit s€(C’; comme UC‘; est dense dans C,, d’aprés le théoréeme 1,
kew

UCf.‘;nC' est dense dans C’; d’ou t€Ci'nC/, tZs.
tew

I1 existe p&C§ tel que ¢ et ¢,(p) soient compatibles dans C’ : en effet,
lorsque w décrit C§, @x(u) décrit un ensemble maximal d’éléments deux
a deux incompatibles de C'. Il existe done t'€U,, t'<t. Or t' = @41 (q)
pour un g€C¢™ qui est un prolongement de p a l’entier k + 1. On a
bien ¢, (q) Ls.

Il en résulte que fNIm(p) est M[X]-générique sur Im(o); donc si g est
I'image par ¢! de fNIm(9), g est M[X]-générique sur U Ci, donc sur C,

kem
puisque |_J C} est dense dans C,. On a évidemment M[f] = M[X][f]=M[X][g].
tew
C. Q. F. D.
TutorimE 3. — Soient Ny > N, un cardinal de M, et f un M-générique

sur Cq. Le modéle M[f] satisfait alors-Uénoncé : «tout ensemble de réels définis-
sable en termes d’ordinaux (et plus généralement d’éléments de M) est mesurable-
Lebesgue ».

Le raisonnement est celui de (*), le théoréme 2 ci-dessus remplagant
le théoréme I.4.1 de (*) : Soit B I’ensemble des boréliens non négligeables
de [0, 1] dans M, modulo les boréliens de mesure nulle. S1 M est un sous-
modéle transitif d’'un modéle N de ZF, a4 chaque b&€B correspond un
borélien by de N (celul qui a la « méme définition » que b; il a aussi les
« mémes propriétés » et en particulier la méme mesure). S1 GEN est
M-générique sur B, 1l lul correspond un réel ¢ et un seul de [o, 1], pE€N,
défini par la condition : (Vb€B) (b€G < p€by). Inversement un réel p
de [o, 1] situé dans N correspond & un M-générique sur B si et seulement
s1 p € by quel que soit le borélien b€B de mesure 1. Un tel réel ¢ est dit
M-aléatoire.
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On prend N=M[f]. L’ensemble AC[o, 1] des réels M-aléatoires est
I'intersection d’une famille dénombrable de boréliens de mesure 1 (en
effet, B est de cardinal ¥, dans M, donc N, dans N). A est donc un borélien
de mesure 1 dans N.

Soit alors E(x) un énoncé 4 paramétres dans M définissant dans N un sous-
ensemble de [0, 1]. 51 p€ A, le théoréme 2 montre que N = M[f] = M[¢][g],
ou g est M[p]-générique sur C, (évidemment M[f]£ M[p], puisque N5 est
non dénombrable dans M[p]).

Il en résulte que I’énoncé E(p) est vrai dans M[f] s1 et seulement si
I’énoncé E'(p) : (Vp€Ca)[p|—E(p)] est vrai dans M[p]. Mais p est M-
générique sur B, donc E’(p) est vrai dans M[p]si et seulement s’il existe b €B
tel que p€by et b|—E'(a) (ou a est un symbole de constante). Donc
s1 A est la réunion des by pour b€B, b ||—E’(a), alors A est un borélien de N
(réunion d’une famille dénombrable de boréliens) et dans N on a
(W o€A)(E(p) <= p€A). Comme A est un borélien de mesure 1, ’ensemble
défini par ’énoncé E(z) dans N est égal 4 A modulo un ensemble négh-
geable, donc est mesurable.

(*) Séance du 29 septembre 1969.
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