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Introduction

L'opérateur de “bar recursion” a été introduit par C. Spector dans les années 1960,
pour prouver (?) la consistance de I'Analyse, c'est-a-dire :

I’Arithmétique du 2nd ordre + I'axiome du choix dépendant (DC)

(ou l'axiome du choix dénombrable (CC) qui est un peu plus faible).

Il a été recyclé, a partir de 1998, d'abord par Berardi-Bezem-Coquand,

puis U. Kohlenbach, U. Berger et P. Oliva, et d’autres

pour obtenir des programmes a partir de preuves utilisant DC.

En réalisabilité classique, on a une autre méthode pour ce faire :

utiliser une instruction de signature, comme MD5 ou SHAT1.

Quel rapport y a-t-il entre ces deux méthodes pour réaliser DC ?




Introduction

Réponse : aucun.

En effet, 'opérateur BR de “bar recursion” ne fonctionne

gue dans les modeles issus de la sémantique dénotationnelle.

Dans ces modeles, qui ont la puissance du continu,

il n'est évidemment pas question de définir une signature.

Un tel modele a une structure d’algébre de réalisabilité (T. Ehrhard).
Dans cette algebre, on peut définir BR qui est pratiquement un A-terme.
BR réalise alors DC et CC : c’est un résultat de T. Streicher.

A l'aide de BR, on peut réaliser également la formule :

Il existe un bon ordre sur R ainsi que toutes les formules vraies d’Analyse.
Mon exemple sera le modele le plus simple du A-calcul : le modele d’Engeler
mais tous les modeéles usuels conviennent.




ldées générales (avant les définitions précises)

Il s'agit de réaliser I'axiome du choix dénombrable qui s'énonce :
VXY y=F[x, y] — =V Y r™F(n, f(n)].
On ne s'intéressera ici qu’au cas particulier ou F ne dépend que d’une variable
Vx—=F[x] — 7=Va'"F[n]
gu'on appelle DNS pour double negation shift.
Contrairement aux apparences, il concentre toute la difficulté.
On considére donc deux termes G |- Vx——F[x] et U |- vV n'"MFE[n)
et on cherche un opérateur BR tel que BRGU |- L.
Soient A I'ensemble des “termes” du modeéle d’Engeler
I l'arbre des suites finies (7;);. € A~* tq. 7; |- F[il.




L'opérateur de bar recursion

Le terme U définit une barre sur I'arbre I, c-a-d

qgu'il choisit un segment initial pour chaque branche infinie de l'arbre.

En effet, une branche est un terme ¢ t.q. ¢ |- vn'"F[n]. On a donc Ug |- L.

Or, les modeles usuels du A-calcul ont une propriété de continuité :

Il existe k tel que Uy |- _L pour tout v t.q. wi = ¢i pour i < k.

On obtient donc ainsi un sous-arbre ' bien fondé.

L'opérateur BR sert a définir une fonction, par induction sur cet arbre bien fondé.
On peut I'écrire comme un A-terme, & condition de considérer les entiers i
comme des atomes (a la facon de PCF) et non des entiers de Church.

C'est indispensable pour pouvoir appliquer la continuité.




L'opérateur de bar recursion

On définit deux A-termes y, ¥V :
Y=AkAfAzAi(if i <k then fi else z)
YGUKS = (U)(xkf)(GDAz(YGUKT) (P kfz
(k™ est le successeur de I'entier atomique k).
WGU calcule sa valeur sur une suite ykf de longueur k, a I'aide de ses valeurs
sur tous les prolongements de cette suite de longueur k + 1.
En fin de compte, on obtient le résultat sur la suite vide
d’ou la définition de BR :
BR=AgAu¥guo
On va montrer que BR | DNS.
On a, en fait, BR |- DC par essentiellement la méme preuve.

Quelques définitions et rappels sont d’abord nécessaires.




Algébre de réalisabilité

Structure analogue a une algébre combinatoire, mais plus compliquée
parce qu’'on parle non seulement de programmes

mais aussi d’environnements, qui sont des piles. On a donc trois ensembles :
A ensemble des termes, IT ensemble des piles, A x IT ensemble des processus.
Combinateurs élémentaires : B, C, |, K, W, cc et d’autres éventuellement.

Ce sont des constantes de termes. On a aussi les fonctions suivantes :
application : de A? dans A, notée (&,1) — ()1 ;

push : de AxII dans II, notée (&, ) — ot ;

continuation : de II dans A, notée 7 — kj ;

processus : de AxII dans A xII, notée (¢, ) — & * 1.

On a une relation de préordre sur A x I, appelée I'exécution et notée >.

On a aussi un segment final de A xII, noté 1 ;




Algébre de réalisabilité

On a enfin une partie QP de A : I'ensemble des quasi-preuves
qui contient les combinateurs et est clos par application.

Les axiomes pour le préordre d’exécution > :

En*xm>C*nem (push a term on the stack)

I xEem>EX T (no operation)

Kxéenem >E*m (delete)

Wx&enel >¢EXxnenen (duplicate)
ChkéeNelem>EX(aneTt (swap)

Bxéenelem>Exnlom (apply)

cCkxéem>=Exkyem (save the stack in a continuation)
kp*x&e@>Exm (a continuation restores the stack).

On peut alors définir 1x ¢ de facon a avoir la réduction faible de téte :
AxtxEem > t[E/x] *x .




Modeles de ZF

Quel intérét de compliquer ainsi la structure d'algébre combinatoire ?
En informatique :
On représente bien mieux les programmes, en tenant compte de |'environnement.
En logique :
Grace aux environnements, et a l'instruction cc, on obtient le tiers exclu ;
on se libére enfin du carcan de la logique intuitionniste.
Cela permet de réaliser les axiomes de la théorie des ensembles
et d'obtenir des modéles de ZF, si I'algébre satisfait I'axiome de cohérence :
Pour tout 6 € QP, il existe m €11 telle que 6 x T ¢ L.
Le forcing est le cas particulier ou il existe une quasi-preuve 0
qui est un ou paralléle, c'est-a-dire :
OxCenem>CEkmetOxCenemr >n*m
A éviter car, dans ce cas, la notion de programme disparait.




Réalisabilité

Pour chaque formule close F de ZF, on définit :

une valeur de fausseté || F| < IT et une valeur de vérité |F| c A.

e |F| estécrit ¢ |- F etselit: ¢ réalise F (¢ force F dans le cas du forcing).
Définition de || F|| et |F| par récurrence sur F : (e |Flo (Vme |FI)éExme I ;
|L|=ITetdoncé |- L < ¢xme I pour toute pile 7.

IVx Flx]ll =Ux IFlx]ll etdonc ¢ [FVxFlx] & Vx(¢ |-Flx]);
|IF—Gll={¢.m; ¢ |FF,me |G} etdonc:

EIFF—G =V IFF = & l-G) ;Y |-F = én |-G) = Axéx |-F —G.
La définition pour les formules atomiques x € y, x = y est plus compliquée.
Comme dans le cas particulier du forcing, on part d'un modéle de ZFC,

ou méme ZF + V=L, appelé modéle de base et on obtient
un nouveau modele de ZF : le modeéle de réalisabilité (ou de forcing).




Le modele d’Engeler

Attention, le mot modéle est employé ici dans un tout autre sens.

Les modeéles du A-calcul fournissent des exemples d’algébres de réalisabilité.
En effet, T. Ehrhard a montré qu’on peut compléter leur structure évidente
d’algebre combinatoire, en y définissant les piles, cc et les continuations.

On prend comme exemple le modéle d’Engeler ; voici sa construction.

On définit I'ensemble D des types ou formules :

0 e D (O est un symbole atomique).

Si a € D et a est une partie finie de D, alors (a — «a) € D.

On identifie O et » — 0. D™ est I'ensemble des parties finies de D.

Si « € D, son rang rg(«) est défini par récurrence :
rg(0) =0;rg(a— a) =1+supirg(a),rg(a)}.
Siae D*, son rang rg(a) est sup{rg(a; a € a}.




Le modele d’'Engeler

Chaque a € D a une forme normale a = (a1,...,a; — 0)

avec keN, ay,...,a€ D" et aj # @.

Les autres formes sont a = (ay,..., a4, @,...,0 — O).

La valeur de vérité || € {0, 1} est définie par récurrence :

0|=0;la,...,a;— O0l=1 ssi feaiu...uai)(pl=0).

Sia=(ay,...,ar— 0),B=(b1,..., b — O) on définit leur borne inférieure :
anf=(aiUby,...,a;U b — 0).

Cette opération est associative, commutative et idempotente ; O est neutre ;

elle définit une relation d'ordre: a<f < by cay,..., b c ay.

O est le plus grand élément.

Noter que, comme ne l'indique pas la notation, anf s'apparente a

la disjonction de « et f.




L'algébre de réalisabilité

A est I'ensemble des parties de D.

IT est I'ensemble des filtres de D, c-a-d. 7w < D est une pile ssi
Va,pem)anpen;VaVplaen,a<p— pen); Oem.

I1 s'identifie 8 AV : une suite de termes t,,(1n € N)

correspond au filtre {(ag,...,a; — 0) ; keN, ag < ty,...,a < 1}
AxII est {0,1} et I est {l}.

Site N,melIl alors txme I ssi tNm# @.

tem={a—a;act, a€mn},;

tu={a€eD; Jacu)(a— a) € t};

K est 'ensemble des formules : {a},» — a pour a€ D ;

S est I'ensemble des formules :

a,iay,...,at — ahiag — ay,...,a — agh,ava 1 U...uap— a
avec o, a1,...,areDeta,ay,...,ap€D".




L'algebre de réalisabilité

k; est I'ensemble des formules : ({a} — O) pour a € 7 ;
cc est 'ensemble des formules :
{a— a}— anain...nay avec a,ay,...,areD et a={{a1} —0,...,{a;} — O}
Définition des entiers atomigues. On pose :
vo= ({0} - 0) ;v =(@—v;) ;n=1{vy ;onadonc 7= K)"0.
Le successeur est K, le prédécesseur Ax x| ; I'instruction de comparaison est
cmp ={({vihivjhiah, @ —a); ae D, i, jeN,i < jiu {0} — O}
{tvib tvjh @ dat = a); e D, i, jeN,i = jU{({v;}, {0} — 0); i eN};
onadonccmpijtu=tsii<j;cmpijtu=usii=j.
QP est la cléture, par 'application, de 'ensemble {K,S,0,cmp}.
L'algébre est cohérente car te QP = |t|=1=0¢ t donc % {0} ¢ 1L,
On obtient donc un modele de ZF.
|l satisfait 'axiome du choix dépendant : on va voir que BR |- DC.




Continuité

Théoréme. Pour toute suite ¢, € A, il existe ¢ € A telle que :
e pn=<¢, pour tout neN.
e SiU® |1, il existe ke N tel que:
pour toute w € A t.q. W@ =@ et wi=i pour i<k, on ait Uy |- L.
Un terme v t.q. v @ = ¢ est dit strict.
Preuve. On pose ¢ ={({vyl — a); neN,a €yl
SiUp |FL,onaOeUdg. ll existedoncaceo tq. (a— 0)eU.
Comme a est fini, v; n"apparait dans a que pour i < k.
On a donc a c vy dés que i =i pouri<k;doncOec Uy c-a-d Uy |-L.  cqgfd
Cette propriété de continuité implique que l'algébre a la puissance du continu.
Elle n'est jamais satisfaite dans les algébres de termes.




Retour a DC et DNS

On se propose maintenant de montrer BR |- DC. L'intérét est double :
e montrer que le modéle de ZF associé a cette algebre satisfait DC.
e obtenir un programme a partir de chaque preuve dans la théorie ZF + DC.
On se contentera ici du cas particulier DNS, qui est, en fait, typique.
BR |- Vx——F[x] — ~~Vn"F[n]
Pour définir BR, on définit d’abord deux A-termes y, V¥ :
Y =AkAfAzAi((cmpik)(f)i)z
Youkf=wxk)(@Az¥Yguk®)(y)kfz ou k* est Kk
et on pose BR=AgAlu¥gul
On considére deux termes G |- Vx——F[x] et U |- v n"E[n.
Il s'agit de montrer BRGU |- L. On pose H=YGU.




Lemme. Soient ke w et ¢ € A, tels que i |- F[i] pour tout i < k.
Si Hk¢ | L, alors il existe (i ¢ |- Flk] tel que (HEM (0 k &g o L.
Soit 7, ¢ = = Az(Hk) () k¢pz. Donc Hk¢p = (U)()(kgb)(G)nk ¢ Par définition de H
Si Mk, ¢ |- FLk], alors Gy ¢ |- L. Alors (xk¢)(GIng, ¢ |- n'"Fln] :
en effet, si ¢' = (YkP)(G)ny, ¢ ona ¢'i=¢i |-Fli] pour i<k
i = (G, ¢ |- L pour i = k.
Il en résulte que (U)()(kcp)(G)nk,(P - L, autrement dit Hk¢ |- L.
On a montré : si Hko |# L, alors Nk, ¢ W~ Flk] — L. cqfd
Cette propriété de BR est vraie dans toutes les algébres de réalisabilité.




On veut montrer HO |- L. Par I'absurde, on a ¢ € A tel que HO ¢y |1~ L.
Au moyen du lemme, on définit ¢;. € A par récurrence : ¢, = )(Ec/bk(k, b
On a alors, par récurrence sur k :
brpi=piv1i=0;p, POUri<k; (g, FFIKl; Hkdy - L.
Grace au theoreme de continuité appliqué a la suite (. 4,
on définit alors ¢ € A tel que ¢k =y 4, pour tout ke N.
On a donc cpE - F[k] pour tout k €N, autrement dit ¢ |- V" F[n.
Par suite, U¢ |- L. D’apres la continuité, il existe k € N tel que :
Uy |- L pour tout v € A stricte et t.q. wi =¢; pour i < k.
Or yktuv est stricte quels que soient k, f,u, v € A puisque cmp @ k = @.
On peut donc prendre v = yk ¢ &, d'ol (U)(ykdi)é |- L pour tout & € A.
Or,ona Hk¢r=(U)(xk¢p) (G 4, etdonc Hky |- L. Contradiction. cqgfd




Un bon ordre sur R

La réalisabilité classique est une généralisation du forcing ;
I'algébre de réalisabilité joue le réle de I'ensemble ordonné de conditions.
Dans le cas du forcing, la propriété de suite descendante :
Toute suite décroissante (p;);cn de conditions est minorée
assure que tout réel est constructible, et donc que :
i) Toute formule d’Analyse, vraie dans le modele de base, est réalisée
ii) ainsi que la formule : R est bien ordonné.
La propriété de continuité est, en fait, la généralisation en réalisabilité classique
de la propriété de suite descendante.
On peut montrer (c’est moins facile que dans le cas du forcing)
gu’elle implique aussi les propriétés (i) et (ii).
On peut donc ainsi obtenir des programmes a partir de preuves dans la théorie :
ZF + DC + R est bien ordonné + toutes les formules d’Analyse conséquences de ZFL.
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