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- Résumé. Dans cet article, on définit les notions de formules et de modéles de
langages dans lesquelles les valeurs. de vérité sont prises dans R, et nom, comme .
d’habitude, dans {0,1}. Il y & beaucoup de possibilités pour définir ces notions,
possibilités qui correspondent aux divers choix pour les “connecteurs propositionnels’.
On étudie I'une d’elles ici, qui semble particulidrement intéressante. Un certain nombre
de théorémes classiques du caleul des prédicats peuvent étre démontrés, avec des
modifications convenables, pour ces langages: théoréme de Herbrand, interpolation,
définissabilité. On en donne ensuite des applications & la théorie des espaces normés
(en particulier les espaces LP); certaines d’entre elles sont énoncées dans [5].
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1. Définitions générales

On suppose connues les notions de formules et de langages du premier
ordre et de modéles d’une théorie du premier ordre. Nous utiliserons la
terminologie courante sur ce sujeb (voir par exemple [4], ou [8]).

~ On considére un langage £, avec symboles de relation et de fonction,
ne comportant pas le ‘symbole =; on supposera toujours que £ posséde
au moins un symbole de constante, et un symbole de relation & un argu-
ment distingné que l’on note N. On désigne par A (resp. Ao) VPengemble
des formules atomiques (resp. atomiques closes) de £. Les termes de £ sont
définis comme d’habitnde. .

On définit maintenant, mais pas de la fagon habituelle, les notions
de modale et de formule du langage £. -

Un modéle S de T est, par définition, constitué par: un ensemble
non vide (’ensemble de base du modéle) noté |A|; pour chaque symbole
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de fonction f de £, & k arguments, une application f: |A|* —|A6| (en
particulier, pour k£ = 0, on se donne, pour chaque symbole de constante ¢
de £, un élément ¢ de |A|), pour chaque symbole de relation B de £, & & ar-
guments, une application B: [A|*—R.

Un sous-modéle N° du moddéle A de £ est par définition nn moddle
de £ dont Pensemble de base est une partie |[N°| de |M| close pour les
fonctions f (si @y, ..., az € |N| alors f(ay, ..., ax) € |N]); de plus, la valeur
du symbole de fonction f (resp. du symbole de relation R) de £ dans N
doit 8tre la restriction de f (resp. ) & |N|*. Si N’ est un sous-modele de b,
on dira aussi que A est une extension de N

Une expression sans quantificateur de £ (en abrégé, expression de £)
est, par définition, une expression de la forme

/'LlAl(wl, esny mn)—l‘ ee +ZkAk(m1’ ceey $n)+}» ’

ol 4,, ..., Ax sont des formules atomiques de £, et 4y, ..., Ax, A € R.

Elle est dite homogéne si A = 0, close si A,, ..., Ax sont des formules
atomiques closes. Autrement dit, I’ensemble des expressions sans quanti-
ficateurs est I’espace vectoriel 8§ sur R dont une base est A u {1}; l’en-
semble des expressions homogénes est le sous-espace de base 4, I’ensemble
des expressions closes est le sous-espace de base A, v {1}.

Une formule sans quantificateur de £ est, par définition, ce que 1’on
obtient en mettant le symbole >0 aprés une expression sans quantifi-
cateurs, Hlle s’écrit donc F (2, ..., %) = 0, ot F(@,, ..., 2s) €8; elle est
dite homogéne (resp. close) si F' est homogéne (resp. close).

Si F, &8, la formule F— @G > 0 sera aussi écrite F > G on encore
G<PF.

Une formule de L est, par définition, ce que I’on obtient en mettant
un certain nombre de quantificateurs devant une formule sans quanti-
ficateurs. Elle s’écrit done

Q:%; ... Quan(F (@, ..., Ta) = 0)

ou Fe8, m< n, et chaque @; (1 < ¢ < m) est A oun V. Les variables libres
de cette formule sont #,, .., ..., 2. La formule est dite close si m = n, et
universelle si tous les @; sont V. Elle est dite homoge'rw 8i F(wl, vy Tn)
Dest.

Soit M un modéle de £; on désigne par £y le langage obtenu en
ajoutant a £ chaque élément de |M| comme symbole de constante (en
supposant, évidemment, qu’ancun élément de |M| n’est symbole de L).

A peut alors étre considéré, de fagon canonique, comme un modale
de £, . Une expression sans quantificateur (resp. formule) de £ sera
aussi appelée expression (resp. formule) de £ & paramétres dans M. L'ex-
pression close avee paramétres obtenue en substituant a, & @y, ..., G
2 @n dans F (2, ..., Xn) € 8 sera notée F(da,, ..., @p) (Gyy cuy An € [M]).
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- A chaque expression close F(a,,..r, ;) & paramétres dans le. mo-
déle A6 est alors associé un nombre réel, appelé valeur de Pexpression
considérée dans le modéle M et noté FMa,, ..., as):

On a en effet

B4y ey @) = W By(8h, oy ) oo A RY(17, ooy 1) 44

avec Ay, ... lp, AeR, B; (1 <i<p)étant un symbole de relation & k,; ar-
guments, t;, ... tk‘ étant des termes clos & parametres dans AG: ces termes
prenant respectivement les valeurs IZ 5 eees t,“ dans A6, la valeur cherchée
FHa,, ..., as) est, par définition le nombre réel AIR-I(E, ...,_t—,lq)—}—
ot A, By, ooy 8B+ A ‘

On dira que la formnle sans quantificateur F(ay, ..., as) > 0 (close
& paramétres dans AG) est satisfaite dans S, si 'on a FM(a,, vy Og) = 0.
On définit alors, de fagon évidente, la notion de satisfaction de la formule
close

Q11 .. Q@[ F (@1, ooy Ty Gpypyy oeny On) = 0]

4 paramétres dans le modeéle .. En particulier, on a ainsi défini la notion
de satisfaction d’nne formule close de £ (sans paramétre) dans le modéle AG.

Un ensemble de formules closes de £ sera aussi appelé un systéme
d’azxiomes dans le langage €. Si toutes ces formules sont universelles (resp.
homogénes) on a un systéme d’axiomes universels (resp. homogénes).

Un modéle A de £ qui satisfait toutes les formules d’un systéme
d’axiomes £ est appelé modéle de £ (ce qu’on note Gk ).

Si tout modele de £ satisfait la formule close F, on dit que F est consé-
quence de A, ce qu’on note £ F.

On appelle langage de #£, et on désigne par £(#) le langage dont les
symboles de relation et de fonetion sont ceux qui apparmssent dans les
formules de . -

Un systéme d’axiomes universels £ est dit convexe si

quelle que soit 'la formule Va, ... Vo [F (2, ..., @s) = 0] de #£, et les
variables distinctes v, ..., ¥, la formule

Vs oo VYa[F (Y15 ooy Yn) = 0]
est aussi dans £,
quelles que soient les formules

V& . VOu[F (@1 ooy @) = 0], VY oo VY[G Wy ooy Yn) = 0]

de £ (1 ey Tmy Y1y oeey Y étanﬁ des variables distinctes) et les réels
@, o >0, la formule :

- le‘... VoeuVy, ... Vyu[oF (@1, ..., Tm) + 6G(Yyy eeey Yn) = 0]

est aussi dans A4
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& étant un rensemble quelconque de formules closes universelles,
soit B’ le plus petit ensemble convexe de formules closes universelles
contenant $B. Il est clair que tout modéle de B satisfait aussi B’. L’en-
semble des conséquences universelles d’un systéme d’axiomes quelconque
est donc convexe. :

Un gystéme d’axiomes £ de £ est dit borné si:

la formule V&[N (x) = 0] est dans #,

pour chaque symbole de fonction f de £, & k¥ arguments, il existe un
réel M,> 0 tel que la formule '

Vay ... Var[ Nf(@y, ooy #x) < M1+ N+ ... 4 Nag)]

soit dans #,
pour chaque symbole de relation R de £, & k arguments, il existe
un réel Mg>= 0 tel que les formules

Vo, ... Vo[ R(xy, .,.,wk) < .MR(l—l—Nwl—l— o + Nag)]

et .
Vo, .. Ver[ —R(@yy ooy 1) < Mp(14 Nay+ ... + Nag)]

soient toutes deux dans 4.

Un modéle canonique du langage © est, par définition, un modéle A tel
que: |A| est ’ensemble des termes clos de £, et les symboles de fonctions
de £ prennent, dans A, leur valeur naturelle sur [AG|. Autrement dit, si f est
symbole de fonction & % arguments et f., ..., € [M], f(t, ..., 1) est le
tevme f(y, ..., t) € [A].

La donnée d’un modéle canonique de £ n’est donc pas autre chose
gue celle d’une application §: 4,—~R; le modéle canonique associé & une
telle application § est celni dans lequel, pour chaque symbole de relation R
4 k arguments et f,, ..., 1t € || on a B(t;, ..., tx) = S(RE, ... te).

H. Le théoréme de Herbrand

Dans ce paragraphe, on démontre un résultat analogue au théoréme
de Herbrand pour le calcul des prédicats classiques (théoréme 1). Il sera
trés utilisé dans toute la suite.

TaEOREME I1.1. Soit £ un systéme d’axiomes universels de L, convewe
et borné. 8i £ n’a pas de modéle, il existe une formule

Vo, ... Va[F (@, ..., @) = 0]
de £ et des termes clos t, ...t de L tels que F(t, ..., 1) = —1 (égalité

entre éléments de l’espace vectoriel 8).

LeMME I1.1. Soient & un sous-espace vectoriel de Pespace R des fonctions
réelles sur Pensemble X, la fonction constante 1 étant dans & C un cone con-
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vexe de & G une partie de & telle que G v {1} engendre & On suppose que,
pour tout g ¢ @, il existe un réel M, >0 tel que My+geC. 8i —1¢C, il
ewiste une forme linéaire T': 8—>R telle que T(1)=1 et T(f) =0 pour
toute f € C.

Soit {I} I’ensemble des formes linéaires U dont le domaine est un
sous-espace F de & tel que 1 e &, satisfaisant U(1) =1 et U(f) = 0 pour
tout fe F ~ C. L est non-vide puisque —1 ¢ C. On ordonne XL en posant
U < U’ si et seulement si U’ est un prolongement de U. Il est clair qu’on
peut appliquer le théoréme de Zorn & cet ensemble ordonné, et on a done
un élément maximal U, de X de domaine F,. 8i F,= &§ on a le résultat
cherché. Sinon, G ¢ &, (car 1 € F, et G u {1} engendre &) d’olL g, ¢ G,
Go ¢ Fo. Soit F; = {f+1g9y; feFo, AecR} le sous-espace de & engendré
par F, et g,. Comme g, ¢ F,, chaque élément de F, s’écrit d’une seule
facon sous la forme f+ Agy (f e Fo, A € R).

L’ensemble {Uy(f); feFo,90—feCl= A est une partie de R qui
est non vide et majorée: en effet g,+ M, ¢ C par hypothése, done — M, < A.
D’autre part, M, —g,C; done, si g,—fe<C on a —feehﬁ'o. Par
hypothése sur Uo, on a UyM, —f) =0, done Uyf) < 55 cela montre
que M, est un majorant de 4. On pose 0 = sup .4, et on définit un prolon-
gement U, de U,, de domaine ¥; en posant Uy (f+ 4g,) = Uyf)--10.
On aura la contradiction cherchée en montrant que U, est >0 sur F; ~ C
(puisqu’alors U, ¢ X et est un majorant strict de U,).

Soit heFynC, h=f+1g, (feFoyAleR) tel que Uy(h)<< 0. On
a A£0 (sinon heFynC et Uyh)<<0 ce qui contredit la définition
de U,). En remplacant h par hf|A|, on voit qu’on peut supposer que
A= 41, :

Bi Ai=1, on a Uyf+4g,) <0, soit U(—f)>0 et g,+feC ce qui
contredit la définition de 6.

Si A= —1 on a Uy(f—g,) <0, soit Uyf)< 6 et f—g, € C. D’aprés
la définition de 6, il existe f' ¢ &, telle que g,—f' e C-et Uy(f) < Uy(f') < 0.
On a f—f'= (f—go)+(9o—f') €C, done f—f'eF,~C. Par définition
de Uy, on a Uyf—f') = 0, done Uyf) = Uyf’) ce qui est une contra-
diction ec.q.f.d.

Démonstration du théoréme II.1. On applique le lemme précé-
dent en prenant pour & Pespace S, des expressions closes sans quantifi-
cateur de £, dont une base sur R est A, v {1}, et pour G I’ensemble 4,.
On peut considérer & comme un espace de fonctions (affines) sur
X=R%: s5i R et Fe8 F = MA,+...+4As+2 (44,..., Arx e 4y,
Ay ey ik, AeR), F(S) est 4,04, ...+ Axb6Ar+ 2 (valeur de 1’expression F
dans le modéle canonigue associé 3 §).

On prend pour C l’ensemble des expressions de la forme F(t,, ..., i)
ou ty, ..., fx sont des termes clos quelconques de £, expression F(w,, ..., k)
étant telle que la formule Va, ... V[ F (2, ..., @x) = 0] soit dans #A. £ étant
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un systéme d’axiomes universels convexe, il est clair que C est un cone
convexe de &.

Pour chaque terme clos ¢ de £, il existe un réel M; > 0 tel que M,—
— N () €C: on le montre par induction sur la longueur de ?. S8i ¢ est un
symbole de constante, la formule M;— N () > 0 est dans £ pour un réel
M; > 0 (puisque # est borné); donec M;— N (t) ¢ C par définitions de C.
Si ¢ = f(t1y ..y ta) (f étant un symbole de fonction de £, & » argnments),
par hypothése d’induction on a My —N(t)eC, ..., M;,— N(iy) e C pour
certains réels My, ..., My, > 0. D’autre part, on a dans # la formule

V... Vol N (s o ) < ML+ Nty + ... + Nan)]

(puisque #A est borné). Done M /(14 Nt + w.+Nit,)— Nt e C. Par addi-
tion, on a

M1 Nty ook Nta)— Nt My(Mty— Nt)+ oo+ M Mta— Nts) € €

goit M;—NteC avee M;= M1+ M+ ...-- M)

Pour chaque A e A,, il existe un réel M4 >0 tel que M4+ A C:
on a en effet A = Ri, ... t,, R étant un symbole de relation de £ & » argu-
ments et ty, ..., t, des termes clos. Or on a dans # les formules

V2, ... Vo [REy ... o < Mp(1+ Nay+ ...+ Naa)]
et :
Vi, ... Ve [—R2, ... 2 < Mp(l+4 Nay+ ...+ Naw)] .

Done M (14 Nt,+ ...+ Nty)+R(ty, ..., ta) € C et par suite
Ms+R(Hy,...,ta) eC  avec M= .MR(].—[—.M:‘-{- . +Mt') .

1l en résulte que le lemme 1 s’applique. 8i —1 ¢C, la conclusion du
théoréme est vérifiée. Sinon, d’aprés le lemme 1, il existe une forme
lindaire T: §—>R, qui est >0 sur C et telle que 7'(1) = 1. Soit § la restrie-
tion de T & A, et A le modéle canonique de £ associé & 6. Il est clair que,
pour toute F e & on a T(F)= F*, On obtient la contradiction cherchée
en montrant que AG est un modéle de # (par hypothése, # n’a pas de
modsle). Or, si V.. Var[F(2y, ..., 2x) = 0] est une forme de A, et
b, ooy b € | M0), alors By, ..., ) €C, done T(F(t, ..., &) > 0, autrement
dit PH(t, ..., ) > 0.  ecqfd.

On utilisera le plus souvent le théoréme 1 sous la forme suivante:

TaforEME IL.2. Soient #£, B deux ensembles de formules closes uni-
verselles de £, £ étant convewe et £ v B borné. 8i £ B n'a pas de modéle,
il ewiste dans £ une formule Vi, ... Vor[F (#y, ..., xx) = 0], el des termes
clos ty,...,1 de £ tels que Bt F(ty, ..., %) < —1.
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Soit B’ le plus petit ensemble convexe de formules closes universelles
de £ contenant B, et soit A’ I’ensemble des formules

(i) YV, ... VEu Vo .. VYLF (@1, ey @)+ G (Y1, ey 1) = 0]

lorsque la formule V.. VailF (2, ..., %) = 0] décrit £, et la formule
Y4y ... VYL G (Y1, .., Y1) = 0] déoerit B'. I1 est clair que A’ est un ensemble
convexe, borné, qui n’a pas de modéle (il contient &< 3). D’aprés le
théoréme 1, il existe donc une formule de #’, soit (i), et des termes clos
bry eeey Uy Uyy ooy Uy de £ tels que F (6, ...y b))+ Gty -0y Ur) = —1. Comme
tout modele de B satisfait B’, et que B’ F G(uy, ..., ws) = 0, on voit que
tout modele de $ satisfait F (i, ..., ) < —1. ec.q.l.d.

TahorimME I1.3 (compacité). Soit £ un ensemble borné de formules
closes universelles dont tout sous-ensemble fini & un modéle. Alors £ a un
modeéle. .

Soit A* I’ensemble des conséquences universelles des parties finies
de #. Alors A* est convexe et contient £, donc est borné. Si A n’a pas
de modéle, A* n’en a pas non plus. Il existe donc (th. 1.) une formule
Va, ...V F (2, ..., xx) = 0] de A* et des termes clos ty, ..., % de £ tels
que F(t,, ..., %) = —1. La formule F(,, ..., &) = 0 est conséquence d’une
partie finie de 4 (par définition de A*) qui ne peut done avoir de modele.
c.q.f.d.

III. Le théoréme d’interpolation

Dans cette partie, on montre 1’analogue du théoréme d’interpolation
de Craig et du théoréme de définissabilité de Beth pour les langages
3 valeurs réelles. Ces résultats ne seront pas utilisés dans la suite.

Etant donné un modéle A6 de £, on désigne par M’ le modéle cano-
nique qui donne la méme valenr réelle & chaque expression atomique
close de £ (c’est-a-dire & chaque élément de A,). Il en résulte que chaque
expression close sans guantificatenr de £ a la méme valeur réelle dans
M et M. Par suite chaque formule universelle qui est vraie dans M est

aussi vraie dans M. M’ sera appelé le modeéle canonique associé & Jb.

LEMME IT1.1. Soient £ un systéme & axiomes universels de £, F(2y, ..., Tk)
une expression sams quantificateur de C(#), b, ..., 1, des termes distinets,
clos de £, commengant par un symbole de fonction qui n'est pas dans L(#).
Si A+ F(ty, ..., 1) = 0, alors £+ Va, ... Vor[F (@4, ..., Tx) = 0]. '

On ajoute au langage £ de nouveaux symboles de constantes ¢,, ..., ¢k,
et on a & démontrer que 4 F F (-, ..., ¢x) = 0. Soit ¢ 1"un des termes de,
longuenr maximum parmi ¢,%,,..,%. En raisonnant par récurrence
sur k, on voit qu’il suffit de montrer que A F(ey, 1y, ..., tx) = 0. Sup-
posons alors qu’il existe un modéle A de £ et de la formule F (¢, tay .cry 1)
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< —¢, ¢ étant un réel >0. Le modéle canonique M’ associé & M satisfait
aussi ces formules.

On a t; = f(u;, ..., Um), ol f est un symbole de fonction & m arguments
qui n’est pas dans L£(£), #;, ..., ¥m des termes clos de £. On définit un
modeéle M’ de la fagon suivante: il a méme ensemble de base et méme
interprétation pour les symboles de relation que .’. Son interprétation
pour les symboles de fonetion est aussi la méme que celle de A" sauf
pour f dont on change la valeur pour le seul n-uplet (u,, ..., um): dans &',
on pose f(tyy ..., Um) = ¢, (alors que dans M', on a f(uy, ..., Um)
= f(Usy <oy Um))-

Les valeurs des termes %,,..., % sont inchangées: car t,, ..., f ont
une longneur an plus égale a celle de #,, done #, n’est pas un sous-terme
de t,, ..., tx. Par coutre ¢, prend la valeur ¢, dans M. Il en résulte que AL
satisfait la formule F(t,1,, ..., ) < —e. D’autre part A’ satisfait %,
puisque f n’est pas dans le langage de #. Cela contredit le fait que -
AFF(ty,y ..., k) = 0. c.q.fd. ‘

Lemue ITL.2. Soient £, B deux systémes d’aziomes unweisels tels que
A B soit borné et n'ait pas de modéle. Il existe alors une expression sans
quantificateur F(@yy oy Ty Y1y ooy Yn) de L(A) ~ L(B), et ded termes clos
&1y veey En (commengant par un symbole de L(A)— £(B)) My «.ey m (cOMmen-
cant por un symbole de L£(B)— L(A)) du langage L(£) < L(B) tels que:

Kb B (nyy oy Mmy &y oeey En) =0
35[‘1”(771,...,17"1,51,. ,5n)< 1

D’aprés le théoréme II.2., il existe une expression Gz, ..., 2x) 8ans
quantificateur de £(+) et des termes elos {;, ..., {x de £(A) v £(B) tels que

AF V2 . Va[G(2, ..., 2) = 0],
BEG(Lyy ey lr) < —

On remarque d’abord que tous les symboles de relation qui apf)arais-
gsent dans & sont dans L£(A) ~ £(B): ils sont tous dans £(£) d’aprés la
définition de G(z, ..., 2x). D’autre part, on peut écrire:

G(Ly ooy Cp) = M Bylwy,y ooy wy) + .. + A5 By(wl, ..oy wh,) -+ 4

(Aay ooy Apy A € R, et les w] sont des termes clos de £(#£) v £(B)). Supposons
que R,, par exemple, ne soit pas dans £(B) (et que 1, = 0).

On considére un modéle A quelconque de B (8'il n’en existe pas,
le résultat 4 démontrer est trivial). Alors J6E G(ly, ..., {x) < —1 quelle
que soit la valeur donnée au symbole de relation R,: on a une contra-
diction en donnant & R, une valeur constante suffisamment grande en
valeur absolue et du signe de 2.



Langages & valeurs réelles et applications 221

On a done &t G(&yy ey Cx) =05 BFG(Ly.ory Lx) < —1, b on peut
dcrire  G(Cyy vy L) = H(vyy ooy v) oU H(w, .., x,) est DIexpression
MR(@, oy B ) e A Rl oy a )+ 4y écrite dans L£(£) ~L£(B), et
D1y ..., ¥, des termes clos (& savoir Wiy ey wh)) de L(A) v L(B). ‘

Or chaque terme clos v de &(#) v £(%B) peut s’écrire sous la forme
D= 0(Tyy ove T1); OU (@1, ..., @) €St un terme de £(£) N L(B) et 7y, ...y 7
des termes clos de £(4)u £($) commengant soit par un symbole de
£(H)— £(A), soit par un symbole de £(#£)— L(B) (cette propriété se de-
montre immédiatement par induction sur la longuenr du terme v). On
écrit done ainsi:

V= 0'1(7717 ---177%1)1 ey Uy = O'q(""?’ ey T(llq) ’

d’ol
G(Lyy ey Cp) = H[oy(t1) +-) "7%1)7 ey oy, ---7'5(114)] .
On pose |
B2y ey 2y ey y s 2f) = H0y(2],) coey 2L)y ooey 04#%5 ooy 201

v F est écrite dans le langage £(#) ~ £($). Il suffit alors d’appeler

Ty, ., Tm les variables 2] telles que 7} commence par un symbole de £(B)—
—£(#) et 7y, ..., 7m les 7] correspondants; ¥;, ..., ¥a les variables 2} telles
que 7} commence par un symbole de £(#)— £(B), et &, ..., &, les of corre-
spondants. L’expression F (@, ..., Tm, Y1, -y Yn) ot les termes &, ..., &,
%y -y §m ONG bien les propriété voulues. c.q.f.d.

LemmEe ITL3. Soient £, B deuw sysiémes d'awiomes universels tels
que £ U B s0it borné et n’ait pas de modéle. Il existe alors une enpression
sans quantificateur F(Zy, ..., Tmy Yy ooy Yn) du langage L£(#£) 0 £(B), des
1ermes ,(@y, voey Tm)y veey @y y ooy ¥m) de L(A) (commengant par un symbole
de L(#)—(L(B)), des termes wy(Yiy ors Yn)s ooy Um(Yy ovy Yn) de £(B) (com-
mengant par un symbole de L(B)—(L(#)) et des termes clos &, ..., &n,y
Ny ooy N de L(£) © L(B) tels que

E =M1y vy Nim) 5 woey En = ta(T1y ey W)

7= Uy(Ery eery En) 5 oey Nim = Um(Ery ooy &n)
&bV, . VOu[F (@1 cory By 0 Bry covy Tm)y oory tu(@yy ooy Tm)) = 0] ,
BFVy, ...Vyn[F(ul(yl-, vees Un)y eves Um(Yps ooy Yn)s Y1y ooy Yn) < —1] .

On considére les termes &, ..., &n, %1y oy m, ©b Dexpression
F(®yy ooy Xmy Yy ---y Yn) Obtenus au moyen du lemme II1.2. On appelle
E1y oy & (TESD. 7y, ...,7m,) tous les sous-termes des termes &y ey &y
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1) oy fm QUi commencent par un symbole de £(#)— £(B) (resp. £(B)—
—£(#)). On a done 7 = m, s > n; on peut évidemment écrire

F(®yy eees Tmy Yrg ooy Yu) = F (@), ooy @, 4y, s Ys) s

Pexpression du deuxiéme membre ne faisant simplement pas apparaitre
les variables @, 1, cvey Tpy Yppqy ooes Ys-

On remarque alors que, si & est un terme clos de £(4) v £($), commen-
cant par un symbole de £(£)—L(B), on a & = t(ay, ..., 01), OU E(amy, ..., #1)
est un terme de £(#), oy, ..., 01 étant des termes clos de £(#£) v £(B)
(sous-termes de &) comndengant par un symbole de £(B)— £(4). De méme,
si 7 est un terme clos de £(4) v £(%B), commengant par un symbole de
L(B)—L(A), on a 5= u(ry,..,71), ol u(®,...,2;) est un terme de
£(B), 71, ..., T2 des termes clos de L£(4) v £(B) commencant par un symbole
de £(#4)—L(B) (la démonstration de cette propriété est immédiate par
induction sur la longuenr des termes 5, 7).

On pent donc écrire

E1=8(N1y vey Nr)y wery &= 1M1y ees M)
771 = ‘u/,(E], .'--, 58)' eery 7]1- == ur(gl, seey Es)

8(®yy oy Br), Us(Yy, v, Y,) Stant des termes écrits respectivement dans
L(£), £(B).
D’aprés le lemme III.2. on a

A FF Ny iy ry &y 0y &) =0,
\% }'F(ﬂ17 veey Nry 51, eeey 58) < —1

801t A F F(1yy ey Ny t(Muy coey M)y woes LMy ony 7)) = 0
Comme 7,, ..., 7, commencent par un symbole qui n’est pas dans

£(+), on peut appliquer le lemme IIT.1., d’ol1
A+ Va, .. VorF (e, ooy @ry 8@y cny Br)y ooy BBy oony Tp)) > 0
On a de méme
BEF(Ug(Ery ey Eg)y vvey UrlEry eny Eg)y Erg veny &)< —1
done, d’aprés le lemme ITI.1.

BEVy, ... VySE(ul.(yl’ ey Ys)y ooy Ur(Yry ooy Ys)y Yiy ooy ys) <-1.

e.q.f.d.
TrrorEME ITI.1 (théoréme d’interpolation). Soient £, B deux systémes
@ axiomes universels tels que £ v B soit borné et n’ait pas de modéle.
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11 ewiste alors un expression sans quantificateur F (@yy oo, Tny Yy ooy Yn)
de £(#) ~ L(B), des termes t,(a1), <es (@1, weny B1)y ooy tnl@yy oo, @) de L(A),
des termes Uy, Un(Yy)s eoes WilYiy ooy Yim1)y ooy UnlY1y ooy Y1) Ge L(B) (uy est
un symbole de constante) tels que: '

A F Vg oo Vo [Py ey By 8a(@1) 5 ooy L@y vey D)y e ,
vty wey @0)) = 0],

Bt VYo VYL (15 Us¥1) 5 oovs Wil ooy Yima) s o
vy Un(Yyy ooy Yne1) s Y15 +ees yn) < “1] .

On applique le lemme III.3 et on range les termes clos &;y .ooy ny
My .oy Im PAT ordre de longueur décroissante. On suppose que cela donne
Eny Ny Ene1s Mty -3 €1y T (¢’est toujours possible, en ajoutant, au besoin,
de nouveaux termes &, 7:). On a done supposé aussi m = n. L’expres-
sion F s'écrit done F(&y, .., Tny Yy -y Yn). D’aprés le lemme I11.3, on
a s = (&1, ., En); COMINE 7 n'est pas plus long que &y Egpqy eees Sny
on voit que le terme ui(¥,...,Yn) ne peut contenir les variables i,
Yir1s v s Yo €b gécrit done Wilyy oy Y4—1). De méme, on & & = 11y ees )3
comme £ n’est pas plus long que 7gyy, «..) Mny le terme (%, ..., Tn) D&
peut contenir les variables .y, ..., %s et g'écrit done ty{(®y, ..., ®). Le
résultat est alors immédiat d’aprés le lemme ITL3. c.q.f.d.

TaEoREME IIL2. Soient A, $ deuw systémes d'awiomes universels,
AL B dlant borné. Pour que A v B ait un modéle, faut et il suffit que,
pour toute expression sans quantificateur F(@yy ..y Tny Yry ooy yn) de L(£) N
A £(B), 8l existe des termes (1), vy B @yy eney Bi) 5 oeey Bal D1y oens ) de £(4)
tels que a

A V@ oo VE[F (@) ey Tny 5(&1) 5 eons 8@y oo Be); eory ta(@yy ey @) = O]
alors il existe un modéle de B qui satisfait la formule
Vo, 89y .. VO TYnLF (@15 ooy Tny Y1y »ey Yu) = 0] .

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si 4w B n’a
pas de modéle, d’aprés le théoréme III.1, on voit qu’il existe une ex-
pression sans quantificatenr F(2y, ...; Tny Y15 ooy Yn) de L£(£) ~ £(B) et des
termes 1,(%y), coy ta(@yy oory @n) de L(A), Uy, ..oy UnlYyy ey Yn—y) de L£(B),
tels que

A I" Vw] cen an[.F‘w], ceey wn, tl\wl)’ aery tﬁ(wl, “sey w»n)) > 0]
et : -
BE VY, .. Voa|Flthy Ualt)s ooy UnlWss woe Ynoa) Y15 o0 Yn) < —1] -

I1 en résulte que

BEH2, VY ... B VY[ F (@, Bay ooy Tny Yug ooy Yn) < —1]
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et donc aueun modéle de $ ne satisfait la formule Vi, Hy, ... Vi, Hy,
[F (215 oey Tny Y15 ooy Yn) = 0] c.q.id. :

THEOREME IIL.3 (de définissabilité). Soit A un ensemble borné de
formules closes, universeiles et homogénes de L, comportant le symbole de
fonction f & & arguments, et définissant implicitement ce symbole (c’est-d-dire
i M est un modéle de L— {f}, il y a au plus une fagon de définir la valeur f
de f dans G, f: |AG¥— | M|, de fagon & satisfaire #£). Alors, pour toute ex-
pression sans quantificateur homogéne E(2y, ..., 2p), comportant le symbole f
et définie positive (c'est-a-dire:

AF V2 ... V2p[E{(2y, ..., %p) = 0]),
et pour tout & >0, il ewiste une expression sams quantificateur homogéne
F(@yy evey By Yiy eoes Yny 21y +oey 2p) M€ cOmportant pas le symbole f telle que,
dans tout modéle de #, on ail:

0< E(zl, wey 2p)—INESUD ... INESUPF (@1y cuey Xny Y1y voey Yns B1g ooe s p)
*n N Tn Yn

e(N(zl)—}- et N(25)) .
Montrons d’abord le

LeMME IT1.4. Soient £ un systéme d’awiomes homogénes wniversels, et
G (24, ..., Xn) une expression homogéne sans quantificateur. Si

A F VX oo. Vo[G0, oy @n) = 4],
alors 2<<0 et on a
AV, ... Voo [G(zy,y ...y 20) = 0].

Etant donnés un modéle A de £ et un réel ¢ > 0, on désigne par o6
le moddle qui a méme ensemble de base et méme interprétation poar
les symboles de fonction que A, et dans lequel Uinterprétation de chaque
symbole de relation R est oR (B étant linterprétation de E dans Ab).
Comme 4 est homogéue, il est clair que, si M satisfait £, alors oAb satisfait
aussi A. ]

En prenant ¢ = 0 on obtient un modéle daus leqael tous les symboles
de relation ont la valeur constante 0; dans ce modéle G prend la valeur 0,
ce qui montre que 1< 0.

Soient 4G un modeéle de £ et ay, ..., ay € |AC| tels que Gy, .y an) <0
§’il en existe. On choisit ¢ > 0 assez grand pour que oG ay, ..., @) < 2—1.

Alors le modéle o, satisfait la formule G(ay, ..., as) < A—1, ce qui
contredit ’hypothése, puisque pJb E A,  c.q.f.d.

Le systéme d’axiomes 4 étant borrfé, il existe un réel .M > 0 tel que
AF V2 oo V2o B (2yy erey 2p) < M(14- N2, +...4 Nzp)] (voir la démonstra-
tion du théoréme II.1). D’aprés le lemme précédent, on a done

ALV ... Vep[B (21, vy 2p) < M(N2y+...+N2zp)] .



Langages & valeurs réelles et applications 225

Par ailleurs, puisque # V2, ... V2[H (2, ...y 2p) = 0], on peut sup-

poser que :
AF V2 .. Ve B (2, ..y 2p) = Nyt v N2pl

(en remplacant B (2, ..., 2p) par (2, ey 2) -+ N2+ oo N2p).

Soit £’ le langage obtenu en changeant le symbole f dans £ en un
nouveau symbole de fonction f’ & k arguments qui n’est pas dans £.

Par cette substitution £ devient £, E (2, ..., 2p) devient B2y ooy Zp)s
On ajoute aux langages £, £’ p nouveaux symboles de constante ¢;, ..., Cp.

Par hypothése lensemble des formules: &, B(¢y, ..., €p) =146, £,
E'(cyy ..oy 6p) < 1 1’a Das de modéle. Or cet ensemble est borné: car s, A’

le sont et

A, B¢y .yCp) <1F N(e)+ ...+ N(ep) <1,
et donc ’

A B 6y ey o)) <1TEN(e) <1 (A1<i<p).

D’aprés le théoréme ITL1 il existe une expression homogene sans
quantificateur F (@, ..o @ny Y1g oooe Yny 215 veey #zp) du langage £ ~ L' (c’est-
3-dire duo langage £— {f}) et.un réel r tels que

Ay B(Cyy ey 6p) > 1+6
F Vo By, oo VEu TYlF (%15 ooy Tny Yo eeg Yny O1y ooy ¢p) = r+1},
£y B(CyynyCp) <1
F Hw, Vo oo Ton VYn[F (@1 ey By Y1y ooy Yns Oy vy Cp) < T

Or, si M est un modéle de A, oMb est aussi un modéle de £, pour
tout réel o = 0. On en déduit:

£, 0B (cyy ey Cp) = 1+¢
F V&, 8y ... VonHyaloF (@15 ooy @ny Y15 oes Yny Oy oo ¢p) = r+11,
£, 0B(#y,y ...y ®p) <1 '
FEL, VYy oo X VY[ 0F (®1y ooy By Y1y ooy Yny Gy ooey cp) < rl].
On pose ‘

D(Cyy .oy Op) = INESUD ... INESUPF (@1, ooy Tns Yay ooes Yns Cas5 oo Cp) .
o N Tn Un

®(6y, ..., 6p) DPrend une valeur réelle ou A oo dans chaque modéle de
L U {61, ..., cp}. D’aprés ce qui précéde, on a:

oD (61, «..y Cp) = r+1 dans tout moddle de #, pE(Cy, ..., 6p) =1
eD(Cyy ceyCp) < T dans tout modéle de #£, pE (61, ..., ¢p) <1.
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Pour ¢ = 0, on en déduit » > 0. On voit de plus que, dans tout modsle
de £ on a
r+1
TE(G], ey cp) = @'(017 veey Op) = I—_-E(cl, ceey Gp) .
+¢&
Si r=0, on en déduit E(ey, ..., ¢p) = D(6y, ..., ¢p) = 0 dans tout
modéle de 4. Si r >0, on a

1 ; 1
E(e, ..., 0p) = ;@(017 ey Op) = i—-I——_SE(Ol, vey Cp)
Donce
1 g ~
0< E(CJ; vy Op)—-;¢(01, see Op) < —E(cla "o cp)

14-¢
dans tout modele de #. Comme
AF E(Cyy e, 0p) < M(Ney+ ...+ Ney) ,

on voit que, dans tout modele de #, on a

1 .
0< E(eyy .eey cp)m;di(cl, ceey Cp) << sM(N01+...+Nop)

. .1
ce qui montre que 1’expression ;F (@19 coey Ty Y1y cony Yny 21y «ory Zp) Templit

les conditions de l’énoncé du théoréme. c.q.d.f.

IV. Modéles standards

Formules universelles généralisées. Soit ¢ une partie convexe fermée
de R"; on sait que C est l’intersection d’une famille de demi-espaces
fermés, autrement dit, qu’il existe n41 familles de réels: (Af),.7y ...y

(M)iexs (A%)4er telles que
C = {(£1; veoy &n) € RP3A3E + ..+ 288, 2F > 0 pour tout eI},

Congidérons un langage £, et A, (@, ccoy Bm)y cory An(®yy oeey @) des
‘expressions sans quantificateur de £. L’ensemble 4 de formules universelles

closes
V.. Vo [MA (@), ooy )+ oo A0y ey ) +25=0] (G e)
sera écrit en abrégé

le XYY meG[A.l(wl’ seey wm), sery An(ml, sse g wm)]
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et sera appelé alors une formule universelle (close) généralisée. Un mo-
ddle M d’une telle formule est, par définition, un modéle de #; cela revient
3 dire que, quels que soient aj, ..., dm € |A6], le n-uplet de réels:

[A(ayy ooy Om)y oy AMay, .o, am)]  est daus le convexe C.

Soit @ une fonction concave de R~ dans R,: autrement dit @ est
continue et

Q(%(§1+ M)y ooy $(Enrt "In—1)) = 3P(&y ey 51;—1)’1'%@(771’ eeey Np—1)

quels que soient &1y ...; &uo1y My ooy a1 eR, (R, est ’ensemble des
réels = 0). On définit un convexe ¢ de R™ par la condition: & >0 et ...
et &,_,=0 et |&| < P&, .0y g,_,). Dans ce cas la formule universelle
généralisée Vua, ... V@m C[AL( @y, oy Bm)y ooy Anl@ry ooey @m)] sera écrite

Vi, .. VO A(@1) ey @) =0 A e A A, (@1 ey Bm) =0 A
A 1A @yy ooy Bp)l < P(Ay( @1y ooy Tm) s o0 Ay y(@1y wory Zm))]

ou méme, en abrégé:
V&, oo V|| An(@yy ooy Tl < B A1y ey B)y oovs Apma(@1 oes om))| -

D'autres abréviations du méme genre, évidentes par elles-mémes,
geront utilisées éventuellement; par exemple V.. Vom[Ay(®1, ey Tm)
= Ay(@, ..., ¥m)] est une formule universelle généralisée qui représente
I’ensemble des deux formules

V&, oo VOR[ A3 (21, ooy Tm) < Ag(yy ooy Tm)] »
V&, ... V[ Ag(@1y ooy Tm) < Ay(@15 ooy Zm)] -

Systémes d’axiomes réguliers. Dans toute la suite on suppose gue le
langage £ a un symbole de constante distingué, noté 0, et un symbole
de relation & deux arguments distingué noté D. N(x) est maintenant,
par définition, Pexpression D(0, #). Un systéme d’axiomes universels £
de £ est dit régulier 8’il est borué, s’il contient les formules suivantes:

1) VaVy(D(z,y)>0), Va(D(z, ) =0, VoVy[D(z,y) = D(y, 2]

et si tout modéle A de £ a la propriété suivante: quels que soient a,, ..., @k,
by, .ory bt € |MO] le- symbole de relation R & k arguments de £, le symbole
de fonction f & k arguments de £, si

;M) '= 'D(al’ b]_) - D(a2, bz) T= e — D(ak, bk) == O 9
alors

o b R (G ey a3) = Blbyy ey Br) Sob D{F(agy orer @), F(Bry ey BB) = 0.
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LemumE IV.1. Soient A un sysiéme @’amiomes universels régulier de €,
U@y veey Tn) un terme de L, F (@, ..., Tn) une expression sans quantificateur
de €. 8i MoEA el 8¢ a7y .y Quy by, oooy by € | M| sONE tels que D(ay, b)) = ...
wee==D(tn, by) = 0, alors on a dans M: '

.D(t(a], ...,an),t(b]_, ...’bn))= O Gt F(a]_, ...,aﬂn)=F(b],n.’bn).

On montre la premiére propriété par induction sur la lonéueur de i:
on écrit t = f(uy, ..., ux). Par hypothése d’induction, on a

D(us(ayy ey @n)y ilbiy oy ba)) =0 (A<i<Ek).
Comme A est régulier, on a done ]
D[f(r(@ry covy @n)y ooy Ur(@yy ovy @n))y f(t3(byy oevy Ba)y very Uty oevy ba))] = 0

80it D[t(@yy coey @n)s E{byy ceey by)] == 0.
Lorsque F(wy, ..., ®,) est atomique, c’est-a-dire s’éerit R(?,, ..., {x) on a

D(tay, ooy @)y tilby,y ooy o)) =0  (1<i<E)
d’aprés ce qu’on vient de montrer. Donc
Bty ey @n) s ooy ti(@ay ooy @) = R(ty(Dy, ooy B, vy Ta(byy ooy Bn))

puisque A est régulier.

Le résultat général est alors immédiat, puisque F (2, ..., n) §’écrit
D .
D AR, ., )+ cqtd.
i=1

THEOREME IV.1. Soient £ un systéme d’axiomes universel régulier de €,
gy oooy @n) um terme de L, F (2, ..., ¥s) une expression sans quantificateur
de £, K, ¢ deux réels >0. Alors il existe un réel 5 > 0 tel que, pour tout
modeéle M de A el @y, .., @ny byy ey by € | M| Tels que

N(ay), -°°7N(an)‘7N(b1)7 ws N(n) < K €6 D(ayyby)yeeey D(an, ba) <79
on ail dans M:
D(t(a,l», vy On)y T(Dyy vuey b,,))< e e [F(G, .y @n)—F(by, .., bu)|<e.

- On raisonne par I’absurde. On ajoute au langage £ les nouveaux
symboles de constante ¢, ..., ¢n,dy,...,dn 6t on considére le systéme
d’axiomes universel borné: '

. &, N(e) <K, .., N <E, N@)<ZEK, .. Nd)<ZK,

1 .
D(eyy @y) < =y ooy Dlen, dn) <5 ’ D(t((’l’ very Cn)y Hdyy ory dn)) =6

1
»
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(p déecrivant l’ensemble des entiers >1). Daprés le lemme IV.1 cet
ensemble n’a pas de modéle. Or, par hypothése, tout sous-ensemble fini
en a un, ce qui contredit le théoréme IL.3. On fait la méme démonstration
pour la deuxiéme partie du theoréme, en remplacant la formule
D(t(ers vovy €n), (s oo dn)) > & par

|B(Cyy ory On)—F(dyy ooy dn)l = 6. cqfid

EXEMPLE DE SYSTEME D’AXIOMES REGULIERS. Pour que A s0ib
régulier il suffit qu’il soit borné et contienne les formules suivantes:

Les formules (1).

Pour chaque symbole de relation B & n arguments, la formule géné-
ralisée:

V& .. V2 VYy oo VY[R (@15 oy Bn)— B (Y1, oovs Yn)]
< OR(D&y Y1y ooy DInYny N@yy ooy Nty NY1y ooy NYa)] ‘

olt Or: R~ R, est une fonction concave telle que @(0, ..., 0, 715 oees Ny
L1y ey n) = O quels que soient 7, ..., 7y L1y ooy lneR,.

Pour chaque symbole de fonetion f & » arguments, la formule géné-
ralisée:

Yo, .. Voo VYy oo VY[ D (fBy o Tny Y1 oo Yn)
< O)(D8,Yy1y ey D¥nYny N@1y ooy Natn, Nyyy ooy Nyn)l

otL &;; R"—>R, a les mémes propriétés.

Soit 46 un modéle de £; une suite (a,),en d’éléments de |A6| est dite
bornée si on a N(as) < K pour tout n (K réel > 0). On dit qu’elle con-
verge vers a ¢ | M| si D(as, ¢)—>0 quand n—>occ. On dit que c’est une suite
de Cauchy si elle est bornée et si, pour tout ¢ >0, il existe p ¢ N tel que
D(am, an) < ¢ quels que soient m,n > p. Le modéle AG est dit complet
gi toute suite de Cauchy d’éléments de M converge. .

Un modéle 6 de £ est dit standard §’il a les propriétés suivantes:

il satisfait les formules (1):

VaVy(D(z,9)>0); Va(D@,2)=0); ValD(@,y)=D(y,2)],

il est complet,

§i a,belM| et D(a,b)=0 alors a=b.

THBoREME IV.2. Soit £ un systéme d’awiomes wuniversel régqulier.
A chaque modéle M de £ est canoniquement associé un modele M' standard
qui satisfait les mémes formules universelles closes de £ que .

On définit sur |A| une relation Dbinaire ~ en posant a~ b
<«D(a,b) = 0. Comme A contient les formales (1) cette relation est



230 J.L. Krivine

reflexive et symétrique. D’autre part, comme £ est régulier, si a,, a,, b, b,
€ |M6] sont tels que D(ay, b)) = D(ay, b)) = 0, alors D(a,, ay) = D (b, by).
Done, avec a; = @, a4y = ¢, by = b, = b, on voit que a~b et b~c=a~ec.

~ est done uue relation d’équivalence; si R est un symbole de re-
lation de £ & » arguments, f un symbole de fonction de £ & n arguments,
alors les fonctions B: |M[*—R, f: |40|"—> | M| sont compatibles avec cette
relation d’équivaleuce (par définition du fait que A est régulier). On peut
done définir le modéle M*, quotient de . par cette relation d’équivalence.
M* a évidemment les propriétés suivantes:

si u,veM™ et D(u,v) =0 dans M, alors u = v,

M* satisfait les mémes formules universelles closes de £ que A,

si M est complet, M* Dest aussi.

11 ne reste done plus qu’a construire un modéle A6, de £, complet et
satisfaisant les mémes formules universelles closes de £ que . Le modéle
M = M} aura alors les propriétés voulues.

On prend pour |A;| Vensemble des suites de Cauchy d’éléments de M.
Si f est un symbole de fonction de £ & & arguments, et 8y, ..., 8k € | My,
f(81y ..., Sg) est la suite s définie par s(n) = f(sl(n), . ,sk(n))

Cette suite est bien de Cauchy: eu effet, il existe un réel K >0 tel
que N(si(n)) < K dans A (pour 1<4¢<k, neN) puisque toute suite
de Cauchy est bornée par définition. D’aprés le théoréme IV.1, il existe
y >0 tel que

D(f(sl(m» ooy S6(m)), f(81(n)5 oy sE(M)) < & dbs que D(s(m), si(n)) <7

(1 < i < k). Or cela est réalisé si m, n > p pour un certain entier p, puisque
chacune des s; est une suite de Cauchy. D’autre part la suite s(n) est
bornée dans AG, puisque £ est borné, donc contient la formule

Vo, ... Vou[ N (fa, ... w2) < M (14 Nay+ ... +Nax)],
on a done (
Ns(n) = Nf(si(n), ..., sx(n)) < M1+ Ns;(n) 4 ... +Nsg(n)) < M1 +KK).
Si R est un symbole de relation de £ & k arguments, on définit
R(8y .uy sp) ot = limR(sl('n), vy sk(n))"“’: cette limite existe car la suite

n—>c0
R(3y(n), ..., se(n))® est une suite de Cauchy de réels (méme démonstra-
tion). Pour chaque expression F(z,,..,2x) de L, sans quantificateur,
on . a done

F(Sy, vy s6)%1 = UmF(s(n), ..., su(n)*.

N—>0
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Done si Vo ... Vau[F (2, ..., #x) = 0] est une formule universelle close
vraie dans G elle est aussi vraie dans ;. En particulier A, satisfait .

Par ailleurs on a un isomorphisme de A6 dans A6, (& chaque a € |G,
associer la suite constante égale &4 a) et on peut donec considérer que
Mo C M. :

Donc toute formule universelle vraie dans 6, est vraie dans .

Chaque point s de || est limite d’une suite d’éléments de [AU|
& savoir la suite (s(n)),.y: en effet D(s(n),s)= lim D(s(n), s(m)) < e

m—roo

pour n assez grand puisque la suite s est de Cauchy.
Soit alors s, une suite de Cauchy d’éléments de |[AM,|. On a douc
N (ss) < K pour tout n, ou encore lim N (sx(m)) < K.

m—>o0

D’autre part s,(m) converge vers s, dans A, . Par suite on peut choisir
un entier my, tel que N (su(ma)) < 2K, D(sn(mn), $a) < 1/n.

On pose a, = sa(ms). Comme M F £ et que £ est cégulier, il existe
n >0 tel que D(an, sn) <1, D(ap, sp) < n=>|D(a, ap)— D(sa, $p)| < Fe.

Done, si n,p=1m, on a |D(an, ap)—D(sn, $p)| < }e. Or il existe
un entier ¢ tel que n,p = g=D(sa, $p) < %e. Done si n,p =g, 1/n on
a D(ay, ap) < ¢, ce qui montre que (a,), v st une saite de Cauchy dans M.
Par définition de A, elle converge donc vers se [ M,|. Mais D(an, $n)
< 1/n, donc D(an,ss) <7 pour n assez grand; D(an,s) est aussi <7
pour n assez grand puisque d, tend vers s, et donc D(s, s,) < ¢ pour »
assez grand. Cela montre que s, tend vers s et donc que A, est complet.
c.q.f.d.

TrtoREME IV.3. Soient £, % deuw systémes d’axiomes universels,
A btant convexe et £ o B régulier. Si £ B n'a pas de modeéle standard,
il existe une formule Vo, ... Vo [F (0, ..., 2s) > 0] de £ et des termes clos
tiy sty de £ tels que BEF (L, ..., 1) < —1.

En effet, d’aprés le théoréme IV.2, £u B n’a pas de modéle du
tout, et il suffit d’appliquer le théoréme II.2. '

TakoREME IV.4 (définissabilité). Soit £ un systéme d’awiomes wuni-
versels de £, régulier, homogéne, comportant le symbole de fonction f & k argu-
ments, et définissant implicitement ce symbole dans tous les modéles standards
(Cest-a-dire: si M est un modéle standard de £— {f}, il y a aw plus une fagon
de définir la valewr f de f dans M, fi |Mo|*—|AM0], de fagon & satisfaire £).
Alors, pour toute ewpression sans quantificatewr homogene F (2, ..., 2p),
comportant le symbole f et définie positive (c’est-a-dire:

- A V2 ... Ve E (2, ..., 2p) = 0])

et pour tout & >0, il ewiste une expression sans quantificateur homogéne
F(@yy ies By Yiy ovy Yy 21y -oey @p) NE COMpOrtant pas le symbole f telle que,
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dans tout modéle de £, on ait:

0 < B2, ceny 2p)—Infsup...InfSUPF (21, cooy T Y1y ey Yny B1y oeey £p)
0N n Yn
E(Nzl+ °"+-sz) .

Comme dans la démonstration du théoréme III.3, on peut supposer
que AFVz ... V2,[E(2, ..., 2p) = N2,+...+Nzp]. On ajoute au langage
les symboles de constante ¢, ..., ¢p et on voit de méme que ’ensemble
Ky B(Cyy eeey Cp) =146, Ay B'(¢y, ..., ¢p) <1 n’a pas de modéle standard.
Comme cet ensemble est régulier, il n’a pas de modeéle du tout (théo-
réme IV.2). On termine alors la démonstration comme pour le théo-
réme ITI.3.

V. Homomorphismes de modéles

Un ensemble 4 de couples d’expressions sans quantificateur de £ sera
appelée une caractéristique d’homomorphismes (dans le langage L) si,
pour tout couple (F,F*)ed, F et F* ont les mémes variables libres
(F=F (@, ..., @n), F* = F*(@,, ..., &a)) et 8’il existe un couple (¥,F’)e 4
tel que F soit ’expression N(z). 4 sera dite contractante si le couple
(D(wy ¥), D(z, y)) ed.

A, M’ étant deux modéles de £, une application ¢: |[M|—|M'| sera
appelée un A-homomorphisme si, quels que soit le couple

(B (@1 eory @n)y F*(@1y oy ¥n)) €4 €6 @y ey @n € | S|

on a P (gay, ..., pa,) < F**(ay, ..., an); ¢ est dit contractant si DM (pa, , pa,)
< DMay, a,) quels que soient a,, a, e |AM|. I est clair que, si 4 est con-
tractante, tout 4-homomorphisme est contractant.

On fixe une fois pour toutes une énumération w,, x,, ..., Zp, ... des
variables de £. On désignera alors par 4 I’ensemble des couples

(B (@5, ooy @)y FX @iy ey B,))5 Gy ovey in étant des entiers >1 et

(B (@15 eooy n)y Xy vy @n)) € 4.

A sera dite homogéne si F,F* sont homogénes quels que soit
(F, F*) e A.

THEOREME V.1. Soit £ un systéme d’axiomes régulier universel. M un
modéle d’un langage £ C L(A) et A une caractéristique d’homomorphisme
dans le langage £. Pour qu'il existe vWn modele standard N de £, et un
A -homomorphisme @: Mo— N, il faut et il suffit que M satisfasse touies
les formules

(1) V&y oo V[0, T (g evey @) A eve - 04 F3(@y5 oevy @) = A]
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0% 01y ey 0k €Ryy AR, (Fy, o), .., (Fx, Fy) e A sont tels que
A b VD, . V[0 Fo(@r, ey Bn) b eeet 0k Fu(yy ovey @) = 2] .

Si, de plus, £ et A sont homogénes on peut ne considérer que les for-
mules (1) dans lesquelles 4 = 0. .

Il est immédiat que la condition est nécessaire.

Pour chaque @ € |G| on ajoute au langage £(s£) un nouveau symbole
de constante a. On est ramené alors & trouver un modéle standard de
I’ensemble des formules: «£,F(ay, ..., ) < F*ay, ..., a,) (le couple
(B (@, veer @n), F*(@y, ..., ¥a)) décrivant 4, et aq, ..., an € |A0]).

Cet ensemble est borné: car 1'une des expressions F étant N (z),
il contient en particulier une formule de la forme N (a) < 1, pour chaque
nouvelle constante a. Cet ensemble de formules est donc régulier, puis-
que A est.

D’aprés le théoréme IV.3, §’il n’a pas de modele standard il existe
des éléments

(Bo(@yy veey 8) s Fr (@10 vvs 80))y eens (Fal@ys ooy B) s Fi(@1y ooes z,))
de A4, 01y .., 0r€R, et ay, ..., ap € |[M] tels que
A b 911'11(-”5;-1’ ey gi},)—l—...—l— Qlch(gi’f’ ey 91‘,’{) = A
avece
= QIE;J“’(aq, ey ) F et ng:M»(aif, ey )1

By ey iLy oeey 9%, .., iE 6tant des entiers compris entre 1 et p.
Comme les symboles de constante a ne sont pas dans le langage
£(#£), on a

AFVa "’Vmp[91F1(mi{’ ey wi}t)—l— ot Qka(wi{" vy wilf) = 1].
On pose

% *
Fj(wf{, vy wi,n) = Gj(wl, ey wp) , Fj(”’,-{’ ey wi,n) = Gj(wl, ey wp) .

Alors (G;,6G7)ed (1<j<k) et on a
AV, .. Vo[ 0,G4(@yy ovs Bp)+ oo+ 0kGr(@1y ooy Tp) = 4]«

Or, d’aprés la définition de 4, il est clair que A6 ne satisfait pas la formule
0.GH(ayy ooy Qp)F oot 0, G3(yy ooy @p) = A (puisque le premier membre
prend la valeur 12-—1).

Il reste & cousidérer le cas ou £, 4 sont homogénes Le résultat
énoncé est évidemment un corollaire du lemme IT1.4.
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Comme corollaire du théoréme V.1 notons le

THEOREME V.2 (théoréme de plongement). Soient £ un systéme d’axio-
mes universel régulier, Mo un modéle standard de £ e L(£). Pour qu’il ewiste
wn modéle standard N de # qui soit une extension de M, il faut et il suffit
que M satisfasse toutes les conséquences de A de la forme

V... Vau[o Ay (@5 coey Zn) oo+ 0xAx(®yy ooy Tn)
+).] Bl(m], sesy w”,)-*— ...—|-1sz($1, eeey wn) > l]

0% 01y ey Ok €R 3 Ay ey diy A€ Ry Ay(Byy ooy @n)y ouey Ar(@1y ..., @n) SONE des
expressions du type D(fx;...»;,,2;) (f symbole de fonction de L) et
By(@yy ceoy @n)y ooy Bi(®yy ooy @n) des  expressions du type R(wy, ..., ®;)

(R symbole de relation de L).

On prend pour A lensemble des couples d’expressions de £ de
la forme: (D(fay ... Tp,¥); D(f&1 ... @p, Y))y (B(@1) covy @p)s B(@1y ooy Bp))y
(—R(®1y ooy Tp), —R (@, - ,xp)) (f, R symboles de fonction et de rela-
tion de £).

Un A4-homomorphisine ¢: AL—~>J\(’ est alors un isomorphisme de M
dans N: car on a '

B(ga;, ..., ‘Pap)N = R(a, ..., “ZJ)VK’
et
I_)(f(qva], ey Pdp), ‘Pb)‘N, < -D(f(a'u ey Gp),y b)v“’

quels que soient a, ..., ap, b € |M|. En particulier, lorsque b = f(ay, ..., @p)
on trouve f(pdy, ..., pap) = ¢f(ay, ..., ap). c.qf.d.

Diagramme, diagramme universel, w-extensions. Si M est un modéle
standard de £ on appelle diagramme de A 1’ensemble des formales closes
suivantes sans quautificateur a parameétres dans A:

D(fa, ... ap, b) < 0 pour chaque symbole fonctionnel f de £,

Ayy ey Op € IJK)I, b=f(, ..., ap) dans .

R(ay, ..., ap) = A pour chaque symbole de relation de R de £,

Qpy ooy dp € | M| €6 A== R(ay, ..., ap).

Le d1agramme de G est noté Dy . Il est clair que les modéles stan-
dards de Dy, sont exactement les extensions de AG.

On appelle diagramme universel de M et on désigne par U 4, 'ensemble
des formules. closes universelles de £, & paramétres dans A6 qui sont
satisfaites dans . Evidemment Uy O Dy,. Les modeles de Uy, sont
appelés u-extensions de M.

Le modéle A est dit régulier si Uy, est un systéme d’axiomes régulier.

THHEOREME V.3. Soient M un modéle régulier de £, B un systéme
d’axiomes universel régulier dun langage L(B) D L, 4, I deuw caractéristi-
ques d’homomorphisme dans le langage £, étant coniractante. Alors les
conditions 1, 2 swivantes sont équivalentes, et la condition 3 tmplique 1, 2:
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1) Il ewiste un modéle standard- N de B, une u-extension M’ de A,
un A4-homomorphisme g: Mo—>N et un I'-homomorphisme p: N—M" lels
que p o @ soit Videntité. ‘

_ 2) Quels que soient les couples @’ capressions (Fy(@y, ..., #n)y Fp(@yy ... @n))
ed, (Gs(?/l’ s Up)5 GolUy oory "./p)) el ory05, 75 R, (1<r<k, 1<s<l,
1<is<n, 1<j<p), A€R, 0y, ...,a5 €| M| et les termes #;(xy, ..., %n)
1 <ji<p) de L(B) tels que

i B Fle...an[ D orFo(@yy ey wn)— Y 0 @@ ery Tn)s o

1<r<k 1<s<]
ooy U@y ooy @) — > Ty D, 11 ey Ba)) = /1]
1<i<n
1<I<p

alors M a une u-extension qui satisfait la formule

(i) Ly Ty D 0, F NGy ey @n)— D 0ty ey Yp) —

i<r<k 1<l

— Z TtiD(at,?/_!)>}~]-

1<isn
1<ji<p

3) Pour chaque formule (i) qui est conséquence de B, M satisfail la

Sformule:
V..V, qy, ... C*[yp[ Z 0, M (®yy vuey Tn) —
‘ 1<r<k
- Z Ggas(y17 eeey :‘/p) _ 2 "fD(wi’ ?/.’I) = l] .
18<] 1<i<n

1<i<p

Enfin. si B,4,I sont homogénes, on peut ne considérer, dans les
conditions 2, 3 que les formules (i) dans lesquelles A = 0.

La derniére affirmation de 1’énoncé résalte immédiatement du
lemme II1.4. Il est d’autre part évident que 3 =2, puisque A est lui-méme
" une %-extension de JG.

1= 2. La condition 1 étant supposée satisfaite, on montre que M/,
qui est une u-extension de AG satisfait la formule (ii). On pose

by = t/(@ty, ..., @an) € | M| (L <F<p),

et, comme N E$ on a:

NE 2 orF @ty ..oy ) — Z UaG:(bu veey bp) — Z T3 D (as, b)) = 1.
1<r<k 1<e<] 12553
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Or on a

F @y, ooy 90,)N < Fr(ay, oy a)®  (1<r<k)
puisque ¢ est un 4-homomorphisme
G (by) ooes Po ) < @by, ey b)Y (1< <))
puisque y est un I’-homomorphisme. Enfin
D(y o pas, vb)* < D(pas, b))
puisque p est contractante; ou encore
D(as, pb)™ < D(pae, by

puisque ¢ o ¢ est l’identité. Il en résulte que, dans M, on &

N 0Ty s @)= 3 0 G{by, ey ) — Y s D, pby) > 2
1Sr<k 1< 12522

ce qui montre que A’ satisfait la formule (ii).

2=1. Ajoutons & £($) un nouveau symbole de constante a¢ pour
" chaque a € |Ab}; trouver un modéle N de $ et un 4-homomorphisme
@: Mo—> N revient 3 trouver un modéle N’ de ’ensemble de formules

B =BT (O, ey 8) <FYay, onny 0% a4, ...,y 0y € | M

(B (@1 ey @)y T (5 oovy 1)) € A} 5

en effet, la valeur ¢(a) de ’homomorphisme cherché au point a € || sera
donnée par Uinterprétation de a dans Ab'.

On cherche done, en fin de compte, un modéle N’ de $’ et un I~homo-
morphisme p: N’'—A’, ol S’ soit un moddle de Uy, tel que p(a™) =a
pour chaque a € A (g‘”’ * étant D’interprétation du symbole de constante a
dans N'). Comme o doit étre contractant (puisque I' I’est par hypothése)
cotte dernidre condition revieut & exiger que Di{a,yb)™ < D(a, b)Y

On cherche done en fait un I”-homomorphisme p: N'—>AM', oll

I"=Tyu {(D(a,x), D(a,s)); ae 6]}

D’aprés le théoréme V.1, applicable puisque Uy, est régulier, il faub
et il suffit que N’ satisfasse ’emsemble A’ des formules suivantes:

Vo V| ) 0,@@s s 9+ D, wuDlas, yp) > 1)
= -
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avee (G, @) eT, o, 75¢R, (1<s<l, 1<i<n, 1<j<p) et 1cR
tels que :

Ut Vs Vs 3 0Glyy s 90+ ) wsDlasy yp) = 4] -

1e<] 1gisn
1<i<p

Supposons alors la condition 1 du théoréme non réalisée; il s’agit
de voir que la condition 2 est non réalisée aussi. D’apres ce qui précéde
l’ensemble A4’ U &' n’a pas de modéle standard; autrement dit, £ v $ n’a
pas de modele standard, si on pose

fo= U T (g, ey 8) < FX a1y eees 0™ 0y, ooy ag € [,
(B (@1, ooes Tg)y T (g5 ey 7)) € 4} .
$ étant régulier, £ v B D'est aussi: les seuls symboles qui apparaissent
dans # et non dans $ sont les a; or, dans #, il y a une formule de la forme
N(a) < p puisque 1'un des couples (F , F*) e A est tel que F est Nw. On

peut alors appliquer le théoréme IV.3 et on obtient ainsi des termes
G(@yy ooy @) A <j<m) de L(B) €t are | M| (1<i<n) tels que

BF 2 O'sG:(tl(ﬂu ey @)y ooy Upltlyy oons Qn)}+

1<s<!

+ 2 T-ifD(gi’ t1(9-1’ R ﬂ’»))— Z Q,F,.(ﬂ"in eeey S‘r)
1<i<n 1<r<k * ¢
1<i<p

* W0
< —14+i— 2 ngr(a'.;, . a‘;)

1<r<sk
avec ory Gs, Ty € Ry, AcR, (Fy F?)ed, (G,,6,)" T, la formule

Yy, ...Vyp[ Z 0, G5 (Y, §.-,yp)+ Z T4y D (&, ¥5) = l]

1<e<] 1<i=n
1<i<p
&tant dans A’'.
On pose
Fr(wi;, ey mi;) = Hr(wl, vty wn) A<r<k).

On a alors (H,, H}) € 4; comme les g¢ sont des symboles de constante
qui n’apparaissent pas dans 3B, on voit que

BFVa, an[ Z O Grlts(@yy ey @n) s ooy oy y ey Tm)) 4

1<e<l ‘

+ Z T'U-D(wh (@1 ooy Tn))— Z Qer(a?la ey Tn) < "']
1<isn i<r<<k
1<i<p

avec v = —1+i— 3 o H¥ay,...; an)’.
1<r<k
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Or, la formule

YV, ...Vyp[ Z 0sGs(Y15 ooy Yp) + 2" riyD(as, y5) = ZJ

1<s<? 1<i<n
1<j<p
est conséquence de Uy , donc satisfaite dans toute u-extension de C.
D’autre part, dans toute extension de A, on a:

Z o Hy(ay, s a,) = 2 o, Hy(ay, ..., an)d“’ .

1<r<k ’ 1<r<k

I1 en résulte que, dans toute u-extension de A on a

Vs o Vo[ D) 0:Csltns s ¥9)+ D wirDlai, ) —

1<l 1<i<n
1<j<p

- Z QrH:(au ey Q) = 1—|—v]

1I<r<sk

ce qui contredit la condition 2. e.q.f.d.

VI. Applications aux espaces normés

Tous les espaces vectoriels considérés sont des R-espaces vectoriels;
p étant un réel >1, on appellera p - espace de Banach un espace vectoriel
muni d’une application ®: E—R,, telle que @ (x)"? soit une norme sur B
pour laquelle E est .complet.

Axiomes pour les p-espaces de Banach. On désigne par £, le langage
qui & un seul symbole de relation D & deux arguments, un symbole de
constante 0, un syinbole de fonction - &4 deux arguments, un symbole
de fonction A & un argument pour chaque A e R. L’expression D(z, 0)
est notée N (w).

L’ensemble suivant de formules umiverselles homogénes de £, est
appelé systéme d’axiomes pour les p-espaces de Banach et noté B, (p est
un réel >1 fixé):

VeD(w,2)=0, VaVyD@=,y)=>0), VaVyD(=z,y)=Dy,x),
VaVyVe[D(@,2) < [D(w, y)'*+ Dy, 2)*}]

(i1 s’agit d’une formule universelle généralisée; en effet (&P 5'P)? est
une fonetion concave de R% dans R,).
VaVy[D(ix, iy) = |A|PD(x,y)] (pour chaque AeR),

VaVyVz[D(z+ (y+2), (@+y)+2 =0, Va[D@+0,az)=0],
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Va[D(a+(—2),0)=0], VaVylD(e+y,y+a)=0],
VoVy|D(A(x+9), Ao+ Jy)=10] (pour chaque A¢R),
Va:Vy[D(A-l— w) @5 Mo+ px) = 0] (pour chaque i, ueR),
Vw[D(l-w,a;) =-0], -

VaVyVz[D(z,y) = D(@+2,y+2)].

Ce systéme d’axiomes est borné: en effet il y a pour conséquences
No=0, N(z)<|A’N(@), N@ty) < 2°(Nx+ Ny)

(en effet N(z+y)= D(@+y,0) =D, —y) <Dz, 0)'P-D(y, 0P
cette derniére formule généralisée contient la formule D(x, —y)
< 2°(D(x, 0)+ D(y, 0)) puisque sur R% on a (8P4 q'P)P < 2P(E+7)); et
aussi D(z,y) < 2°(Nw+ Ny) (méme démonsgtration).

Pour vérifier que B, est régulier, on considére un modéle A de By,
et on a & montrer que la relation ~ définie sur |A6] par a~b < M
ED(a,b)=0 est une relation d’équivalence compatible avec les inter-
prétations dans A6 des symboles de £,.

Soient alors a,b,c,de|M] tels que D(a,bd)= D(e,d)=0; on
a & montrer que D(a,c)= D(b,d), ce qui est clair puaisque D(z,y)?
est une semi-distance sur |A6|; que D(la, Ab) = 0 pour tout AeR ce qui
est clair puisque D(ia, 1b) = |A[?D(a, b); que D(a+-o, b+d)=0, or

D(a+c, b-+d) = D{a+c—(b+0), b+d—(b+0))
= D(a—b,d—c) <[D(a—Db, 0)Y? 4 D(d— ¢, 0)7P
= [D(a, b)"?+D(e, PP =0.
B, est donc régulier. Il est alors clair que les modéles standards

de B, sont les espaces de Banach sur R, Pinterprétation de D(w, y) étant
le— y|P, celle de N (x) étant |l2[; autrement dit les p-espaces de Banach.

Axiomes pour les espaces LP. Ou désigne par £, le langage obtenu en
ajoutant & £, un symbole de fonction ~ 3 deux arguments. Les axiomes
suivants, ajoutés & B, forment les axiomes de p - espace de Banach réticulé:

Vo[D(@nz,2)=0], VyVyD@ny,y z)=0],
VaVyVz|D(z n(y ne),(@ny) ~ 2)=0],
VaVyVe[D((z+2) ~(y+2),2 y+2)=0],
VoVy|D(A(@ ~y), v~ Ay)=0] (pour chaque A<Ry).
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Les modeles standards de ce systéme d’axiomes (qui n’est pas ré-
gulier) sont les p-espaces de Banach réticulés.

On note # v y le terme —[(—x) n (—y)], 2 le terme zu 0, ~ le
terme (—ax)*, et |#| le terme xt 4. '

Dans [7], (voir aussi [2]) il est démontré que, si un espace de Banach
réticulé E a les propriétés suivantes:

llzlll = {lel pour tout zeH,
lle+yl® = |2l + llyll° = llz — y|P

quels que soient x,y e H, x,y >0, alors il existe un espace mesuré
- (2, U, pu) tel que E soit isomorphe en tant qu’espace de Banach réticulé,
& IP(2,%A, p). On dira alors que F est un espace IP.

Il en résulte que, si on ajoute aux axiomes de p-espace de Banach
Téticulé les formules suivantes:

VaVy[D(a*,y*) < D(2,9)], ValN ()= N(@)],

VaVy[N (2 +y*) = N(2*)+N(yh)],
Vo Vy[N(a*)+N(yt) = N(at v yt)]
on obtient un systéme d’axiomes homogénes universels #, du langage £,
dont les modeles standards sont les p-espaces de Banach réticulés qui
sont des espaces ILP.
Ce systéme d’axiomes est borné: en effet, il y a pour conséquence
N (x%) < N(x), done N (v ~y)= N(y— (y—a)*) < 2°Ny-2°N (y—a)*.
Ce systeme d’axiomes est régulier; en effet, il a pour conséquences:
Dix ~ny, o ny')= Dly—(y—a)*, y'— (y'—a')*)
| <2°D(y,y")+2"D((y—2)*, (y'—=")7)
<2°D(y,y)+2"D(y—a,y —a")
= 2°D(y, y")+-2°D(y—y', z—a')
<2°D(y, ')+ 4N (y—y )+ N (2—a'));
d’ol
D@y, s ny') <2D(y,y)+4[D(y,y)+ Dz, )] .

Ce systéme d’axiomes #£, sera appelé le systéme d’axiomes universels
pour les espaces IP. :

Axiomes pour les espaces L” munis d’un opérateur de multiplication par
une fonction » de L%, ||All, < 1. On désigne par £, le langage obtenu en
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ajoutant & £, un symbole de fonction P & un argument, et par #, le sy-
stome d’axiomes obtenu en ajoutant & Ap les formules suivantes:

Vo Vy[D(P(z+Y), Px+Py)=0],

Vaz|D(P(Az), AP () _ 0] (pour chaque i¢R),
Va2 Vy[D(Pz, Py) < D(@, y)],

Vo Vy[ N (1P| ~ |y)) < N (|| ~lyD] -

#;, est évidemment régulier. On obtient un modeéle standard A6 de #,
en prenant un espace I*(2, A, u), en choisissant b e I°(2, N, #), Pl < 1
et en interprétant le symbole P comme lopérateur de multiplication par b
dans IP(2, U, u).

Or tout modéle standard A de 4, est de ce type.

En effet, la restriction de ¢ au langage £, est alors un modele stan-
dard de #, c’est-a-dire un espace L7(£2, 9, u); de plus on peut supposer
que Q est réunion d’une famille (2,);er Q'6l6ments de A deux & deux
disjoints tels que u(£,) < o0 (voir [2]). P est un opérateur lindaire continu
sur I7(2, U, p) [Pl < 1.

Pour chaque A U, tel que u(A) << oo, posons ha= P(14) (14 étant
Ia fonction caractéristique de A); alors ha est nulle en dehors de A, puis-
que, si Be¥, BnA=0, u(B)< o0, 01 2

IPAa) n1al<lanls=0.

Do plus hyup=hav hs=haths si A, B sont disjoints Npuisque
1,405 = 1a4-+15). Il en résulte que si X e, XC A, alors hx est la fonction
égale & hy sur X et & O ailleurs; autrement dit hx = ha-1x. )

Désignons par h la fonction mesurable réelle sur 2 qui est égale
& hg suar £ (i eI). Alors, quel que soit A ¢ tel que u(4) < oo, on
a hg=h-14.

Supposons qu’il existe 4 €A, 0 < u(A) < oo sar lequel on ait |hl > 1.
On a alors |ha| > 14 sur 4, done [[hallp > |1 Alp; ceci contredit le fait que
IIP|l <1 puisque hg= P(1a). :

Il en résulte que h e LP(2, U, p) et que |hfl, < 1. On a alors P(u)
= hu pour toate u ¢ I?(2, Y, u) de la forme 1,4, done aussi pour toute u
étagée. Comme 'espace des fonctions étagbes est dense dans LP(Q2, A, 1),
on a P(u)= hu pour toute u ¢ I?(2,%, p). c.q.f.d.

Le théordme suivant est une légére amélioration d’an résultat de [6].

THEoriME VI.1. Soient E un espace de Banach, p, M deux réels =1.
Pour qu'il existe un espace ILP(L, A, u) et une application linbaire
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p: B—~1P(Q,N, u) telle que ||| < |lpal| < Milw|| pour tout z e E, if faut et
il suffit que E satisfasse toutes les formules :

() Vo Ve M Y eylwta—adP— 3 ofladr = 0]

1<, j,k<n 1<isn

o ouk, 0; Sont des réels =0 tels que la formule

Va, an[ 2 ot7x|s+ 0j— 2p|P — 2 gilail? > 0]

1<i,j.k<n 1<isn

soit vraie dans R.

On applique le théoréme V.1 en prenant pour 4 le systéme
d’axiomes #;, du langage £;; M est le p-espace de Banach FH, modéle
de £,. 4 a deux éléments qui sont les couples (¥ (z+y—z2), MP?N (z+y—z))
et (—Nw, —Nz). Un 4-homomorphisme de F dans un modéle de 4, est
une application ¢: (E—IP(Q,%, u) telle que |lpal, > [ai], llpw+ gy— pell,
- < M|lx+y—=2|| quels que soient z, ¥y, 2z ¢ E.

Pour =y = 2= 0 on en déduit ¢0 = 0; pour ¥y = 0 on en déduit
alors |lpz—gzll, < Mlo—zll; pour z=ao+y on a p(@+y) = po-tyy.
Donc ¢ est continue et additive, et par suite est linéaire.

Un 4-homomorphisme de F dans un modéle de 4, est donc exacte-
ment une application ¢ du type indiqué dans 1’énoncé du théoréme.

D’aprés le théoréme V.1 pour qu’une telle application existe il faut
et il suffit que K satisfasse toutes les formules (i) qui sont telles que la
formule

Va:len[ Z kaN(wi‘f‘-wj“‘wk)'— ZQQN(M)>O]

1<i,jh<n 1<ign

80it conséquence de #p, c’est-a-dire vraie dang tout espace ILP. Or cela
revient & dire que la formule

Vo, ... Vm,,[ Z 0isk|® -+ 05— wx|” — 2 oilay? > 0]
1<iTk<n 1<i<n

est vraie dans R: car alors, quels que soient wu,, .., u, ¢ I?(2,%, u) et
w € £, on aura

D aurlu(@)+uw)—uw)P— D gllufw)P=0.
1<ifh<n 1<i<n
En intégrant sur 2 avec la mesure u, on obtient bien:
D eilutw—ulp— D eillud=0.
1<i, . k<n 1<i<n

c.q.f.d.
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THforiME VL.2. Soient E un espace de Banach, £ une application
de B dans E, p, M deux réels >1. Pour qu’il existe un espace P, N, u),
heL®(R2,U, 1), bl <1, et une application linéaire p: E—~IP(2,U, u)
telle que |a)] < |lpal| < M\jal, 9Pz = ho(x) pour tout x ¢ B, il faut et il suffit
que, dans B, les formules suivantés soient vraies:

(i) Vaz,.. an[M” Z ouskllws + @5 — 24P+
1<, j,k<n

+ur S GlPr—ajr— Y efled? > 0]

1<1,j<n 1<i<n

0% @4y 0lgy 0F SOME des réels >0 tels que la formule
Va, ... an[ Z ous|@i -+ @y— e P+ 2 otjlaw— @7 —

1<, f,k<n 1<t j<n
. n
— 3 ofllef = 0)]
1<isn

soit vraie dans R, quel que soit le réel a, ja| < 1.

On applique le théoréme V.1 en prenant pour A le systéme
d’axiomes #, du langage £; A a trois éléments qui sont les couples

(¥ (@+y—2), MZN(@+y— ), (N(Pe—y), MPN (Pz—y))

et (— Nz, — Nun).

Un A-homomorphisme de E dans un modeéle de A, est la donnée
‘d’une espace IP(Q,%,u), d’une fonction heI™(2,%U, u), Pl <1 et
d’une application ¢: B—IP(Q, U, u) telle que '

ozt oy — gells < Mlw+y—2l, lpalo=>lall,  Ihga—oylly < M|Pz— yl

quels que soient @, ¥, 2z ¢ H. On en déduit comme précédemment que @ est
linéaire. De plus, en prenant y = Pr dans la derniére inégalité, on trouve
¢(Pw) = ho(@). |

D’aprés le théoréme V.1 umne telle application existe si et seulement
si B satisfait toutes les formules (i) telles que la formule

Vxl...an[ D' ouliwit-w— o+ D' eillPe—ajP—

1<1,5,.k<n <i,i<n

— > oillwdr =0
1<isn
soit conséquence de £, c’est-a-dire soit vraie dans tout espace *(Q2,U, u),

P étant Dopérateur de multiplication par une fonction quelconque
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h eL°°(Q, A, )y Bl < 1. Or cela revient & dire que la formule

VxIVacn[ 2 eikl0+ 25— 28?4 2 04;la%;— w,[P— 2 eé'l”*l”>°]

1<i,jke<n 1<i,j<n 1<ign

est vraie dans R, quel que soit le réel a, |a| < 1.
En effet, quels que soient wu,, ..., us e L?(Q2, %, u), on aura, pour
tout w e 2, puisque |h(w)| < 1: :

il ui( @)+ ui(w) — ur( @)’ +
1<,9,k<n

+ D eyh(@)ugo)—u@)P— 3 o lufo) 0.

1<q,<n 1<isn

En intégrant sur £ pour la mesure g, on obtient bien:

D emluituw—upt+ D oylbu—ulp— > ofluip>0.

1<t,7,k<n 1<i,f<n 1<i<n

c.q.f.d. :

Le théoréme suivaut est un résultat de M. Kwapien:

THEOREME VI.3. Soient B un espace de Banach, p, M- des réels =1,
Pour qu'il existe un espace de Bamach V qui soit un quotient d’'un sous-
espace fermé d'un espace LP, et une application linéaire y: E—V bijective,
telle que ||o| < lyal| < M|jx|| pour tout x € B, il faut et il suffit que E satisfasse
les formules suivantes

(1) Vay .. Vo[ M? 3 floff = D 1oyt ...+ Aol

iisn 1<i<g

- ou les 2} sont des réels tels que la formule

(i) Vo Vo[ 3 ol = ) e+ ..+ B

1<is<n 1<jisg

soit vraie dans R.

La condition est nécessaire: par hypothése V est quotient d’un sous-
espace fermé U de LP(Q,%UA, u), par un sous-espace fermé de U. Soit
u—>% ’application ecanonique de U sur V. On a |[@]] < |jullp.

Si ayy...,8, eV, pour tout & >0, il existe u;,..., %, e U tels que
W= ag, o] < |Judlp < lladi+¢ (1 <4< n). Or, si la formule (ii) est vraie
dans R, on a, pour tout w e £2:

D )P = D [ Muy(0)+ ot B u(o);

1<is<n 1<j<g
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en intégrant pour la mesure u, on trouve donc:

N ez Y WE A A AEE = D et et Al

1<i<n 1<7<g 1<i<q

Par suite

N ladptne = D' Idayt o+ 2P

1<isn . 1<i<g

et comme ¢ est un réel >0 arbitraire, on a

Nadr= D) Wat ..+ Aal” .

1<i<n 1<ji<q
Soient alors by, ..., by € E; on pose pb; = a; (L <¢ << n) et on a
w N pgr= Y P> D) et el
I<i<n 1<igsn 1<j<g

> by AP

1<i<g

Done E satisfait la formule (i).
La condition est suffisante: soit B un espace de Banach satisfaisant

les formules (i). On montre gu’il existe une application ¢ (non supposée
linéaire) de E dans un espace IP(2,%U, u) telle que

Npally < Mg, @@t oA An@allp = W B1t- oo+ An 2l

quels que soient &, &y, .., &n € B, A, wey An € R. Pour cela, on applique
le théordme V.1 en prenant pour # le systéme d’axiomes s, pour les
espaces I? et pour 4 l’ensemble des couples d’expressions de €4

(N(w)y M"’N(m)) ’ (—N(Alm1+---+znwn), —N(}~1971+---+}mwn))
(Agy eeey M € R) .
Lapplication ¢ cherchée n’est alors pas autre chose qu'un 4-homo-
morphisme de B dans un modéle de . Son existence est assurée par le

théoréme V.1 dés lors que E satisfait les formules (i). (On note que, dire
que la formule (ii) est vraie dans R, revient 3 dire que la formule

Vor.. Vo] 3 ladp> Y Wort ot HaP]

i<ig<n 1<ji<g

est vraie dans tout espace IL?, c’est-d-dire ést conséquence de A).
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Soient alors U, le sous-espace de LP(Q2,%, u) engendré par les ga
(pour a ¢ E), et U la fermeture de U,. On définit y,: Uy—F en posant

XO[Al(pal‘l‘ ---+)-n§0an] = }'10'1+...—|-lna.,,
POUT By, eery Gn € By Ay .oy 4y e R. Comme on a

MA@t ...+ An@anllp = 1A @1+ ... 4 An Gl

cette application est bien définie, linéaire, continue de norme < 1. Elle
se prolonge donc en une application linéaire y: U—E, |y < 1.

Soient W le sous-espace fermé de U, W= {ue U; yu = 0} et
V= U/W.

Soit u—% Papplication canonique de. U sar V. Oa définit y: V—E
en posant y(%) = y(u) pour tout u ¢ U; cette application est bien définie
puisque, si Z=75 on a z(u) = z(v). D2 plus [F(@)| = llx(0)| < ol pour
tout v ¢ U tel que v = %. Done

lix (@) < int{oll; ve T, v= @} = |4l .

Soit alors 7 ¢V, et a = x(@); on a y(pa) = a = y(u) done ga =% et done
lipall > |lmll. Comme |lpall < Mllall, on a [@] < Mla| autrement dit |f|
< Mz @) )

On a ainsi obtenu une application linéaire y: V—H telle que

1 —

— |l < u)|| < ||@

7 Al < Il (@]l < Il

pour tout élément % de V; de plus z est surjective pulsque 1(pa) =
pour tout a € H. Si y: E—V est ’application inverse de y, on voit que P
a les propriétés exigées dang Vénoncé du théoréme. ec.q.f.d.

Caractérisation des espaces L”, des sous-espaces complémentés et des
quotients d’espaces I?, pour p > 1. Soit F un modeéle standard du systdme
d’axiomes B, du langage £,, c’est-a-dire un espace de Banach dans le quel
N () est interprété par [@P. On rappelle que Uy est 'ensemble des for-
mules universelles closes du langage £,, & parameétres dans E qui sont
vraies dans H. Si B’ est un modeéle de Uy, B’ est une u-extension de ¥ et,
en particulier on a EC B’ _

Lemue VI.1. 8i B est un espace réflexif et B’ une u-extension de B il
existe une application lméaire surjective n: E'—E de norme 1 qui est un
projecteur (la restriction de m a F est identité sur E).

Désignons par £,(H) le langage £, augmenté des éléments de F comme
symboles de constantes; pour chaque forme linéaire continue T sur E,
on ajoute & £,(F) un symbole de relation R, & un argument, ce qui doune
un langage EO(E); E est un modele de ce langage: si a € E, on donne 4 l’ex-
pression R, (a) la valeur T(a).
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Soit 4, l’ensembles des formules universelles closes de € ol B) qui
sont vraies dans H. Cet ensemble est régulier car il contient les formules
universelles généralisées

Vao[|By@)| < |TIN (2)'"), VoVy[|Bre)—Ery) <||T|D (=, y)"]

(la fonction &Y étant concave sur R.).

On montre que E’ se plonge dans un modéle standard de Ug; d’aprés
le théoréme V.2, il suffit de montrer que E’ satisfait toutes les consé-
quences umverselles de Uy qui s’écrivent dans le langa,ge £o(H). Or une
telle conséquence est vraie dans F (puisque K F cu,E), donec appartient
4 Uy et par suite est vraie dans E'.

I1 en résulte qu’on peut définir sur E’ les valeurs des symboles
R, (T ¢ E*) de fagon & obtenir un modéle de Y -

On définit alors n: B'—E™: si u e E', n(u) est la forme lméau‘e
sur B* définie par m(u)(T)= Rp(u) pour chaque T ¢ H".

On a en effet Ry, p(u) = Rp(u)+ Bp(w) puisque la formule
Va[Ry, nl2) = RT(w)—l-RT,(w)] est évidemment dans Uy; de méme
Ryp(u) = ARp(u) povr T eE*, AeR; enfin |Rp(u)] <||T||lull puisque la
formule généralisée

Va[|B(@)| < |ITI N (2)7]

est vraie dans H, donc est dans Uy et, par suite, est satisfaite dans B'.

Il en résulte que m(u) e B** et que |m(u)|| < || pour tout u e H'.
Enfin, si u ¢ B, u est alors un symbole de constante du langage £y(H)
et Uy contient la formule Ry(w)= T(u). On a donc m(u)(T) = T'(u)
pour tout T ¢ E*; autrement dit la restriction de = & F est l’injection
canonique de F dans E**.

Par suite, si B** = B, l’apphcatlon # a bien les propriétés voulues.
c.q.f.d.

Le theoréme suivant donne une caractérisation des espaces de Banach
isomorphes 4 un sous-espace complémenté d’un espace LP (p > 1).

TatoRBEME VI.4. Soient E un espace de Banach, et deux réels M > 1,
p > 1. Pour qu’il existe un espace IP(2, N, u) et deuw applications lindaires
¢: B>IP(Q,%, u), v: L2, N, p)—~E telles que llgll < M, |l <1, pog
dtant Videntité sur B, il faut et il suffit que E satisfasse les formules

(i) Va,..Vo,Hy, ... E[y,,[M” Z ol + x5— wxlP

1<l k<m _
> D oyt y—yulP+ P Tullwt—?hﬂ"]
14,5, k<n 1< i€m

ISi<n
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ol Qijk, Oijk, Tiy Sont des réels =0 tels que la formule

(i) V... Vwm[ Z 0t7k| i+ &g — i |”
) 1<, f,k<m

> D ounll(@ys s Tm) (1, oory Bm)— (@1 oo Tm) [P+
1<, f,k<n

+ ) m]wi—tj(wl,v...,m,,.)lp]
i<ism
1<j<n

soit wvraie dans R, pour certains termes 1%y, ..,om) 1< i< n) du
langage £, de la théorie des espaces vectoriels réticulés (c’est-a-dire formés
avec les symboles 0, 4., +, N).

Notons que, lorsqué M =1, Pexistence de deux applications linéaires
@: E-}LP(Q, €A, By P I?(Q,%, l‘)">E telles que [lol| <1, |jyll <1, Yoo

étant 1identité sur H, équivaut & dire que E est un espace L? (voir [1],
[9]). Done:

Lensemble des formules (i) pour M =1 est une caractérisation des
espaces de Banach qui sont des espaces LP. :

Démonstration du théoréme VI.4. Montrons d’abord que la
condition est nécessaire. On considére donc un espace de Banach E,
deux applications linéaires ¢: B—IP(2, U, pu), v: (2, U, u)—E, gl < M,
Il < 1, 9 o @ étant 'identité sur H; soient ay, ..., am € K; on pose u; = pag
(1 <4 < m). La formule (ii) étant vraie dans R, on a, 8i v5 = t5(%;, ..., %m)
(1 <j<n) et pour tout w e 2: :

oisk| Ui @)+ us( ) — ug(w)[?
1<ifk<m

> D oplude)Fofe)—oo)lP+ D lrylude) — o) .

1<, f,k<n 1<ism
i<i<n

En intégrant sur £ pour la mesure u, on trouve:

ot u—wl = D oudvito— o+ D) Tellue—oylp .
1<, j.k<m ) 1i, . k<n I<i<m

i<isn
Comme |l¢g|| < M, on a

M > omllacta—adP > D euelutu— -
14,5, k<m 1<, ks<m
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On pose b; = yv; (1 <j<n). Comme ||| <1, on a

ourllvst vs— villp = Z Tuillbstb;—bill”

1<14,5,k<n L 1€i,f,k<n

N wglu—vlP = Y wulps—biP =D vullai—biP
i<ig<m i<i<m 1<i<m
1<jen 1<jen 1<jisn.

puisque yus =y o pa; = a;. On a done:

M D oudlact-aj— P > D' ounlbi+bs—belP+ D wiflas— byl
1<ifk<m 1<i,j,k<n ' ‘ ié}'ém : :
1<i<n

ce qui montre que F satisfait la formule (i).

La condition est suffisante: il suffit de montrer qu’il existe un
espace LP(2, N, u), une u-extension B’ de F et deux applications linéaires
¢: B>I2(Q, %, p), x: IP(2, Y, w)—>E' telles que [l¢ll < M, Il <1, o9
Stant Pidentité sur E. En effet, on a alors ||| < |lpa|l < M |lzl| pour tout
z e B, donc B est isomorphe & un sous-espace d’un I? et par suite est
réflexif puisque p >1.

D’aprés le lemme V1.1, il existe alors un projecteur x: E'—E, | =1;
en posant p = mo g, on voit que ¢ et ¢ ont alors les propriétés voulues.

On applique le théoréme V.3 en prenant. pour $ le systéme d’axio-
mes #, pour les espaces I7; 4 a un seul élément, le couple d’expressions
(¥ (@+y—2), MPN (¢+y—2)); ' a un seul élément; le couple (N (@+y—2),
N(z+y—2)) .

"Par hypothése, E satisfait la formule (i) de 1’énoncé dés que 1a for-
mule (ii) est vraie dans R, et donc dés que la formule

Va, ... Vwm[ Z ousrllws+ xg — wr|P—
1<4,1,k<m

— 3 oulltl@rs ey Tm) - U3(@1 ey D) — Ta(B ey TP —
1<"11k_<‘n .
— 2 Tiglles— t5 (@14 oory TP = 0]

1gigm
1<i<n

est vraie dans toat espace LP, clest-d-dire est conséquence de 3. Il en
résulte que la condition 3 du théoréme V.3 est remplie. La condition 1 du
théoréme V.3 est donc remplie aussi ce qui dounne un modele de 3,
c’est-4-dire un espace IP(Q, U, u) et deux applications ¢: BE—LP(Q2, €A, u),
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z2: LP(Q2,N, u)—E’, B’ étant une u-extension de H, ¢, y étant respective-
ment an 4- et un I-homomorphisme, yo¢ étant 1'ideuntité sur H. On
a done

lp(@)+o@)—e@I < Mlr+y—dl pour z,y,2¢H,
() +z(0)—x (W) < le+v—w| pour u,v,welP(2,U,u).

Donec ¢, y sont linéaires, |l¢|| < M, [yl <1. ec.q.f.d.
Le théoréme suivant donne une caractérisation des espaces isoméiri-
ques & un sous-espace complémenté d’un espace LP (p >1).

THEOREME VI.5. Soient E un espace de Banach, et deux réels M > 1,
p > 1. Pour qu’il existe un espace IP(2,N, u) et deur applications linéaires
¢: B->IP(Q, U, u), v: IP(2, %, u)—H, ¢ étant une isoméirie |y|| < M,
y o @ btamt Videntité sur B, il fout et il suffit que E satisfasse les formules

V&, ... Vo Ty, ... ’é[y,,[M” 2 ousllws + x5 — wilfP — MP 2 edlzd®

1<, 1,k<m 1ICigm
> D oulyityi—ulP+ D) thllwf—?lfll”]
1, 1,k<n ié;ﬁ‘m
n

% Ouk, 0¢y Oisk, Tis Sont des réels =0 tels que la formule

pr--Vwm[ D ewplota—aP— D' ofla”

1<h,fk<m 1<i<m
-
= Z O 4alte(®yy ooy Tm) F-25(@1, ooy D) — W@y o0y Tm) [P+
1<h,fk<n ‘
+ D wulei— (@, wm)l”]
1<ism
1<j<n

80it vraie dans R pour certains termes 1,(Byy ey Tm)y ooey ta(@yy ooy Bm) du
langage L, (c’est-a-dire formés avec les symboles 0, A., +, N).

En remplagant ¢ par Mg, et ¢ par (1/ M)y on est ramené & trouver
o B-IP(Q,%, p), v: IP(Q, %, p)— B tels que || <1, et flpafl = M|
pour tout x ¢ E. La démonstration est alors la méme que pour le théo-
réme VI.4: la seul différence est qu’on applique iei le théoréme V.3 en
prenant pour A l’ensemble formé des deux couples d’expressions:
(N (@+y—2), MPN (@+y—2)), (— (), — M} ()).

Le théoréme suivant caractérise- les espaces de Banach qui sont
isomorphes & un quotient d’un espace LP par un sous-espace fermé (p > 1).

TeEOREME VI.6. Soient E un espace de Banach et deux réels M > 1,
P > 1. Pour qu’il existe un espace V, quotient d’un espace LP(2, %, u) par
un sous-espace fermé, et une application linéaire y: E-—>V, bijective telle
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que jlo| < lx (@)l < M lkvll pour tout z e B, il faut et il suffit que pour tout
¢ >0, B satisfasse les formules: )

() Vay..Von Ty ... {E[yn[(ll/[”—i—a) > ededP
" igism

> Y oulmtru—ydP+ Y wulloi—yilf]

1<, 5,k<n | ié;im
n

ol o1, Gij, Tij Sont des réels >0 tels que la formule
(ii) le...Vwm[ Z o¢|4[?
1gism

> ) ol - Tm) 1@y ooy Tm) — @1y vy TP+

1<, 1,k<n
+ Z Tag|ws — L4(@1 a:,,,)l"]
1<ism
1<ien
sont vraie dans R, pour certaing termes (@, ..., m)y -es En(@yy ooey Tm) At

langage £, (C'est-a-dire formés aveo les symboles 0, A., +, N).

La condition est nécessaire: soit y une application linéaire bijective
de E sur V telle que || < llx(@)| < M|jal| pour tout z ¢ B. V étant le quo-
tient de ILP(2,U,u) par un sous-espace ferms, soit w—w ’application
canonique de ILP(2, %A, u) sur V.

Si @y, ..., @ €V, on peut choisir ug e IP(Q2, U, p) tel que us = yas,
llxedl < lludl < llxadl (1+ ¢/ MP)?, ¢ étant un réel >0 fixé (1<i1<m). La
formule (ii) étant vraie dans R, on a, en posant v; = t5(Uy, «eey Um)
a<j<sn):

odus(@Pl = D ourlvdw)+vs(w) — vr(@)P +

1igm 1<, f,k<n

+ 3 wgluw)— o)

1<i<m
1<jsn

pour tout w e 2. En intégrant sur Q pour la mesure u, on trouve:

D edwlP = D oulvstvr— o+ D wullui—olP .
ciam 1<, 5 k<n igism
. 1<i<n

Le premier membre est au plus égal &

D aladP(1t55) < @+ ) elad?

1<ism i<ism
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puisque |jy|| < M. Comme y: -V est bijective, il existe b; ¢ E tel que
xby = 05 (1 < j < m). On a alors [[vs+ 05— vllP = |[Bs -+ 07— Bxl|P = [[bi+ by — byl
puisque |ix(#)|| = |lol pour tout zeE. De méme [jus— v > V@ — vglP
= |las—by’. On a finalement :

(M7+e) Y edadP> D ourlbi+b— b+ N willac—byp
T i<i<m I<ifkesn 1Si<m
i sn

ce qui montre que E satisfait la formule (i).

La condition est suffisante: on montre d’abora que, si B satisfait
les formules (i), il existe un espace ILP(Q, %, u) et deux applications
¢: B—>IP(2, U, u), p: I7(2, A, p)—E, p o p étant 1identité, llpal| < M|l
pour tout x « F (¢ n’est pas supposée lindaire), y étant lindaire et [jy]| < 1.
La démoustration est la méme que pour le théordéme VI.4: la seule diffé-
rence est qu’on applique le théoréme V.3 en prenant pour 4 P’ensemble
. des couples d’expressions (N (@), (MP+¢)N (x)) pour tout &> 0.

Soit alors W = {u e IP(2, U, u); yu=0}; W est un sous-espace
fermé de LP(2,¥U, u); on pose V = LP(Q,U, u)/W, et soit u—>z Iappli-
cation- canonique de I”(2, %, x) sur V. On définit p: V—F en posant
¥(¥) = p(u) pour tout weV: cette définition est correcte puisque, si
& = v, onay(w) = y(v). Onallp(@)| = |ly (v)i} < |lo]| pour tout v e L7(Q, A, p)
tel que v = @. Done |y (@)| < |[@], soit |jg| < 1. De plus p est surjective,
puisque, si ac¢ B, on a y(pa)=vyop(a)= a. Enfin, si ZeV, posons
a=p(w); alors yp(p(a))=a=y(u), donc ga= 7z dou |pa| > |&, soit
M|af| > |[@]|. Autrement dit, on a M|y(%)| > |ul| quelque soit % € V. Done
v est bijective de V sur F, et si x et I’application inverse, on voit que x
a les propriétés voulues. c.q.f.d. '

Ajouté pendant la correction des épreuves. J. Stern m’a fait observer que pour tout
espace de Banach E, E** est une u-extension de H: c¢’est une conséquence facile du
théoréme de ,,réflexivité locale” (voir J. Lindenstrauss and H. Rosenthal, The .
£? spaces, Israsl J. Math. 7 (1969), p. 332).

Les formules (i) du théordme VI. 4 dans lesquelles on fait p =1, M = 1 caracté-
rigent les espaces de Banach isométriques 3 un espace It. En effet, si B satisfait ces

formules, la démonstration du théordéme VI.4 donne B> I 2,9 ,;4)£>-E** avec ||o||, |lvl]
< 1, yop étant ’identité sur B. On en déduit, en considérant ¢* es p*, que E* est un
sous-espace de L®(£, 9, ) sur lequel il existe une projection de norme 1, ¢’est-3-dire
un T, -espace (voir M.M. Day, Normed linear spaces, p. 123). II en résulte que E est un
espace L' (voir A. Grothendieck, Une caractérisation vectorielle métrique des espaces L,
Canadian J. Math. 7 (1955)).

Pour p = 1, M > 1 les formules (i) du théoréme VI.4 caractérisent les espaces de
Banach dont le dual est isomorphe 3 un sous-espace complémenté dun espace L* ou,
(c’est-3-dire un § -espace), ou, ce qui revient au méme, dont le bidual est isomorphe 4 un
sous-espace complémenté d'un espace I'. En effet, si H** est complémenté dans un
espace I, il est clair que E™** satisfait les formules (i) pour un certain M, donc E les
satisfait pour M+-s (¢>0 quelconque), d’aprés le théordme de ,,réflexivité locale” cité
plus haut.
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