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ESPACES DE BANACH STABLES

PAR
J.-L. KRIVINE ET B. MAUREY

ABSTRACT

We define the notion of “stable Banach space” by a simple condition on the
norm. We prove that if E is a stable Banach space, then every subspace of
L?(E) (1 = p <) is stable. Our main result asserts that every infinite dimen-
sional stable Banach space contains {*, for some p, 1=p <. This is a
generalization of a theorem due to D. Aldous: every infinite dimensional
subspace of L' contains [?, for some p in the interval [1, 2].

Introduction

L’origine de ce travail est un résultat récent de D. Aldous [1]: tout sous-espace
de dimension infinie de L' contient un espace [? pour un p = 1.

La preuve d’Aldous repose de facon essentielle sur des techniques proba-
bilistes. Nous donnons ici une démonstration “abstraite” de son résultat, ce qui
permet de voir qu’il est valable pour une classe d’espaces de Banach
(caractérisée par une condition sur la norme) que nous appelons ‘“‘espaces
stables”. (Cette terminologie est issue de la théorie des modeles, cf. les théories
stables de S. Shelah; il en est de méme de la notion de “type” qui joue un rdle
essentiel dans ce travail; réle qui est joué par les ‘“‘mesures aléatoires” dans
I'article d’Aldous.) Ces espaces stables semblent d’ailleurs présenter un certain
intérét en eux-mémes. '

Les espaces de dimension finie, les espaces L? (1 = p <) sont stables, et tout
sous-espace d’un espace stable I’est aussi. De plus, si E est stable, L*(E) I'est
également si 1 =p <oo,

Dans la partie I, on définit les espaces stables et les espaces de types; dans la
partie II, on montre essentiellement le résultat qu’on vient d’indiquer sur L*(E).
Dans la partie III, on étudie les opérations sur les types (essentiellement le
“produit de convolution” qui est un prolongement aux types de I’addition dans
I’espace de Banach). On donne aussi un critére pour que I’espace de Banach E
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contienne I°, sous forme de I’existence de certains types, appelés I°-types. Dans
la partie IV, on montre I'extension du théoréme d’Aldous, a savoir: tout espace
stable de dimension infinie contient I* pour un p = 1.

Le lecteur intéressé principalement par ce résultat pourra laisser de coté la
partie II, dont les parties III et IV ne dépendent pas.

Le présent article est le développement des résultats annoncés dans [10].
Entretemps, D. J. H. Garling a publié une version de ces résultats, assez
différente de la notre [6].

Plusieurs résultats intéressants concernant les espaces stables ont été
démontrés depuis la parution de [10]. Guerre et Lapresté ont montré dans [7]
que les espaces stables sont faiblement séquentiellement complets. Il en résulte
qu'un espace stable est réflexif dés qu’il ne contient pas de sous-espace
isomorphe a I,. Raynaud a donné dans [14] de nouveaux exemples d’espaces
stables: tout quotient de I, est stable si 1<p <o, les espaces de Lorentz L™
sont stables. Raynaud a par ailleurs donné pour les espaces super-stables un
théoréme de représentation analogue 2 notre corollaire du théoréme I1.3, et 2
montré que L*(E) (1 =p <) est superstable lorsque E est superstable.

Partie 1

Soit E un espace de Banach séparable. Pour chaque a € E, soit 7, : E—R:la
fonction définie par 7. (x) =|la + x||; 7. est appelé le ““type sur E réalisé par a”.
Posons E = {r.; a € E}C RE. On munit R{ de la topologie de la convergence
simple sur E (topologie produit). L’application a—7, est alors un
homéomorphisme de E (muni de la topologie forte) sur E.

La fermeture de E dans RZ sera appelée espace des types sur E et notée 7. Un
type sur E est donc une fonction 7 : E —R. telle qu’il existe une suite a., € E et
un ultrafiltre % sur N tels que 7(x) = lima, || @ + x || pour tout x € E. Notons que
la suite a. peut toujours étre prise bornée dans E (elle est bornée ‘“‘pour presque
tout n”’ au sens de P'ultrafiltre %). On a donc 7 = lima 7., dans 'espace 7. Dans
la suite on identifiera E et E, et on écrira donc 7 = lima ..

On pose 7, ={r € T ;7(0) = r} pour r ER.. Alors J, est compact: en effet, on
a toujours 7(x) = 7(0) + || x || pour x € E (c’est évident si 7 € E, d’oti le résultat
par densité de E dans J') donc 7, est fermé dans le compact Il.e [0, 7 + flx 1]

L’espace T est localement compact: en effet, si 1.€ T et 1(0)<r, alors
{r € 7;7(0)< r} est un voisinage ouvert de 7, contenu dans le compact J,.

T est métrisable et séparable: en effet, les types sur E sont des fonctions
lipschitziennes: si c € J, on a lo(x)—o(y)| =[x —yll pour x,y EE (c’est
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évident si o € E, d’ot le résultat par densité de E dans 7). Il en résulte que, si A
est une partie dénombrable dense de E, on peut considérer J comme un
sous-espace de R} muni de la topologie produit, qui est un espace métrisable et
séparable. )

DErFINITION.  L’espace de Banach séparable E sera dit stable si, quelles que
soient les suites bornées a.,, b, € E et les ultrafiltres U, ¥ sur N, on a

lim lim || a, + b.||= lim lim ||a. + b. |
n—o0 m-—»o "m0 n—»00
v L] A v

(11 suffit évidemment qu’on ait cette égalité pour toutes les suites bornées a.., b,
d’une partie dense de E.)

Il est clair que tout sous-espace d’un espace stable I’est aussi. Soient E un
espace stable, o, 7 deux types sur E, avec o = limy @m, 7 = limy b, (am, b. étant
des suites bornées de E). On pose

[0, 7] =lim lim ||a. + b.||
H;w m;;w

ce qui définit une application de 7 X 7 dans R.. Toutefois, cette définition n’est
valable qu’a condition de vérifier que: si o = limay @, = limy - a, et 7 =limy b, =
limy- b}, (@m, a ., bn, bl suites bornées dans E ; U, ¥, U’, V"' ultrafiltres sur N) alors

lim lim ||@.. + b.||=lim lim ||a .+ b.|.
o i
v L] v a’

Or le premier membre est

lim o(b,) =lim lim || @+ b, || = lim lim || a .+ b, |
"u‘/‘ H—V’W mr m;‘” n;;m

(par définition de la stabilité)
= lim 7(a)) = lim lim ||a ..+ b,
m"ll' mou' ”“V'
ce qui donne le résultat cherché en appliquant encore une fois la définition de la
stabilité.
On a évidemment [0, 7] = {7, 0] pour o,7 € 7. La propriété essentielle de
cette fonction est donnée par le

THEOREME. Pour o fixé, la fonction 7 — [0, 7] est continue sur 7. Autrement
dit, [o, 7] est une fonction séparément continue sur J X J.
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Cela résulte du lemme classique:

LeEMME. Soient I un espace métrique, D une partie dense de T et ¢ : T —R
telle que: sit € J et 8, € D, 8, — 7, alors ¢ (8,.)— ¢(1). Alors ¢ est continue sur
g.

On applique ce lemme avec D = E (espace des types réalisés dans E) ¢(7)
étant la fonction 7 — [0, 7]. On vérifie 'hypothese du lemme: soit b, € E tels
que 7, — 7. On a donc 7(x) = lim || b, + x|| pour tout x € E. Donc, par définition
de [0, 7], on a [, 7] = lima & (b.) quel que soit Iultrafiltre % non trivial sur N; ce
qui implique que o(b.)—[0, 7], quand n —; autrement dit [o, 7,] > [0, 7]

C.Q.F.D.

Le théoreme suivant donne une définition de la stabilité qui ne fait pas

intervenir d’ultrafiltre.

THEOREME. Pour un espace de Banach séparable E, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) E est stable.

(2) Quelles que soient les suites bornées an, b. € E, il existe deux ultrafiltres
U,V non triviaux sur N tels que

lim lim | @ + b, || = lim lim | a.. +b. .
A "y

(3) Quelles que soient les suites bornées a., b. EE, on a

sup || an + b. || = inf la. + b. |-

m<n

Evidemment (1) = (2); (2) = (3) car

sup || @m + b || Z lim lim || @ + b. | = tim Yim || @ + b, | Z inf [|@n + ba |-
m<n m;lm ¥ n;;w m(u—-’w m>n

Reste 2 montrer que (3) = (1):
On suppose donc que l'on a

lim lim || @ + ba || # lim lim || @ + b. |},
n—-© m-»x M p >0
v L] A» Vv

et que, pour fixer les idées, le premier membre est strictement supérieur au
second. On a donc

lim lim || an + b, | >¢ > d > lim lim | @ + b. I

¥ u U v
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Il existe donc X €U et Y E V tels que:

n€Y > limfa.+b.[>c; meX > limla.+b]<d
On définit deux. suites d’entiers mo, my, -, My, *++; N, Ny, *°+, Ny, + » » €t deux
suites décroissantes de parties de N:

Y=Y()DY|3"'DYJ(D"', XDX03X|D"'DXkD"';

X« €U, Y. €Y, ceci par récurrence sur k: on choisit n,€ Yo=Y; on pose
Xo=XN{m EN;|lan + b,||>c} puis on choisit moE€ X,; on pose Y,=
YoN{n €EN;|/am,+ b. || < d} (noter que myE X, donc Y, E ¥).

En général, ayant défini X, , et Y, on choisit n. € Yi; on pose X, =
X 1N {m €N;|la. + b., | > c} (noter que n, € Y, donc X, € U); puis on choisit
m, € X, et on pose Yi. = Y. N{n €N;|la., +b.]|<d}. On a donc m, € X,
n €Y, pour tout k; si k=1 on a m € X, (car m; € X, C X;) et donc
| @m, + bu || >c; donc infiz||@m +b.||Zc; si k> on a m €Y., (car
n € Y, C Y..,) donc || a., + b,, || < d. Par suite, supi-, || @., + b, ||=d. On a donc
SUPr< || @m + bn, || < infesi || @m + ba, || ce qui contredit (3). C.Q.F.D.

Pour terminer cette section, on donne quelques exemples simples:

o n’est pas stable : soient e, la base canonique de ¢y, et f, =eo+e, +---+e,;
on alle.+f.]|=2si m<n, =1si m>n, donc la condition (3) du théoréme
précédent n’est pas satisfaite.

Plus généralement, un espace X isomorphe a ¢, n’est pas stable. C’est clair
d’aprés ce qui précéde si d(X, c,) < 2. Dans le cas général, on utilise le fait que, si
X est isomorphe a co, il contient pour tout £ >0 un sous-espace (1+¢)-
isomorphe a ¢, ([8] ou [11], p. 97).

Tout espace de dimension finie est stable

2

I, est stable. Puisque ||x + y | —|lx|—|ly [’ = 2(x, y), on aura en posant

a= lian A, b= li_r}}c b, (limites faibles),
U 1

lim tim (@ + 8, ~llan|f =16 F) = (. b)

au v

* =l b. IP)-

=lim lim (||an. + b. | ~ || @m
n?w mq—;ﬁ

L’espace L' est stable: en effet, la fonction e ™! est de type positif sur L'.
Donc il existe une application U de L' dans la boule unité d’un espace de
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Hilbert H telle que e ™™= (U(x), U(y)) pour x,y € L'. Soient alors a., b,
deux suites bornées de L', U et ¥ des ultrafiltres sur N; posons £ = lima U(an);
n = limy U(b.) (limites pour la topologie faible dans la boule unité de H). On a
alors immédiatement:

lim lim e "%l = (£ 1) = lim lim e %0,
n
o am

U v v U

Il en résulte que

lim lim || @, — b, || =lim lim || @ — b |= —Log(¢ ). C.Q.FED.
mau n s n o "lqt
En fait, I'espace L” est stable pour 1 =p < +: pour 1=p =2, cela résulte du
fait que L® est isométrique 4 un sous-espace de L' ([3] ou [12] p. 212). Dans le
cas général, cela résulte de théoreme IL2.

Partie 11

Dans cette section, on donne deux théorémes permettant de construire des
espaces stables:

TutoreME IL1. Soit E, (n €N) une suite d’espaces de Banach stables. Pour
1=p <+, la I"-somme de ces espaces est un espace de Banach stable.

Soit E la I°-somme des E,. Donc, si fEE, on a fEMLenE: et ||fIF =
S=ollf(i)IF. Les f € E telles que f(i) =0 sauf pour un nombre fini d’entiers i
forment un sous-espace dense D de E.

Soient f., g deux suites de D, ||f. ||, [|g.|=1 et %, ¥ deux ultrafiltres sur N.
On pose

lim S ()P =a; lim 3 g O = B

Quand j—®, a; @ et B | B. Pour £ >0, fixé, il existe donc No tel que
asSog=a+e’, BS B =P +¢" pour tout j = No. On a donc

tim Y [f-()IF =¢?; lim Y llg.()IF =e®  pourtout j > No.
Ll el
KU v

o<<i<j o<i<j,

On a
Ifo 48l = 3 Mn @+ + Z 1@+ eOF + Z1fn @+ & OF

o<t <j
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On fixe un entier m; pour j assez grand, on a f.(i)=0si i 2, donc
2@+ = Z e O

Pour un tel choix de j, on a donc

tim o + gl =tim ( 5 W+ 8OF + 3 1a@)+ g )+ B

- No<i<j
Or on a (inégalité triangulaire dans E):

( > ||f,"(,-)+g"(,.)“,,)w_( > ,Ilf"l(i)ll")w

No<i<j No<i<j

=( 2 1e0r)"

On fait tendre n vers + o suivant I'ultrafiltre . On a vu que le second membre a
alors une limite=e Donc, en appliquant [Iinégalité |a®—b"|=
pla—blsup(a®’,b*") (a, b ER.) et en remarquant que

1/ 1/

(S1a0F) =1 (Sleor) st e« (Siho+a6r) =2

on trouve

=2""'pe.

im| 3 1@+a0F - 3 I OF

<i<j
Mais, par le choix de j, on a En,<i<jl|fm ()P = Zno<illf (i)]FF. On obtient donc

=2"""pe.

m £ + ga [ —lim > [fu D)+ g (O = 3% £ DIF - B,

En faisant tendre j vers + , on peut remplacer B; par 8 dans cette inégalité. On
fait alors tendre m vers + o suivant l'ultrafiltre 9 ; on a:

lim 2 fn IF = an,

et, par le choix de N,, on a |an,— a| = &". Donc:

lim im [|f + g P — lim lim Y, [[fm )+ g (DIF —a — B| = €° + 27 'pe.
m;;«: na—;eo m;lm n;;w i§N‘)

On montre de méme l'inégalité obtenue en intervertissant lim et li_rpm. Mais,

comme chaque E; est stable, on a o v

lim lim 3 [fu()+ g ()IF =lim lim 3 [If.. (i) +g. ().
U y o0 v o a =N

200 p—»0
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Quand & —0, on obtient donc

lim lim | £ + gallP =1lim Lim || fm + gn IIF. C.Q.F.D.

U k4 v U
On se propose maintenant de montrer le

TuEOREME I1.2.  Si E est un espace de Banach stable alors L* (E) ['est aussi
pour 1=p < +x,

Pour cela, on montre d’abord un théoréme de représentation des fonctions
séparément continues sur un produit de compacts métrisables.

THEOREME I1.3. Soit ¢:K x K'—R une fonction séparément continue
bornée, K et K' étant des compacts métrisables. Alors il existe un espace de Banach
réflexif € et deux applications bornées U:K—¢€, V:K '—> &* telles que
d(x,y) = (U(x), V(y)) quels que soient x EK, y EK'.

LemME IL1. Avec les hypothéses du théoréme 11.3, la fonction ¢ est de
premiére classe de Baire (limite d’ une suite de fonctions continues sur K X K").

Soit d une distance sur K; pour a € K, soit ya(x) = sup{l/n —d(a, x),0} qui est
continue sur K, >0 pour d(a, x) =1/2n et nulle pour d(aq, x)Z 1/n. Soit (ai)ier,
une famille finie de points de K, telle que tout point de K soit a une
distance = 1/2n de I'un d’eux. Posons fI(x)= xa (x)/Z;e1, x o (x). La famille
(f?)ies, forme, pour chaque n, une partition de l'unité sur K. On pose alors
&. (x, y) = Zics, d(arl, y) fi(x). L est clair que . (x, y) est continue sur K X K'et
on vérifie aisément que, pour y fixé, ¢ (x, y) converge (uniformément en x)vers
d(x,y). C.Q.F.D.

On définit alors un opérateur linéaire T:%6(K)*— €(K ) en posant
(Tp)(y) = fxc(x, y)u(dx) pour toute mesure bornée p sur K (n € €(K)").
Comme ¢ est continue en y pour chaque x fixé dans K, et bornée, une
application immédiate du théoréme de Lebesgue montre que (T )(y) est une
fonction continue de y.

Si veE¥4(K)* on a

(M= [ viay) [ oo ymt@n= [ uan) [ se vy

d’apres le théoréme de Fubini (applicable puisque ¢ est borélienne sur K X K').
Comme (T, v) = {u, T*v), on voit que T*v est la fonction x — [k d(x,y)v(dy)
qui est continue sur K (méme preuve que précédemment). T* envoie donc
€(K')* dans €(K). Il en résulte que T est un opérateur faiblement compact
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(remarque: on voit facilement que la réciproque est vraie a savoir que, si
U : €(K)*— €(K’) est faiblement compact, il y a une fonction ¢ : K x K'—=R
séparément continue bornée, telle que (U )(y) = [« ¥(x, y)s(dx)). D’apres [5],
T se factorise par un espace réflexif €. On a donc T=he 5 j:E€(K)*— €,
h:€— €(K’); 8. désignant la mesure de Dirac au point x, on a alors

¢(x,y)=(T8,, 8,) = (h °j8,, 8,) = (j8,, h *8,)
ce qui montre le théoréme I1.3 avec U(x) = j§,, V(y) = h*$,. C.Q.F.D.

COROLLAIRE.  Pour que I’espace de Banach E soit stable, il faut et il suffit qu’il
existe deux applications bornées U : B— €, V : B — €*, B étant une partie dense
de la boule unité de E et € un espace réflexif, telles que ||x +y|f =(U(x), V(y))
pour x,y € B (p réel >0).

La condition est nécessaire: si E est stable, soient J ’espace des types sur E,
et 7i={r€J;7(0)=1}: I, est compact et B C 7. En appliquant le théoréme
I1.3 a 1a fonction [0, 7]° séparément continue sur 7, X 7, on voit qu’il existe un
espace réflexif € et deux applications bornées U : T, — &, V:J,— €* telles
que [, 7] =(U(0o), V(7)); en particulier, en prenant pour o, 7 les types réalisés
par x,y €B, on a[lx +y |’ =(U(x), V(y)).

La condition est suffisante: soient x,,, y, € B et U, ¥ deux ultrafiltres sur N.
Les parties bornées de &, €* étant relativement faiblement compactes, il existe
£€ ¥ nEE” tels que U(xm)—a&; V(y.)—»7 (limites faibles). Alors

lim lim || x,. + y. [P = lim lim (U(x.), V(y.)) = (£, )
mql "T;m m;ﬂb 'I;;m

et de méme

lim lim [[x.. +y. [ = (£ )

v wu
ce qui montre que E est stable.

LemMme II.2.  Soient E un espace de Banach stable, I I’espace des types, T le
compactifié¢ d’ Alexandroff, et 1=p <2. Alors on a

lx+yl=lxt =iyl =dixhlyly*¢(xy) oi¢:ExE—R
a un prolongement borné séparément continu sur J x 9.

(On rappelle que E est un sous-espace dense de J.)
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1l existe C >0 (dépendant de p) tel que I'on ait
[le+ulp=1tP —|ul|=C(ulltP 7 alt]|ul™)  pourtu€R.

Il en résulte que, pour x,y €E on a

Hix +yle =lixle =lylrl=cd=Nly P allyHxIF™
(en effet, si [[x +y [P x| —[lylF =0 on a

Ix +yle =lxlP =y lF = dxl+Iy 1y —lxiF =yl

et on applique Pinégalité précédente; si [[x + y [P —[lx [ —[ly|* =0, on a

oslxlP +lyl —llx+ylr =l +ly e =[I=l-1ylF

et on applique de nouveau I'inégalité précédente).
Autrement dit, si x,y#0, on a

+ vl — P _ P — p/2 p/2
I+ yIP =IxlF =Dyl =Ix 71y P> ¢ (xy)

M b I= W=l 2 A dy I,

On désigne par 0 le type réalisé par 0. La fonction

é(xy)=(lx+ylr —lxlr Iy ==y I

définie sur (E —{0}) < (E —{0}) a un prolongement séparément continu 2
(7 —{0}) x (9 —{0}) donné par

#(o,7)= (o, 7]° — a0y — 7(0F)a(0) "*7(0) *".
Comme E — {0} est dense dans I —{0} on a, d’apres (1):
2 | b(a, 7)| = C(a(0)/7(0))' *7 A (r(0)/ e (0)) ")

et par suite | ¢ (o, 7)|=C.

On a § = 9 U {}. On prolonge ¢(o,7) 3 T X J en posant ¢(o,7)=0si o
ou 1 est soit 0, soit ®©. On a donc ainsi une fonction bornée sur 7 X J. Par
ailleurs, grice 2 linégalité (2) (en remarquant que 1—p/2>0) on voit
immédiatement que ce prolongement est encore séparément continu (si ¢ —0
ou , alors o(0)— 0 ou ®, donc, 7 restant fixe, ¢ (o, 7)—0). C.Q.F.D.

LemME I13. Soient E un espace "de Banach stable, J le compactifié
d’ Alexandroff de I’espace des types, et pZ 1. On a alors

k
lx+ylr =Nzl =lylr = 2 1xI Iyl dtxy)  pourx,y €E,
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avec 0< a; <p, et ¢ : E X E—R a un prolongement séparément continu borné
sur I x J.

Si 1 =p <2, le lemme précédent donne le résultat (avec k =1, a. = p/2). 1l
suffit donc de montrer que, si le lemme est vrai pour p, il I'est pour 2p. Oron a

k
lx+yle =lxlP + 1yl +Z Nl iyl di e y)

donc

"+ S

e +yIF* =llxI* +lyl

ol S est une somme de carrés de termes de la forme [|x |||y [ “ ¢ (x, y) et de
doubles produits. On vérifie aisément que chacun de ces termes est de la forme
voulue. C.Q.F.D.

LemMe I1.4. Soient E un espace de Banach stable et p = 1. Alors il existe des
espaces réflexifs & (1=i=k), des réels a; (0<a; <p) et des applications
U:E—%, V.: E— &% tels que I’on ait pour x,y €EE:

lx+ylr =lxlF =yl = 2 (U x), Vi)

et
lu@lsclxlrs  Ivol=Clyl-.

D’aprés le lemme précédent, on a

k
lx+ylP =lxlr —lylr =2 Nl Uy I~ ¢ (x y),
i=1

¢: ayant un prolongement séparément continu borné a I’espace compact
métrisable I X J. D’aprés le théoréme I1.3, il existe un espace réflexif &, et
deux applications bornées u; : § — &, v, : § — * telles que I'on ait ¢i(x,y) =
(ui (x), vi(y)) pour x,y € E (en fait, pour x, y € J). 1l suffit de poser Ui (x) =
Il x l|Iu: (x); Vi(y) =|ly |P~*v: (y) pour avoir le résultat cherché. C.Q.F.D.

On peut alors démontrer le théoréme I11.2; soient E un espace de Banach
stable, p un réel = 1; L?(E) est le complété de I’espace des fonctions en escalier
£:[0,1]— E pour la norme ||f]|ure) = (Joll f(t)|Fdt)"". Soient donc U, ¥ deux
ultrafiltres sur N et f.., g. deux suites de fonctions en escalier sur [0, 1] a valeurs
dans E, | fn |l.e), || 8 e = 1. On se propose de montrer que

,Lim !'i_rpm I fm + 8o llereey = lim lim £ + & lleeces
wu v n"V m‘u
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ou, ce qui revient au méme:

lim lim (I f + 80 IF =[£I — Il ") = lim Lim (| + g0 I — I/ [P ~ I 0 [F)-

n—>0 m-sx

U v v AU

Or on a d’aprés le lemme 11.4:

1o+ 8l =l = l8alF = [ (U + 80 O =N I =180 )P

=3 [(Uiofn(0), Vioga eyt

i=1J0

(noter que toutes les fonctions qui apparaissent sous le signe f sont des fonctions
en escalier sur [0,1]).
1l suffit donc de montrer que

tim tim [ (Ui @), Vi (00t = lim lim || (Urofo (0. Vi g ()t

A v

Or, U, ©f.., Vi o g, sont des fonctions en escalier sur [0, 1] 4 valeurs dans & (resp.
€%). On a | U e fu (= Cllfu OI; || Vi o8 ()] = Cllg. (DI On pose p =
plai>1 et g =p/(p—a) (p,q sont conjugués). Comme [fnllcwe) =
Jollf (0)|FFdt =1, on voit que || Ui © f |leiey = C. De méme || Vi o g, [l = C. On
pose &F = L7 (&). & étant réflexif et p, > 1, on sait que F est réflexif, et que
F* = L%(&*). Par ailleurs, U, °f, €E%, Vicg, EF* eton a

fo' (Usofn(t), Vi o gu (Ot = Uy o fi Vi ga).

La boule de rayon C de % est faiblement compacte, donc Ui ©f,. a une limite
faible £ suivant l'ultrafiltre %; de méme V;og, a une limite faible n suivant
Pultrafiltre . On a donc immédiatement
lim lim (U f, Vi °g2) = (¢ ) = lim lim (Ui fy, Viog,). C.Q.F.D.
v

U v AU

Partie III. Opérations sur les types

Soient E C F deux espaces de Banach, o un type sur E et £ € F. On dit que ¢
réalise le type o sur E si on a [|£ +x||=a(x) pour tout x € E. Il résulte
immédiatement de la définition des types sur E que tout élément d’une
ultrapuissance de E réalise un type sur E, et réciproquement, que tout type sur
E est réalisé dans une ultrapuissance de E.
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Si o est un type sur E et A €R, on définit le type Ao en posant: Ao =0 si
A =0 (0 est le type nul sur E, C’est-a-dire celui réalis¢ par 0); (Ao)}(x)=
|A]o(x/A) pour x € E si A #0. Il est clair que, si o est réalisé par £ € F, alors Ao
est réalisé par Aé .

Considérons maintenant un espace stable E,a € E et o un type sur E. On
définit un type noté o * a en posant pour tout x € E : (o *a)(x) = o(a + x); si
o =lima an (a. € E, U ultrafiltre sur N) on a (o * a)(x) = limq ||a. + a + x| ce
qui montre que o *a est bien un type sur E; et aussi que (o *a)(b)=
(o *b)(a).

Soit 7 = limy b, un autre type sur E (b, € E, ¥ ultrafiltre sur N). On définit
alors le “produit de convolution” des deux types g, T qui est un type sur E noté
o * 7 en posant (o * 7)(x) = [o * x, 7] pour tout x € E. Par définitiondu[ ], on
a (o*7)(x)=limy (o *x)(b,) donc (o*7)(x)=lims (o *b,)(x) pour tout
x € E. Cela montre que o * 7 est un type sur E, puisque c’est la limite, suivant ¥,
de la suite de types o * b,. De plus, cette égalité s’écrit

(0 *7)(x)=lim o(b, + x) = lim lim lan +b. +x].
'lv mql—w Vl;;w

D’apres la stabilité de I'espace E, on en déduit
(o *7)(x)=lim lim || @. + b. + x||=[7 *x, o).
"‘V mou
11 en résulte que o * 7+ = 7 * o, le produit de convolution est commutatif.
Le produit de convolution est une application séparément continue de I X J

dans 7 en effet, il suffit de vérifier que, pour o et x fixés respectivement dans J
et E, (o * 7)(x) est fonction continue de 7; ce qui est clair puisque (o * T)(x) =

[o*x,7].
Si a€E, on a (e*x7)*a=oc*(r%a) en effet, pour x EE, on a
(o*7)*a)x) = (o*x7)x+a) = [o*(x+a),7] = [(o*x)*a,7] =

[e*x,7*a] = (o*(r*a))(x).

Si maintenant on prend ¢'€J, on a (o'*0)*7=limy (0’ *0)*b,
(continuité séparée du produit de convolution)=limyo'*(o*b,)=
o' #limy (6 * b,) = o' % (o * 7). Le produit de convolution est donc associatif.

Notons également les identités [Aa, A7] = A[o, 7]; (Ag) * (A7) = A(0 *7) pour
A ER.

Considérons un espace stable E et une suite ¢y, 02, *, 0%, * * * de types sur E.
Soient F D E un espace de Banach, et &, -, &, -- € F. On dira que (&) est
une suite de vecteurs indépendants sur E, réalisant respectivement les types i sur E
si on a:
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(i) I|x+/\1£1+"‘+Ak§k”=(A10'1*'"'*Aka'k)(x)

pour x EE et Ay, -+, Ac €ER.

Il est clair que I’espace de Banach engendré par E, &, -+, &, - est alors
unique (a isométrie prés).

Il existe un tel espace (autrement dit (i) définit bien une semi-norme); en effet,
par récurrence, supposons construit I'espace E. engendré par E, &, -, &
satisfaisant (i). On a Ows =limya, (a. € E, U ultrafiltre sur N). On définit
Ei.1 = Ex @ Ré&:.: (espace vectoriel obtenu en ajoutant une dimension & Ey ), et
sur Ei.1, on définit la semi-norme

ln + Aécall =lim || n + Aa. || pour nE€E, AER.
Oﬂ écrlt 'n =x+A|§|+"’+Ak§k (er,Al,"',Ak ER) d’Ofl

lx + Aot oo+ A+ M| = lim [|x + An + Xibr+ - + M|
U

= 11_12 (A]O’l *ooeok Ak(fk)(ha,. + X) = (Alo'l LERRE D W, % *Ao'k+l)(x)
u

ce qui achéve la récurrence.

En particulier, la donnée d’un type o sur E permet de construire (dans un
espace de Banach F D E) une suite £, -+, &, * - - de vecteurs indépendants sur
E, réalisant tous le type o sur E; I'espace engendré par E, &, - &, est
unique 2 isométrie prés. On I'appellera le modéle étalé sur E associ€ au type o.
Pour tout x € E, la quantité ||x + A& + -+ A&e|| est alors invariante par
permutation des A; (1 =i = k) puisqu’elle vaut (Ao *- - * Aa)(x).

Un type o sur I’espace de Banach E sera dit symétrique si o(—x) = o(x) pour
tout x € E (autrement dit, si ¢ = —o en appliquant la définition de la
multiplication d’un type par — 1). Le seul type symétrique réalisé dans E est 0(si
lla + x| =]|la— x| pour tout x EE, et si a €E, alors a =0).

L’espace & des types symétriques sur E est un fermé de 7. Si E est de
dimension infinie, il n’est pas réduit 2 0 (c’est essentiellement montré dans [9]);
lorsque E est un espace stable, c’est d’ailleurs immédiat: on prend une suite
a, €E, |a.|| =1 sans sous-suite convergente, et un ultrafiltre % non trivial sur
N. On a ainsi le type o =limxa. que I'on réalise par deux vecteurs &, &
indépendants sur E. Alors & — &, réalise un type symétrique sur E (c’est
ox(—0o)): car, si xEE, on a ||x+&—&|=|lx — &+ & (la norme est in-
variante par échange de £, et £). Or ce type n’est pas nul: sinon ||&— &/ =0,
donc
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lim £, a. | =0,
"%

ce qui montre que la suite a, a une sous-suite qui converge (vers &) contraire-
ment a I’hypothése.

Soient ¢ un type symétrique non nul sur I’espace stable E, et &,,- -+, &, * - - une
suite de vecteurs indépendants sur E réalisant le type o. Alors, pour x €E, la
quantité || x + A& + - - - + A& || est invariante par permutation des A;, et change-
ment de A; en & (&8 = £1) (en effet, elle vaut (A0 *---*A0)(x) et on a
o = — o). En particulier, &, -+, &, - - - est une suite basique inconditionnelle de
constante 1.

Un type symétrique o non nul sur P'espace stable E sera appelé un [”-type
(resp. un co-type) si on a ao * o = (a’ + B*)"Po (resp. ac * Bo = sup(a, B)o)

pour a, B ER.. Si &, -, &, - - - sont des vecteurs indépendants sur E, réalisant
le type o, on a donc
k k i/p k
x+ > ALf= x+<2|/\,- |”) & (resp. x+<supla.~|) 5,")
i=1 i=1 i=1

pour x EE et A;,* - -, A ER. Le type réalisé par &+, sur ’espace Ei engendré
par E, &, -, & est donc un [°-type (resp. co-type) sur E..

LemMe IIL.1. Soient E un espace stable, et o un type symétrique non nul sur E.
Pour que o soit un c,-type ou un I”-type pour p = 1, il faut et il suffit que, pour tout
a ER,, il existe B ER. tel que o * ac = Bo.

Il est clair que la condition est nécessaire. Soit alors o satisfaisant cette
condition. En remplagant o par o(0)'o, on peut supposer o(0)=1. Soient
&1, &, &, trois vecteurs indépendants sur E réalisant le type 0. On adonc||& || =1
(i =1,2,3). Par hypothése, pour tout a =0, il existe B=0 tel que
[[x + & + a&|| =||x + B& || pour tout x € E. Par homogénéité on en déduit que,
pour A, u =0, il existe un réel ¢(A,u)=0 tel que |[x+A&+pbl=
|x + &(A, w)é& | pour tout x € E; donc Ao * po = ¢(A, p)o.

L’espace E’ engendré par &, &, & est un espace normé réticulé de dimension
3. Si u,v € E’ sont étrangers alors ||u+ o] = ¢(Jlul,||v]]); en effet, puisque
£, &, & sont permutables il y a seulement deux possibilités: u = A&, v = ué, et
alors [lu + vff = ¢ (A, w)=d(lull.llvll), u = A&, v = p& + v et alors u + o[ =
A&+ pé: + vés|| = (Ao * po * v )(0) = (Ad * d(u, ¥)o) (0) = S(A, b(m, v)); o1
A=llull et ¢(u,v)=|v|, donc ||u+ovl=$(lul.lol).

D’aprés un résultat de Bohnenblust [2] (ou [12], p. 18), il en résulte que 'on a
soit (A, ) =sup(A, n), soit ¢(A, w) = (A? + )" pour p = 1. D’ou le résultat
cherché puisqu’on a vu que Ao * uo = ¢(A, w)o pour A, u €ER,.
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TutoriME IIL.1. Soient E un espace de Banach stable, o un I°-type (resp.
co-type) sur E (p = 1) avec o = limq a, (a. € E, U ultrafiltre sur N). Alors il existe
une sous-suite b, de la suite a, qui est équivalente a la base canonique de I” (resp.
Co), et plus précisément, telle que I’on ait

(1—2—")("2 [ A I")llpé

zk

=(1+27%) (2 [ A IP)W

=k

> A.b.
n=k

(resp. 1-27) su]:l)\..lé Zk)t..b,. §(1+2"‘)sg;k)|)t,. I),

pour toute suite A, de réels nuls sauf un nombre fini.

REMARQUE. On déduit immédiatement de ce théoréme que sur un espace
stable E, il n’existe pas de c-type: sinon E contiendrait un sous-espace (1+¢)
isomorphe i co, et on a vu plus haut qu’un tel espace n’est pas stable.

On utilise la proposition suivante, qui énonce une propriété des types sur un
espace de Banach quelconque:

ProrosITION III.1. Soient T =lima a, un type sur I’espace de Banach E
(a. € E, U ultrafiltre sur N), F un sous-espace de E de dimension finie, et
g, M >0. Alors il existe n tel que I’on ait |7(x)—||x + a. ||| = & pour tout x EF,
lxll=M.

En effet, {x € F;||x || = M} est un compact K. La suite f, de fonctions définies
sur K par f.(x)=|/x +a.]| est équicontinue, donc converge uniformément
suivant I'ultrafiltre % (théoréme d’Ascoli). Comme cette suite converge simple-
ment vers la function 7, celle-ci est donc sa limite uniforme. C.Q.F.D.

PREUVE DU THEOREME 1II.1. On suppose ||a. || =1 pour tout n; soient & &
deux vecteurs indépendants sur E réalisant le type o sur E. On définit par
récurrence la sous-suite by, -+, b, -+ de la suite a,. de la fagcon suivante:
ayant défini b,,---, b, soit E, le sous-espace de E qu’ils engendrent.
Si y=Ab+---+Ab.EE, on pose y=(A, -, A)EIL  (donc
1= (A7 +--+]A[?)"). Pour 1=m =n, on désigne par E,. l'espace
engendré par b, b, -+ *, b, On suppose (hypothése de récurrence) qu’on a:

® lly +2£l= gl +1a 1737 | = enan 5P + A1)

quels que soient yEE,,, 1=m=n et AER; avec en.=2" +27m 7+
-+« 427", On applique alors la proposition IIL.1 au type 7 réalisé par le vecteur &,
sur 'espace E + R¢ (engendré par E et £) et au sous-espace de dimension finie
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E,+R¢ On prend £ =27"7 et M =2/¢ =2""°. On détermine donc ainsi un
élément de la suite (a.) qu’on note b,., tel que l'on ait:

lly +at + &l ~lly + @t + boul|se  poury €E,

et a €R tels que ||y + af||=2/e.
Comme ||y +ag+&|—|y + af +boull |=||& — ban]|=2 (inégalité trian-
gulaire), on en déduit que:

lly +at + &l lly + £ + boil|| S suple, 2|y + a€ |}
(comme on le voit en examinant les cas ||y + aé||=2/e, |y + a&l|>2/¢)
Zely+at+&
(car o est un type symétrique donc [y +af+&|=|ly zaf =& (). Par
homogénéité on en déduit
(i) [y +ag + B&ll~lly + a& + Bbouill| = elly + € + BE|

quels que soient y EE, et o, B €ER.
Comme o est un [°-type sur E, on a

Iy +aé+Bell=lly +(al +|B])"&|.
D’aprés I’hypothése de récurrence (i) on a:
lly +dal +187)"el- A5l +lal +|81)" |
(0 S enn(I7F +lal +181)”
pour tout y € E,.. (1=m = n). On en déduit donc, d’apres (ii):

lly + Bbusi+ all =I5 IF +]al +1817)" |
=ely+at+pall+emn(lyIF +lal +B]")".

Or
Iy +ag +Ball=lly +(al +|BP)EI=1+en)IFIF +lal” +[BI)"
d’aprés (iii). En substituant dans I'inégalité précédente, on obtient

llly + Bbusi + at | =I5 P +|el” +]1817)" |
=[e(1+ emn) + ema](IFIF +la " +|B]")".

Comme £=2""¢€t gna=2"+2""4+---42™", on a e(l+emn)t mn =
Emns+1. ON a ainsi montré que:
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Iz +etl— Izl +laP)” | = emnallZIF +] )"

quel que soit Z EE,nvi, I=Em=n et a €R.
Il reste donc a montrer cette inégalité pour m =n+1. Dans ce cas
2 € E,sina1, Cest-a-dire z = Bb,.. et P'inégalité (ii) avec y =0 donne:

18w + 2| - (|1 B +|al?)” | e(lal +|BIP)"

d’otl le résultat car ¢ =27" 2= grran =27

On a ainsi donné une définition par récurrence de la suite (b, ), sous-suite de la
suite (a.), telle que (i) soit satisfait quels que soient n et m, 1=m =n. Pour
A = 0, I'inégalité (i) donne alors le résultat cherché. C.Q.E.D.

REMARQUE. La démonstration n’a été faite que lorsque o est un I°-type; elle
s’applique aussi, avec les modifications évidentes dans les inégalités (faire p = @
i la fagon habituelle) lorsque o est un co-type.

Partie IV
On se propose dans cette section de montrer le

THEOREME IV.1. Si E est un espace de Banach stable de dimension infinie,
alors, pour tout € >0, il contient un sous-espace (1+ €)-isomorphe a 1° pour un
certain p, 1= p <+,

Nous énongons tout d’abord une proposition simple sur les points frontiéres
du spectre d’un opérateur, qui sera utilisée dans la suite; pour la commodité du
lecteur, on en rappelle la démonstration.

PROPOSITION IV.1. Soient E un espace de Banach sur R (resp. sur C),
T : E — E un opérateur linéaire continu et A € R (resp. C) un point frontiére du
spectre de T. Alors il existe une suite x, € E, || x.[| =1 telle que | Tx. — Ax, || =0
quand n — .

L’hypothése sur A signifie donc que T — Al n’est pas inversible, mais qu’il
existe des A’, aussi voisins qu’on veut de A tels que T — A’ soit inversible.

En remplagant T par T — Al on peut supposer que A =0. S’il n’existe aucune
suite x, EE, |x.[|=1 telle que || Tx.[|—=0, c’est qu’il existe ¢ >0 tel que
| Tx || = ¢ || x || pour tout x € E. Comme T.est borné, T est un isomorphisme de E
sur un sous-espace fermé E’. On a E' # E puisque T n’est pas inversible. Soient
X0 € E 3 une distance = 1 de E’, et a, une suite de réels tendant vers 0 tels que
T — a,I soit inversible. Il existe donc u, € E tel que Tu, — anu. = Xo. Alors
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| ants. || = || Tu. — xoll= 1 donc ||u. || = =. En posant v, = u,/||u.|, on a|v.[[=1
et Tv, — a.v, = Xo/||u. ||, donc || Tw. || —0. C.Q.ED.

Pour montrer le théoréme IV.1, considérons un espace stable E de dimension
infinie. D’aprés le théoréme I11.1, il suffit de montrer qu’il existe sur E un type o
qui est soit un [°-type, soit un c,-type. D’aprés le lemme II1.1, on est donc
ramené a montrer le théoréme suivant:

THEOREME IV.2. Soit E un espace de Banach stable de dimension infinie.
Alors il existe sur E un type o symétrique non nul tel que, pour tout o € R, il existe
B ER, avec o *ac = fo.

On désigne par & I'espace localement compact (fermé dans I’espace des types
') des types symétriques sur E. Comme E est de dimension infinie, on a ¥ # {0}.

Etant donnés a, B € R., une suite o, € & sera dite (a, B)-approximante si on a
|(on * @0,)(x) — (Bo.)(x)| = 1/n quels que soient x EE et n= 1.

LemME IV.1. Si la suite o, est (a, B)-approximante alors on a

[(ow * @, *7)(x)— (Bo. *T)(x)| = 1/n
quels que soient le type r€J, x EE et n €EN.
En effet, on a 7 =limy b, bx € E: or, par hypothése

[(0n * @0 ) (bx + x)— (Bo) (b + x)|=1/n
quel que soit x € E.
11 suffit alors de faire tendre k vers+ o suivant P'ultrafiltre %" pour obtenir
I'inégalité cherchée. C.Q.F.D.

LemMme IV.2. Soient o.., 7, deux suites (a, B)-approximantes et Gpp = Gm * Tn.
Alors, pour tout x EE, on a

[(Tmn * AOn ) (X) = (BOwmn)(x)| = 1/m + 1/n.

D’aprés le lemme précédent, on a |(0. * ao., * 7)(x) — (Bom *7)(x)| = 1/m
quel que soit le type = sur E. On prend t = 7, * at.. D’aprés les propriétés du
produit de convolution, on obtient:

) | (@ * 7o * @ (0w * 7)) (x) = (BOw * 7 * a7, )(x)| = 1m

mais la suite 7, étant (a, B)-approximante, on a, d’aprés le méme lemme:
[(7a * @1, * 7)(x)— (BT, *7)(x)| = 1/n.

On prend ici 7 = Bo.., ce qui donne:

[(BOw * 7o * at.) (x) — B(Ow *7.)(x)| = U/n.
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En combinant cette inégalité avec (i) on obtient le résultat cherché. C.Q.ED.

Une partie C non vide de & sera appelée une classe conique si:

(a) C est fermée et # {0},

(b) si o € C, alors Ao € C pour tout A ER,,

() sio,7r€C, alors oxrEC
On pose ¥, ={o € ¥; 0(0) = 1}; &, est une partie compacte de ¥; CN ¥, est
donc compact et non vide (prendre o € C, o # 0 et considérer le type o(0) o).
Par ailleurs, une classe conique C est déterminée par son intersection avec ¥,
puisqu’on a évidemment C ={Ac;A ER,,c ECNF\}.

LemMe IV.3. Toute classe conique contient une classe conique minimale.

Il suffit d’appliquer le théoréme de Zorn a 'ensemble des classes coniques
ordonné par l'inclusion.

Si Z est un ensemble ordonné de classes coniques, alors Neces C# {0}, car
MNcexr C N &, # D (intersection d’une famille totalement ordonnée de compacts

non vides). Donc Mces C est une classe conique qui est un minorant de %.
C.QF.D.

LeMME IV.4, Soient C une classe conique et « = 0. Alors il existe B = 1 et une
suite o, € C N &, qui est (a, B)-approximante.

On prend un type o € C, o(0) =1 et on considére une suite &, +, &, - - de
vecteurs indépendants sur E, réalisant tous le type o sur E. Si u=
A&+ - - -+ A€, est une combinaison linéaire des &, alors le type réalisé par u
sur E est (A,0)*---*(\0), donc est dans C.

Soit H le complété de I’espace engendré par &, - - -, &, - - - ; la suite (£,) est une
base symétrique inconditionnelle (de constante 1) de H. On définit un opérateur
T : H— H en posant T¢, = &, + aan; d’apres la symétrie de la base £, on a
immédiatement ||u||=|Tu||= 1+ a)|lu]| pour tout u € H. Par ailleurs, on a
évidemment || Tu — £&,||= 1 pour tout u € H, donc T n’est pas inversible. Il en
résulte que le spectre de T a des points frontiére qui sont réels 2 0. Soit 8 Z0 un
tel point frontiere et u, une suite d’éléments de H, ||u.[ =1, telle que
| Tu. — Bu.||=1/n (proposition IV.1). On peut évidemment supposer que
chaque u, est combinaison linéaire (finie) des &. On a 8 = 1 car || Tu, || = ||u. || =
1 et || Tu,||— B. Soit a. € C le type réalisé sur E par u, Pour tout x € E on a
|| Tu. + x ||~ || Butn + x ||| || Tun — Buo || = 1/n. Or il est clair que le type réalisé
sur E par Tu, est g, * ao,, ce qui donne |(o, * @0, )(x) — (Ba.)(x)| = 1/n, quel
que soit x € E. La suite o, est donc (a, 8)-approximante. C.Q.F.D.



Vol. 39, 1981 ESPACES DE BANACH STABLES 293

LemME IV.5. Soient C une classe conique minimale, et a = 0. Alors il existe
B =1 tel que tout point de C soit limite d’une suite (a, B)-approximante
d’éléments de C.

D’aprés le lemme précédent, on peut choisir 8 = 1 tel qu’il existe dans C une
suite o, qui est (a, B)-approximante et telle que o, € ¥; B étant ainsi fixé,
désignons par C' Pensemble des o € C qui sont limite d’une suite (a, B)-
approximante d’éléments de C 1l suffit de montrer que C’ est une classe
conique; en effet, par minimalité de C, on aura alors C = C’, ce qui est la
conclusion cherchée.

Comme &, est compact, il y a une sous-suite des o, qui converge vers
o € I N ¥,. Comme une sous-suite d’une suite (a, B)-approximante I’est aussi,
on voit que o € C'. Comme o# 0, on a montré que C’ # {0}.

C' est fermé: soit o.. une suite dans C’, 0., — o; donc o € C. Pour chaque m
on a une suite approximante ¢.... qui tend vers o, quand n — . On peut donc
choisir un entier n(m}= m tel que d(Gn.n(my, 0 ) =27™ (d étant une distance sur
J qui définit la topologie de 7). Posons 7, = Gum.nemy; €videmment 7., — o. Par
ailleurs, pour tout x €E, on a

(T * a7 ) (x) — (BT ) (X)| = 1/n(m)=1/m,
donc 7., est une suite (a, B)-approximante.

Sio&C' et A=0, alors \ce ('
Soit o,, une suite (a, 8)-approximante tendant vers o. On a

[(AGw * @A03 ) (x) = (BAGW)(X)| = A | (0 * @00 ) (x/A) = (BOw ) (x/A)| = A[m

quel que soit x € E. Par suite, si ko est un entier = A, la suite Aoy est
(a, B)-approximante. Comme elle tend vers Ao, on a Ad € C'.

Sior€C alorsoxr€C’

Soient g,., 7. € C, deux suites (a, B)-approximantes tendant respectivement
vers o,7. Alors o, *r—> o #*7 (le produit de convolution est séparément
continu). Pour m fixé, 0., * 7. = 0., * 7 quand n — . Pour chaque m, on peut
donc choisir n(m)= m tel que d(Tm * Taim), O * T) =277, AlOIS 0y = O * Tu(m)
tend vers o * 7 quand m — . Par ailleurs, d’aprés le lemme IV.2, on a pour tout

x€EE:
[(en*ad,)(x)—(Bor)(x)|=1/m+1/n(m)=2/m.

Cela montre que la suite o, est (@, B)-approximante. Donc sa limite o * 7 est
dans C'. C.Q.E.D.
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LeMME IV.6. Soit C une classe conique minimale. Alors il existe o € C, 0 # 0
avec la propriété suivante: pour tout a Z 0, il existe B = 1 tel que o * ao = Bo.

Soit | = {o € ¥; ¢(0) = 1} qui est un espace compact. Pour chaque o € Q" et
a € A (partie dénombrable dense de E), on définit la fonction ¢, : ¥1—>R. en
posant .., (o) = (o * ao)(a). La fonction (o, 7)— (o * a7)(a) étant séparément
continue sur &} X &1 est de premiére classe de Baire sur cet espace (lemme I1.1).
Il en résulte que .. est de premiére classe de Baire sur i, donc aussi
évidemment sur le sous-espace ¥1NC, ot ¥i={ocEF;0<0c(0)<1}. Or
£1N C est ouvert dans le compact &1 N C, donc est un espace de Baire. Il existe
donc un point & de cet espace qui est point de continuité pour toutes les
fonctions de la famille dénombrable (... )aco*, cca (considérées comme fonctions
sur 7N C) qui sont des fonctions de premiére classe de Baire.

Soit @ €Q*; d’aprés le lemme IV.5 il existe B =1 et une suite 0. €C,
(a, B)-approximante et tendant vers . Comme &1 N C est, dans C, un voisinage
ouvert de &, on voit que Ya(0n)— Yua(F). Or

[(on * @0v)(a) — (Bow)(a)| =0, (Bo.)(a)—>(Bd)(a) et
(Un * ao-,,)(a) = lI/a‘n (Un)—) lnl’aua (&) = (& * a&)(a)

Il en résulte que, pour tout a € Q., il existe B = 1, tel que, pour tout a € A on ait
(6 *ad)(a)=(Bd)(a). Comme A est dense dans E, on a 6 *ad = 4. Si
maintenant on prend a €R,, soit a, €Q., a,—> a, d’oli ¢ * a.d = B,6. On a
6# 0 (car 6 € &) donc 6(0)>0. La suite B.5(0) étant bornée, la suite B, 'est
aussi; en prenant une sous-suite, on peut supposer que 8, — . Donc 6 * aé =
Ba. C.Q.FE.D.

Le théoréme IV.2 résulte immédiatement des lemmes IV.3 et IV.6. Cela
termine la preuve du théoréme IV.1.
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