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Sous-espaces de dimension finie des
espaces de Banach réticulés

By J. L. KkIVINE

Introduction

Tous les espaces vectoriels considérés ici sont sur le corps des réels.
Un espace normé C-réticulé (Créel = 1) est un espace vectoriel L muni d’une
relation d’ordre fermée compatible avec la structure d’espace vectoriel
@=y—=x+2z=y+zetrxr <wypourz, y 2L, »ecR,) dans lequel deux
éléments quelconques x, ¥ ont une borne supérieure z U , une borne inféri-
eurex Ny, et tel quesi w, ye L, et (x| < |y|, alors [[z|| < C[ly| (par dé-
finition, |#| = (—z) Ux). On désignera par L, ’ensemble des éléments >0
de L; x, y € L seront dits étrangerssi|z|N|y| = 0.

Un espace de Banach C-réticulé est, par définition, un espace normé
C-réticulé qui est complet.

Lorsque C =1, L est appelé espace normé réticulé (resp. espace de
Banach réticulé).

Un espace de Banach muni d’une base inconditionnelle (x,)..~ (telle que
[l EL; M || = C] E';:l | A |2, [|) est un espace C-réticulé, pour la relation
d’ordre dans laquelle 3" A2, = 0= Rgy Ayy =2+, Ay = 0.

E, F é&tant des espaces normés, on dit que F est finiment représentable
dans E si, pour tout ¢>0 et tout sous-espace F”’ de F' de dimension finie, il
existe un sous-espace E’ de E et une bijection linéaire T: E' — F” telle que
ITNIT=S1+e.

L étant un espace normé C-réticulé, on dira que I* (resp. c,) est fini-
ment représentable dans L au sens des espaces réticulés si, pour tout n € N
et tout ¢ > 0, il existe »,, ---, z, € L, deuz & deux étrangers tels que, pour
Ay ** 0, My ER on ait '

A =M+ oo F M) S [N+ o0 + Nl
SA+ M+ oor N [P

(reSp' (1— G)Sup(“\q[, Ty [7\'» [)é ”7\'1:”1 T e +7\'nxn”
é(l +8)Sup(l7\41[, Tty [)"nl)) .

Le résultat principal qu’on se propose de démontrer dans cet article
est le
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THEOREME 0.1. S7 L est un espace de Banach C-réticulé de dimension
infinte, Uun des espaces I* (p réel =1) ou ¢, est finiment représentable dans
L au sens des espaces réticulés.

Or, dans [1] il est démontré que, pour tout espace de Banach E de di-
mension infinie, il y a un espace & base inconditionnelle qui est finiment re-
présentable dans E (une preuve en sera d’ailleurs donnée ici, Théoréme 1.1).
Il résulte alors du Théoréme 0.1 que ’un des espaces I* (» = 1) ou ¢, est
finiment représentable dans E. Comme !? est finiment représentable dans I?
et ¢,, on a ainsi obtenu une nouvelle démonstration du théoréme suivant de
Dvoretzky [2].

THEOREME 0.2. [* est finiment représentable dans tout espace de Banach
de dimension infinie.
Un autre corollaire intéressant du Théoréme 0.1 est le

THEORRME 0.3. Si E est un espace de Banach isomorphe d 17 (p = 1)
alors I est finiment représentable dans E.

Notons enfin qu’on peut préciser de la facon suivante le Théoréme 0.1:
Si L est un espace normé C-réticulé de dimension infinie, alors I? est finiment
représentable dans L au sens des espaces réticulés, avec » = inf {g=1; L est
de genre < ¢} ou bien p = +  si L n’est de genre < ¢ pour aucun réel ¢ =1
(L est dit de genre < ¢ 8’il existe M > 0 tel que

(T 1?4 ooe + Nl [ = M@, + -+ + @]

quels que soient x,, ---, x, € L deux 4 deux étrangers). La démonstration
résulte des techniques développées dans le présent article et dans [8] et est
pratiquement faite dans [8].

I

Soit E un espace de Banach, x, ---, z,€ E. La fonction @: R*— R,
définie par O(n,, -+, N,) = || My + - -« + N2, || sera appelée le type du n-uplet
(xy +++, z,). Une fonction &: R*— R, sera appelée un n-type, si c’est le
type d’un n-uplet (x, ---, x,) d’éléments d’un espace de Banach. Un n-type
est donc déterminé par ses valeurs sur

B = {0y co o, M) ERYS SUD ([N, <+ o, [N ]) = 1},

puisque c’est une fonction positivement homogéne de degré 1. L’ensemble
T . des n-types sera considéré comme muni de la métrique induite par celle
de I’espace de Banach C(32).

Soient (£,);.; une famille d’espaces de Banach (resp. espaces de Banach
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~ réticulés) et D un ultrafiltre sur I. Dans [3], on a défini I'ultraproduit de
cette famille sutvant 9D; c’est un espace de Banach (resp. un espace de
Banach réticulé), noté [],., E./9. Lorsque tous les E; (i € I) sont égaux &
un méme espace E, I'ultraproduit est appelé une ultrapuissance de E et
noté E*/D.

ProrosiTION I.1. Soient (E,);.; une famille d’espaces de Banach, E =
H...E/9D etx, -+, x,€E, 2, = @icr, **+, Ty = (@)1, aveC i, - -+, 2% € E,.
Soient @,, @ les types respectifs des n-uplets (xt, - -+, x3), (&, - -+, x,). Alors
D, — @ sutvant U'ultrafiltre D, dans I’espace métrique T, des n-types.

Il existe K > 0 tel que ||z, ||, ---, [|®. ||, ||2i]], -, ||t ]| < K. Par dé-
finition des ultraproduits il est clair que pour chaque (A, ---, M) €R?,
O(ny <", Ny) = O(\,, +++, \,). Mais d’autre part, on a

IQi()"ly "'y)‘m)—¢i()'{v ty N;)|
= |[Inad + oo o+ N2h] — N+ -+ Ak
SO =Nl + v+ = M2 S K(N — M+ oo+ [N — M)

Cela montre que (@,),.; est une famille équicontinue de fonctions sur le
compact B~. Elle est donc relativement compacte dans C(B~), d’ou ’exis-
tence de ¥ € C(B2) telle que || ¢, — ¥ ||, tende vers 0 suivant 1'ultrafiltre 9.
En particulier @\, ---, \,) - T\, -+, M) pour (Ay, -++, Ay) € B2. Donc
U =0,et 0, — @ dans C(Bn). C.Q.F.D.

ProPOSITION 1.2 [4]. Toute ultrapuissance E'/D d’un espace de Banach
E est finiment représentable dans E. '

Soient F' un sous-espace de dimension finie de E*/9, x,, ---, x, une base
de F, 2z, = (®)icr, -+, £, = (25);cs. 1l existe K > 0 tel que

K||7\'1x1+ tee +7\mxn|| gsup(’h\ql; "'|>"u|)

(car toutes les normes sur R” sont équivalentes). D’aprés la Proposition 1,
pour tout ¢ > 0, il existe JC I, J€ D tel que

[Nz + =+ @ [l = et + -0 +0anll| S e
pour tout 7 € J et tout (A, +++, ©,) € B2. Par suite
[Ty 4+ oo+ N || = (I Nf + o0 N0 ][] S esup (I, <00, [N )
pour A, .-+, A, €R. Donc
[y + oo 4 At || = (It + o oe + Xpzh ||| S 6K [Ny + <00 4 Mot ||
pour A, -+, A, €R. On choisit 1€ J (J€9D donc J # @), on appelle F” le
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sous-espace de E engendré par zf, ---, . et on définit T: F— F' par
T(x,) = i, ---, T(z,) = x,. Dés que ¢K < 1, I’'inégalité précédente montre
que T est biunivoque et que || T||[| T[] = (1 + eK)/(1 — eK). C.Q.F.D.

On sait, en fait, qu’un espace de Banach F est finiment représentable
dans F si et seulement 8’il est isométrique 4 un sous-espace d’une ultrapuis-
sance de E (voir [4]).

Soient L, M deux espaces normés C-réticulés, et K unréel >0. Ondira
que M est K-finiment représentable dans L au sens des espaces réticulés
si, quels que soient a,, - -+, a, € M deux & deux étrangers et ¢ > 0, il existe
b, -+, b, e L deux a deux étrangers tels que

(K+ 5)_"[[):1&1 + e +)’na’n|| é ”Nlbl + e +>"'nbn||
SE+e)IMa + + o0 + Na, |

quels que soient A, -+, A\, €R.

Pour K = 1, on dira que M est finiment représentable dans L au sens
des espaces réticulés.

LEMME 1.1. Soient L un espace de Banach C-réticulé, L*|/D une ultra-
puissance de L, a, -+, a, des éléments de L'|D deux d deux étrangers.
Alors on a

@, = (af)iEI’ e, @y = (a’fl)ieb a‘:’ "t a':t eL ’
deux d deux étrangers pour chaque 1€ I.

Supposons d’abord a,, ---, @, = 0; on montre le résultat, avec af, «--
ai e L, par récurrence sur n; pour n = 2, on a

b4

a, = (¥)ier, @z = (¥3)ser, aVec i, xi€ L, .
Comme a, Na, = 0, ona |[xfNxi| - 0. On pose
ar =@ — wi N a5 e =2 — 2 N%;
alors
ainNa;=0 et a, = (a':)iEI’ o = (a;)iel .

Pour n entier quelconque on pose b =a, + -+ + a,; alors a,Nd =0,
donc @, = (@))er, b = (b°);er, avec ai N b* = 0. Par hypothése de récurrence,
ona a; = (&i)ier, pourk =2, ---, m, xf, ---, 2 € L, deux 4 deux é&trangers.
On pose a. =zt N b* pour k = 2, ---, m et on a le résultat cherché.

Dans le cas général, d’aprés ce qu’on vient de montrer, on a

la,] = (biery =+ *y | @] = (b3)ier avee bf, « -, b€ L,

deux a deux étrangers. D’autre part a; = (@i);ez, * -+, @ = (€%);c;. On pose



SOUS-ESPACES DE DIMENSION FINIE 5

ai = (#i N B)U(— bi), pour k=1, ---, n. Comme |||oi|— bi||—— 0,1l en
résulte que || ai — xi || - 0; donc a, = (al)..; et a}, ---, a), sont étrangers
deux a deux, puisque | ai| < bi. C.Q.F.D.

ProPOSITION 1.8. Soient L un espace normé C-réticulé et L'/D une

ultrapuissance de L. Alors L*[D est finiment représentable dans L au sens
des espaces réticulés.

Soient a,, - -+, a, deux a deux étrangers dans L*/D.
Il existe K > 0 tel que '

Sup(l)"l.‘y ) |>"'n|) = KHMax + oo+ )\'nanll pour A, ---, )"'AGR
(toutes les normes sur R” sont équivalentes). D’aprés le Lemme 1, on a
a, = (af)ieb e, Ay = (a"fl)ieb af; M af‘eL

deux d deux étrangers. D’aprés la Proposition 1, il existe J< I, Je D tel
que

M@y + oo e 4 M@l — M@l + oo 0000 S €
pour i€, Ay, o+, M €R, N, ++, [N | = 1. Done
[11M@s + <o + N | — [[M@E 4+ oo + Naah ]|
éesup(lhlL ] IN”|)§€K|IN101+ b +7\'nan||

pour A, *-+, A, € R.
Autrement dit
1 —eK) || M, + -0 + Nt ||
SlInai+ oo Fnas | S A+ eK) | Ma + o0 4+ e, .
Cela donne le résultat, puisque J = &. C.Q.F.D.

PRrRoOPOSITION 1.4. Soient L un espace de Banach C-réticulé, p, K deux
réels = 1. Pour que I? soit K-finiment représentable dans L au sens des
espaces réticulés, il faut et il suffit qu’il existe, dans une ultrapuissance de
L une suite (X,),.x d’éléments deux @ deux étrangers telle que

K7 (%P 4+ oo + [ N7 S [NeXo + 00 + NX
< K( ol + coe 4 [N P
POUT N, **, My ER et meN.

La condition est suffisante; en effet, elle implique que [? est K-finiment
représentable au sens des espaces réticulés dans une ultrapuissance de L,
donc aussi dans L d’aprés la Proposition 8. La condition est nécessaire: par
hypothése, pour chaque ne N il existe X, X, +--, X*e L deux a deux
étrangers tels que
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1\ 1
(E+ 2 (ul + oe 4 gy
n
S I+ s X2 S (K + D)l 4 o+ I,y

quels que soient A, --+, v, €R. Pour n < m, posons X = 0. Soit 9 un
ultrafiltre non trivial sur N; dans L¥/D, on définit X, = (| X% |)..n €t on
voit immédiatement que les X,, (m € N) sont deux a deux étrangers et que

K7+ ooe + [N PV S [ MXo 4 o0 + XX ]
SK(NP 4 o0+ [ )7 C.Q.F.D.

PROPOSITION 1.5. Soit L un espace normé C-réticulé de dimension in-
finie. Il existe une suite (a,)..n d’ éléments = 0 de L deur d deux étrangers.

La proposition résulte immédiatement du Théoréme 26.10 de [7] et du
fait qu’un espace réticulé normé est évidement archimédien au sens de [7]:
sizxe L, et y =< z/n pour tout » e N, alors y < 0 puisque la relation d’ordre
sur L est fermée.

Soient E un espace de Banach et (x,),., une famille d’éléments de E.
Cette famille sera dite tnvariante par changement de signe si, quels que
soient 4, -+, ¢, € D, distincts, les 2" n-uplets (¢,2;, -+ -, €,2,,) (s, = £1, -+,
¢, = = 1) ont tous le méme type (autrement dit

IN@e, + oo + N | = || N[, + + o« + [N, ]2, || pourx, «--, 1, eR).

D étant un ensemble totalement ordonné, une famille (x,),., d’éléments
de E sera dite écartable si, quels que soient %, «-+, ¢,, 5, +--, . €D avec
LG < < e <, b 4, <gy <o <7, les deux n-uplets (x,, -+, x; ) et
(%5, +++, ®;,) ont le méme type.

PROPOSITION 1.6. Soient E un espace de Banach, (€,)..x une suite
bornée dans E et D un ultrafiltre sur N. Il existe un espace de Banach
E' O E finiment représentable dans E et une suite (Y,)uz écartable d’élé-
ments de E’ telle que

”w + MY oo+ MNYe T MY ||
= limn?m ” s D WY 7 A L, ol V%) P oD R ||

pour tout x € K et \y, +++, My €R.

Si de plus E est un espace de Banach réticulé et les x, sont étrangers
deux @ deux, alors B’ est un espace de Banach réticulé, finiment représen-
table dans E au sens des espaces réticulés et les y, sont deux d deux
étrangers et étrangers d tous les x,.
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On définit une suite croissante E,c K, c.--C B, C .- d’espaces de
Banach en posant B, = E, E,., = E}/D. Soit E’' le complété de U, Ei. 11
est immédiat, par induction sur k que E, est finiment représentable dans F
(également au sens des espaces réticulés si E en est un), donc E’ I’est aussi.
Comme F,DFE, (x,)..x €8t une suite bornée dans E,, donc définit un élément
de EY/9 = E,.., qu’on désigne par %,,,. Il est donc évident, par définition
des ultrapuissances, que ’on a

2+ MY+ o + Nl + MW |l
= limn—im 2 + XYy + o0+ M+ Npiay ||

(puisque ® + My, + -+ + MYi € Ey).

Soient maintenant ¢, < 4, < -+ <y, J, < J» < +++ < j, des entiers > 1.
On montre, par induction sur & que

o+ Mye, + oo+ Ml = 1@+ Mgy, + o0+ Nty ||
pour x € E, », ---, ;€R. Orona:
[l® + XNys, + 00+ Moo, T Ml |l
= lim,,?w |2 + NMYsy + 200+ NmiWay, + N2, ||
=l (|2 + Mgy, + 00+ Nl + N ||

(hypothése de récurrence)
=@+ MyYs, + coe NG -

En particulier (¥, -+, ¥.,) et (¥;, **+, ¥;,) ont le méme type.
Supposons maintenant que E soit un espace réticulé, et que les z, sont
étrangers deux a deux. SikeNetl <i<j,ona

H|xkln|yz]ll =1imn—§>w.lllxk|nlxn|ll =0

done y, est étranger a chacun des z,;

[yl 0Ly ] = lima. [l N (@] [ = 0,
donc les ¥, sont étrangers deux & deux. C.Q.F.D.

THEOREME I.1. Soit E un espace de Banach de dimension infinte. Il
existe un espace de Banach F, finiment représentable dans E, et dans F
une suite (X,)ncn, écartable, invariante par changement de signe, || X, || =1
pour tout n €N,

E étant de dimension infinie, il existe dans E une suite (2,),ex, |/ 2.|] = 1,
dont aucune sous-suite ne converge. Soit 9 un ultrafiltre non trivial sur
N. On construit alors a ’aide de la Proposition 1.6 un espace E’ et une
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suite (¥.)..x dans E’ ayant les propriétés indiquées.
Les y, sont distincts: carsim < n, ||Yn — ¥. ]| = limk.ﬁ,m [| Ym — @]l
Si Y. = Y., il en résulte qu’il y a une sous-suite des x, qui converge
vers ¥., ce qui contredit 1’hypothése.
Onpose 6 = || ¥, — %1 (= || Yn — ¥. || pour m + n), 6 > 0. On a alors

(1) o + =+ +>»,y,.||g%sup(|xo|,---,[x"l).

En effet, si ce n’est pas le cas, on a, pour un entier &, 0 £k <n:
[ Mo + « ¢+ + NaWall < (0/2)| N\ |. La suite y, étant écartable, on a

H)"oyo + et + 7\'ﬂyln ||
= [[N¥o + * v F MeoyWis T Ml + N iWira + 200+ Nalnia ||
= [ M¥o + * v F NemiWrer T Mliss F MpriWirz + 200 F Nl ||

<2l
2

Par différence, on en déduit || My, — Y+ || < 0 | M| ce qui est une con-
tradiction.

On pose 2, = Ysn — Ysnr1, €t on distingue deux cas:

(1°) Il existe M > 0 tel que ||z, + <+« + 2, || = M pour tout neN. On

a alors
| £2, 22, £ -+ *2,|| =2M

L Loy L

(puisque =2, 2, = o+ k2, =2, + o0 + 2, — (25 + -+ +2;) et que
Nz + o + 250l =12 + -+ + z)). |
Par récurrence sur k, on montre que, si |Af, -, [N ] =1, 0na

[ NeZo + * o+ + My E2py, £ -+ E2, || < 2M:
en admettant cette inégalité pour ’entier %, on a:
MeZo + v+ MR + MNpaZeys E 2 £ -0 k2,

1
= ;‘(1 = N DRo + =+ ¢+ M2 — €41Rpsys £ By £ -0+ £2,)

1
+ ?(1 F N Do + o0+ MRy EiBis £ £ 0 24)
avec &4, = Men/| Meta |

En appliquant I'inégalité triangulaire, on trouve le résultat pour & + 1.
On a ainsi montré que

‘z—sup(p‘“, R} |)"nl).§ “)"ozo+ e +>"nan§2Msup(|7\'oly ) |)‘m|)
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(la premiére inégalité d’apres (1)). L’espace engendré dans E’ par les z, est
isomorphe 4 c,.
Pour 7, k € N on pose

wi = D 0 (1= [ e

On a donc /2 < ||u}l| £ 2M. Dans ’espace de Banach E” = (E')V/9 (qui
est finiment représentable dans E’, donc dans E), on définit U, = (u1),ex-
Donc 6/2 = || U, || = 2M.

Pour r fixé la suite d’éléments de E':uj, u, -+, u}, - -+ est écartable
(car la suite (2,),en I’est). Donc la suite U, est écartable. On montre qu’elle
est invariante par changement de signe; pour cela, il suffit de voir que
Uy -+, U, U, Uy, »++, U) et (Uyy +++, Uy, — U, Upyy, +++, Uy,) ont le
méme type.

Posons

&= T 01— [ Yo

n = E?L—oz(~1)‘<1 - l’b :; Tl>zzlr+i+1 .
La suite (z,),.~ €tant écartable, les deux (& + 1)-uplets
(ug, Tty u{—ly S{v u{+1v Tty ul:) et (u;, MY u{—-lv 77{, u{+1’ MR ui)

ont le méme type. On aura le résultant cherché, d’aprés la Proposition I.1
si on montre que U, = (&]),cx et — U, = (}),en. Pour cela il suffit de voir
que

lfui — &I, luf + 77|| — 0 quand r—> oo .

Or
Ui = & = =, done [uf — &< M
wi+ = Tt (|2 - (2 e
Or
supizy'| |L2 7] — L2 L= = L done [[up + 77| < 2L

La suite U,/|| U, |l répond donc au probléme. Il serait d’ailleurs facile
de voir qu’elle engendre un espace isométrique a ¢,.

(2°) 11 existe une suite croissante n, d’entiers =0 telle que
13 2, || = N, — oo quand r — oo,

=0
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Ona "'z, =2 =" (—1)y,. Pourk, reN, posons

r 1 Ty
uk = Nf Ez 1( 1) kanT+z .

Alors ||uj|| = 1. Dans I’espace de Banach E” = (E')/9 (finiment représent-
able dans E), on définit U, = (4}),cn. Done || U, || = 1.

Pour » fixé, la suite d’éléments de E’: u], ul, ---, uj, --- est écartable
(car la suite y, ’est). Donc la suite U, est écartable. On montre qu’elle
est invariant par changement de signe, c¢’est-d-dire que les deux (& + 1)-
uplets:

(UO, M} Ut—u[]l, Ul+1; tt Uk) et (l]o’ ) le~1, —a, []l+1y ct Uk)

ont le méme type. Posons

‘S{ - _Zér Ez"r_z( 1) yzlnr+z ’ 77l -

N EznTHZ( 1) Yain,+it1 -

La suite y,, étant écartable, les deux (k + 1)-uplets:
(ugy Ct 0y u’{——l, E;‘; u{+1; tt Y u;c') et (ug’ Tty u{—-ly 77{; u;+1y ttty ul:)

ont le méme type. D’aprés la Proposition 1.1, on aura donc le résultat
cherché si on montre que

Ulr = (E;)TGN y UZT = (v;)reN .

Pour cela il suffit de voir que

wl — &0, llwf + 7| — 0 quand r —> < .
Or
U — & = = Yutaiznyr s W T = Y, 5
N, Vuntan N, Ve
donc

uf — &, llui + 797l = C.Q.F.D.

1

N, ’
THEOREME 1.2. Soit L un espace de Banach C-réticulé de dimension

infinie. Il existe un espace de Banach réticulé, L, finiment représentable

dans L au sens des espaces réticulés, et dans L une suite écartable (X,),cx
d’éléments deux @ deux étrangers, || X, || = 1.

Il suffit de trouver un espace M, C-réticulé, finiment représentable dans
L au sens des espaces réticulés, et dans M une suite (X,)..y écartable, in-
variante par changement de signe, les X, étant deux i deux étrangers de
norme 1; car alors le sous-espace fermé L de M engendré par les X, sera
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un espace réticulé, si on le munit de la relation d’ordre: 37 X, = 0=
Moy ***, My = 0, et I sera encore finiment représentable dans L au sens des
espaces réticulés.

En appliquant la Proposition 1.5, on prend dans L une suite (x,)pen
d’éléments deux 4 deux étrangers de norme 1. En appliquant la Proposition
1.6 avec cette suite, et un ultrafiltre P non trivial sur N, on obtient, dans
un espace L', C-réticulé, finiment représentable dans L au sens des espaces
réticulés, une suite écartable (¥,)..y d’éléments deux a deux étrangers de
norme 1.

On peut alors répéter mot a mot la démonstration du Théoréme I.1. 11
faut simplement vérifier en plus que la suite (U,)..~ ainsi obtenue est formée
d’éléments deux a deux étrangers. Pour cela il suffit de voir que, pour
chaque re N, u, w], -+, uj, +-+ sont deux a deux étrangers; mais c’est
évident par définition de u}, puisque les ¥, sont deux 4 deux étrangers.

C.Q.F.D.

THEOREME 1.8. Soient L un espace de Banach C-réticulé de dimension
infinie, et D un ensemble totalement ordonné. Il existe unm espace de Banach
réticulé L', finiment représentable dans L au sens des espaces réticulés, et
dans L' une famille écartable (X,);.p d’éléments deux d deux étrangers de
norme 1.

On considére ’espace de Banach réticulé I et la suite (X,),.y obtenus
au théoréme précédent. Soit L’ un espace vectoriel (non normé) ayant une
base équipotente a D et soit (X;);.» cette base. Tout X e L’ s’écrit d’une
facon et d’une seule sous la forme X =\ X, + --- + )\, X, , avec ¢, ---,
in€D, 1< +++ <1,. On définit une norme sur L' en posant || X]| =
I nXo + +++ + 2, X, ||, et une relation d’ordre sur L’ en posant X > 0 =
Moy * 5 Ay = 0. Alors L est un espace normé réticulé finiment représentable
dans L au sens des espaces réticulés (puisque L I’est) et la famille (X),., a
les propriétés voulues. C.Q.F.D.

II

D’aprés le Théoréme 1.2, on est ramené pour la démonstration du
Théoréme 0.1, au cas particulier ou L est un espace de Banach réticulé.
On ne considére done plus, dans la suite, que des espaces réticulés.

Un espace de Banach réticulé L sera dit de genre <p (p réel =1) ¢'il
existe C > 0 tel que

(2 ]]? + - + [[2a )P = Clle, + -+ + 2l

quels que soient n e N et z,, ---, x, € L deux 4 deux étrangers. Le théoréme
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suivant est dfi & G. Pisier et B. Maurey [5], [6] (voir aussi [9]).

THEORRME I1.1. Soit L un espace de Banach réticulé ; alors, ou bien c,
est finiment représentable dans L au sens des espaces réticulés, ou bien il
existe p = 1 tel que L soit de genre <p.

Soient # un entier =0, et a, la borne inférieure des réels @ > 0, ayant
la propriété suivante: quels que soient x,, - .-, x, € L deux 4 deux étrangers,
onainfi, fjo || S afjz, + -+ + 2,

Alors a, <1 (car on a toujours ||«,|| < ||, + -+ + 2, ][ sl 2, +++, 2,
sont étrangers) et la suite a, est décroissante (puisque ||z, + +++ + 2, || £
o, + «++ + 2, + %,+,|). De plus a,-a, =, pour m, n € N: soit en effet
(xtj)ggz une famille d’éléments deux 4 deux étrangers dans L. Si on pose

Y = D i, %5, les y, sont deux 4 deux étrangers, donc

inf;”=1 ||ytH é am”ﬂl F oo + ym” = am”Els,;SM L5
1S5sn

Or on a

infi, ||y |l < @, | 227 2l = e, ||y,

Par suite

inflSi.Sm ” L5 H é inflstsm a, ” Y. ” é a,x, H E1Si$m Lij H
18780 1sjsn

ce qui donne bien le résultat cherché,.
On distingue alors deux cas:

(1°) a, = 1pour tout n € N. Dans ce cas, pour tout n € N et tout ¢ > 0,
il existe x,, +--, z,€ L deux a deux étrangers, ||z,[|=1 1<i<n) et
|#, + ++- +2,]| =1+ e. En remplacant x, par z,/[|z,[| (ce qui diminue
|#, + +++ + z,]|) on voit qu’on peut supposer {|z;|]| =1 (1 < 7 =<n); alors,
si|n], e+, M| =1, 0na

Hx'lxl-*- e +7\'nx»H é ||x1+ M +an §1+3-
Done, en général, on a

H7\'1x1 F oo + 7\'n“v»H é(l + 8)sup(|)n1

y %y I)\’»

Mais, comme %,, ---, %, sont étrangers, on a

Hxlxl + o +)"nxn]| gsup(])ﬂ]’ ) ]X”

).

Le sous-espace engendré par z,, ---, x, dans L est done (1 + ¢)-isomorphe a
Iz, et on a ainsi démontré que ¢, est finiment représentable dans L au sens
des espaces réticulés. ‘
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(2°) a,, <1 pour un entier n, > 0; on a alors a;, < Cn~*, C, B étant des
réels >0: en effet, de l'inégalité .., < a,.-a, on déduit ar = (a,) la

suite «, étant décroissante, on a «, <(a,,)* pour » = nt. En prenant
k = [Ln/Ln,) = Ln/Ln, — 1 ([r] désigne le plus grand entier < 7), on a

@, 5 (@, Y200 5 (@, )i

ce qui est le résultat cherché, avec C = a;; et 8 = —La, /Ln,.

On choisit un réel p =1 tel que »8 > 1. Soient x,, ---, x, € L deux 4
deux étrangers. On peut supposer ||«,|| = |[#,|| = ++- = ||x,]. On a alors,
pourl i< n:

@]l = infie, || @] < Ci# [+« +,]| S Ci?[[@, + oor + 2, .
Done

a7 + oo+l ]lP = C* 2, 777 % + <+« + a7

Si on pose K* = C*(3;_ i"*) on a donc
(12 ][+ ooe + 2, [)? S K[, + +o0 + 2, ]
ce qui montre que L est de genre < p. C.Q.F.D.

LEMME II.1. Soient L un espace de Banach réticulé de genre < p, et
(&n)nex une suite d’éléments de L deus d deux étrangers. Alors || S xll
est ume suite croissante; cette suite est magjorée dans R si et seulement st
la série Y, «, converge dans L.

|35, ]| est évidemment une suite croissante par définition des
espaces normés réticulés; si ) . , converge, cette suite est majorée par
12, 2. |l. Inversement si la série ), x, diverge, il existe & > 0 et pour
tout N e N deux entiers m, n, N < m < n telsque |[ 3, x| = d. On peut
donc trouver deux suites croissantes m,, n, d’entiers, avec m, < n, < m,,,

< My, telles que || 357%  x, ]| = 0. On a alors

1l 2 11 2, (T, @) || 2 C (T, || 50, . [[P)7
(puisque L est de genre < p) = C8k"». Done || 3¢ x, || — oo. C.Q.F.D.

=0
LEMME I1.2. Soit L un espace de Banach réticulé de genre < p, (X,)nen
une suite d’éléments de L deux d deux étrangers, telle que A™2"* < || X, || <
A-2" (A réel > 0). On désigne par 0 la borne inférieure des réels x > 0 tels
que N || X, || — o quand n— . Alorson a 1/2 < 6 < 277 ¢t il existe une
suite croissante d’entiers n, tendant vers + o telle que

o || X, W 200t 00 X, || et 6™+ || X, (1] Z::::{l X, ||
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tendent vers 0 quand k — .

Comme A72"? < || X,|| < A-2", il est clair que 1/2<6 <27, On
examine deux cas:

(1°) La série 3, 6"X, converge dans L.
(a) Supposons d’abord qu’il existe une suite strictement croissante
d’entiers n, telle que:

o || X, 1/ 225, 6" X, || —> 0 quand k— oo .

On a alors le résultat cherché: on définit en effet une sous suite m, de la
suite n, par induction : m, = n, et m,,, est le premier élément de la suite n,
qui est > m,; et tel que

*) [pawat’s Al 3ais S-S

(il existe puisque, quand N— oo, [[357 6"X,[//]| 35, 6"X*||—1). Alors,
comme la suite m,; est une sous-suite de la suite n,,

o™ || X, /1 225,607 X0 || — 0 quand [ — oo,
donc, d’aprés (*) il en est de méme de
o || X, [/ 220 0 X ]
De méme
6751 || X 10,6 X | — 0,
donc aussi
o || X 1550 67X, 1] (car [| 50, 00X, 1 2 | 20, 0°X. )
et donc aussi, d’aprés (*)
|| X | S 60X,
(b) Sil’hypothése (a) est fausse, c¢’est qu’il existe K > 0 tel que, pour
tout N e N on ait
1225 0" X, |l = KoV || Xy 1] .
Comme L est de genre < p, on a:
TallerX, [P Cr 35, 0 X, [P < CP R [ 67X, |7
Posons
u, = [[6"X,|?, B=C?K? d’ou ) u, < Buy(**).

En posant ¢ = Y u,, on montre, par récurrence sur N que Y7 %, <
o(B/(B + 1))': cette inégalité est évidente pour N = 0. Enl’admettant pour
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N, on en déduit

oo

B\ e
N+1“»§”<B+1) — Uy D pe Un = Buy

(d’apreés (**)).
Donc

" N . B \?
3 i Un < SUD,cp P(2), 0U P(x) = inf [Bx, 0<B ~ 1> - x] .

Or sup, . P(x) = o(B/(B + 1))+, ce qui donne le résultat pour I’entier N + 1.
On a ainsi montré, en particulier, que u, < o{(B/(B + 1))" pour n e N.
Done ¢*[| X, || < ¢"*(B/(B + 1))*» pour tout neN. Mais si on pose
A = 6((B + 1)/B)?, on a \*||X,|| < ¢"* pour tout neN et A > 4, ce qui
contredit la définition de 4. Cela démontre le lemme dans le cas (1°).

(2°) La série ), 6"X, ne converge pas dans L. ;
D’aprés le Lemme IL1, || XY "X, || { + o quand N — oo, pour chaque
entier r.
(a) Supposons qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers =,
telle que
o || X, 1[I 300 "X, || —> 0 quand k& —— co.

On a alors le résultat cherché: on définit en effet une sous-suite m, de la
suite n, par induction; m, = n, et m,., est le premier élément de la suite u,
qui est > m,; et tel que

*) | T 0 X, [/ o 0m X | ;g

(il en existe, car || X0, "X, |l/|| 25) 6"X,||—1 quand N— o). Alors,
comme la suite m, est une sous-suite de la suite n,,

0" || X 1/ 25577 67X, || — 0 quand I —— oo,

donc aussi

0™ || X, | 557" 0" X, || (car || g 00 X, | 2 (1 250 0 XL 1)
et par suite aussi, d’aprés (*),

6™ || X /|| ™ 67X, |
De méme
|| X, 250 00X, | — 0 quand [ —— oo,
donc aussi, d’aprés (*),
gri || X, N 200007 07X ]
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(b) Sil’hypothése (a) est fausse, il existe K > 0 tel que, pour tout NeN
onait ||} '6"X, || < K#" || Xy||. Comme L est de genre < p, on a
X P =1 20T 0K, )P < CPKP |6V Xy (P
Posons encore , = || 6"X, ||?, B= C*K*,d’ou ) 'u, < Buy pour tout
NeN.
On en déduit que u, = (u,/(B + 1))((B + 1)/B)" pour n =1; car, en
admettant cette inégalité pourl1 <n < N—1,o0ona

Buy = o + +++ + Uy,

g (B s (25

uo<B;— 1>N—1

&0t uy = (u/(B + D)(B + 1)/B)".
I1 en résulte que

o1 X, = () (B

Si on prend neR tel que (B/(B+1))?6 <x<6, on en déduit que
A" X, || — « quand % — <o, ce qui contredit la définition de §. C.Q.F.D.

THEOREME I1.2. Soit L un espace de Banach réticulé de dimension
infinie. Alors, ou bien c, est finiment représentable dans L au sens des
espaces réticulés, ou bien il existe un réel q¢ = 1 tel que 1 soit K-finiment
représentable dans L au sens des espaces réticulés, avec K = 2%/,

Désignons par D ’ensemble Q x N muni de "ordre lexicographique:
(rn)s@,n)y=—r<rour=retn=<n".
En appliquant le Théoréme 1.3 on voit qu’on peut supposer qu’il existe dans
L une famille écartable (X)),., = (X("”’);S 0 d’éléments deux a deux

étrangers de norme 1. D’aprés le Théoréme II.1 on peut également supposer
que L est de genre <p pour un certain réel p = 1. Etant donnés z, y€ L,
on dira que x est antérieur d y (ou que y est postérieur d T, ou encore que
x précéde y)sion a

r=aX, + -+ X, y=8X;+ -+ BX,,,
avec

r,jl X <7jk <j1 < ves <j“ 1;1’ ...,7;,” jl, ...’jleD,
A, e, A, BU cee, BleR .
On dira que x et y sont semblables si
r=aX, + - +X, y=aX; + - +a,X;
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avec
7:1y "'9ik,j1y "',jkeD’ 7’1< e <7:ketj1< e <jk°

Du fait que la famille (X,);., est écartable, on déduit immédiatement le

LemMmE I1.3. Si x, v, uy, -+, %y, ¥y, +++, v,€L, x est semblable a y,
Uy, oo, Uy SONE antérieurs & x et d y, v, - -+, v; sont postérieurs d x et d ¥,
alors les deux (k + 1 + 1)-uplets (u,, -+, Uy, T, v, ==+, v;) 6 (Uy, *+, Uy, ¥,

v, -, v;) ont le méme type.

Dans la suite, nous appellerons pour abréger “intervalle” un intervalle
I+, ICR, de la forme [a, b[ (semi-ouvert & droite); sa longueur sera
désignée par p(I); si ses extrémités sont des nombres dyadiques (rationnels
de dénominateurs 2") nous dirons que I est un “intervalle dyadique”.

I, I' étant deux intervalles, I = [a, b[, I' = [a/, [ (¢ < b et &’ < ¥),
onécriralI<I'sib<a etI<I'sib=<a.

Pour chaque n €N, on définit A, CcQ; A, = {k-27"; keZ}. I étant un
intervalle dyadique, on définit dans L:

Xt = EreAnﬂI Xirm «

Pour n assez grand, les extrémités de I sont dans A,, donc la somme
représentant X comporte 2"(I) termes. Comme L est de genre <p et que
| Xir,ml|l = 1, on a:

CruIyr 2 < || Xt || < p(I)-2" .

Notons que, quels que soient les intervalles dyadiques I, J, X" et X*
sont étrangers si m=n; si I < J, X" précéde X7, quels que soient m, n € N;
Xrw+ Xga=Xoasia <b<e.

Si p(I) = (J) et si n est assez grand (pour que les extrémités de I, J

soient dans A,) alors X et X sont semblables, donec || X7 || = || X2 ||
St (I < i(J), alors || X} || £ || X7 || pour tout n assez grand : en effet,
si I=1a,b[, on pose c=a + (J) = b, et on a || X .|| = | X7 pour n

assez grand. Or X .= X! + Xj . done || X% . || = || X7 || puisque X et
X5, sont étrangers. Si p(I) est un entier, on a done || X7 || < s(I) || X i |l
pour n assez grand (décomposer I comme réunion de p(I) intervalles consé-
cutifs de longueur 1). Il en résulte que, quel que soit 'intervalle dyadique
I,ona

I X201 < (D] + 1) [ Xl < (D) + 1) [| Xl
pour n assez grand.

Appliquons le Lemme II.2 en prenant X, = X . Soient n, la suite
croissante d’entiers, tendant vers + oo, et 8 le réel (1/2 <6 < 27"%) qui sont
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définis dans 1’énoncé de ce lemme.
On pose

Ny = || 20 0" X ||
et on définit dans L, pour chaque intervalle dyadique I, et £ € N:
Yk — 1 ”li+1—1 0an .
I .N(k) En—n,‘, I
On a done || Y || =1. Si I<J, alors YF précéde Y% (et, en parti-
culier, ils sont étrangers). Sia <b<ec,ona Y{, + Yi = YE ..
Si p(I) = p(J), et si k est assez grand (pour que les extrémités de I, J

soient dans A, ) alors Y} et Y} sont semblables; en particulier, on a alors
| Y¥| = || Y¥||; si (I) =1, on a done || Y?¥{| = 1 pour % assez grand.

I, J étant deux intervalles dyadiques, si u(I) < (J) alors || YF|| <
| Y¥|| pour k assez grand.

En effet, si I=[a, b[, on prend ¢c=a + (J) = b, et on a || Y}|| =
[| Y || pour k assez grand; mais Y% = YF + Y} . et, comme YF et Y},
sont étrangers, ona || Y, ;|| = || Y¥||. Si g(I) est un entier,ona || Y} || =
(I) (décomposer I comme réunion de y(I) intervalles consécutifs de lon-
gueur 1). Il en résulte que, quel que soit I’intervalle dyadique I, on a || YF|| <
()] + 1 < w(I) + 1, pour k assez grand.

Soit D un ultrafiltre non trivial sur N. Dans L' = L"/9, on peut donc
définir, pour chaque intervalle dyadique I:

U =(Yien, etona [| U]l = (I) + 1.

Notons que || Up, |l =1; si ) = (), on a || U, || = (| Usll; si I, J
sont deux intervalles dyadiques disjoints, U, et U, sont étrangers (car Y7
et Y/ le sont); sia < b < ¢, alors Up,sp + Ups,o = Ulaer

LemMe 114, Setent [ <, < --- <L, £ J, £ - £ J, et I, Jdes inter-
valles dyadiques, [ S I < J, et , < J < J,, avec u(J) = 2 p(I). Alors les
deux (I + m + 1)-uplets (U, -+, Uy, Uy, Uy, +++, Uy,) €t (Upy, +++, Ury
0U;, Uy -+, U;,) ont le méme type.

Ona

Yk — 1 1t g Xr ;
) 2ol !
posons

e+ gn X

1
Vk=w w1 I
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Pour » assez grand, on a
I X7 (D) + 1) [| Xio ot ]]

Done, pour k assez grand, on a

ko — 1 mg X "k — [rk+1 X "kt
| ¥ = Vill = s | 07 — grenXpes|
< B o1 X | + 0| X )

Or, d’aprés le Lemme I1.2, cette quantité tend vers 0 quand &t — <. Il en
résulte que || Y* — V.|| — 0 quand k — oo, d’ou on déduit que U; = (Vi )ien.
Par suite, d’aprés.la Proposition 1.1, on aura le résultat cherché si on
montre que, pour k assez grand, les deux (I + m + 1)-uplets

(Ylkoy M YZ’ Vk, Y..]lcoy *t Yfm) et (Ylkoy * Y}cv 0ny Y‘;coy M Y..]lcm)
ont le méme type. D’aprés le Lemme I1.3 il suffit pour cela de prouver que
V. et 6Y% sont semblables. Or on a:

—_ 1 ” 1l gn+1 n+l __ 1 ng41—1 gn
Ve= N(k) E”I’:+l X = N(k) En;;e; g E'reAn_HnI Xormen

et

1 i1 o
6Y}c = .N(k) Enif;; 16 i EreAnﬂJ'X“'v") *

Pour £k assez grand, les extrémités de I, J sont dans A,,, donc dans A,
pour tout # = n,. Solent ¢, b les origines respectives des intervalles I, J.
Comme p(J) = 2 p(I), on voit que, pour n = n,: r €A, NJ = (r)e A, N1,
ot 7: R — R est définie par 7(x) = a + (1/2)(x — b). Par suite:

Vk = Ntk) E:ﬁ:}c—l o EreAnﬂJ X<f<r>’n+1> .

Cette expression montre bien que V, est semblable & Y%, puisque
I'application (r, n) — (z(r), n + 1) de Q X N dans lui-méme est injective et
conserve 'ordre. C.Q.F.D.

Lemme I1.5. Sotent I, < --- £ 1, J, < --- £ J,, des intervalles dyadi-
ques avee p(l) = (Jy), - -+, pl,) = tJ ). Alors les deux m-uplets (U, ---,
U.,) et (U, -+, U, ) ont le méme type.

Supposons d’abord I, < J,; il suffit de montrer que, pour tout % assez
grand, les deux m-uplets (Yf, -+, Y7 ) et (Y}, -+, Y} ) ont le méme
type. On prend k assez grand pour que les extrémitésde I, ---, I, J,, -+,

J.. se trouvent toutes dans A,, (donc dans A, pour n = n,). Alors Y7, et Y7,
sont semblables (0 < j < m). En appliquant le Lemme I1.3 on voit succes-
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sivement que les m-uplets

(Ylkoy "ty Ylkj_ly Y?j? Y}chy ) Y}m) et (Ylkoy M) Ylkj_ir Y}jy Y}cj_,_ly Tty Y}cm)
sont semblables. Donc finalement que (Y}, «--,Yf )et (Y}, ---, Y7, ) sont

semblables. Dans le cas général, on choisit des intervalles dyadiques
Ls.--=sI,avecl, = Let I, = J, (L)) = (L), -+, i(I;) = p(1,,)
D’aprés ce qu’on vient de montrer, (Uy, «--, U;,) et (Uy, +++, U;,) ont le
méme type que (U, -+, Uy, ). C.Q.F.D.
LEMME 11.6. Soient L =L, - =J,etl, Jdes intervalles
dyadiques, [ S I < Jyet I, = J £ J,, avee p(J) = 2° i(I) (i1 € Z). Alors les
deux (I + m + 1)-uplets

Uiy -+ Un, U, Uy, -+, Us,) € (U, » o+, U, 6°U;, Uy, -+, Uy,
ont le méme type.

En échangeant au besoin les roles de I et J on peut supposer que 7 = 0.
Si7 =0, on a le résultat par le Lemme I1.5. Si ¢ > 0, il suffit de considérer
des intervalles dyadiques I = I, I®, I®, ... % = J,avec [ < I¥Y < J, et
p(I9 )y = 2 p(I") (0 £ 7 <1 —1). Le Lemme II.4 montre alors que

(Ury =+, Uspy 6°Upn, Ugyy +++, U)ot
(UIOy *t Uzl, 6+ U,<5+1), UJO, Tty UJm)

ont le méme type. On a ainsi (i + 1) m-uplets qui ont tous le méme type et
on a le résultat en considérant le premier et le dernier. C.Q.F.D.

Comme on a 1/2 < ¢ < 277, on peut poser § = 2 avec 1 < ¢ < p. On
a alors le '

LEMME I1.7. Sotent J, < --- < J, des intervalles dyadiques. Alors
2_2“1(] No !q /*‘(Jo) + oo l A lq /"(Jk))llq = H )"OUJO R P UJk H
< 2/ N | UT0) + -0 D17 () |
POUT N, +++, M ERL
On peut supposer \,, ---, \; > 0, puisque U, -+, U,, sont deux a deux
étrangers. On choisit 4, +--, 7, € Z de fagon que 6t < N, Z g%, -« -, % <
N < 6%, On a donc (puisque § = 27V9),
2| goUyy + ++ + 0% Us || S Us, + <o+ + Mgl
= [|0°Usy, + ++- + 6%U,, |l .
On définit des intervalles dyadiques i <L, =Ji=I, =< ... =2 Ji =1,

avec

(o) = pu(Jo) = 20p(L), - -+, (T3 = i) = 2%p(LL)
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D’apreés le Lemme II.5 on a
69T, + <+« + 06U, || = |6°U;, + +-+ + 65U, 1| .

En appliquant successivement le Lemme I1.6 aux couples (I, J;), puis
(Z,, J7), +- -, puis (I, Ji) on voit finalement que les deux k-uplets (6 U,.,,
6%U,;. ) et (Uy, « -+, Uy,) ont le méme type. On a donc

169Uy, + -+ + 64Uy, || = || Usy + -+ + Uyl -

Posons a; = p(I,) + (1) + +++ + p(l;) pour 0 =5 < k.
D’aprés le Lemme I1.5 les deux (k¥ + 1)-uplets

(Uloy %y UI},) et ((][O,ao[’ Zj[ao,alb M) l][ak—l,ak[)
ont le méme type. On a done
U+ oo + Uyl = [l Ugarr + Ussgeat T =+ + Utsyp art Il = 1l Ungart Il
On a donc montré ’inégalité:

27V Unapt I S N1 Usy + 2o + MULI = 1] Unoae Il -

c o
s

Orona

@, = (L) + -+ + p(L) = 270p(J) + -0 + 27Ty .
Mais, par définition des i; on a 27%*/¢ <\; <279 (0 <j < k). Par
suite
™) M) + oo M) S 0 S 20T + <o F M) .
On choisit 1eZ de facon que 2' < a, < 2'*. Soient I, I’ deux inter-
valles dyadiques de longueurs respectives 2!, 2'*', On a donec || U;|| <
| Un,apc Il < 1| Up . Or, d’aprés le Lemme I1.6, 27V/T; et Uy, ont le méme
type, ainsi que 279+ [J;, et U, Done
[ Ull =27 Up,u ]l = 270 et || Uy || = 204077
et par suite 2/¢ < || Up,ay || £ 29%7/%, On a done montré l'inégalité
AL < H NOUJO 4 oo B0, U’ch H < Ut/
Or d’aprés (*) et 28 < q, < 2!, on a:
279N T0) + - oo+ M)
< 279, M0 < 2970 S INUS + v+ MU
< 2un/e < gveg e < M\ T) + - oo+ ML) . C.Q.F.D.
D’aprés le Lemme I1.7 on a dans I = L"/D une suite d’éléments étran-
gers: Ui, Unay * %5 Upnintap <+ qui forment une suite équivalente a la

base canonique de 1?. D’aprés la Proposition 1.4, on voit que I¢ est K-fini-
ment représentable dans L au sens des espaces réticulés, aveec K = 2% le
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Théoréme I1.2 est done démontré.

III

Dans cette partie nous démontrons le

THEOREME III. 1. Sott L wun espace de Banach réticulé isomorphe d 1?
(p réel = 1). Alors l? est finiment représentable dans L au sens des espaces
réticulés.

Ce théoréme donne immédiatement le Théoréme 0.1: en effet, on a vu
qu’il suffit de prouver le Théoréme 0.1. dans le cas ou L est un espace
réticulé; d’aprés le Théoréme II.2 on peut supposer de plus que I? est
K-finiment représentable dans L au sens des espaces réticulés, pour un réel
¢ = 1; autrement dit, d’aprés la Proposition 1.4, il existe, dans une ultra-
puissance L de L un sous-espace réticulé L’ qui est K-isomorphe a 1. Le
Théoréme III.1 montre alors que 1? est finiment représentable au sens des
espaces réticulés dans L’, done dans L et par suite dans L (Proposition 1.3).

Soient done L un espace de Banach réticulé, K-isomorphe a 17, et (,),cx
la base de L formée d’éléments deux 4 deux étrangers de norme 1, On a
done

K7 ([ n P4 coe + [N PP S Ny + 200+ Nl
S KNP+ -0 + N7,
Moy * N"GR.
Par suite, si ¥, *+*, ¥. € L sont deux 4 deux étrangers, on a
M 317 + oo+ Dl a2
Sl + oo FNlall S MINP W llP + -0 + NP Y l2)77,
avee M = K2

On désigne encore par D l’ensemble Q X N muni de l’ordre lexico-

graphique
(r,m) (@, n)e=—r<rour=1retn=zn);
en appliquant le Théoréme 1.3 on obtient, dans un espace de Banach réticulé
F, une famille écartable (X,);., d’éléments deux & deux étrangers de norme
1. Du fait que F est finiment représentable dans L au sens des espaces
réticulés, on déduit immédiatement:
M_l(l )\Jolp oo+ 17\'1;1?)1/? = “)\JoXto + e+ k'nXi“H
< Ml + -oe + [n )

pour A, +++, v, €R et 4, ---, 1, € D distincts.

On définit comme précédemment (voir démonstration du Théoréme II1.2)
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les expressions “x est antérieur a y”, “x est postérieur a y”, “x est semblable
a y” pour z, y € F'; le Lemme I1.3 restant évidemment valable.

On rappelle que nous appelons “intervalle” un intervalle de R semi ou-
vert a droite et non vide. On définit comme précédemment les expressions
“I < J”, “I £ J” pour deux intervalles I, J.

Fixons un entier v > 1 et un réel 4, 0 < § < 1. Alors il existe deux
suttes croissantes K,, N, d’entiers >0, tendant vers + oo, telles que
vu(u/(v + 1))"» — 8 quand n — oo.

En effet, a étant un réel >0, désignons par [a] sa partie entiére et par
{a} sa partie fractionnaire ({a} = a — [a]). Posons 6 = L(yv + 1)/Ly — 1.
Alors 6 est irrationnel (sinon L(y + 1)/Ly = m/n, m, n > 0, done (v + 1)* =y~
ce qui est impossible puisque v et v + 1 sont premiers entre eux); done
lorsque N décrit N, {Ng} décrit une partie dense de l’intervalle [0, 1[. On
peut donc trouver une suite d’entiers N, strictement croissante telle que
{N,0} —{— Lé/Ly} quand % — . On pose alors K, = [N,0] — [— L§/Ly];
K, est done une suite croissante tendant vers + . On a

N, — K, ={N,0} + [-Lé/Ly] — —Ld3/Ly quand n —> oo .
Done y*»~¥»? — § ce qui est le résultat cherché. C.Q.F.D.

Pour chaque n €N, on définit S,cQ en posant S, = {k(v/(v + 1))*;
ke Z}. Pour chaque intervalle I de R (semi-ouvert a droite), on définit dans
3

n/p .
X709 = (525)7 reoyns Koo €6 Y26, ) = Koo Sl X1

@ étant un ultrafiltre non trivial sur N, on définit Y,(3, v), dans 1’espace
F’' = FN/D en posant Y(3, v) = (Y75, ¥))..x (le fait que cette définition est
légitime, c¢’est-d-dire que Y7(9, v) est une suite bornée résulte du Lemme
II1.1 ci-dessous).

Les valeurs de 0 et v restant fixées pour le moment, nous écrirons pour
abréger X7, Y et Y; au lieu de X7(9, v), Y75, v), Y,(9, v) respectivement.

Notons que, si ¢ << b < ¢ sont des réels, on a évidemment

Xt o + Xia = Xlaror done Yo+ Yha= Yo,

et par suite Yo + Yoo = Yiaore

Quels que soient les intervalles I, J, X" et X} sont étrangers si m=n;
siI <J, X précéde X quels que soient m, n € N.

La famille (X,);cp = (X(,,,,)),:g d’éléments de F est équivalente (avec

la constante M) 4 la base canonique ¢, ,, de [?(Q X N). On note ¢ — X,
I’application linéaire de I* (Q X N) dans F qui envoie ¢, ,, sur X, ,.;ona
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done M7 [lo|l, = || X, || = M| @],

LemuME II1.1.

M| 1D - (2) | <1 Xl = e ) + (2 )]s

v+1 Y 1

i) - () 1w e < (2
M) < || Y, < M2 (D)

On définit dans I? (Q x N):

© A+

— v\ 1 Kn—1l _N, +i
Pr = <1) T 1) Eres,,nf Cerm € Y7 = K;v? Z:i:o P ‘.

On a done X7 = X, Y = Xy» et d’aprés les propriétés de ’applica-
tion @ — X, de I* (Q x N) dans F'il suffit de montrer que

) uD = (72) < oty < wt) + (2=)
et que
¢n D= () s s e+ (2)

Comme S, est une subdivision de R de pas (v/(v + 1))* on a (card A dési-
gnant le cardinal de ’ensemble fini A4):

[card (S, N I) — 1]<u i 1)” < u(I) Zfeard (S, N 1I) + 1]<v :_ 1>“ .

D’autre part, on a || @2 = (v/(v + 1))* card (S, N I), d’oti 1’inégalité (*).
Quand n décrit N, les #7 sont deux 4 deux étrangers dans I”(Q x N).
I1 en résulte que

1971l = K2 2 el

Comme on a

Her=lp - mn] = (F2)" = (2)"

pour 0 < ¢ < K, — 1, on en déduit ||| 47|12 — p(I)] < (v/(v + 1))"~.
C.Q.F.D.
Nous dirons que I est un é-intervalle si I’origine de I est un réel ¢ = 79
pour un r € Z. Posons alors a, = r v*(y/(v + 1))*»; quand # — o, @, —a.
Désignons par I'” I'intervalle d’origine «, de méme longueur que I. '
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LeEMME II1.2. Si I est un 6-intervalle || Y7y — Y7 || — 0 quand n — .
Pour chaque n € N, l’origine de I'™ appartient & Sy,, Sy, +1, ***, Sv,+x,

La deuxiéme partie du lemme exprime simplement le fait que a, =
rV55(y/(v + 1))¥» est un multiple entier de (v/(v + 1))"**pour ¢ = 0,1, ---, K,.
On a
I=]a, b, I™ = [a,, B,]avec B, = a, +b—a et &,—> a quand n —> .
Donc Y7, — Yr=Yrn— Y2u ol p(J7) = p(J;) =la —a,]. D'aprés le

Lemme III.1, on a
5w a -l (25)7 )

qui tend vers 0 quand #» — o, puisque ¢ — @, — 0; de méme || Y}, || — 0.
C.Q.F.D.

LEMME III.8. Sotent I, < -+ S I, < J, £ -+ £ J, des intervalles de
R, et I, J deux o-intervalles tels que I, < I <J, I, <J < J, et 1(J) =
(v/(v + 1))e(I). Alors les deux (b + ! + 1)-uplets (Yo, -++, Yy, Y0, Yy -+ -,
Y;) et (Yo, -+ Yo, (0 + D)2 Y, Yy, -+, Yy) ont le méme type.

On considére n € N assez grand pour que I, < I'" < J et [, < J™ < J,.
Comme p(I'™) = p(I) et p(J™) = p(J) on a p(J™) = (v/(v + 1))(I”). Posons
Z, = K;/» Y iv™t X ¥+, On a done

J

- - Np+K,
Z,— Y = K;V? [XJ(Z,‘> "= J(n)]

| Y|P < M2 ) + (5

J
D’aprés le Lemme IIL.1, on a

| X = M) + e (SE) S M) + 1)

y+1

de méme || Xz, |I” < M” ((J) + 1). Comme K, — + o, on voit que || Z, —
Y n || — 0 quand n — co. D’aprés le Lemme III.2 || Z, — Y| — 0 et donc
Y; = (Z,)sex. D’autre part (Lemme III.2) on a Y; = (Y7s)aen Il suffit
done de prouver que, pour tout = assez grand les deux (k¥ + ! + 1)-uplets

(Ylnlr Ty Y;‘kr Y’?m, Yfp * %y Y;z) et.

I

Up
(Y}:, ] Ylnkr <'Iiv1‘> Zm Y}l, Ty Yfz)

ont le méme type.
D’aprés le Lemme I1.3, il suffit de montrer que Y/m et ((v + 1)/v)V*Z,
sont semblables. Or on a:

Yiw = K2 2""-1< '

(Npt+idip
T 1 2 ;TEI(”)ﬂSN +1 X(r Nygt+i)
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et

yv+1 1/p . -y Kot Y (Ny+i)ip
( v > Zn - Kn r Z:i:(, 3 + 1 ETeJ<n)nSNﬂ+i+1 X(ryN,,,,+i+x) .

Soient «,, 8, les origines respectives de I, J™ qui, d’aprés le Lemme
III.2 appartiennent a Sy, pour ¢=0,1, ---, K,. Comme pJ™)=
(v/(v + L))(I™), il en résulte qu'on a reI™ N Sy, ., si et seulement si
z(r) e J™ 0 Sy, +ie: 00 (1) = B, + (¥/(v + )(r — @,). On a done

v+ 1 i/p Ly Kot 3} (Np+O)ip
< " ) Z,,, = I{,,1 r Ei:(, m E»rc I(n)nanHX(r(r),zv,,+i+1) .

En comparant cette égalité avee 'expression de Y7, écrite plus haut,
et en remarquant que la fonction 7: Q — Q respecte la relation d’ordre, on
voit que Y7w et ((v + 1)/v)/*Z, sont semblables. C.Q.F.D.

Nous revenons maintenant a la notation Y (4, v) au lieu de Y, parce
que nous nous proposons de faire varier § (0 < 6 < 1) et yeN.

Soit §, une suite tendant vers 0, 0 < d, < 1; pour fixer les idées on
prendra 4, = 27*; un d,-intervalle est donc un intervalle dont 1’origine est
un rationnel de dénominateur 2",

Dans 1’espace F” = (F")/D, on définit (I étant un intervalle de R):

Z() = (Y0 V))nex -

On a done M?u(I) < || Zv) || < M*u(I); si I, J sont des intervalles
disjoints, Z,(v) et Z,(v) sont étrangers (en effet, pour chaque 7 € N, Y/(4,, v)
et Y,(0,, v) sont étrangers).

De plus, si a < b < ¢, a, b, ¢c étant des réels, on a

Ziani(®) + Zip, (V) = Zpo,o(v) (puisque, pour tout n e N,
Yias(0n ) + Yi,ot(00, ¥) = Yio,oi(0n, v))

LemMme 1114, Sotent L < --- £ I, < J, £ -+ £ J; des intervalles de
R, et I, J deux intervalles tels que I, = I J, I, £J = J, et J)=
(Vv + 1))(I). Alors les deux (k + 1 + 1)-uplets

(Z[l(”), M) sz(”); Zl(v)y ZJ,,(”)’ M ZJ;(”)) et
(Ze ), <<+, Zo @), (0 + D) Z,0), Zr ), « -+, Z7())
ont le méme type.

On a I=1[a,b,J=1Ic,dl avec b —a = ((v + 1)/v)(d — ¢). On définit
I, = la., b.l, J = [c., d,] de fagon que a < a, <b, <b, ¢ < ¢, <d, <d,
b, — a, = ((¥ + H/V)(d. — ¢.), @, et ¢, étant des rationnels de dénominateur
2", @, —a, b, —b, ¢, —c,d,—d quand n— . Il enrésulte que I, J,
sont des J,-intervalles,
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L < Loy <Ju L <Joy < T et pi) = 5= L) -
D’aprés le Lemme I11.3, les deux (k + L + 1)-uplets -
(Yll(am ”)) M Ylk(am ”) Yl(n)(am ”)) YJl(am ”)9 Tty YJ;(am v))

et

uUp
CECHONIES ACHPN CE R AMCNYTS ACHIONTIS ACMY)

ont le méme type. On aura donc le résultat cherché en faisant tendre =
vers I’infini suivant ’ultrafiltre 9, si I’on montre que
ZI(”) = (Yl(n)(am v))neN et ZJ(”) = (YJ(M(am ”))neN .
Orona
Yl(sn, ”) _ Yl(n)(sn, )J) = Y[a,an[(an) )J) + Y[b,,,,,b[(anf ”) .
Done
[ Y20, ¥) = YrOns V) || £ M Yiayontl@us W | + || Yis,,,60(005 ) |]
< M(a, — a)/? + M(b — b,)"'*
(Lemme III.1), quantité qui tend vers 0 quand » — <. On a donc
ZI(”) = (YI(BM v))neN = (Yl(n>(5ny ”))neN ’
de méme pour Z,(v). C.Q.F.D.
Dans ’espace F'" = (F"')"/D on définit (I étant un intervalle):
U = (ZI(V))peN
(en fait Z,(v) n’est définc que pour v = 2; poser par exemple Z,(v) = 0 pour
v=20,1).

On a done M*u(I) < || U;||? = M*u(l); si I, J sont des intervalles dis-
joints, U; et U, sont étrangers (puisque Z,(v) et Z,(v) sont étrangers pour
tout v e N).

De plus, si a <b<e, a, b, ¢ étant réels, on a Uy, + Upog = U,
(puisque, pour v = 2, on a Zy, (V) + Zp,o(¥) = Ziao, (V).

LEMME II1.5. Soient, < --- £ I, < J, £ -+ £ J, des intervalles de R,
et I, J deux intervalles tels que I, £ I<J,, I, £J = J, et (J) = ou(I)
(o réel > 0). Alors les deux (k + 1 + 1)-uplets

(U ++, Uy, U, Uyyy # -+, UJ;) et (Up, +--, Uy, o ? Uy, Uy o0y UJ;)
ont le méme type.

On peut supposer 0 < ¢ < 1 en échangeant au besoin les roles des deux
intervalles I, J. Pour chaque v = 2 on définit I’entier &, = 1 tel que
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ky—1 ky
(2 = ()
v+1 y+1

Alors (v/(v + 1)) — 0 quand vy — <o (puisque o(v/(v + 1)) = (v/(v + 1)) < o).

OnaJ =led], avec d — ¢ = op(I). On définit pour v = 2 un intervalle
Ju = l¢, df avecd, — ¢ = (v/(v + 1))»(I). Doned, <d. Onadone I, <J,,,
=< J,, et ’aprésle Lemme I11.4 (appliqué k, fois) les deux (& + I + 1)-uplets

(le(v)r %y Zlk(”)’ ZI(”); Zh(”)» ] ZJ;(”))

et

(Ze ), o1 200, (252) 20, 00, Zo0), -+, 2o 0)

ont le méme type. On obtiendra done le résultat cherché en faisant tendre
v vers U'infini suivant 'ultrafiltre 9, a condition de montrer que

ooty = () ).

Comme ((v + 1)/v)"'* — g7/, il suffit de montrer que U, = (Z;,)(¥)),en. Or
on a

Zyv) — Zy ,(¥) = Zyo,.a¥) done || Z,0) — Z;,0) || £ M(@ — d.)"”
qui tend vers 0 quand vy — co. On a done U, = (Z,(0)).en = (Z5,,(¥)).en-
C.Q.F.D.
LEMME II1.6. Sotent [, < I, < -+ < I; J, < J, < -+« <J, des interval-
les de R avec #(Jz) = 0'1/"([1) (’I, =1, .- . k), o, > 0. Alors les deux k-'u,plets
(Uliy ttty Uzk) et (0'1—1/” UJi’ “ee, oyy? UJk)
ont le méme type.

Supposons d’abord I, £ J,. Onaalors I, I, £ J,., [, = J, £ J..,

et done, d’aprés le Lemme III.5 les deux k-uplets
(UIU Tty UI. Uli’ 0'i+1—1/p UJi+1’ s, 0',':1/1) UJk)

i—1?

et

(Ully ey Uli_iy a;? UJi’ o’ UJi.Hy cee, O7Y? UJk)
ont le méme type; ce qui donne le résultat cherché en appliquant ainsi &
fois le Lemme III.5.

Dans le cas général, on prend des intervalles I/ < --- £ I] de mémes
longueurs respectives que I, ---, I, telsque I} < I, et I} < J,. D’apreés ce
qu’on vient de montrer, (U, -++, Up,) a d’une part le méme type que
(U, -+, Uy), d’autre part le méme type que (672U, - -+, 05'? Uy,).

C.Q.F.D.
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LemuME II1.7. Sotent I, ---, I, des intervalles de R deux & deux dis-
joints. Alors [[MUp + -+ + MU [l = C(M P (L) + -+ + | n [P T))?
avec C = || Uy ||, done M < C < M.

Comme on a vu que Uy, -+, U, sont étrangers deux a deux, on peut
supposer A, «++, A, > 0. On suppose aussi [, < --. < I,. On définit les réels
a=0<a <a, <.+ <a,defagonque a;, — a,_, = M(I)pouri =1, - -,
k et on pose J; = [a;, ,, a.] (1 =¢ < k). D’aprés le Lemme IIL6, (U,, ---,
U,,) a le méme type que (\, U, - -+, \,U,,) et par suite

]]7\'1U11+ +)\’kU1kH = || UJ1+ et UJ,,l .

Mais on a U;, + «-+ + U;, = Upey- D’aprés le Lemme II1.6 Uy, et

ai'? Uy, ont le méme type, c’est-a-dire la méme norme. Finalement, on a

IMUr, + oo + MUy |l = @i || Upoy ||

= {| Upor (10 PL) + -+ 4 [0 [PA(T)) 7 C.Q.F.D.
D’aprés le Lemme II1.7 la suite U, Upnogy =+ +y Upnonsapy -+ 4’6léments
deux a deux étrangers de F"” = (F")"/9 engendre un sous-espace de F""’
isométrique a I». D’aprés la Proposition 1.4 (avec K = 1) on voit que, au
sens des espaces réticulés, I” est finiment représentable dans F*, donc aussi
dans F”, puis dans F, d’aprés la Proposition 1.3 (puisque F”’ = (F")¥/D et
F’ = F¥/9), et enfin dans L puisque F est finiment représentable dans L au

sens des espaces réticulés ; ce qui termine la preuve du Théoréme III.1.
UNIVERSITE PARIS VII
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