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AVANT-PROPOS

Ce livre expose les principes de la Méthode Axiomatique traitée, ici, dans
son interprétation ensembliste, dite sémantique.

Les notions de base considérées sont : les différentes sortes de langages,
les réalisations (types de structures mathématiques) qui leur sont associées
et les modéles d’une formule (du langage) qui sont les réalisations satisfaisant
4 1a formule. De 13 sont dérivées les notions de conségquence (une conclusion A4
étant la conséquence d’un ensemble d’ « axiomes » & si tout modéle qui satis-
fait & chaque formule de & satisfait aussi & A) et de définissabilité (dans un
mode¢le au moyen d’un langage donné).

Le langage qui permet le plus de résultats généraux est celui de la logique
des prédicats du 1er ordre restreint & des formules finies. La plupart de ces
résultats s’étendent a des formules infinies mais non pas 4 des langages d’ordre
supérieur,

L’interprétation est ensembliste parce que les notions de base sont définies
dans le vocabulaire de la théorie courante des ensembles (ensembles, relation
d’appartenance et opérations logiques).

Ce livre contient les résultats élémentaires classiques sur ce sujet.

Le texte principal comprend 7 chapitres précédés d’un résumé.

L’Appendice 1 s’adresse aux lecteurs désireux d’examiner rapidement cer-
taines applications mathématiques de la théorie générale de la méthode
axiomatique, sans lire ou avant d’avoir lu le texte principal. La théorie non
seulement conduit & des applications nouvelles ou, pour le moins, plus uni-
formes, de la méthode axiomatique (par exemple en Algébre), mais aussi
permet une formulation précise des idées qui ne jouent qu’un rdle heuristique
dans la pratique courante.

L’Appendice II est destiné aux lecteurs possédant une certaine culture
philosophique et intéressés par les problémes des fondements des mathéma-
tiques. Les parties A et B esquissent les théories dites sémantiques et synta-
xiques des fondements, y compris les théorémes d’incomplétude de Godel.
Un lecteur qui, consciemment ou inconsciemment, serait influencé par les
doctrines formalistes vulgarisées dans Bourbaki par exemple, ne pourrait se
sentir 4 ’aise avec les notions de base de ces théories (ni devrait-il ’étre avec
la pratique mathématique s’il acceptait ces doctrines dans toutes leurs consé-
quences). L’introduction en soulignant, sans technicités, les faiblesses les plus
évidentes de la position formaliste, aidera ce lecteur 3 aborder, I’esprit libre,
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I’étude technique de ces notions. Les connaissances qu’il acquerra de la sorte
lui permettront de faire une critique plus approfondie de la position (voir
parties A et B in fine). On observera, dans la partie C, quelle que soit I'opinion
que I’on se fasse de leur valeur respective, que I’analyse sémantique, loin d’€tre
rendue périmée, est développée par I'analyse syntaxique. L’Appendice II peut
gtre lu sans formation spécialisée en logique mathématique, sauf pour certains
passages entre crochets ([]) qui se référent 4 des problémes philosophiques
soulevés ou résolus par les théorémes du texte principal.

Le texte est le développement de mon cours de Troisieme Cycle 4 1a Faculté
des Sciences, Université de Paris, donné pour la premitre fois en 1960-61
et polycopié en 1962. Monsieur J. L. Krivine a rédigé les chapitres de 0 & 5,
qui constituent une amélioration déterminante de mon exposé. J’ai mis le cours
3 jour en ajoutant les chapitres 6 et 7. Monsieur Lacombe qui m’a apporté
son concours dans des domaines variés, a bien voulu traduire I’Appendice I
et les résumés, et corriger mon frangais des chapitres 6 et 7. Monsieur
J. P. Ressayre a traduit les parties A-C de I’Appendice II non sans avoir
contribué 3 leur rédaction par ses questions et critiques.

Enfin, la collaboration efficace de mes amis Hubert Faure et Raymond Que-
neau mérite une mention particuliére. Aux prises avec la traduction de plu-
sieurs versions d’une longue introduction, ils m’ont amené, par leurs judicieuses
remarques, 3 diviser le texte original en un avant-propos (H. F.) et une intro-
duction A ’Appendice II (R. Q.). Ils ont eu en outre la délicatesse de dissiper
mes scrupules de leur avoir fait perdre leur temps ; depuis nos tentatives ini-
tiales, le premier a doublé ses activités industrielles, le second a publié au moins
un splendide roman.

G. KREISEL.
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0. PRELIMINAIRES :
SCHEMAS FONCTIONNELS

Résumé

Ce chapitre contient des résultats &lémentaires sur les classes de
fonctions engendrées par des schémas finis. De tels schémas sont fré-
quemment utilisés en mathématiques (polyndmes sur un anneau quel-
conque, fractions rationnelles sur un corps quelconque, ...); ici, ils
sont principalement appliqués & la construction de langages. Le théo-
réme de la page 2 établit I'existence des notations dites « sans paren-
theses ».

Toutes 'les définitions sont exprimées a partir des notions de base
de la théorie des ensembles (héréditairement finis). On utilisera ce fait
dans I’Appendice II.

On se donne une famille dénombrable F,(n=0,1,..) d’ensembles disjoints.
Un élément de F, sera appelé symbole fonctionnel 3 7 variables.
Posons F = |J F, et désignons par o(F) I'ensemble des suites finies d’élé-

n
ments de F. (Une suite finie d’éléments de F soit (fis f25 - fi) Par exemple,
sera notée plus briévement f, £, ... fi). Considérons les sous-ensembles M
de o(F) ayant la propriété suivante :

Si ay, ..., a, sont des éléments de M et si fe F,, alors fa, ...a, € M (nous
désignerons cette propriété par « propriété S »).

Toute intersection d’ensembles ayant la propriété S a encore cette propriété.
Par suite I’intersection de tous les sous-ensembles de o(F) ayant cette propriété
la posséde aussi. Cette intersection est appelée cloture fonctionnelle de la
famille (F,) et sera désignée par F. Un élément de F est appelé schéma fonc-
tionnel (construit & I’aide des symboles de F).

Pour que F soit non vide il Saut et il suffit que Fy # ¢ (cest-a-dire qu’il existe
des symboles fonctionnels & 0 variables appelés encore symboles de constantes).
En effet, si F,, est non vide, soit a e Fy. Alors a est dans tous les ensembles
ayant la propriété S, donc a € F. Inversement si F, est vide, ¢ a la propriété S
donc F = ¢,
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Tout élément de F est de la forme fa, ... a, avec f€ F, et ay, .., a,€F. En
effet soit E I’ensemble des éléments de cette forme ; F ayant la propriété S,
il est évident que tout élément de E est dans F. Inversement comme E a aussi
la propriété S, E o F. C.q. f d.

Si x € o(F)et ac F on appelle occurrence de a dans x la donnée d& deux suites
u, v e o(F) (éventuellement vides), telles que x = uav. Si y e o(F), la suite uyv
est dite « obtenue en remplagant par y I'occurence considérée de a dans x ».

Si x et y sont des schémas fonctionnels (x, y € F)et sia e F,, la suite z obtenue
en remplagant une occurrence de a dans x par y est aussi un schéma fonctionnel.

Démonstration par récurrence sur la longueur de x : si x est de longueur 1,
oubien x =aetz=y,oubienx #aetz = x; dans les deux cas ze F. Si x
est de longueur # > 1, on a x = fi, ... 4, avec f € Fy, uy, ..., #; étant des sché-
mas fonctionnels de longueur < 7. L’un d’eux, soit #; (avec 1 < i < k) contient
’occurrence considérée de a. Soit v; 1a suite obtenue en remplagant cette occur-
rence par y dans u;. Alors v, e F d’aprés ’hypothése de récurrence. Or

z =fu1 vee ui_.l v,- ui+1 “es uk >

doncze F.
C.qg.f. d.

LEMME. — Siac F et si ueo(F), u # ¢, alors au ¢ F.

Par récurrence sur la longueur de a. Si a est de longueur 1 on a ae F,.
Si au était dans F on aurait au = fa, ... @, avec fe F et a,, ..., € F. D’ou
f = a (premier symbole de chaque membre) et par suite k = 0. Dot au = a
etu = ¢.

Supposons le lemme vrai pour tous les éléments de F de longueur < n et
soit a € F,_a étant de longueur n. On a a = fa, ...a, avec f € Fetay, ..., a, eF.
Si au e F on a au = gb, ... b, avec g € F; et by, ..., by € F. D’ou
fay ... au = gby ... by ; et par suite f = g. Soit i le plus petit entier tel que
a; # b;. Ona donc

ai a,-+1 .o ak u= bi bi+1 e b,

et par suite on a soit @; = b; v, soit @; v = b, avec v € 6(F) et v # ¢. Or cela
contredit I’hypothése de récurrence. (L’égalité a; = b; v entrainant que la
longueur de b; est < n.)

THEOREME. — Pour tout x € F il y a une fagon et une seule d’écrire x sous
la forme faj ...a, avec feF, et a, ..., a, € F.

S'il existait deux telles fagons d’écrire x, on aurait fa, ...a, = gb; ... b,
avec feF,, g€ Fp, @1, w0y Gy, by, e, by € F. On a alors f = g. En désignant
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par i le plus petit entier tel que a; # b;, on obtient g;...a, = b;...b, et par
suite @; = b; v ou @; v = b, ce qui contredit le lemme précédent.
Le théoréme suivant sera trés utilisé dans la suite :

THEOREME. — Etant donnés un ensemble X, et, pour chaque n, une application
f— f\ de F, dans I'ensemble des applications de X" dans X, il existe une applica-
tion x » X de F dans X, et une seule, telle que pour tout f € F, et pour tout
ay,...,a,€F on ait

P — N pa— —
fal v Gy =f(a15 (/3 PIRTR an) .

Unicité : étant données deux telles applications ’ensemble U des éléments
de F sur lesquels elles coincident & la propriété S. Donc U o F et par suite
U=F

Existence : désignons par &, le sous-ensemble de F formé des éléments de
longueur z#. On définit par récurrence sur n une application ¢, de @, dans X
de la fagon suivante : pour n = 1, comme &, = F,, pour tout x € &, on pose
¢1(x) = X. Supposons définie @; pour i < n. Si x € &,, on a d’une seule fagon
X = fa, ...a, avec fe F,, et a; € F de longueur /; < n. On pose alors

0, = £ (@1(a1), 91,(a2)s oor 01(a)) .

L’application cherchée x — X est alors donnée par X = ¢,(x) si x est de
longueur n. II est immédiat qu’elle satisfait 3 la condition imposée.

Cas particulier : chaque fe F, définit une fonction f a n variables sur F :
si ay, ..., a, € F on pose f(al, sy @) = fay ... a,. Cette fonction fsera appelée
valeur naturelle de f sur la cldture fonctionnelle de F.




1. CALCUL PROPOSITIONNEL

Résumé

Les notions traitées dans ce chapitre concernent les connecteurs gram-
maticaux, par exemple la négation, la conjonction, la disjonction. Ces
opérations permettent de composer des propositions & partir de propo-
sitions données. Les connecteurs particuliers qui sont traités ici sont
appelés « aristotéliciens », « classiques », ou encore « bivalents », parce
quils ont été mis en évidence par Aristote, et parce qu’ils sont destinés
a étre appliqués & des propositions a valeur bien définie (vraie ou fausse)
et non pas indécidée. De plus, les connecteurs étudiés doivent dépendre
seulement de la valeur de vérité prise par chacune des propositions aux-
quelles on les applique ; cette condition n’est pas satisfaite lorsqu’on
prend, par exemple 'une des significations usuelle de Pimplication (4
implique B) ol I'on suppose que ’hypothése A a « quelque chose a voir »
avec la conclusion B.

La structure constituée par les connecteurs étudiés ici (qui sont appe-
Iés « fonctions de vérité ») est celle de la classe de toutes les applications
de {0,1 }* dans { 0,1 }. L’exercice 1 indique de facon précise en quel sens
Pensemble de tous ces connecteurs peut €tre obtenu par superposition
a partir des connecteurs particuliers indiqués dans le texte. Comme la
structure en question est trés simple, le seul probléme mathématiquement
intéressant est celui des ensembles infinis de formules propositionnelles.

Les notions de base sont celles de « formule propositionnelle » (dont la
définition utilise le contenu du chapitre précédent) et de « modeéle » d’un
ensemble quelconque de formules. La seconde notion constitue un cas
particulier de la notion générale de modéle en logique des prédicats. Le
principal résultat est le théoréme de finitude, qui se démontre par une
simple utilisation de la compacité. Certaines applications algébriques sont
données dans les exercices 3 et 4.

Etant donné un ensemble P on appelle « calcul propositionnel construit a
Iaide des éléments de P » et on désigne par Prop (P) ’ensemble des schémas
fonctionnels construits & I’aide des symboles suivants :

1) les symboles fonctionnels & 0 variable sont T, L et les éléments de P.
(T se lit «vrain, L se lit « faux »),

2) — est le seul symbole 2 1 variable (il se lit « non »),

3) v est le seul symbole & 2 variables (il se lit « ou»).
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Les éléments de P sont appelés variables propositionnelles ; les éléments
de Prop(P) sont appelés formules.

Pour A, B € Prop (P), v AB sera souvent notée (4) v B); ~((—ADV(= B))
sera notée (4) A (B) (le signe A se lisant « et »); (— 4) v (B) sera notée
A4) — (B) (e signe — se lisant « implique »). (4 = B) A (B — A) sera notée
(4) < (B) (le signe <> se lisant « équivaut & »). Pour faciliter la decture, on
supprimera parfois les parenthéses, s’il n’y a pas de confusion possible, et on
utilisera aussi des crochets : par exemple [(4) — (B)] 2 la place de ((4) — (B))-

On appelle réalisation du calcul propositionnel construit sur P toute appli-
cation & de P dans {0, 1 } (ou plus généralement dans un ensemble ordonné
a 2 éléments).

D’aprés le théoreme fondamental sur les schémas fonctionnels, foute réali-
sation 8 se prolonge en une application (notée aussi &) de Prop (P) dans {0, 1},
siondonned T lavaleur 1,4 Lla valeur 0, et & — et v les valeurs suivantes
(fonctions & valeurs dans {0, 1}, définies sur {0, 1 Yet {0,1}):—=0=1;
41=0;v00=0; vio= vO0l = v11 = 1. On dit qu'une réalisation &
de Prop (P) satisfait une formule 4 € Prop (P) ou est un modelede Asid(d) =1.

On dit qu'une réalisation & satisfait un ensemble &/ de formules, ou est
un modele de & si & satisfait chaque formule de <.

Une formule 4 € Prop (P) est appelée « théoreme du calcul propositionnel »
ou « formule valide du calcul propositionnel » si toute réalisation la satisfait.
Deux formules A et B sont dites équivalentes si A4 «> B est un théoréme, ou
si 8(A) = 6(B) dans toute réalisation (ce qui revient évidemment au méme).

LEMME D’INTERPOLATION. — Si 4 v B est un théoréme de Prop(P), il
existe une formule C dont toutes les variables propositionnelles sont communes
ad Aet Bettelleque Av Cet = CV B soient des théorémes de Prop(P).

Par récurrence sur le nombre k de variables propositionnelles qui sont
dans A sans étre dans B. Si k =0 il suffit de poser C = — 4 ; supposons
le lemme démontré pour k=n—1 et soit A une formule telle que 4 v B
soit un théoréme et qui ait exactement n variables propositionnelles qui ne
soient pas dans B. Soit p I'une de ces variables, soient 4, et 4, les formules
obtenues en substituant T et L & pdans A.A; v BetA, v Bsont des théoremes,
donc (A4; A Ay) v B est un théoréme auquel on peut appliquer Phypothése
de récurrence. On obtient ainsi une formule C telle que (A; A A;) v C et
(— C) v B soient des théorémes. De la définition de A; et A, il résulte que
A v C est un théoréme. C.q. f. d.

En remplagant 4 par — A on obtient I’énoncé suivant :

Si A — B est un théoréme de Prop (P) il existe une formule C dont les varia-
bles propositionnelles sont communes 3 A et Bet telle quu A— Cet C— B
soient deux théorémes.
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COROLLAIRE. — THEOREME DE DEFINISSABILITE. Soient A(p) une formule conte-
nant la variable propositionnelle p, et A( P') le résultat de la substitution de r
d p dans A(p) (p’ étant une variable propositionnelle qui nest pas dans A(p)).
Si [A(p) A A(p')] = (p - p') est un théoréme, il existe une formule F ne
contenant que les variables de A mais ni p ni p' telle que A(p) - (p & F) soit
un théoréme.

Eneffet A(p) A p A A(p") - p’ est un théoréme donc A(p) Ap — (A(p) -p')
est un théoréme. D’aprés le lemme d’interpolation on a donc une formule
F ne contenant ni p ni p’ telle que Ap) Ap—>Fet F> A@P) - p') soient
des théorémes. Donc A(p) — (p — F) et A(p") —» (F - p’) sont des théorémes
et par suite A(p) - (p <> F) est un théoréme.

Plus explicitement, F = A(T) (résultat de la substitution de T & p dans

A(p)).
Démonstration. — En remplagant A(p) A P = (4(p") - p’) par
(= A®P) v —p) v (A(P) > p)
on obtient d’aprés la démonstration du lemme d’interpolation
F= (=AT)v L)A (= 4) v ™)
qui se réduit & — — A4(T) d’oit F = A(T).

Le théoréme suivant sera utilisé pour I’élimination des quantificateurs (Cha-
pitre 4).

THEOREME. — Toute formule A de Prop (P) est équivalente a une formule
de la forme A, v A, v = v Ay, ou chaque A; 1 <i<k)est de la forme
A =ay Ay A A0, avec & = p ou — p, oit b est une variable proposition-
nelle de A ou T.

On dit qu’on a écrit A sous la forme d’une « disjonction de conjonctions ».
Le théoréme est également vrai pour une « conjonction de disjonctions » et
se démontre de la méme fagon.

Par récurrence sur le nombre k de variables propositionnelles apparaissant
dans 4. Pour k = 0, 4 équivaut soit 3 T soit & L. Supposons le théoréme
démontré pour k = n — 1, et soit A(p) une formule contenant n variables
propositionnelles, dont p. Soient B et C les résultats de la substitution de T
et de L & p dans A(p). B et C ont n — 1 variables propositionnelles et il est
immédiat que A(p) équivaut 2 (p A B) v (— p A C). D’aprés I’hypothése
de récurrence B équivaut & B; v ~- v B, et C équivaut & C; v - v G,
donc A(p) équivaut 3

@AB)V(PAB)VVE@AB)V(=pAC)IV=vV(mpaC),
qui est de la forme cherchée. C.q. f. d.
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THEOREME DE FINITUDE. — Soit of un ensemble de formules de Prop(P) tel
que tout sous-ensemble fini ait un modéle. Alors of a un modéle.

Démontrons-le d’abord dans le cas (le plus courant en logique) ol P est
dénombrable (et par suite aussi &/).

Soit py, «-e» Do --- UNE énumération de P. Supposons trouvée une application
5 de { Py, .- Py } dans {0, 1 } telle que tout sous-ensemble fini de & ait un
modéle dans lequel py, ..., p, prennent les valeurs 8(py), ..., 8(p,). Alors onpeut
prolonger 8 & { P15 «es Prs P+ 1 } avec la méme propriété. En effet sio(pye1)=0
ne convient pas, c’est qu’il existe un sous-ensemble fini U, de &/ qui ne peut
8tre satisfait quand py, ..., Py Pn+y Drennent les valeurs 8(py), ..., 8(Pw), 0.
Si U est un sous-ensemble fini quelconque de &/, d’aprés Phypothése faite sur
5, Uy u Uaun modele dans lequel py, ..., P prenient les valeurs 5(py), ..., 8(py)-
Dans ce modéle p,.; prend donc la valeur 1 et par suite tout sous-ensemble
fini U de & & un modele dans lequel py, ..., Pus Put1 prennent les valeurs res-
pectives  8(py), .., 8(Py)s 1.

On définit donc ainsi par récurrence sur n une réalisation & de Prop(P),
telle que, pour chaque n, tout sous-ensemble fini de & ait un modéle dans lequel
D1, --» Dy Drennent les valeurs 8(py) .. 6(p,). 11 en résulte que § satisfait o : si
A est une formule de o, il suffit pour voir que & satisfait A, de prendre n assez
grand pour que les variables propositionnelles de 4 forment un sous-ensemble
de {pi’ eess Pn }

Cette démonstration est valable dans le cas général, moyennant un bon
ordre sur P. On peut aussi donner la démonstration suivante :

Pour chaque formule 4 de Prop (P) ’ensemble des réalisations & qui la satis-
font est ouvert dans {0, 1 }* (muni de la topologie produit) puisque 4 ne fait
intervenir qu’un nombre fini de variables propositionnelles. Il est également
fermé puisque les réalisations qui ne satisfont pas 4 sont celles qui satisfont — A.
Pour chaque formule 4 de & soit 4 Pensemble des réalisations qui satis-
font A. L’hypothése du théoréme entraine que toute intersection finie de 4
est non vide. Comme {0, 1}7 est compact, Pintersection de tous les A
pour A e o/ est donc non vide. C.q.f. d.

AUTRE ENONCE. — Si toute réalisation satisfait une des formules d’un ensem-
ble B de formules, il existe By, ..., B, €% telles que By v - Vv B, soit un
théoréme.

Sinon pour tout sous-ensemble fini { By, ..., B, }de #ily a une réalisation
qui ne satisfait pas By v =+ v B, donc qui satisfait — By A =+ A — B, Soit &
ensemble des — B pour B e #. D’aprés le théoréme de finitude il y a une
réalisation qui satisfait o/ ce qui contredit I’hypothese.

On dit qu’une formule A est conséquence d'un ensemble o de formules
si toute réalisation qui satisfait o satisfait également 4. En particulier les
conséquences de ¢ sont les théorémes ; les conséquences d’un ensemble fini
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o = { Ay, ..., 4, } sont les formules A telles que 4; A - A A, > A soit un
théoréme.

THEORBME. — Pour que A soit conséquence d’un ensemble o de formules,
il faut et il suffit qu'elle soit conséquence d’un sous-ensemble fini de <.

La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire, car dire que A

est conséquence de sf équivaut a dire que 'ensemble o U { — 4 } n’a pas
de modele. Il y a donc un sous-ensemble fini { Ay, ..., 4,, — 4 } qui n’a pas
de modeéle (si — A n’est pas dans ce sous-ensemble, il suffit de I'y ajouter).

1.

C. q.f d

EXERCICES

Il est immédiat que chaque formule 4 ayant p,, ..., p,, comme variables
propositionnelles définit une application de { 0, 1 }" dans {0, 1 }. Démon-
trer que toute application de {0, 1 }* dans {0, 1} est ainsi obtenue.

Soit U, P'ensemble des applications de { 0, 1 }* dans {0, 1 } et

U = | U Un sous-ensemble S de U est dit complet si tout &lément
keN
de U s’obtient par composition d’éléments de S.

Montrer que les ensembles S = {¢ }, S ={—, L} sont complets
(ot @(p, @) = —p A — g). Montrer que les ensembles S = {T,-},
S={T, >, A, v} ne sont pas complets.

Solution. — Par récurrence sur le nombre n de variables. Supposons
la proposition démontrée pour n =k et soit f(py, ..., Py, Pi+;) uUnE
application de {0, 1 }**! dans {0, 1 }. Par hypothése on a

S(P1s s P 1) = APy vos PO

et f(p1, v Pi> 0) = B(py, ..., pr), A et B étant deux formules dont les
variables sont p;, ..., p,. On vérifie immédiatement que la fonction
S (P1s eoes Dis Di+-1) est donnée par la formule

[Pk+1 - A(py, ..o Pk)] A [-1 Pe+1 = B(py, ...y Pk)] .

On vient de montrer que I'ensemble { —, v } est complet. Or
—p=0p,p)=p—>Letpvqg=—opq) =—p-—gq,ce qui
montfe que les ensembles {¢ } et { -, L } sont complets.

Considérons les schémas fonctionnels construits 4 'aide de { T, — }
et d’un ensemble P de variables propositionnelles. Ils représentent toutes
les fonctions obtenues & partir de T, > par composition. Soit A(p) un
schéma fonctionnel ne contenant que la variable p. On va voir par

KReSEL et KRIVINE. — Logique mathématique 2
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récurrence sur la longueur que 4(p) «> T ou bien A(p) <> p est un théo-
réme. Si A(p) est de longueur n on a A(p) = = B(p) C(p), ou B(p) et
C(p) sont de longueur < n — 1. 1l en résulte que A(p) équivaut 2 une
des formules p»>p, p—> T, T = p, T = T, cest-a-dire & T ou a p.

Il en résulte que la fonction — n’est pas obtenue par composition
de T et de —. On montrera de méme qu’elle n’est pas obterrue par com-
position de T, —, A,V.

Un ensemble o de formules est dit indépendant si aucune formule
A e of n'est conséquence de o — {4 }. Démontrer que :

a) Pour qu'un ensemble &/ de formules soit indépendant, il faut
et il suffit que tout sous-ensemble fini le soit.

b) Pour tout ensemble &/ fini, il y a un sous-ensemble indépendant
équivalent & (c’est-a-dire tel que toute formule de & soit conséquence
de # et inversement).

¢) Pour tout ensemble &/ dénombrable il existe un ensemble indépen-
dant équivalent.

Remarque. — 11 existe un ensemble dénombrable o de formules qui
n’a aucun sous-ensemble indépendant équivalent a . Désignons par
D1y -ees Dy - Une suite de variables propositionnelles distinctes et posons
par exemple :

A = (D1 P1 A Pas s P1 A A Pop oo -

11 est clair que tout sous-ensemble indépendant de & est réduit a une
seule formule et que o n’est équivalent & aucun de ses éléments.

Solution. — a) Conséquence immédiate du théoréme de finitude.

b) Par récurrence sur le nombre k d’éléments de .

La proposition est évidente pour k = 0 : supposons-la vraie pour
k =n et soit o = { Ay, ., Ay, A4y } Un ensemble de n + 1 formules.
Si cet ensemble est indépendant la proposition est vraie. Sinon 4,4,
par exemple est conséquence de { 4;, ..., 4, } et il suffit alors d’appli-
quer I’hypothése de récurrence a lensemble { Ay, ..., 4, }

¢) Soit Ay, ..., Ay, ... une énumération des formules de «f. Soit 4;
la premiére formule dans cette énumération qui ne soit pas un théoreme.
Posons B, = A; et par récurrence posons B,y1 =B, N Ajoud;est
la premiére formule de &/ qui ne soit pas conséquence de B,. Ilest immé-
diat que By, B,, ..., By, ... sont conséquences de & et quinversement
chaque 4, est conséquence de ’ensemble By, ..., By, -.. . Dans la suite
B, ..., B,, ... chaque formule est conséquence de la suivante, mais non
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de la précédente. Si cette suite est finie, soit B, son dernier terme. {B,}
est 'ensemble indépendant cherché (il est indépendant car si B, était
un théoréme, comme B, — B, en est un, B, serait aussi un théoréme).
Si cette suite est infinie, posons Ci=B,;C,=B,-B,;..;
C, = B,_; » B,; il est immédiat que 1° aucune C, n’est un théoréme
et2°lensemble { C;, C,, ..., C,, ... } est équivalent 2 7. Il est indépendant :
en effet d’aprés le 1°, il y a une réalisation qui satisfait — C, et donc
B,_;et— B,. Comme — B, » — B,,, pour m > n, cette réalisation satisfait
Cwy m > n; comme B, —» B, pour p < n, elle satisfait C,, pour p < n.
Alors elle satisfait toutes les formules Cp 4 # n, et ne satisfait pas C,
C’est-d-dire C, n’est pas conséquence de {C,, ..., Coctr Casgy oe 1
C. q f. d

a) Un groupe G est dit totalement ordonné si on a sur G une relation
d’ordre total telle que a < b = ac < be et ca < ¢b quels que soient
a, b, c € G. Montrer que pour qu’un groupe G puisse &tre ordonné il
faut et il suffit que tout sous-groupe de G engendré par un ensemble
fini d’éléments de G puisse étre ordonné.

b) En déduire que pour qu’un groupe commutatif G puisse &tre ordonné
il faut et il suffit qu’il soit sans torsion.

Solution. — a) La condition est évidemment nécessaire. Considérons
alors dans le calcul propositionnel construit avec les éléments de G2
comme variables propositionnelles 'ensemble o des formules sui-
vantes :

(@, a), ot a décrit G.

(@, b) v (b, a), ot a et b décrivent G.

(@, b) > — (b, @), ol1 a, b décrivent G en restant distincts.
(@ b) A(b,o)-(ac), ou a, b, ¢ décrivent G.

(a, b) - [(ac, bc) A (ca, cb)], ol a, b, ¢ décrivent G.

Dans tout sous-ensemble fini de &, soit U, n’apparaissent qu’un nom-
bre fini d’éléments de G. Si Gy est le sous-groupe qu’ils engendrent,
Gy peut étre ordonné ce qui revient & dire qu’il existe une réalisation
du calcul propositionnel considéré qui satisfait U : celle qui donne 3
(a, b) la valeur 1 ou O suivant que a < boua > b pour a, be Gy, et une
valeur arbitraire si @ ou b n’est pas dans Gy. D’aprés le théoréme de
finitude, il y a une réalisation qui satisfait o tout entier. I suffit de poser
a < b quand (q, b) = 1 dans cette réalisation et g = b quand (g, 5) = 0
pour obtenir un ordre sur G.

b) Si G est commutatif et ordonné il est clair que G est sans torsion.
Inversement si G est sans torsion, les sous-groupes de G engendrés par

3

un nombre fini d’éléments sont libres donc isomorphes & Z" pour un
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entier n. Or Z" peut étre ordonné suivant Pordre lexicographique :
(@y, «-v, @) < (by, ..., b,) si et seulement si pour le premier i tel que a; # b;
on a q; < b,

Un graphe (relation symétrique et non réflexive) défini sur un ensemble
M est dit k-chromatique (k étant un entier positif) s’il existe une partition
de M en k ensembles disjoints Cj, ..., Cy, tels que deux ¢éléments de M
liés par le graphe n’appartiennent pas au méme C,;. Montrer que pour
qu'un graphe soit k-chromatique, il faut et il suffit que chaque sous-
graphe fini le soit.

Solution. — La condition est évidemment nécessaire, une partition
sur M induisant une partition sur chaque sous-ensemble fini. Inverse-
ment considérons dans le calcul propositionnel construit sur {1,2,..,k}
« M comme ensemble de variables propositionnelles, I’ensemble & des
formules suivantes : '

(i, @) = — (j, @), ou i, j sont deux entiers distincts et < k et
ol a décrit M ;

Q,a) v (2,a) v - vika),oua décrit M ;

G,8) > — (G b),oui<ketoua b sont deux éléments liés.

Si tout sous-graphe fini est k-chromatique on voit immédiatement
que tout sous-ensemble fini de &/ a un modele. Donc &/ tout entier a un
modéle. On obtient sur M une partition k-chromatique en posant a € C;
si et seulement si (i, @) prend la valeur 1 dans ce modg¢le.
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Résumé

On élargit Pétude effectuée au chapitre précédent, en prenant main-
tenant en considération les quantificateurs « quel que soit » et «il existe ».
Ces quantificateurs n’opérent pas sur les propositions mais sur les rela-
tions, permettant de définir des relations n-aires & partir de relations
(n 4+ D-aires, et en particulier des propositions (relations O-aires) a
partir de relations monadiques. Corrélativement, on élargit ’emploi des
connecteurs propositionnels définis dans le chapitre précédent, de fagon
a les transformer eux aussi en des opérations portant sur les relations.

Le langage obtenu se révéle suffisant pour exprimer la majorité des
concepts mathématiques, et constitue par conséquent un cadre adéquat
pour une théorie générale des systémes axiomatiques.

Contrairement & ce qui se passe pour le calcul propositionnel, lors-
qu’on définit comme ci-dessus la notion générale de « quantificateur », il
n’est pas vrai que tous les quantificateurs puissent étre définis 3 partir des
deux quantificateurs particuliers indiqués ci-dessus. Pour plus de détails,
cf. Mostowski [FM], 44 (1957).

Les principales notions sont celles de « formule » ou de « langage »
de la logique des prédicats (du premier ordre), et celle de « réalisation »
d’un langage. A partir de ces notions, on définit celle de « modéle »
d’un ensemble de formules. Un cas particulier important est celui des
modeles qu’on appelle « canoniques », ¢’est-a-dire ceux ol chague objet
(¢élément du modéle) posséde un nom dans le langage considéré.

Dans ce chapitre, le principal outil est constitué par I’emploi de
schémas fonctionnels pour la construction de modéles canoniques. Par
cette méthode on obtient en particulier les résultats suivants : on construit,
pour tout modeéle d’'un ensemble fini ou dénombrable quelconque de
formules, des sous-modéles dénombrables de ce modéle (exercice 5);
on démontre un certain théoréme de finitude (par réduction au cas pro-
positionnel) ; on obtient un utile théoréme d’uniformité. L’exercice 6
montre que ce dernier théoréme est optimal a plusieurs points de
vue.

D’aytres résultats concernant les principales questions de ce chapitre
seront donnés dans les chapitres 3 et 5. Ce dernier contient une seconde
méthode pour construire des modéles canoniques (et une seconde démons-
tration des principaux résultats du présent chapitre).

Les méthodes de ce chapitre se prétent 3 une démonstration du
théoréme d’interpolation : on la. donne donc ici ; mais I'intérét de ce
théoréme est lié aux problémes de définissabilité traités systémathue-
ment dans les chapitres 4 et 6.



14 ELEMENTS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

UN LANGAGE & est par définition constitué par :

1° Un ensemble V4 dont les éléments sont appelés variables.

2° Une suite d’ensembles F3(n =0, 1,...). Les éléments de F# sont appelés
symboles fonctionnels & n variables. On pose F, = U Fe. Fg est appelé

ensemble des symboles fonctionnels.
30 Une suite d’ensembles R’ (n = 0, 1, ...). Les éléments de R% sont appelés
symboles relationnels & n variables.

Les ensembles Vg, R, F% sont supposés de plus disjoints deux a deux.

On appelle ensemble des termes de £ et on désigne par Ty I'ensemble des
schémas fonctionnels construits a Paide de F% U V, comme ensemble de
symboles 2 0 variables, et de F% comme ensemble de symboles & n variables

(n =1, 2, ...). Nous désignerons par T% Pensemble des termes ou apparaissent
n variables distinctes.

On appelle ensemble des formules atomiques du langage & et on désigne
par Atg lensemble U Ry x (T)". Une formule atomique du langage £ est

donc une suite Ri, t:EN t,, oll R est un symbole relationnel a n variables et ol
ty, t3, .-, b, SODt des termes du langage . Pour faciliter la lecture, cette for-
mule sera écrite aussi R(¢y, ..., I,), surtout lorsque 'un des termes 7; a une lon-
gueur > 1.

On appelle ensemble des formules du langage £ et on désigne'par F, lensem-
ble des schémas fonctionnels construits a I'aide des symboles suivants :

«) Les symboles 4 O variables sont d’une part les formules atomiques,
d’autre part T et L (lire « vrai» et «faux »). L’ensemble des symboles a 0
variables est donc At {T }u{Ll}

B) Les symboles & 1 variable sont d’une part — (lire « non ») d’autre part
les éléments d’un ensemble Q disjoint des précédents et en correspondance
biunivoque avec V. L’élément de O correspondant 2 la variable x sera noté
Vx (lire «il existe un x»).

y) Un seul symbole & 2 variables : v (lire « ou»).

Remarque. — F4 = Prop (P) au sens du chapitre précédent ou P est le
sous-ensemble de %, constitué par les €éléments (formules) de #, dont le
premier symbole n’est pas une constante propositionnelle (T, L, — ou v).

UNE REALISATION DU LANGAGE & est par définition constituée par :

1° Un ensemble E # ¢ appelé ensemble de base de la réalisation.
2° Pour chaque n > O une application de F% dans Uensemble des fonctions
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définies sur E™ & valeurs dans E. On en déduit (théoréme sur les schémas fonc-
tionnels) une application de T% dans I’ensemble des fonctions définies sur E”
a valeurs dans E.

3° Pour chagque n > 0O une application de R’ dans P(E") (ensemble des parties
de E™. On en déduit une application de At, dans P(E*) : I'image de la for-
mule atomique R, ...1, par cette application étant I’ensemble { o eE"? :
(6ty, ..., 0t) e R}, o R < E" est I'image de R par l'application donnée, et
ol d¢; désigne la valeur prise par la fonction déduite du terme #; quand les
variables prennent les valeurs attribuées par 8. (6 € EV# est une application
de Vg, dans E.)

D’aprés le théoréme sur les schémas fonctionnels, & chaque formule du
langage % correspond par la réalisation un sous-ensemble de EV# si on
définit T, L, —, v, Vx comme fonctions sur B(E" #) de la fagon suivante :

T est la constante E¥<.

L est la constante ¢.

— est définie comme I’application X — (X de P(E”*) dans lui-méme.

v est définie comme Papplication (X, Y) - X u Y de {P(E"*)}* dans
PE"?). .

Vx est définie comme I’application X — projection de X suivant la variable
x (C’est-a-dire { 6 ¢ E¥< : il existe &' € X tel que ¢’ = § sauf peut-Etre sur x )
de P(E” ) dans lui-méme.

(Dans I’exercice 1, nous donnons un exemple simple de langage et de réali-
sation de ce langage, permettant de suivre les constructions effectuées ici.)

Remarque. — Chaque fois que nous n’aurons & considérer qu’une seule
réalisation 2 la fois du langage #, nous noterons A4 la valeur prise par la for-
mule 4 dans cette réalisation (4 = E¥< si E est ’ensemble de base de la réali-
sation).

On dit qu'un sous-ensemble X de E¥< ne dépend que des variables x;, ..., X,
s'il existe ¥ < EGv o) te]l que X = ¥ x EVe~ (o),

Etant donnée une formule A, soient xy, ..., x, les variables apparaissant dans
les termes de A. Alors dans toute réalisation, A ne dépend que de x, ..., X,.

Cet énoncé est évident si 4 est atomique. Si A4 et B satisfont & cet énoncé,
Av Bet — Ay satisfont (car A v B=AuU B et — A = (4 dans toute
réalisation) ainsi que Vx4 (car Vx4 = projection de 4 suivant la variable x).
D’aprés fa définition de ’ensemble des formules toute formule satisfait donc
a cet énoncé.

Pour utiliser plus commodément ce genre de raisonnement appelons lon-
gueur d’une formule A le nombre de constituants de A du type a, B, y (nombre
de formules atomiques + nombre de symboles T, 1, —, v, Vx apparaissant
dans A).
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A toute formule 4 du langage % on va associer par récurrence sur sa lon-
gueur un ensemble fini de variables appelées variables libres de A de la fagon
suivante : si 4 est de longueur 1 (formule atomique ou T, ou L) les variables
libres de A sont celles qui apparaissent dans les termes de A. Supposons alors
défini ’ensemble des variables libres pour chaque formule de longueur < n — 1
et soit 4 une formule de longueur n. Si A commence par — ou par v, A
s’écrit — B ou bien v BC (B et C étant des formules). Alors les variables
libres de 4 sont celles de B dans le 1°F cas, celles de B et celles de C dansle2°.
Si 4 commence par Vx, A s’écrit VxB. Alors les variables libres de 4 sont
celles de B sauf x §’il y a lieu (c’est-a-dire si x est variable libre de B).

Une variable qui n’est pas libre dans A est dite liée dans 4 (en particulier
toutes les variables qui n’apparaissent pas dans A sont liées dans A).

THEOREME. — Soit A une formule dont les variables libres sont X, ..., X,
Alors dans toute réalisation A ne dépend que des variables x, ..., Xp.
Démonstration immédiate par récurrence sur la longueur de A.

Une formule A est dite close si elle n’a pas de variables libres. Il résulte du
théoréme précédent, que dans une réalisation de base E, si A est close on a soit
A = ¢, soit A=E"=,

On dit qu’une réalisation (de base E) satisfait une formule close si dans cette
réalisation on a A = EV*. On dit encore que la réalisation est un modéle de A.

Etant donné un ensemble &/ de formules closes de .Z, on dit qu’une réali-
sation de & satisfait o7 ou est un modéle de & si elle satisfait chaque formule
de .

Notations. — A et B étant 2 formules de .2, v AB sera aussi notée (4) v (B);
(— A) v (B) sera notée 4 » B; — ((— 4) v (— B)) sera notée (4) A (B);
— Vx — A sera notée Ax4 (le signe Ax se lisant « pour tout x »).

Une formule 4 dont les variables libres sont x, ..., X, sera notée A(x;, ..., x,)
lorsqu’on voudra mettre en évidence les variables libres ; on appelle cldture
de A la formule Ax; Ax, ... Ax, A. La cloture de A est donc une formule
close. Si ¢, ..., 1, sont des termes, on notera A(ty, ..., t,) la formule obtenue
en remplagant dans A(x, ..., x,) chague occurrence de xy, ..., X, respectivement
par ty, ..., t, ; c’est une formule d’aprés le chapitre 0.

Une formule A (non forcément close) est appelée théoréme du langage £ ou
encore formule valide du langage & si dans toute réalisation on a A=E"s
(E étant I'ensemble de base de la réalisation). Cela revient & dire que toute
réalisation satisfait la cldoture de A.

Formules sans quantificateur : on appelle formule sans quantificateur du
langage % une formule du calcul propositionnel construit sur Afy comme
ensemble de variables propositionnelles. (Il est immédiat que c’est bien une
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formule du langage %. L’appellation vient du fait que Vx et Ax sont appelés
quantificateurs.)

Formules prénexes : une formule est dite prénexe si elle s’écrit sous la forme
04, ol Q est une suite finie de signes — et Yx,(x; € V) et ol 4 est une for-
mule sans quantificateurs.

THEOREME. — Si Vg, est infini, pour toute formule A, il existe une formule A’
prénexe équivalente a@ A (c’est-a-dire telle que A’ <> A soit un théoréme ou
encore telle que A’ = A dans toute réalisation de ).

LeMME. — Si A et B sont deux formules prénexes, il existe une formule pré-
nexe C équivalente d v AB.

Démonstration par récurrence sur la longueur de v AB : le lemme est
évident si A et B sont sans quantificateur. Si A par exemple contient des quan-
tificateurs, soit Vx le premier quantificateur apparaissant dans 4. Il est donc
précédé par des signes — qu’on peut évidemment supposer en nombre < 1.
Soit x” une variable qui n’apparait ni dans 4 ni dans B. (Il en existe puisque
Ve est infini.)

Si 4 = Vxd’, soit A” la formule obtenue en remplacant dans A’ la variable
x par x’ partout ou elle apparait. Alors A v B équivaut 4 (Vx’ 4”) v B, donc
a Vx'(4” v B). Comme A" et B sont prénexes, il suffit ’appliquer I'hypothése
de récurrence pour trouver une formule prénexe C’ équivalente 3 4" v B.
La formule cherchée est C = Vx' C'.

Si A =— Vx4’ soit encore A” la formule obtenue en remplagant dans
A’ la variable x partout ou elle apparait par x’. Il est clair que A4 équivaut a
— Vx' A" = Ax’ — A" et que A" est plus courte que 4. D’aprés 'hypothése
de récurrence il existe une formule prénexe C’ équivalente 3 — A” v B. Posons
C = —Vx' — C; Céquivaut donc a Ax'(— A” v B),donca (Ax'— 4"y v B
puisque x’ n’apparait pas dans B. Donc C équivaut a v4B. C.q.f. d.

Le théoréme se démontre alors par récurrence sur la longueur de A4 : si 4
est atomique on pose A’ = 4. Si 4 = — Bou A = VxB, I'hypothése de récur-
rence donne une formule B’ prénexe équivalente & B. On pose alors 4’ = — B’
ou A’ = VxB’. Si A = v BC I’hypothése de récurrence donne deux formules
prénexes B’ et C’ respectivement équivalentes 3 B et 4 C. Il suffit d’appliquer
le lemme ci-dessus pour trouver une formule prénexe A’ équivalente 3 v B’ C'.

C.q.f.d.

Une formale prénexe peut toujours s’écrire sous la forme
Q1 x1 0% ... 0y x, H

ol O, est un quantificateur (Q; = A ou V) et ou H est une formule sans quan-
tificateurs. Elle sera dite purement existentielle si tous les Q; sont V et pure-
ment universelle si tous les Q; sont A.
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& étant un ensemble de formules de & on appelle langage de & et on désigne
par (&) le langage dont les variables sont celles de Z, et dont les symboles
fonctionnels et relationnels sont ceux qui apparaissent dans les formules de &.

On appelle réalisation canonique de & toute réalisation de 2(&) dont I'en-
semble de base est Tiy(s (ensemble des termes du langage de &) et dans laquelle
on donne aux symboles fonctionnels leur valeur canonique en°tant que fonc-
tions sur Ty (on laisse donc libre le choix des valeurs des symboles relation-
nels).

Le but des théorémes qui suivent (jusqu’au théoréme d’uniformité) est de
répondre 2 la question : étant donnée une formule 4, que doit-on faire pour
savoir si c’est un théoréme ? (Voir aussi, appendice II, A, lemme 3). On se
limite aux formules prénexes.

THEORBME. — Soit & un ensemble de formules prénexes closes purement
universelles. Si & a un modéle il a un modeéle canonique.

Nous posons &' = #(&) ; toute formule de & est par hypotheése de la forme
Ax; Ax, ... Ax, 4, ol A fait partie du calcul propositionnel construit sur les
formules atomiques de #’. Dans le modele donné de &, soit Elensemble de
base et soit R — E" la valeur attribuée au symbole relationnel R € Re.. Soit
5 un élément quelconque mais fixé de E¥#’. On en déduit une application ¢ — t
de T, dans E. Nous définissons une réalisation canonique de & en donnant
a R € R% la valeur

R = { (tyy eo0r ) €(Te)" : (ty, tzr s t)ER} .

L’application # — ¢ de Ty, dans E définit une application ¢ : (Te)"*’ —EVe’
d’ot P’application inverse @~ : PE" =) - P((Te)"*) .
Si A est une formule sans quantificateurs de %', 4 étant la valeur qu’elle

prend dans le modele donné, A celle qu’elle prend dans la réalisation canonique

ci-dessus, on a A = ¢~ 1(A) : C’est clair si 4 est atomique, et on sait que ¢~}

commute avec les opérations de réunion et de passage au complémentaire.
Soit alors Axy ... Ax, 4 une formule de &. Par hypothése on a A=E"e,
Donc _
A= 1A= (T .

Donc Ax; ... Ax, A est satisfaite dans la réalisation canonique considérée.
C.q.f. d.

THEOREME DUAL. — Soit A une formule prénexe close purement existentielle.
Pour que A soit un théoréme, il faut et il suffit que toute réalisation canonique de
A la satisfasse.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, car si toute réa-
lisation canonique satisfait 4, aucune ne satisfait — 4 qui n’a donc pas de
modéle d’aprés le théoréme précédent.
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THEOREME. — Pour toute formule prénexe F il existe une formule prénexe F
purement universelle, dont le langage ne différe de celui de F que par I’adjonction
d’un nombre fini de symboles fonctionnels, telle que :

a) Dans toute réalisation de ,S,P(ﬁ‘) ona PA—' c F (Cest-a-dire F— F est un
théoréme). _
b) Toute réalisation de ¥ (F) se prolonge a L(F) de fagonque F = F.

Par récurrence sur le nombre de quantificateurs de F. Si F n’en a aucun,
on prend F=F

Si F = AxG, par hypothése il y a une formule G satisfaisant au théoréme
pour G. Il suffit de poser F = AxG.

Si F = VxG, soit G une formule satisfaisant au théoréme pour G. Soient
Xgs X1, - X, les variables libres de G. Si x nest pas libre dans G, dans toute
réalisation on a VxG = G. 1l suffit donc de prendre F=3G

Si x est libre dans G on a par exemple x, = x. Soit alors ¢ un symbole
fonctionnel a » variables qui ne soit pas dans 3(@). Soit F la formule obtenue
en remplagant dans G, x par ¢xy ... x,. Il est clair que Fest purement univer-
selle (puisque G P’est). F satisfait & la condition a) : soit £ ’ensemble de base
d’une réalisation de L(F) : F est I'ensemble des (ay, ..., a,) € ECt* tels
que

(@(ay, cor @), A1y ooy @) € G = G @ EG1rs¥n)

Donc pour tout élément (ay, ..., a,) de Fona (ay, ..., a,) € VxG = F. Donc
FcF.

F satisfait la condition b) : soit en effet E Pensemble de base d’une ré/z\tlisa—
tion de #(F). Par hypothése on peut prolonger cette réalisation & £(G) de
fagon que G = G. On a alors F = VxG = VxG. Donc pour que

(@ys onr @) € EG1eer Xn)

soit dans F, il faut et il suffit qu’il existe un a € E tel que (g, ay, ..., @,) € G.

On définit alors ¢ (on a encore le choix de sa définition puisque ¢ ¢ .2”(@) par
hypothése) de la fagon suivante :

o(ay, ..,a,) = a si (ag,...,a,)eF

>

o(ay, ..., a,) = a, (élément quelconque de E) si(ay, ..., a,) ¢ F.

On obtient ainsi une réalisation de 2(? ) ; dans cette ré_alisationﬁ est 1’en-
semble des (ay, ..., a,) tels que (6(01, vees Ap)y Qs ey @y) € G. On a donc bien
F=VxG=F C.q.f.d.
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THEOREME DUAL. — Pour toute formule prénexe F, il existe une Jformule
prénexe F, purement existentielle, dont le langage ne différe de celui de F que
par Padjonction d’un nombre fini de symboles fonctionnels telle que :

a) Dans toute réalisation de .?(F) on a % = F (c’est-a-dire F — F est un
théoréme). : :
b) Toute réalisation de ¥(F) se prolonge a L(F) de fagon que F=F.

11 suffit de poser F=— (—/—177).

COROLLAIRE 1. — Pour qu’une formule prénexe close F soit un théoréme il
Saut et il suffit que F soit satisfaite par toutes ses réalisations canoniques.

- r . e b4 .
Si F est un théoréme, comme F — F en est un, ¥ en est un aussi, et par
suite F est satisfaite en particulier par toutes ses réalisations canoniques.

Inversement, si F est satisfaite par toutes ses réalisations canoniques, comme
elle est purement existentielle, c’est un théoréme. Etant donnée une réalisation
quelconque de Z(F) on peut la prolonger de fagon que F = F. Or F est satis-
faite par ce prolongement. Donc F est satisfaite par la réalisation donnée. F
est donc un théoréme.

COROLLAIRE 2. — Soit & un ensemble dénombrable de Sformules closes.
S’il @ un modeéle il a un modéle dénombrable.

On peut supposer & constitué par des formules prénexes. Soit alors & len-
semble des F pour F e & (les symboles fonctionnels ajoutés & &£(&) pour chaque
F étant supposés tous distincts).

& ayant un modéle celui-ci se prolonge en un modéle de &. Or & est formé
de formules prénexes purement universelles; ayant un modéle il a donc un
modéle canonique. Or ce dernier est évidemment dénombrable.

C.q.f. d.

On donne en exercice (n® 4-5) des énoncés plus précis de ce théoréme.

Considérons un langage #. Se donner une réalisation canonique de £
revient & se donner pour chaque n > 0 une application de RY% dans

P[(Te)] = {0, 137"

Cela revient donc 4 se donner une application de R% x (T¢)" dans {0, 1}, et
ceci pour chaque n > 0, donc 4 se donner une application de Aty (ensemble
des formules atomiques de %) dans {0, 1 }. Par suite :

La donnée d’une réalisation canonique d’un langage £ est équivalente 4 ladonnée
d’une réalisation du calcul propositionnel construit sur les formules atomiques de &.
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LEMME. — Soit F(xy, ..., X,,) une formule sans quantificateurs de %, (dont
les variables libres sont xi, ..., X,,) et soient t,, ..., t, des termes de ¥. Pour
que dans une réalisation canonique de & on ait (t1, ..., t,,) € F, il faut et il suffit
que la réalisation correspondante du calcul propositionnel construit sur Aty satis-

fasse F(ty, ..., t,,).

Le lemme est évident si F est atomique. 1l est clair que si F satisfait au lemme,
— F y satisfait aussi. De méme si F, G satisfont au lemme v FG y satisfait
aussi : pour que (¢, ..., &) € vV FG, il faut et il suffit que (#y, ..., ) € F ou
que (¢4, ..., 1) € G, donc que F(ty, ..., t,,) ou G(ty, ..., t,,) soit satisfaite par la
réalisation du calcul propositionnel construit sur Atfg, c’est-d-dire que
F(ty, e t) V G(t4, ..., 1,,) sOit satisfaite par cette réalisation.

THEOREME D’UNIFORMITE. — Soit F(xy, ..., X,,) une formule sans quanti-
ficateurs dont les variables libres sont Xy, ..., X,,. Pour que

Vx; Vg oo VX, F(Xqy ooy X)

soit un théoréme, il faut et il suffit qu’il existe des termes ..t i<k
du langage de F, tels que la formule :

F(tl, .t v F(t3, .., t2) v = v F(t, ..., t%)

soit un théoréme du calcul propositionnel construit sur les formules atomiques

de L (F).
La condition est suffisante : supposons en effet que la formule

FQth ..ot v e v F@, .., t5)

soit un théoréme du calcul propositionnel construit sur Azg ). Considérons
une réalisation canonique quelconque de £(F). Dans la réalisation correspon-
dante du calcul propositionnel construit sur A¢g, la formule précédente est
satisfaite, donc par exemple F(t1, ..., ) est satisfaite. Le lemme montre alors
que dans la réalisation canonique considérée on a (tL, ..., 1Y e F. Par suite
Vxq ..o VX, F(X1, .o X)) est satisfaite. Cette formule purement existentielle
étant satisfaite par toutes ses réalisations canoniques est un théoréme.

La condition est nécessaire : si Vx; ... Vx, F(xy, ..., X,,) est un théoréme,
elle est satisfaite par toutes ses réalisations canoniques. Donc pour toute réa-
lisation canonique de #(F), il existe des termes t,, ..., t,, de Z(F) tels que
(t15 ..., t,y) € F.D’aprés le lemme il en résulte que pour toute réalisation du calcul
propositionnel construit sur Afg, il existe des termes 1y, ..., I, tels que
F(ty, ..., t,) soit satisfaite. Le deuxi¢me énoncé (p. 8) du théoréme de finitude
du calcul propositionnel montre qu'il existe des termes 2, ..., tn(1 < i < k)
tels que

F(t}, oyt v o v F(&, ..., th)

soit un théoréme du calcul propositionnel construit sur Atgr). C.q.f. d.
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D’aprés ce qui précéde on a donc la méthode suivante pour vérifier qu'une
formule A prénexe est un théoréme : on forme A qui, étant purement existen-
tielle, se met sous la forme Vx; ... Vx,, F(xy, ..., X,), ol F est sans quantifica-
teurs. Il suffit alors d’essayer toutes les formules de la forme

F(tl, . Yy v v F(, .., 1),

ol les ¢, sont des termes de £(F), jusqu’a ce qu'on tombe sur un théoréme du
calcul propositionnel construit sur Afg, (ce qu’il est facile de vérifier pour
chaque formule considérée en un nombre fini d’essais, d’apres la définition
méme d’un théoréme du calcul propositionnel). 4 est un théoréme si et seule-
ment si cet événement se produit.

THEOREME DE FINITUDE. — Pour qu'un ensemble & de formules closes ait
un modéle, il faut et il suffit que tout sous-ensemble fini de & en ait un.

Désignons par & le langage de £. On peut évidemment supposer & consti-
tué de formules prénexes. Soit alors & Tensemble des 4 quand A4 décrit &
(les symboles fonctionnels ajoutés & £ pour chaque A étant supposés tous
distincts et non dans .£). Comme 4 — A est un théoréme il suffit de montrer
que & a un modéle.

Tout sous-ensemble fini de & a un modele : en effet si {AA 15 oo A, } est un
sous-ensemble fini de &, par hypothése { 4,, ..., 4, } a un modéle et on sait
qu’on peut le prolonger en un modéle de {//fl, ey AA,I } (théoréme, page 19).
On est donc ramené 3 démontrer le théoréme dans le cas ou 1’ensemble & est
formé de formules prénexes purement universelles.

Ecrivons chaque formule 4 de & sous la forme 4 = Ax; ... Ax,, Ao(X1, .. Xm)
ou A, est sans quantificateurs et soit &/ I'ensemble des formules Aoty oees ta)
du calcul propositionnel construit sur Afg, quand 4 décrit & et que les ¢;
décrivent T.

Tout sous-ensemble fini de &, ayant un modéle, a un modele canonique.
11 en résulte (lemme p. 21) que tout sous-ensemble fini de o/ a un modéle
(au sens du calcul propositionnel). Donc que & tout entier a un modele (théo-
réme de finitude pour le calcul propositionnel). C’est une conséquence immeé-
diate du lemme p. 21 que la réalisation canonique correspondant a ce modele
satisfait &. C.q.f. d.

Notations. — Dans la suite on utilisera les notations suivantes :

1° & et & étantdeux langages, & U £’ désigneralelangage dont les symboles
fonctionnels et relationnels sont ceux de L etde &', &£ n £’ désigneralelangage
dont les symboles fonctionnels et relationnels sont ceux communs aZet
P, P < P signifiera que tous les symboles fonctionnels et relationnels qui
sont dans & sont aussi dans .#’. On a par exemple Z(v AB) = £(4) U Z(B).
2° A4, ..., A, étant des formules, la formule A4, v - v 4, sera écrite

A, la formule 4, A - A A, sera écrite M\ 4;.
A 2

i=1

i=



2. CALCUL DES PREDICATS 23

LEMME D’INTERPOLATION. — Si A Vv B est un théoréme, il existe une formule
C telle que L(C) c L(A) n L(B) et telle que A v Cet Bv — C soient des
théorémes.

On peut supposer 4 et B closes : en effet supposons le théoréme démontré
dans ce cas et soient A(zy, ..., z) et B(zy, ..., ;) deux formules dont les varia-
bles libres sont parmi zy, ..., z; et telles que A(zy, ..., z,) vV B(zy, ..., z;) soit
un théoréme. Soient a,, ..., q;, k symboles de constantes (symboles fonction-
nels & 0 variable) non dans #(4) u Z(B). Alors A(ay, ..., a) v B(ay, ..., @)
est un théoréme. Par hypothése il existe une formule D telle que

Z(D) = { LA n ZB)}u (ay, ..., a)

et telle que A(ay,...,a) v D et Bay,...,a) v — D soient des théorémes.
En désignant par C la formule obtenue en substituant zy, ...,z 4 ay, ..., q;
dans D, on voit immédiatement que C satisfait au théoréme pour A(z, ..., z)
et B(Zy, ees Z)-

A et B étant maintenant supposées closes, on peut les supposer purement
existentielles. Supposons en effet le théoréme démontré dans ce cas, et sment
A, B deux formules prénexes telles que 4 v B soit un théoréme. Formons A
et B avec des symboles fonctionnels distincts et non dans $(A) v ,?(B) (de
fagon que Z(A) N 2(B) = 3’(A) N .S,P(B)) Comme A —> A et B— B sont
des théorémes ainsi que A v B, A" v Ben est un aussi. D’ou l’ex1stence d’une
formule C, telle que F(C) = Z(A) n L(B) et telle que AvCetBv —C
soient des théorémes. Or toute réalisation de £ (4) donc de £(4 v C) se pro-

longe & .‘Z’(/\f ) de fagon que 4 = A, donc de fagon que

AvC=A4dvC.

Il en résulte que toute réalisation de #(A) satisfait 4 v C qui est donc un
théoréme. De méme B v — C est un théoréme.

On peut donc supposer maintenant que 4 = Vx, ... Vx,, H(xq, ..., X,) et que
B=Vy,..Vy, K(y,...s Vm), H et K étant sans quantificateurs. Comme 4 v B
est un théoréme, d’aprés le théoréme d’uniformité il existe des termes 1 et
i de Z(4 v B) tels que si

A=W HE, ... et B =W K@i, .., u),
h k

A, v B, soit un théoréme du calcul propositionnel construit sur les formules
atomiques de #(4 v B). D’aprés le lemme d’interpolation du calcul propo-
sitionnel, il existe une formule C dont les variables propositionnelles sont
communes 4 4, et B, et telle que 4, v Cet B, v — C soient deux théorémes
du calcul propositionnel.

Soient &4, ..., &, les termes apparaissant dans les formules atomiques de C.
Onadonc C = Cy(&4, ..., &) ou Cy(zy, ..., z;) est une formule dont les variables
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libres sont zy, ..., Z;, sans symboles fonctionnels et dont les symboles relation-
nels sont dans £(4) n Z(B).

Construisons par récurrence sur p une suite de formules sans quantificateurs
Cy(z1, ---» 21,), dont le langage soit contenu dans Z(4) N Z(B), et pour chaque
p une suite &, ..., &, de termes de £(4) L Z(B) de la fagon suivante :

Pour p = 1 la formule est Cy(zy, ..., z,) et la suite de termeg &1y ooy &4 SUp-
posons la construction faite jusquau rang p de fagon que Pon ait
C = C,(&,....&1). Choisissons un &P de longueur maximum qui commence
par un symbole fonctionnel ¢ € L(A) n Z(B) (sl existe un tel ). On a
alors, si par exemple & est ce terme: E) = @y e Mp OU N,y s My sont des
termes de Z(4) U Z(B). On pose alors

Cp+ 1(21, ceey Z,p+1) = Cp(zl, [ le—].’ (pz,p ves le+r)

et on définit la suite de termes au rang p + 1 comme étant &1y v E1p-1
N1y oees Hpe

1l est immédiat que quand p augmente d’une unité la somme des longueurs
des termes de la suite diminue d’une unité. Il en résulte que la construction
devient impossible au bout d’un nombre fini de pas. On a alors une formule
M(zy, ..., 2;) et une suite de termes 7, ..., tels que : C = My, sty s
le langage de M(z,, ..., z,) est contenu dans F(A) n Z(B); aucun des termes
715 .., , NE COMMence par un symbole fonctionnel de £(4) N Z(B).

Puisque A; v C et By v — C sont des théorémes du calcul propositionnel
construit sur les formules atomiques de Z(4) U £(B), le lemme (p. 21) montre
que

Vg oo VX H(X 1y cooy X) V M(115 0 1)
et
Vyl ver Vyn K(Yl’ seey Yn) vV M(ﬂla erey r’q)

sont deux théorémes. Supposons 7y, ..., 1], rangés par ordre de longueur non
croissant (de fagon qu’aucun d’eux ne puisse étre un sous-terme de 'un des
suivants).

Posons

C= Qq Zq Qq—-l Zq—l Ql 2y M(zl, sees Zq) H

ot Q; = Asin; commence par un symbole ¢ de Z(B) (donc ¢ ¢ £(4)) et
Q; = Vsi n; commence par un symbole ¢ de £(4) (donc ¢ ¢ Z(B)). On va
voir que C est la formule cherchée.

Il est d’abord immédiat que

L(C) c L(A) N L(B) (car L(M)c< ZL(4) n Z(B)).
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Supposons alors montré pour ! € q que :

AV Q1zy .. Q1 2y M(Zys s zi_ g5 1y, s 1)

et

Bv — Ql—l Zy—q o Ql Zy M(Zla vees Zp—15 N5 05 ’74)

sont deux théorémes. (Ce qui est vrai pour / = 1.)
Posons

Uiz)= 011224 ... 0y 2y M(245 o0y 2115 21 My g5 ooy 11q) .

Par hypothése on a donc les deux théorémes : 4 v U(n); B v — U(y)).
Supposons par exemple que #, commence par un symbole ¢ € #(B) et donc
¢ ZL(A), et posons 1, = @14, ..., T,, Ty ... T, étant des termes de Z(4) U Z(B).
On a 3 montrer que A v Az, U(z)) et B v Vz;,— U(z,) sont deux théorémes.
C’est évident pour le second puisque B v — U(y,) est un théoréme.

On pose 4 v U(z) = V(24 141, - 1), aVEC

V(zp Zip1s o Z) = ANV Qo1 2Zpy o Q12 M(24, ey 21, Zpy oo z.) .

On a 2 montrer que Az, ¥(z;, 11,44, ..., 1) est un théoréme. Cest une consé-
quence du lemme suivant :

LeMME. — Soit V(z, 1y, ..., n,) une formule & une variable libre z, et soit ¢
un symbole fonctionnel qui west pas dans V(z, zy, ..., z,). Soit § = @t ... 7,
un terme commengant par @, au moins aussi long que 1y, ..., 1, différent de
N1s s Ny €F tel que V(n, 1y, ..., n,) soit un théoréme. Alors AzV(z, 1y, ..., 19
est un théoréme.

On peut se ramener au cas ol ¥ est purement existentielle, en la remplagant
au besoin par Vs V(n, n, ..., ny) est un théoréme, I\//(n, Nis oee 'Lq) en est un;
donc (en appliquant le lemme a cette formule existentielle) AzV(z, 1, ..., 1y
en est un. Si a est un nouveau symbole de constante, I\//(a, 15 «es M) qui est aussi
[AzV(z, 1y, ..., n)]", est un théoréme, et donc aussi AzV(z, 7y, ..., 1)-

On peut donc prendre

V(z, 15 v ) = VX4 . Vx,, WUz, 1y, <o, Hgr X15 vees Xp) «

Soit @ un nouveau symbole de constante ; on a & montrer que ¥(a, 1, ..., 19
est un théoréme ; donc qu’elle est satisfaite par chaque réalisation canonique
M. Soit M"1a réalisation obtenue a partir de M, en changeant la valeur de ¢
au point (zy, ..., 7,), en posant ¢(zy, ..., 7,) = @ au lieude ¢(zy, ..., 7,) = @7, ...,
ce qui avait lieu dans la réalisation canonique M. La réalisation M’ satisfait
V(n, 15 ..., 1) qui est un théoréme. Les valeurs prises par 7, ..., n, sont les
mémes dans 9t et dans I’ (et sont 4y, ..., 7, eux-mémes) puisque aucun d’eux
ne contient #. Les valeurs prises par la formule W(z, z,, ..., Zgy X1y +ey Xp) dans

KRreiseL et KRIVINE. — Logique mathématique 3
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M et dans P’ sont les mémes puisque cette formule ne contient pas ¢ ; soit
W cette valeur. Puisque Pt satisfait

Vg oo VX W, g5 coes Hgp X145 o5 Xm)
il existe des termes #y, ..., f,, tels que
(0, 15 ooon Mo T1s s t) €W
en effet ' a pour ensemble de base ensemble des termes. Ot 17y = 1y, ...,y = s
etn = a; donc
(@, M1y cees Mg E1s o t,) € w,

ce qui veut dire que W(@, 11, vwus Ngs L1 +oos ) €SE satisfaite dans 9, donc aussi
V(a, Ny, or Ng)- C.q.f.d.

Dans Pexercice 7 nous donnons un exemple ol la formule C est obtenue
en suivant la démonstration ci-dessus.

AUTRE ENONCE. — Si A — B est un théoréme, il existe une formule C telle
que L(C) = L(4) N ZL(B) et telle que A > C et C — B soient des théorémes.
COROLLAIRE : THEOREME DE DEFINISSABILITE.

Soit of un ensemble de formules, R un symbole relationnel a n variables de
P(sf), o' Pensemble des formules obtenues en substituant @ R dans chaque
formule de o un symbole relationnel R’ & n variables non dans’ Z(sf). Alors si

Rx;..x, > R x;..x,

est conséquence de sf U ', il existe une formule F telle que PL(F) <« L(A)
et R¢ L(F) et telle que (F <> RXy, ..., X,) soit conséquence de of.

En effet puisque (Rx/ ... X, = R’ x; ... X,) est conséquence deuAilya
un sous-ensemble fini o/, = o tel que (Rxy ...Xx, = R x; ... X,) soit consé-
quence de o7, U 1 (théoréme de finitude). Si A est la conjonction des formules
de o 1

AAA > Rxy..x, = R xy..%,)
est un théoréme et, par conséquent,
AARx{..x,—> (A >R xq..X%,)

en est un aussi. D’aprés le lemme d’interpolation, il y a une formule F telle
que L(F) c L(4) n L(A4') et telle que

AARxy.x,»>Fet F>(4 - R x;..x,)
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soient des théorémes. Donc

A->Rx;..x,>F)et A > (F—> R x;..x,)

sont des théorémes.

C.q.f. d.

EXERCICES

On donne le langage # suivant :

Vg est I'ensemble {x, y } (deux éléments).
F, est constitué par un seul symbole f & une seule variable.
R, a deux éléments : U 3 une variable, R 4 2 variables.

On considére la réalisation suivante de & : ’ensemble de base est R
(ensemble des réels). La valeur prise par U est le segment [0, 1]. La
valeur prise par R est R = {(x, y)eR? : x <y}. La valeur prise
par fest x —» x* + 1.

Quel est ’ensemble des termes de &£ ?

Les valeurs prises par les formules de % peuvent étre représentées
comme sous-ensemble du plan R™¥, Quels sont les sous-ensembles
du plan correspondant aux formules Ux ; Ufx ; VxUfx ; Rx, fy ;
AxRy, fx ; AxRx, fy ; AxRx, fx ; Ay(Uy — Rfy, x).

2. Donner une formule prénexe équivalente &

Ax Vy AzAxyz - Ay VzByz (AeRy; BeRY).

3. On considére la formule F : Ax Vy Vz Au YvAx y zu v, ol A est un

symbole relationnel 4 5 variables. Donner deux formules F et F satis-
faisant aux théorémes p. 19 et p. 20.

Solution. — La méthode de démonstration des théorémes considérés
donne les deux formules F = Ax Aud(x, Jx, gx, u, hxfxgxu) (ou f, g
sont des symboles fonctionnels & 1 variable et # un symbole fonc-
tionnel a 4 variables)

. F= Vy Vz VvA(a, y, z, payz, v)

(ot a est un symbole fonctionnel & 0 variable et ¢ un symbole fonc-
tionnel 4 3 variables).

Soit & un ensemble de formules de cardinal ¥ > X,. Montrer que si &
a un modéle, pour tout cardinal ¥’ > X il a un modéle de cardinal N’.



28

ELEMENTS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

Solution. On forme & (ensemble des F pour F e &) a laide de symboles
fonctionnels tous distincts et non dans ZL(&). Comme & a un modele
celui-ci s’étend en un modéle de é. Ajoutons 3 Z(&) un ensemble C de
symboles de constantes de cardinal ¥&’. Comme & a un modéle il a un
modgle canonique (pour ce nouveau langage) dont le cardinal est évidem-
ment X' .

On appelle sous-réalisation d’une réalisation d’un langage &, dontl’en-
semble de base est E, une réalisation de & dont ’ensemble de base E' < E
est tel que (E™) < E’ pour tout ¢ € F% ; les valeurs des symboles fonc-
tionnels et relationnels étant les restrictions 3 E’ de leurs valeurs dans la
réalisation donnée.

a) Montrer que si & est un ensemble de formules prénexes purement
universelles toute sous-réalisation d’un modele de & est un modele de &.

b) Montrer que si & est un ensemble de formules prénexes quelconques
de cardinal ¥ > N,, qui a un modele, il existe une sous-réalisation de ce
modéle, dont ensemble de base est de cardinal < N, qui est un modéle
de &.

Solution. — a) Soit F une formule sans quantificateurs, F la valeur
qu’elle prend dans la réalisation de base E(F;c EV#)et F la valeur qu’elle
prend dans la _sous-réalisation de base E'(F c E'V# c E¥#).

Alors on a F = Fn E'V<; Cestclair si F est atomique, et, d’autre part,
si Fet G satisfont & cette égalité — Fet F' v G y satisfont aussi. Soit alors
A = Axq ... Ax, F (F sans quantificateurs) une formule de &. Elle est
satisfaite par la réalisation de base E et par suite F = E Ve Donc

F = E'V# et par suite la formule 4 est aussi satisfaite dans la sous-réali-
sation de base E'.

b) On construit 'ensemble & 2 Paide de symboles fonctionnels tous
distincts et non dans £(&), et on prolonge le modele donné de & en un
modéle de Z. Soit E 'ensemble de base du modgle considéré, et soit T I'en-
semble des termes de ,‘Z’(Ef’). 11 est immédiat que le cardinal de T'est < N.

On considére un élément_quelconque mais fixé, Eoit 3,de EY#.On en
déduit une application ¢ — ¢ de T dans E (telle que x = &(x) pour chaque
variable x, et telle que pour ¢ € F%( on ait

Pty oty = Oty conr 1) 5

ol ¢ est la valeur prise par ¢ dans le modéle de & considéré). Soit E’
I'image de T par cette application. Il est évident que E’ est de cardinal
< N, et que si ¢ est un symbole fonctionnel 4 n variables de g(@) et si
aj, ..., a, € E’, alors o(ay, - a)eE" Il en résulte qu’il y a une sous-
réalisation du modele considéré de base E'. D’aprés a) cette sous-réalisa-

tion satisfait & et par suite elle satisfait &.
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a) R étant un symbole relationnel & 2 variables montrer en utilisant la
méthode p. 22 que la formule Ax Vy Az (Rxy v — Rxz) est un théo-
réme,.

b) Donner un exemple de formule sans quantificateur A(y) telle que
VyA(y) soit un théoréme, mais telle qu'aucune formule A(¢) n’en soit un
quand ¢ décrit Pensemble des termes du langage de A.

¢) Donner un exemple de formule sans quantificateur A(x, y, z) telle
que Ax Vy Az A(x, y, z) soit un théoréme mais telle que pour aucune suite
t(%), ..., t,(x) de termes du langage de A ayant x comme seule variable la
formule A(x, t,(x), z) v - v A(x, t,(x), z) n’en soit un.

Solution. — a) 1l est immédiat que cette formule est un théoréme : en
effet c’est la cloture de VyRxy v Az — Rxzquiestdelaforme 4 v — 4.
Si F = AxVy Az(Rxyv— Rxz), on a F = Vy [R(a, y)v— R(a, ¢y)], ol
a est un symbole de constante, et @ un symbole fonctionnel & une seule
variable. Le théoréme d’uniformité affirme ’existence de termes #,, ...,
formés avec a, ¢ et des variables tels que :

[Ra, 1) v — R(a, 9t,)] v - v [R(a, ;) v — R(a, o1,)]

soit un théoréme du calcul propositionnel. Il est immédiat qu’on peut
prendre t, = a;t, = @a. On obtient la formule

R(a, a) v — R(a, pa) v R(a, pa) v — R(a, pga)
qui est évidemment un théoréme du calcul propositionnel.

b) Posons A(y) = R(a, y) v — R(a, @y). On vient de voir que VyA(y)
est un théoréme. Or si pour un terme ¢ du langage de A(y),

R(a,t) v — R(, o)

était un théoréme ce serait aussi un théoréme du calcul propositionnel
construit avec p = R(a, t) et ¢ = R(a, ¢t) ce qui est manifestement faux.

¢) Posons A(x, y, z) = Rxy v — Rxz.Onavu que Ax Vy AzA(x,, z)
est un théoréme. Or il est immédiat que A(x, #,(x), z) v = v A(x, 1,(x) z)
équivaut 3 — Rxz v R(x, 1;(x)) v -+ v R(x, t,(x)), qui ne peut &tre
un théoréme du calcul propositionnel si aucun des #,(x) n’est égal a z.

On considére une formule F et on construit £ et F a Paide de symboles
fonctionnels distincts. Montrer que F > F est un théoréme. Quelle est
la formule d’interpolation ? On pose F = Ax Vy AzA(x, fy, z) ot 4 est
un symbole relationnel 4 3 variables et f un symbole fonct10nnel a une
variable. Retrouver la formule d’interpolation pour F - F en suivant
la démonstration du lemme d’interpolation.
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Solution. — On a montré que FoFet F> F sont des théorémes.
11 en résulte que F — F en est un aussi. D’autre part comme F et F ont
été formées 2 I’aide de symboles fonctionnels distincts on a

2(F) « LE) n LB

Donc F est une formule d’interpolation.
Si F = Ax Vy AzA(x, fy,2z), on a

P = Ax AzA(, fox,z) et F = VyAQ fy. day),

ol a, @ et Y sont des symboles fonctionnels 3 0,1 et 2 variables respecti-

o

vement. On a donc le théoreme — F v F soit

Vx Vz — A(x, fox, 2) v VyA(% [y, yay)

qu’on peut écrire pour suivre la démonstration du lemme d’interpolation
sous la forme Vx VzH(x, z) v VyK(y).

On vérifie immédiatement que Hi (o, Wl pa)) v K(pa) est un théoréme
du calcul propositionnel (il gécrit sous la forme — € v C, ol
C = A(a, foa, Yogpa). La formule d’interpolation pour le calcul propo-
sitionnel est C.

On écrit C = C(éq, .., &p)s 12 formule C(zi, ..., Z,) du texte étant ici
Az, z, 23, avec & = @, &, = fou, &3 = Yaga. On choisit le plus long
¢, (ici €,) commengant par un symbole fonctionnel commun aFetF
et on pose

Cx(215 225 z3) = Ci(zy1, f225 Z3) = A(ZDfZZa Z3).

On a alors &% = a; & = gu; &2 = Yaga et la suite des C, s’arréte 1a. La
formule M(zy, ..., z,) du texte est donc ici A(zy, fzs, zz)etonan; = &;
n, = oa; 1y = Yopa. La formule d’interpolation cherchée est donc

C=0,2,0:2 Q323 A(zl,fzz, Z3),

avec 0, = A (car n, commence par Ve 3’(?)), Q, = V (car n, commence
par ¢ € ,Z(AF)) et Qs = A (car n; commence par « € ,S,”(F')). La formule
cherchée est donc Az, Vz; Azy A(zs fz,, z3) qui est équivalente a
F = Ax Vy AzA(x, fy, z)- On retrouve donc la méme formule d’interpo-
lation.

On dit qu'une formule 4 est conséquence d’un ensemble & de formules
si toute réalisation qui satisfait & satisfait aussi 4.

a) Montrer que pour que A soit conséquence d’un ensemble fini
{Ay, ..., 4, }ilfautet il sufitque 4; A .. A Ay > 4 soit un théoréme.
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b) Montrer que pour que A soit conséquence d’un ensemble & il
faut et il suffit qu’elle soit conséquence d’un sous-ensemble fini de &.

¢) Un ensemble & est dit indépendant si aucune formule de & n’est
conséquence des autres. Montrer que pour que & soit indépendant il
faut et il suffit que tout sous-ensemble fini de & le soit.

d) Montrer que pour tout ensemble & fini il y a un sous-ensemble
indépendant équivalent, et que pour tout ensemble & dénombrable il
existe un ensemble indépendant équivalent.

Solution. — Démonstrations semblables & celles déja faites dans le
cas du calcul propositionnel.
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Résumé

On considére maintenant, parmi les langages étudiés dans le chapitre
précédent, ceux qui contiennent le symbole = ; et on ne considére que
les réalisations dans lesquelles = représente I'identité. On verra que
I’étude de ces réalisations particuliéres (égalitaires) peut étre réduite
a la théorie générale du chapitre précédent. Il faut noter que, lorsqu’on
impose une réalisation déterminée 3 un symbole de relation donné, la
classe de réalisations ainsi obtenue posséde en général une théorie assez
différente, cf. les w-modéles du chapitre 7.

Le principal résultat donné dans le texte consiste en un ensemble
commode de conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une réalisation
donnée soit plongeable dans un modéle d’un ensemble donné de for-
mules. Ces conditions conservent d’ailleurs une signification dans le
cas sans égalité. Comme conséquence intéressante, on obtient un résul-
tat général sur les «lois symétrisables » au sens de Bourbaki, et des
conditions purement algébriques, c’est-a-dire du premier ordre, qui
équivalent 4 lexistence d’une relation d’ordre compatible avec une
structure donnée (exercice 6).

Le résultat sur les plongements constitue un cas particulier d’un résul-
tat général sur I'équivalence entre certains axiomes dits du second ordre
(ou d’ordre supérieur) et certains ensembles d’axiomes du premier ordre
(chapitre 7 ol on étudie la notion d’« axiomes du second ordre »).
L’exercice 5 fournit un axiome du second ordre qui est équivalent 4 un
ensemble infini d’axiomes du premier ordre (appartenant au méme
langage que ’axiome considéré), mais n’est équivalent 4 aucun ensemble
fini de tels axiomes, ce qui établit I'existence d’ensembles infinis de
formules du premier ordre qui sont construits & partir d’'un nombre fini
de symboles de relations mais ne sont équivalents & aucun de leurs
sous-ensembles finis.

N Les exercices 1 et 2 établissent, pour les systémes d’axiomes du pre-
mier ordre, certaines propriétés fondamentales de non-catégoricité
(méme vis-a-vis des réalisations égalitaires). En gros, ni la notion d’ensem-
ble fini, ni celle d’ensemble dénombrable, ni celle de I’ensemble des
nombres naturels (N muni de Ia relation de successeur), ne peut étre
caractérisée au moyen de formules du premier ordre. On montrera dans
le chapitre 7 que les caractérisations habituelles de ces notions (carac-
térisations dues 4 Dedekind et Peano) peuvent étre mises sous une forme
du second ordre, ce qui montre qu’il y a des conditions du second ordre
qui ne sont équivalentes (au sens d’avoir la méme classe de réalisations)
a aucun ensemble de formules du premier ordre.
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Un langage & est dit égalitaire si RZ + ¢ et si on a choisi un élément E
de R (appelé symbole d’égalité). .

Une réalisation du langage égalitaire .2, sur I'ensemble de base U sera dite
égalitaire si dans cette réalisation E est la diagonale de U? (ensemble des (x, x)
pour x € U).

Une formule 4 de & sera appelée théoréme du calcul des prédicats avec
égalité si dans toute réalisation égalitaire de & on a A = U"< (ou U est I'en-
semble de base de la réalisation), c’est-a-dire si toute réalisation égalitaire de &£
satisfait A.

Etant donné un langage égalitaire % nous désignerons par &, P'ensemble
des formules suivantes, appelées axiomes de I’égalité pour le langage £ :

1) AxExx.
2) Pour chaque P € R (y compris P = E):

AXi AXg oo AXy AY1 oo AVLEXy Yy An A EXpy, A PXyo Xy = Py, ... y.].
3) Pour chaque ¢ € F% :
AXq oo AXy AV oo AVJLEXy Y1 A A EXy ¥y = EQXy oo Xgy @Y1 - Yal -

11 est clair que chaque formule de & est un théoréme égalitaire.
Soit M une réalisation de £ qui satisfasse & . Elle satisfait donc les formules

AxExx et Axy; Axy Ay AV.[Ex; vy A Exz y2 A Exy X — Ey.y.},

ce qui montre que E (valeur prise par E dans cette réalisation) est le graphe
d’une relation d’équivalence sur P’ensemble de base U de M. D’apres les
formules 2) de &g, pour chaque P € R", P est saturé vis-3-vis de la relation
d’équivalence E (c'est-a-dire, si (@y, ..., @) € P et si @y ~ by, ..., @y ~ b, par la
relation E alors (b4, ..., b,) € _P). Désignons alors par I’ la réalisation égalitaire
suivante de . : ensemble de base est U’ = U/E (quotient de U par la relation
d’équivalence E). Pour chaque P e RY%, la valeur P prise par P dans 9’ est
P = P/E. Pour chaque ¢ € Fg, la valeur ‘¢ prise par ¢ est définie par passage
au quotient A partir de ¢ (ce qui est possible puisque I satisfait les formules 3)
de &, qui montrent que ¢ est compatible avec la relation d’équivalence E).

LEMME. — Pour chaque formule A de &, A (valeur prise par A dans la réa-
lisation M) est saturée vis-a-vis de la relation d’équivalence Eetonad = AJE.

Par récurrence sur la longueur de 4 : c’est immédiat si 4 est atomique ou si
A= — Bou vBC, Bet C étant supposées satisfaire au lemme (on a alors
A = (B par exemple et 4 = LB; comme B est saturée (B Pest aussi et
(B = 0B/E).

Si A = VxB, B satisfaisant au lemme, soient x, Xy, ..., X, les variables libres
de B. A est (au produit prés par UY# ~ v -~ *=J) Tensemble des

(al’ eeey an) € U{xl, cens xn)



3. CALCUL DES PREDICATS AVEC EGALITE 35

tels qu'il existe un a € U tel que (a, ay, ..., a,) € B. Or si
ay~ Q.. Gy ~ a4,

suivant la relation E, comme B est saturée par hypothése, on a (a, @i, ..., a,) € _I?
et par suite (ai,.., ) € A ce qui montre que A est aussi saturé. A
est 'ensemble des («;, ..., &) € U’ 451 o 3nd tels qulil existe a € U’ tel que
(@, ay, ..., @,) € B. Soient a, a;, ..., a, des éléments de U, dont les classes suivant
E sont «, ay, ..., @, Puisque B satisfait au lemme, (a, ay, ..., a,) € B donc

(ay, ..., a,) € A et par suite 4= AJE. C.q.f.d.

THEOREME : Pour qu’un ensemble s de formules de & ait un modéle égalitaire,
il faut et il suffit que (8 ¢, ) ait un modéle.

La condition est évidemment nécessaire, toute formule de £, étant un
théoré¢me égalitaire.

Inversement si (£¢, ) a un modéle M, dans la réalisation égalitaire I’
déduite de M comme ci-dessus on a A = A/E pour toute formule 4. La réa-
lisation N satisfaisant chaque formule 4 de o, la réalisation I’ satisfait
aussi chaque formule 4 de «. C.q.f.d.

COROLLAIRE 1. — Tout ensemble dénombrable sf de formules de & qui a
un modeéle égalitaire, a un modéle égalitaire dénombrable ou fini.

Car &g ., est aussi dénombrable, donc (€ ¢, #) a un modéle dénombrable.
L’ensemble de base du modele égalitaire de o déduit de ce modele estle quotient
de I’ensemble de base de ce modéle par une relation d’équivalence (voir plus
haut). Il en résulte qu’il est dénombrable ou fini.

COROLLAIRE 2. — Pour qu’une formule A soit un théoréme égalitaire, il faut
et il suffit qu’elle soit conséquence de & ¢ 4.

La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire car si 4 est un
théoréme égalitaire, — A4 n’a pas de modeéle égalitaire, donc d’aprés le théoréme
précédent (€ ¢4y, — 4) n’a pas de modele du tout, ce qui montre que A4 est
conséquence de &g 4).

THEOREME DE FINITUDE. — Pour qu’un ensemble sf de formules de < ait
un modeéle égalitaire, il faut et il suffit que tout sous-ensemble fini de s/ en ait un.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante car alors tout
sous-ensenible fini de (£, &) a un modéle, donc (£, 4) a un modele et par
suite o/ a un modéle égalitaire.

LEMME D’INTERPOLATION. — Si A — B est un théoréme égalitaire, il existe
une formule C telle que ¥(C) < £(A) n ¥(B) et telle que A — C et C—> B
soient des théorémes égalitaires.
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Par abus de langage désignons aussi par &4, la conjonction des formules
de 44 (qui sont en nombre fini). Par hypothése 4 — B est conséquence
de &gy A Egm (d’apres le corollaire ci-dessus). Donc

Egay N Com) —(4 - B)
est un théoréme et par suite aussi
Egay N A= (Egi — B).
D’aprés le lemme d’interpolation il y a une formule C telle que
Z(C) =« L(A) n L(B)
et telle que Egpqy A A > C et C > (Egm > B) soient des théorémes.

Donc g4y = (4 = C) et gy — (C — B) sont des théorémes ce qui montre
que A - C et C — B sont des théorémes égalitaires. (Cf. Ex. 4 du Ch. 5).

THEOREME DE DEFINISSABILITE 1. — Soient A une formule, R un symbole
relationnel & n variables de £(A), A’ la formule obtenue en substituant & R dans
A un symbole relationnel R’ & n variables non dans #(A). Alors si

AAA >Ry X,—> R xy .0 %)
est un théoréme égalitaire, il y a une formule F, telle que & (F) = £(A) et R¢ Z(F)
telle que A — (F <> Rx, ... x,)) soit un théoréme égalitaire.
Méme démonstration que plus haut & partir du lemme d’interpolation.

THEOREME DE DEFINISSABILITE II. — Soient A une formule, ¢ un symbole
fonctionnel a n variables de #(A), A’ la formule obtenue en substituant a ¢ dans
A, un symbole fonctionnel & n variables ¢’ non dans £(A4). Alors si

AAA > (@X) e Xy = @' Xy o Xp)

est un théoréme égalitaire, il y a une formule F de %(A) telle que ¢ ¢ ZL(F) et
telle que A - (F &y = ¢xy ... X)) soit un théoréme égalitaire.
(Dans I’énoncé de ce théoréme on a écrit u = v au lieu de Euv.)

Car AANA Ay =0x;..%)> (= ¢ x;..Xx,) est un théoréme éga-
litaire. Donc A A (¥ = ¢X; ... X,) = (4’ >y = ¢’ X1 ... X,) en est un aussi.
Dot le résultat cherché en appliquant le lemme d’interpolation a cette formule.

On a encore les théorémes suivants qui sont des conséquences immédiates
de leurs analogues au chapitre précédent :

THEOREME. — Pour toute formule prénexe F il existe une formule prénexe F
purement universelle et une formule prénexe F purement existentielle telles que :

a) F — Fet F — F soient deux théorémes egalttazres

b) Toute réalisation de £ (F) se prolonge a Q(F) et d Q(F) de facon que
F=FetF=F
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THEOREME D’UNIFORMITE. — Pour que la formule Vx; ... Vx,A(X1, v.oy Xp)

(A étant sans quantificateurs) soit un théoréme égalitaire, il faut et il suffit qu’il
k

existe des termes ti, ..., ts, (1 < i < k) tels que la formule \N/ A(t., ..., t) soit

i=1
conséquence (au sens du calcul propositionnel construit sur les formules atomiques
de ¥(A)) de I'ensemble suivant :

1) Pour chaque terme t e L(A),t = t.
2) Pour chaque symbole relationnel P a n variables de ¥(A) et chaque
(t15 oo t) € Ty et (1 oo ) € (T qy)" :
Ly =1ty A At,=1t, APt ...1,> Pt; ... t,.
3) Pour chaque symbole fonctionnel ¢ a n variables de ¥ (A) et chaque
(tys s ty) et (1 s ) e (T :
L=t A At,=1t, > @t .. t, = @t] ... L.

II suffit d’appliquer le théoréme d’uniformité & la formule — Eeay v A

Extensions d’une réalisation,

Etant donnée une réalisation M du langage .#, d’ensemble de base U, on
appelle extension de 9, toute réalisation M’ de & satisfaisant aux conditions
suivantes :

a) L’ensemble de base U’ de M’ contient U. _

b) Pour chaque symbole relationnel R de £, 4 n variables si Ret R sont les
valeurs qu’il prend dans M et M ona R = Rn U™ _

¢) Pour chaque symbole fonctionnel ¢ de & A n variables, si ¢ et ¢ sont les

valeurs qu’il prend dans M et M, ¢ est la restriction de z aun

LEMME. — Si WV est une extension de M, pour toute formule F de & sans
quantificateur, si F et F sont les valeurs qu’elle prend dans Mt et WV, on a

F=FnU*.

Par récurrence sur la longueur de F. Si F est atomique on a F = Rt ... ¢,.
Soient x4, ..., x; les variables de F. F est’ensemble des (a;, ..., @) € Ut¥%x}
tels que (¢, ..., 7,) € R = R n U". Commesur Ut*t-~*}onay;, = 7, (1 <i<n),
on a bien = F A U'*»-*}, D’autre part il est clair que si F et G satisfont

aulemme — Fet v FG y satisfont aussi (— F = 0F; VFG = F u G).
C.q.f. d.

THEOREME. — Si W' est une extension de M toute formule close purement
universelle de & satisfaite dans W' Pest aussi dans M.
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Car si Ax; ... Ax, A(X, ..., X,) est satisfaite dans I, 4 étant sans quanti-
ficateurs, la valeur de A dans M’ est UV, donc sa valeur dans M est UV«
d’aprés le lemme. Par suite A est satisfaite dans 3.

Dans la suite de ce chapitre les langages et les réalisations considérés sont
toujours supposés égalitaires.

Ftant donnée une réalisation M d’un langage égalitaire &, d’ensemble de
base U, on appelle diagramme de M I'ensemble Dgy des formules suivantes du
langage %’ obtenu en ajoutant & % les éléments de U comme symboles de

constantes (on suppose U N F$ = ¢) :

a) pour chaque R € R% et pour chaque (a4, ..., a,) € U" la formule Ra, ... a,
ou — Ra, ... a, suivant que (@, ..., a,) € Rou (@, ..., 4,) ¢ R;

b) pour chaque ¢ € F% et pour chaque (a, @y, ..., @,) € U**l, la formule
a = @a, ...a,0ua # @a, ... a,suivantquea = o(ay, ..., a,)oua # @(ay, ..., a,)
dans 9. En particulier Dy, contient pour tout couple (a, b) de U 21a formule
a = b ou a # b suivant qu'on a effectivement a = b ou a # b.

THEOREME. — Pour qu’une réalisation ' de £ soit une extension de M
(a un isomorphisme prés), il faut et il suffit que W' s’étende & £’ de fagon a satis-
Jfaire Dgy.

En effet pour que V' ait une sous-réalisation isomorphe & M, il faut et il
suffit qu’il existe une application bi-univoque de U dans U’ compatible avec
les valeurs des symboles relationnels et fonctionnels de £ dans les deux réa-
lisations. Or se donner une telle application revient & étendre M’ 4 &£’ de
facon A satisfaire Dgy.

THEOREME DE PLONGEMENT. — Pour qu'une réalisation M d’un langage £
ait une extension qui soit un modéle d’un ensemble donné sf de formules d’un
langage &1, il faut et il suffit que I satisfasse toutes les formules purement
universelles de %, qui sont conséquences de s .

La condition est évidemment nécessaire : en effet si It est une extension de
M, M satisfait toutes les formules purement universelles satisfaites par .

Inversement, §’il n’existe aucune extension de M qui satisfasse </, I’ensemble
(o, D) est contradictoire d’aprés le théoréme précédent. Par suite il existe
un sous-ensemble fini 4 de Dy tel que (£, 4) soit contradictoire (théoréme de
finitude). U désignant I’ensemble de base de M, soient ay, ..., 4, les €léments
de U apparaissant dans 4 et soit F(ay, ..., a,) la conjonction des formules de 4,
F(xy, ..., X,) étant une formule sans quantificateurs de £,. Il est clair F(ay, ..., a,)
est satisfaite par I si on pose a; = 4y, ..., a, = a,. 1l en résulte que

Vxq oo VX, F(X45 0os X)

est satisfaite dans M. Or (, F(ay, ... a,,)) est contradictoire, donc — F(a, ..., a,)
est conséquence de /. Comme dy, ..., a, sont des symboles de constantes non
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dans %,, donc n’apparaissant pas dans &, Ax;..AX, — F(xq, ..., x,) est
conséquence de 7. On a donc trouvé une formule purement universelle de &,
conséquence de & et non satisfaite par M. C.q.f. d.

Application. — On prend le langage &, constitué par un seul symbole
fonctionnel & 2 variables : x(xxy étant noté xy). Il existe un ensemble ¥
(évidemment dénombrable) de formules closes purement universelles de &,
tel que, pour qu’un monoide se plonge dans un groupe, il faut et il suffit qu’il
satisfasse 4.

En effet un monoide M est une réalisation de £,. Si on désigne par &/
P'ensemble des formules suivantes du langage %, constitué par : x (symbole
fonctionnel a 2 variables), ~! (symbole fonctionnel a 1 variable), e (symbole
de constante) :

Ax Ay AZ[x(y2) = (xp) z];  Ax[x.e = e.x = x]; Ax[x.x" ! = €],
le théoréme précédent donne I’existence de I’ensemble &.
Remarque. — Une des formules de & est la régle de simplification :
Ax Ay Au Av[uxv = uyv - x = y].

Cette formule suffit si le monoide M est commutatif.

Ftant donnée une réalisation It d’un langage %, d’ensemble de base E,
pour qu’un sous-ensemble F de E soit I'ensemble de base d’une sous-réalisation
9’ de M, il faut et il suffit que pour tout symbole fonctionnel ¢ & n variables de
£, et pour tout élément (ay, ..., a,) de F", ¢(ay, ..., a,) soit dans F (¢ étantla
valeur prise par ¢ dans la réalisation I%). Il est clair que toute intersection de
sous-ensembles de E ayant cette propriété la posséde aussi. On peut donc
donner la définition suivante :

Pour tout sous-ensemble M de E, la sous-réalisation M’ de M engendrée par
M est par définition la sous-réalisation dont 'ensemble de base est le plus petit
sous-ensemble de E contenant M et ayant la propriété ci-dessus. Le théoréme
suivant généralise les exercices 3 et 4 du chapitre 1.

THEOREME. — Pour qu’une réalisation MM d’un langage £, ait une extension
qui soit un modéle d’un ensemble donné sf de formules d’un langage &, il faut
et il suffit que toute sous-réalisation de I engendrée par un ensemble fini ait une
telle extension.

1l est clair que la condition est nécessaire, une extension de I étant évidem-
ment une extension de chaque sous-réalisation de IR.

Inversement soit # Iensemble des formules purement universelles de %,
qui sont conséquences de . D’aprés le théoréme de plongement, si I n’a pas
d’extension qui soit un modéle de &, il y a une formule de % que M ne satisfait
pas; soit F = Ax; ... Ax; G(xy, ..., X;) cette formule, G(xy, ..., x;) étant sans
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quantificateurs. Soit G la valeur prise par G dans M. 1l existe donc ay, ..., € E

(ensemble de base de M) tels que (a,, ..., a,) ¢ G. Soit M’ la sous-réalisation

de M engendrée par ay, ..., 4, E' son ensemble de base et G la valeur prise

par G dans 9'. Comme G est sans quantificateurs on a G = G nE/Fmd

Par suite (ay, ..., @) ¢ G et M’ ne satisfait pas F. Il en résulte que M’ n’a pas

d’extension satisfaisant .«7. C.q.f. d.
D’autres exemples d’application sont donnés en exercice.

EXERCICES

Dans ces exercices le symbole d’égalité sera noté = (et non E) et = xy sera
écrit x = .

1. Deux réalisations I et M’ d’ensembles de base U et U’ d’un langage £
sont dites isomorphes s’il existe une bijection de U sur U’ soit ¢ telle que:

pour tout R € R% on ait R = o(R)

(oU R est la valeur de R dans la réalisation I et R sa valeur dans ")
pour tout f € Fg on ait]:’ = o(f).

Un ensemble o/ de formules de & est dit catégorique vis-3-vis d’une
classe de réalisations de & si tous les modéles de < tirés de cette classe
sont isomorphes.

a) Montrer que si un ensemble o/ de formules est catégorique vis-4-vis
de la classe de toutes les réalisations de &, il n’a pas de modele (on dit
qu’il est contradictoire).

b) Montrer que si & est catégorique vis-a-vis de la classe des réalisa-
tions égalitaires, tout modele égalitaire de .« a un nombre fini (évidem-
ment fixe) d’éléments.

Solution. — a) Soit o/ un ensemble de formules ayant un mod¢le. Si
R est le cardinal de ce modéle, on va voir que & a aussi un mod¢le de car-
dinal X’ > N ce qui montre que o n’est pas catégorique. Pour cela formons
of (ensemble des 4 pour A € of) Al’aide de symboles fonctionnels distincts

non dans #(f). Soit £’ le langage obtenu en ajoutant & Z(.szl/j un ensem-
ble de symboles de constantes de cardinal N” > . o ayant un modtle, of
en a un aussi, donc &/’ a un modeéle canonique vis-a-vis de £’ (C’est-a-
dire dont I’ensemble de base est T¢). Ce modéle a un cardinal X’ > N”
donc N’ > N.
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b) Soit o un ensemble de formules du langage égalitaire £, ayant un
modéle égalitaire infini de cardinal N. On va voir que «/ a un modele
égalitaire de cardinal > N. Pour cela ajoutons & #(s/) un ensemble C
de symboles de constantes de cardinal > N et soit # I’ensemble des for-
mules obtenues en ajoutant & o/ toutes les formules @ # b pour a, b
éléments distincts de C. Il est clair que tout sous-ensemble fini de &
a un modéle égalitaire (le modele donné de o/ puisque celui-ci est infini).
Donc & tout entier a un modéle égalitaire. Celui-ci a évidemment un
cardinal > 2 celui de C donc > N.

On considére le langage égalitaire % suivant : le seul symbole relationnel
de % est = ; un symbole de constante : O ; un symbole fonctionnel a 1
variable : s (lire « successeur ») ; deux symboles fonctionnels & 2 variables
+ et x.Etant donnés deux termes ¢t et ', +1#¢’ et x ¢’ seront notés ¢ + ¢’
et ¢ x t'. On appelle réalisation standard de %, la réalisation égalitaire
de % dans laquelle 'ensemble de base est N (ensemble des entiers > 0)
et ol les symboles 0, s, +, X, prennent leurs valeurs naturelles sur N
de 0, successeur, addition, multiplication,
On considére I'ensemble & des formules suivantes de &£ :

Ax(sx # 0); AxAyGsx =sy—>x=1p); AxVy(x=0v x=sy)
Ax(x + 0 =x); AxAy(s(x + ») = x + sy).
Ax(x x 0=0); AxAy(x X sy =X X y + X).

e

a) Montrer que la réalisation standard de & est-un-mrodéle égalitaire
de o (le modéle standard de &) et que tout modéle égalitaire de &7 a
comme sous-modéle le modéle standard (3 un isomorphisme pres). Les
éléments de ce sous-modele (c’est-a-dire les valeurs prises par les termes
0, 50, s50,...) sont appelés nombres naturels du modele.

b) Montrer que pour tout ensemble % de formules de £ contenant 7
et possédant un modele, il n’y a aucune formule A(x) de &£ a une seule
variable libre dont la valeur dans fout modéle de & soit I’ensemble des
nombres naturels de ce modele.

¢) Déduire de b) que pour tout ensemble dénombrable Z de formules de
& contenant o (qui a un modeéle) il existe des modgéles égalitaires dénom-
brables non standards (en particulier que .o/ n’est pas catégorique vis-a-
vis de la classe des modeles égalitaires dénombrables).

d) [Amélioration de b)]. Le systétme d’axiomes dit « arithmétique du
premier ordre » est obtenu en ajoutant a &/ I’ensemble (dénombrable)
des formules suivantes : pour chaque formule A(x) de &£ ayant les varia-
bles libres x, x, ..., X, on ajoute la formule :

Axy ... A5 (40) A AX[A(x) = A(sx)]) = Ax A(X)].

KRESEL et KRIVINE. — Logique mathématique
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L’ensemble de ces formules représente le principe de récurrence appli-
qué aux propriétés définissables en langage . Montrer que pour toute
formule A(x) de & 4 une seule variable libre et pour tout modéle IM
non standard des axiomes de l’arithmétique du premier ordre la valeur
A(x) prise par A(x) dans Mt n’est pas I’ensemble des nombres naturels de M.

Solution. — d) Le fait que la réalisation standard satisfail o/ est évi-
dent. Inversement si 9 est un modéle égalitaire de o les 3 premiéres
formules de &/ entrainent que les valeurs prises dans I par les termes de
la forme s" 0 forment un ensemble isomorphe & N par I’application s"0 — n
sur lequel O et s ont leur valeur naturelle. Les autres formules de o entrai-
nent immédiatement que + et x ont leur valeur d’addition et de multi-
plication sur cet ensemble. Cet ensemble qui est un sous-ensemble de M

clos par s, +, X est un sous-modele de .

b) Ajoutons un symbole de constante a & & et considérons I’ensemble
des formules 4(a), a # 0, a # 50, ...,a # s"Opourn = 1,2, ..., ot A(x)
est une formule de % & une variable libre. Si la valeur prise par A(x)
dans tout modele de £ est Pensemble des nombres naturels, chaque sous-
ensemble fini de cet ensemble de formules a un modéle qui satisfait &
(il suffit de donner comme valeur & a un nombre naturel assez grand).
Donc ’ensemble tout entier en a unet, dans ce modéle de &, A(x) est satis-
faite par un élément (valeur de ) qui n’est pas un nombre naturel.

¢) Prenons pour A(x) dans b) la formule x = x. Le modéle égalitaire
qu'on définit ainsi contient le modele standard comme sous-modéle
strict (puisque la valeur prise par a est différente de tous les nombres
naturels d’aprés U) et ne lui est pas isomorphe.

d) Si = A(x) est I’ensemble vide, A(x) contient des éléments non stan-
dards puisque I est non standard par hypothése. Si — A(x) n’est pas
vide, comme

(400) A AY[A(Y) = A(sy)]) = AxA(x)
équivaut a
Ax[— A(x) = (— 4©0) v Vy[— A(sy) A AW])];

ou bien 0 ¢ A(x), ou bien il existe un y non standard € A(x) ou bien il
existe un nombre naturel y de M tel que y € A(x) et sy ¢ A(x). Dans cha-
cun de ceswcas, A(x) n’est pas ensemble des nombres naturels de M.

On voit donc pourquoi les axiomes de Peano sont catégoriques tandis que
les axiomes de P'arithmétique du premier ordre ne le sont pas. Les axiomes
de Peano exigent que le principe de récurrence puisse étre appliqué a
toute propriété des éléments de base de la réalisation (de <) considérée,
en particulier & la propriété d’étre un nombre naturel de cette réalisation ;
or cette derniére propriété n’est définissable an moyen du langage % dans
aucune réalisation de % & I'exception de la réalisation standard.
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3. On considére le langage % suivant : le seul symbole relationnel est = ;
deux symboles de constantes 0, 1 ; deux symboles fonctionnels a deux
variables +, x. Montrer que pour toute formule 4 de & qui est satisfaite
dans tous les corps commutatifs de caractéristique 0, il y a un entier N
tel que A soit satisfaite dans tous les corps commutatifs de caractéristique
p=N.

Solution. — Désignons par C I'ensemble des formules suivantes de £ :

AxAYAZ[x + (y +2) =&+ ) +2]; AxAy Az[x(yz) = (xy)z] ;

AXAyx +y=y +x); Ax Ay[xy = yx];

Ax(x + 0 =x); Axfx.1 =x];

Ax Vy[x + y =0]; AxVy[x =0 v xy =1];
Ax Ay Az[x(y + z) = xy + xz]; 1#£0,

11 est clair que les modeles égalitaires de C sont les corps commutatifs.
Désignons par F, la formule 1 4 -+ 4+ 1 =0, o 1 est répété p fois.
11 est clair que tout modele &galitaire de 'ensemble (C, — Fs, ..., — Fp, ...)
p parcourant I’ensemble des nombres premiers est un corps de caracté-
ristique 0. Il en résulte que si une formule 4 de £ est vraie dans tout corps
de caractéristique O elle est conséquence de (C, — F,, ..., = F), )
Par suite elle est conséquence d’un sous-ensemble fini (C, — Fs, ..., — Fp)

et elle est donc satisfaite dans tout corps de caractéristique p > P.
C.q.f.d.

4. (Théoréme de Steinitz). On considére un corps commutatif X. Montrer
qu’il existe un sur-corps L de K dans lequel tout polyndme a coefficients
dans K se décompose en facteurs du premier degré. En déduire I’existence
de la cloture algébrique de K.

Solution. — On considére le langage ¥ de l’exercice 3. Le corps K
est une réalisation de % dont nous désignerons le diagramme par Dy.
11 est clair que tout modéle égalitaire de (C, D) (ou C est 'ensemble de
formules défini & I’exercice 3) est un sur-corps de K.

Pour chaque polyndme P(x) = ao + a3 X + = + a,— x4+ x"a
coefficients dans K on considére la formule suivante du langage £’ (dans
lequel ‘est exprimé le diagramme de K) :

Vg o Vx[ag + o 4 @y X0 X7 = (X 4 x) o (X + X0)]

Désignons par & I'ensemble de ces formules. Pour tout sous-ensemble fini
o de o on sait que (C, Dy, &,) a un modéle égalitaire : on sait en effet
construire une extension de K (de dimension finie sur K) dans laquelle un
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polyndme & coefficients dans K (donc aussi un ensemble fini de tels poly-
ndmes) se décompose en facteurs du premier degré. Il en résulte que tout
sous-ensemble fini de (C, Dy, &) a un modele égalitaire. Par suite
(C,Dg, ) a un modele égalitaire, qui est une extension L de K dans
laquelle tout polyndme 2 coefficients dans K se décompose en facteurs
de premier degré. En désignant par @ le sous-corps de [ formé des
éléments algébriques sur K on voit immédiatement que Q2 est la cloture
algébrique de K.

On considére le langage .Z, constitué par un symbole relationnel P a
2 variables. Montrer qu’il existe un ensemble U de formules purement
universelles de %, dont la satisfaction est nécessaire et suffisante pour
que P puisse &tre plongé dans un ordre. Donner un tel ensemble U et
montrer qu’il n’équivaut & aucun sous-ensemble fini de conséquences
de U. Montrer que la satisfaction de U est nécessaire et suffisante pour
que P puisse étre plongé dans un ordre total.

Solution. — Considérons dans le langage %, constitué par deux sym-
boles relationnels 4 2 variables : P et < Pensemble .o/ des formules
suivantes :

Ax Ay[Pxy » x < y]; Ax[x < x];
AxN[x <y Ay <z-ox=yl;
Ax Ay N[x<yAy<z-ox<Z).

Pour qu’une réalisation M de &£, se plonge dans un modele de 7, il faut
et il suffit qu’elle satisfasse I’ensemble U des conséquences purement
universelles de o/ ne contenant pas < (théoréme de plongement). Or
il est clair que c’est une condition nécessaire et suffisante pour que la valeur
P de P dans M puisse étre plongée dans un ordre. Il estimmédiat que U
contient ’ensemble des formules suivantes :

F, = Axy .. Ax,[Pxy x5 A PXy X3 A A PXy_g X A Pxpxy —
=X = X, = o= X, pourn = 1.
On va voir inversement que dans toute réalisation I qui satisfait

I’ensemble des F,, P peut &tre plongé dans un ordre total, ou encore que
It a une extension qui satisfait

{A, AxNylx<yvy<xl}.

1l suffit pour cela de le montrer pour chaque sous-réalisation M’ de
M engendrée par un ensemble fini c’est-a-dire pour chaque sous-réali-
sation de M dont I'ensemble de base est fini. Pour cela on opere par
récurrence sur le nombre k d’éléments de E’ ensemble de base de M.
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Soient ay, ..., @ les éléments de E”. 11 existe un i (1 < i < k) tel que, pour
tout j # i, (a;, a;) ¢ P : sinon on a une suite 71y, Ny, ..oy By, oo d’entiers
compris entre 1 et &k tels que

(al’ am) € I_); (am! anz) € F; ey (anpa anp+1) € P: e s

ce qui contredit certainement une des F,.

On peut supposer que a; a cette propriété. Comme E” = (a;, ..., @x-1)
a k — 1 éléments, P se plonge dans un ordre total sur E” (hypothese
de récurrence) ; il suffit de poser a, = ay; a; = ay; ... ; a; = d—; pour
plonger P dans un ordre total sur E’.

Sur Pensemble {1, 2, ..., n} considérons la relation P dont les élé-
ments sont (1, 2), (2, 3), ..., (n — 1, n), (n, 1). Il est immédiat qu'on a
ainsi un modele de (Fy, Fs, ..., F,_, — F,) ce qui montre que ’ensemble

des F, n’équivaut 2 aucun de ses sous-ensembles finis, donc & aucun
ensemble fini de conséquences d’aprés le théoréme de finitude.

a) On considére le langage %, constitué par un seul symbole fonction-
nel 4 2 variables : x. Montrer qu’il existe un ensemble U de formules
closes purement universelles de %, telles que, pour quun groupe puisse
étre totalement ordonné, il faut et il suffit qu’il satisfasse U. Donner un
tel ensemble dans le cas d’un groupe commutatif.

b) Méme question pour un corps, le langage £, étant constitué par :
deux symboles fonctionnels : +, x & 2 variables ; un symbole de cons-
tante : 0.

Solution. — Conséquences faciles du théoréme de plongement. Les
ensembles cherchés sont, pour un groupe commutatif :

Ax Ay [x" = y" - x = y]
pour n > 1 (groupe sans torsion) et pour un corps commutatif :
Axy o Ax[xT + -+ x2 =0 > x; = = = x, = 0]

pour n = 1 (corps réel).

Soit # un langage égalitaire contenant un symbole relationnel R a 2
variables, différent de = ; montrer qu’il est impossible de trouver un
ensemble o/ de formules de £ ayant un modéele égalitaire infini, tel
que dans tout modele égalitaire de & la valeur de R soit un bon ordre
sur ’ensemble de base.

Solution. — Soit of un ensemble de formules de £, M un modéle
infini de o d’ensemble de base E, tel que la valeur R de R dans ce modele
soit un bon ordre sur E; E contient donc une suite infinie strictement
croissante &,, &5, ..., &y ... Donc (&, €;11) € R et &; # &1y, Ajoutons
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A4 % une suite infinie de symboles de constante a,, a,, ..., 4,, ... Pour
chaque entier n I’ensemble

(; Raya, Aa, #ay; Rasa, A ay #a,;...; Ra,a, Aa,# a,.y)

a un modele : le modéle M, avec a, = &,; a; = Euey e s a, = &,.
Il en résulte (théoréme de finitude) que 1'ensemble

£ 3

(#; Raya, Aa, #ay;...; Ra,a,_4 A a, #a,_1;..)

a un modgle. Dans ce modéle les valeurs de ay, ..., a,, ... forment une
suite infinie strictement décroissante, et par suite la valeur de R n’est
pas un bon ordre.

(Existence de modeles libres). Soient % un langage égalitaire et &/ un
ensemble de formules closes de & de la forme

Ax{ ... Ax,[(4; A+ A 4,) > B]

(m pouvant étre nul), ol les 4, (1 < i < m) et B sont des formules atomi-
ques.

a) Montrer que &/ est satisfait par la réalisation suivante de £ : son
ensemble de base est le quotient de T, (ensemble des termes de &) par la
relation d’équivalence ¢ ~ ¢’ <> ¢ = ¢’ est une conséquence de « ; la classe
d’équivalence du terme ¢ de & sera désignée par [t]. Pour chaque symbole

fonctionnel f & n variables de ., sa valeur f est définie par

Ftd, s 1) = [ty o 1]

Pour chaque symbole relationnel R & n variables de &, sa valeur R est
définie par ([#,], ..., [t.]) € R <> Rt, ... t, est conséquence de /.

b) En déduire que si Cy, ..., C, sont des formules atomiques et si
C v vVvC,
est conséquence de o7, 'une des C; est conséquence de 7.

Solution. — a) Les axiomes de 1’égalité pour le langage & ont aussi la
forme Ax,...Ax,[(4; A A A,)— B], avec m = 1 ou m = 2. Soient
alors 14, ..., t, des termes de & ; si ([t,], ..., [1,]) € 4; (1 < i < m), chaque
formule Aft,, ..., ¢,) est conséquence de &, et donc aussi B(ty, ..., %) ;
donc ([t], ..., [t,]) € B.

b) Chaque C; a la forme Ry(t;, ..., t,,) ol R; est un symbole relationnel
de &, etty, ..., t, des termes de &. Puisque C; v - v C, est conséquence
de o, elle est satisfaite dans la réalisation étudiée au a), et donc une des
C; est satisfaite par cette réalisation. Mais cela veut dire que cette formule
C; est conséquence de /.




4. ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS

Résumé

La théorie générale donnée dans les chapitres précédents va étre
appliquée a des systémes axiomatiques possédant la propriété suivante :
toute formule (appartenant au langage du systéme axiomatique consi-
déré) est équivalente 4 une formule sans quantificateurs. Les exemples
donnés dans le texte portent sur : certains groupes commutatifs discré-
tement (et totalement) ordonnés ; les corps algébriquement fermés ; les
corps réels fermés ; les anneaux booléens «séparables ». Comme consé-
quences importantes de cette propriété, on obtient : 1° une caractérisation
compléte de toutes les relations qui sont explicitement définissables dans
le systéme axiomatique considéré ; 2° (souvent) la saturation. Parmi
les applications utiles du 2°, on a : dans le cas des corps algébriquement
fermés, le « Nullstellensatz » de Hilbert (exercice 6); et, dans le cas des
corps réels fermés, le théoréme d’Artin sur la représentation des formes
positives (exercice 4).

On indiquera (p. 48) une condition simple, portant sur les modéles, qui
peut souvent étre utilisée pour démontrer I'impossibilité d’une élimi-
nation des quantificateurs (exercices 1 et 2) méme pour les systémes
axiomatiques saturés ; on trouvera une espeéce de réciproque de cette
condition dans le chapitre 6 (exercice 1). L’exercice 5 fournit une appli-
cation algébrique, obtenue en combinant le 1° avec le théoréme sur la
définissabilité donné dans le précédent chapitre.

L’exercice 3 indique une méthode pour démontrer la saturation de cer-
tains systémes axiomatiques sans utiliser I’élimination des quantifica-
teurs (en faisant intervenir, a la place, certaines considérations de nature
plus nettement algébrique). Pour ’emploi, dans ce genre de question, de
la méthode plus générale des ultraproduits, cf. Kochen, Annals of Math.
(2), 74 (1961) et Keisler [Proc. Kon. Ned. Akad. Wet., 64, 1961)], et ses
applications aux corps p-adiques cf. Ax-Kochen [Amer. J. Math., 87
(1965)] (On trouvera un traitement qui utilise la méthode de I’exercice 1,
du chapitre 6 a la place des ultraproduits, dans leur article récent
[Annals of Math. (2), 83 (1966)].)

Les résultats de ce chapitre ne sont utilisés dans la suite que dans
quelques contre-exemples.

Tous les langages et toutes les réalisations étudiés dans ce chapitre sont
supposés égalitaires.

On considére un langage % et un ensemble o/ de formules de #. On dit
que o permet I’élimination des quantificateurs dans une formule F de Z s’il
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existe une formule F’ de % sans quantificateurs telle que F « F’ soit consé-
quence de o (telle que dans tout modéle égalitaire de </ on ait F = F’). On
dit que &/ permet I’élimination des quantificateurs dans % s’il permet I’éli-
mination des quantificateurs dans toute formule de .

I1 est clair (par récurrence sur le nombre de quantificateurs de la formule F
supposée prénexe) qu’il suffit pour cela que & permette I’élimination des
quantificateurs dans toute formule de la forme VxH, ou H est sans quantifi-
cateurs. D’aprés le théoréme p. 7 du calcul propositionnel, chaque formule H
sans quantificateurs équivaut 4 une formule de la forme H, v - v H,, o H,
est lui-méme de la forme «, A - A «,, chaque « étant soit une formule ato-
mique de &, soit la négation d’une telle formule. Comme Vx[H, v - v H,]
équivaut 3 (VxH,) v - v (VxH,) on a le théoréme suivant :

THEOREME. — Pour qu’'un ensemble sf permette Iélimination des quantifi-
cateurs dans £, il faut et il suffit qu’il permette Iélimination des quantificateurs
dans toute formule de & de la forme Vx[ay A - A a,] oit chaque «; est une
SJormule atomique de & ou la négation d’une telle formule.

Un ensemble o de formules est dit saturé dans 2, si pour toute formule
close F de &, F ou — F est conséquence de .

THEOREME. — Si &/ permet I’élimination des quantificateurs dans &, et si
Dy est le diagramme d’un modéle M de s/, (of, Dm) est saturé (pour son
langage ¥£').

Remarquons d’abord que si &/ permet I’élimination des quantificateurs
dans ¢, il la permet aussi dans tout langage %’ obtenu en ajoutant & % un
ensemble C de symboles de constantes. Car si F est une formule de %, soit
F, la formule de £ obtenue en substituant & chaque a € C qui apparait dans
F une variable x n’apparaissant pas dans F et distincte pour chaque a. On a
une formule sans quantificateurs F; équivalente & F, et la substitution inverse
donne une formule sans quantificateurs équivalente 3 F.

Soit alors F une formule close de #'. Si elle est satisfaite dans le modéle 9,
ona F = EV¢ (E étant I'ensemble de base de ). On sait que tout modéle de Dy
est une extension I’ de M. Considérons un modéle M’ de (£, Dw). Dans M
et M’ qui sont des modeles de &, F équivaut & une formule sans quantificateurs.
D’apres le lemme, (p. 37) si F est 1a valeur de F dans ' on a

F=FnE'~*=FE*.

11 en résulte que F est non vide. F étant close, MM’ satisfait donc F. Par suite F

est conséquence de (&7, D) si elle est satisfaite par 9. Comme pour toute

formule F close, soit F, soit — F est satisfaite par M le théoréme est démontré.
Le reste du chapitre est consacré a ’étude de quelques cas particuliers.
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I. — Ordres denses avec premier et dernier élément,

On considére le langage & suivant : 2 symboles de constante 0, 1 ; 2 symboles
relationnels 4 2 variables : < ; =.
On considére I’ensemble of des formules suivantes :

A<, AN AEx<yAy<z-ox<2);

AMNx=yvx<yvy<x (axiomes de relation
d’ordre total)
AMAyVzx <y->x<zAz<Yy) (axiome de densité)

Ax=0vO0<x); Ax(x=1vx<]l) (axiomes du 1°' et du

y dernier élément).

On veut montrer que .« permet 1’élimination des quantificateurs dans .
Pour cela on prend une formule de la forme Vx[ax; A - A o] ol chaque a
est soit une formule atomique de &, soit sa négation. On a donc pour « les
possibilités : 1, < t,; 1, =1t,; —(t; <t); t; #1, {ou t, et ¢, sont des
termes de &, ici 0, 1, ou une variable).

D’aprés of, — (¢, < t,) équivaut & (¢, < f,) V t; = t,, et t; # ¢, équivaut
at; <t, vty <ty Enutilisant le fait que A A (B v C) équivaut & (4 A B)
v (4 A C) et que Vx(4 v B) équivaut & (Vx4) v (VxB) on est ramené 3
éliminer les quantificateurs dans une formule de la forme Vx(x; A -+ A @),
ol « est de la forme 7, < ¢, et t; = ¢,.

On opére par récurrence sur r. Pour r = 1 la formule est Vx(¢;, < ¢,) ou
Vx(t, = t,), ot ¢, et t, sont 0, 1 ou une variable. L’élimination est immédiate.
Supposons I’élimination effectuée au rang r — 1 et considérons la formule
Vx(ee; A -+ A a,). Remarquons que chaque «; doit contenir x. Sinon, si par
exemple o, ne le contient pas, la formule équivaut & o; A Vx(a, A = A o)
et on est ramené au rang r — 1. Par suite la formule s’écrit

Vx(x <ty A" AX<H AU <X A A
A <XAX=0 A AX=0,),

ou les ¢, u, v sont des termes qu’on peut supposer différents de x (si par exemple

t, est x la formule équivaut & 1 ; si v, est x on est ramené au rang r — 1).
Si k > 1, la formule équivaut a :

[h<ty AVX(x <t Ax <3 A)]V

V[ <) AVX(X< 1, Ax <tz A)]

et on est ramené au rang r — 1.
De méme si > 1.
Si k =1=1 la formule s’écrit

VX(x <t AUy <K XAX=0; A AX=u,)
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qui, pour m # 0, équivaut a
(vy=vy=""=0,) A <v; < 1)
et pour m = 0 4 u; < t;. Pour k = 0 la formule est
Vx(uy <K X AX=0; A AX=10,)

qui, pour m = 0, équivaut 3 u; # 1. De méme pour / = 0 la formule équivaut
at #0. C q.f. d.

Le lecteur pourra étudier de méme les ordres denses avec premier mais
sans dernier élément (supprimer la constante 1 et ajouter 'axiome Ax Vy(x < »)
avec dernier mais sans premier élément, et sans premier ni dernier élément.

Remarquons que la formule sans quantificateurs équivalente &

Vx(oy A 0 A ay)

contient les mémes variables que cette formule sauf x. Il en résulte que
pour toute formule close F la formule sans quantificateurs associ€e ne contient
pas de variables. Les variables propositionnelles sont donc 0 < 1, 0 =1 et
1 < 0 qui sont respectivement équivalentes & T, L et L. Il en résulte que F
est équivalente soit & T soit, & L, c’est-a-dire que ensemble o/ ci-dessus est
saturé pour son langage %.

II. — Ordre discret sans premier ni dernier élément.

Le langage .# est constitué par : un symbole fonctionnel 4 une variable : s (lire
« successeur ») ; un symbole relationnel 3 2 variables : < (sans compter =).
Les termes de % sont donc de la forme sPx (s répété p fois, suivi d’une
variable x).

On considére ’ensemble o des formules suivantes :

a) axiomes d’ordre total (voir ci-dessus);
b) Ax Ay(x <y oy =sx v sx < p); Ax Vy(x = sy).

Pour montrer que «# permet d’éliminer les quantificateurs on se ramene
comme ci-dessus & une formule de la forme Vx[o; A - A o] ol chaque «
est de la forme ¢, < t,out, = t,, c’est-a-dire s?'x; < s72x, ou sPix; = s5P2x,.
On opére par récurrence sur r. Comme ci-dessus on voit immédiatement que
X, ou x, doit &tre x. Si tous les deux sont x, un des « est du type s?*x = sP2x
ou sPix < sP2x et équivaut a sP'x’ = sP2x’ ou & sPix’ < sP', avec x # X/,
ce qui raméne au rang r — 1.

Pour simplifier I’écriture, les formules s?x < x; et sPx = x,; seront écrites
X <5 Px, et x=s5Px;. Les formules s?x < sP'x; et sPx = sP'x, sont
alors toujours équivalentes & x < s?* 72 x; et & x = sP7 P x;. La formule don-
née s’écrit donc :

Vx(x <ty A " AX< AU <X A A
AU <XAX=03 A" AX=10,),

ou les #, u, v sont de la forme sy avec p € Z.
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Si k ou / est > 1 on passe au rang r — 1 comme dans le cas précédent. On
est donc ramené a

Vx(x <t Ay KX AX=103 A" AX=0,),

qui se traite de fagon analogue au cas précédent. De méme on montre que &/
est saturé pour le langage £.

III. — Certains groupes commutatifs totalement ordonnés discrets.

Le langage & est le suivant : 2 symboles de constante : 0, 1; un symbole
fonctionnel a 1 variable : — ; un symbole fonctionnel & 2 variables : + ; un
symbole relationnel & 1 variable : > 0.

Les termes 1 + - + L etz + - + ¢ (1 et ¢ répétés p fois, ol # est un terme)
seront notés p et pt. Le terme ¢ + (— ¢’) sera noté ¢z — ¢’. On considére I'en-
semble o des formules suivantes :

A MANAE++z=x+ @ +2)]; AXAx+y=y+x);
Ax(x + 0 =x); Ax(x — x = 0)

(axiomes de groupe commutatif).

H AxAy(x>0Ay>0-ox+y>0);
Ax—(x>0A =x>0; Ax(x=0vx>0v —x>0)

(ordre total compatible avec la loi du groupe).
DAM(x>0ex=1vxx—-1>0) (ordre discret).

11 est immédiat (par récurrence sur la longueur de ¢) que pour tout terme ¢
de Z il existe des entiers ay, ..., a,, b€ Z et des variables x,, ..., x, tels que
t = a, x, + - + a, x, + b soit conséquence de & (en fait seulement des
axiomes de groupe commutatif).

On peut montrer (voir exercice 2) que 'ensemble o des formules ci-dessus
ne permet pas d’élimination des quantificateurs dans %. Soit ¥’ le langage
obtenu en ajoutant & %’ pour chaque entier n > 1 le symbole relationnel a
1 variable : n | (lire « n divise... ») et soit o’ 'ensemble des formules obtenues
en ajoutant 3 &/ les formules suivantes :

d) Ax[n|x & Vy(x = ny)] (pour chaque #n > 1),
e AM[n[xvnlx+1lv-vna|lx+n-— 1] (pour chaque n > 1).

1l est clair que tout modéle de of (C’est-a-dire tout groupe commutatif
ordonné discret) est aussi un modéle de d) (plus exactement, on peut pour
chaque modéle de «/ choisir la valeur de n | d’une fagon et d’une seule de fagon
a satisfaire d)). Par contre €) n’est pas conséquence de (a, b, ¢, d). On peut
montrer (exercice 2) que (a, b, ¢, d) ne permet pas I'élimination des quantifi-
cateurs dans .%’. On va voir par contre que (a, b, ¢, d, €) = &/’ la permet.
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On considére pour cela une formule F de ¢’ de la forme Vx(x; A =+ A @),
oil a; est une formule atomique de £’ ou sa négation, donc est de I'une des
formes suivantes : #, = 7, (qui équivaut, d’aprés &/, a7 = Qavect = f; — 1;);
t£0;1t>0; —(@>0); n|t; = (@]

Remarquons que ¢ # 0 équivaut (d’aprés &) 4 t>0v — >0, que
— (t > O)équivauta t = 0 v — ¢ > O et que — (n| f) équivaut a

nlt+1v - vn|lt+n—1(dapres e).
Il en résulte qu'on peut supposer o; de 1'une des formes suivantes :
t=0,t>0,n|t

Ecrivons chaque terme ¢ sous la forme px + ¢’ avec p € Z, ¢’ étant un terme
qui ne contient pas la variable x. Pour plus de clarté la formule 7, — 1, > 0
sera aussi écrite ¢, > £,.

La formule F prend alors la forme :

VX(prX> L AT ADRXS>S B AQX=U A NG X = U A
AR P X =0 A AR Ty X — Uy)

ol les p, g, r € Z et les ¢, u, v sont des termes ne contenant pas x. Remarquons
que d’aprés o la formule ny | ry x — vy équivaut a :

(ilrix Anglo) v (lryx+1An|og+1)v v
v (rlryx+n —1An v +n—1).

En faisant cette substitution dans F (et en utilisant le fait que 4 A (B v 0)
équivaut 2 (4 A B) v (4 A C)) on est ramené a étudier une formule de la
méme forme que F mais ou vy, ..., v, sont des entiers (positifs, négatifs, ou
nuls).

Posons

h=|p i+ +lpl+1gl+ +lal
+n1+"'+nm+‘rll+."+lrm|'

On va opérer par récurrence sur h, que nous appellerons le rang de F. On
suppose donc I’élimination effectuée pour toutes les formules de rang < / — 1.
Si k = 2, F équivaut a :

[P2ty = pita A VX(pyx >t A p3x > 13 A)] v
vipit,>paty AVX(p, X >ty A DP3x >ty A-)]

et on est ramené a 2 formules de rang < & — 1.
Si / > 2 remarquons que g; X = #; A g, X = U, équivaut 4

gix=1u; A(qy —q)x =1uy —uy.
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En supposant | g, | < |g,|, on a

lgl+ 19y — g0 <lail+1azl.

Par suite cette substitution raméne 2 une formule de rang < & — L.
Sik =1et!=11laformule Fsécrit :

Vx(px >t Agx=uAng|rix—uv A ANy | T X — Uy)
Elle équivaut a
pu>qtAqluAqng|Tiu—0viqg A ARy Tyt — Unq,

qui est sans quantificateur.

Sik =0et!/=1on ala méme formule sans quantificateur, en supprimant
pu>qt A.

Supposons alorsk = let/ = 0(lecasouk = Oet/ = 0 se traitant de méme).
F s’écrit

Va(px >t AR | riX =0 A= ARy | X — V).

Si I’un des n; par exemple n, s’écrit n; = nn’, n et n’ étant premiers entre eux,
n,lr, x — v, équivaut a

njrix—v,An|rgx—uv;.

Comme 7 + n’ < n, on est ramené au rang 2 — 1. Il en résulte qu’on peut
supposer tous les »; de la forme pf* ol p; est premier.

Soient alors gy, ..., @ les entiers de I'intervalle [0, n; — 1] qui sont tels que
nylry@ — vy, .oty |ry @ — v (8l en existe). La formule n, |ry x — vy
équivaut (comme on le vérifie facilement) a :

nlx—a; v vnglx—ag.

En effectuant cette substitution dans F on est ramené & k formules de rang
h-1.
1l en résulte qu’on peut supposer ry = r, = ' = r, = 1 et F s’écrit

Vx(px >t AR | X — v A AR, X —0,).

Si ny = p*1, n, = p°* avec p; < p, par exemple, ny | X — vy A 1, | x — v,
équivaut & n; | v, — v, A ny | X — v, On peut donc supposer les n; de la
forme p?", les p; étant des nombres premiers distincts ; ny, ..., n,, étant premiers
entre eux deux 2 deux, on sait qu’il existe un entier # et un seul de I'intervalle
[0, ny n; ... n, — 1} tel que

ngfu—vy;esh,|u—o,.
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11 en résulte que F est équivalente & T : en effet en supposant par exemple
p=0, pour t >0, x=u+ n;..n, ¢t satisfait

pXx >t AR |XxX—v, A AR, |X—0,,

et pour ¢ < 0, x = u la satisfait aussi. C.q.f. d.

Comme ci-dessus on voit que si F est une formule close, la forfnule F’ sans
quantificateurs qui lui est équivalente n’a pas de variables libres. Les formules
atomiques sont donc t = 0; ¢t > 0; n}t, ol ¢ est un terme de ¥’ sans varia-
bles, c’est-a-dire un entier de Z. Par suite chacune de ces formules atomiques
équivaut 24 T ou a 1, donc aussi F’ et par suite aussi F, ce qui montre que &/’
est saturé pour &F’.

IV. — Corps algébriquement clos.

Le langage % est le suivant : 2 symboles de constante : 0, 1; un symbole
fonctionnel a 1 variable : — ; 2 symboles fonctionnels 4 2 variables : 4 et x.
Aucun symbole relationnel (sauf =). L’ensemble .o est formé des formules
suivantes :

AMMNME+D+z=x+@+2D]; AXNE+y=y+x);

Ax(x + 0 = x); Ax[x + (= x) = 0]
(axiomes de groupe commutatif pour +).
b) Ax Ay Az[(xp) z = x(»2)]; Ax Ay(xy = yx); Ax(x.1 = x);
AxVy(x =0 v xp = 1); Ax Ay Az[x(y + z) = xy + xz]; 0 # 1.
11 est clair que tout modele de a), b) est un corps commutatif et que pour tout
terme ¢t de & il existe un polyndme p(x,, ..., X,) 3 coefficients dans Z tel que
t = p(xy, ..., X,) soit conséquence de a), b). (Le terme 1 + 1 + - 41
(1 répété p fois) étant noté p, et le terme ¢ x -+ x t (¢ répété p fois) étant
noté t?),
¢) Pour chaque 7 > 1 la formule :

Axg AXy o Axy_  VX(Xg + X X + X, X2 +  + X X" + X" = 0).
11 est clair que les modéles de of = (a, b, ¢) sont les corps algébriquement clos.
On va voir que & permet I’élimination des quantificateurs dans .&.

LEMME. — Soient p(x, ..., X, X) €t q(xy, ..., Xz, X) deux termes de & (c’est-a-
dire deux polyndmes a coefficients dans Z). Alors il existe une formule F de £,
sans quantificateurs, telle que dans tout modéle de (a, b) (corps commutatif K)

F soit Pensemble des (¢, ..., &) € K* tels que p(¢,, ..., &, X) divise (&4, ..., &, X).
Posons

p(x) =ag +a;x + +a,x" et gx)=0by + by x+ - + b, x",

ol les g; et b; sont des polyndmes en x4, ..., X, & coefficients dans Z. On opére
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par récurrence sur m + n. Il est clair que pour m + n = 0 la formule F cher-
chée est g, # 0 v by, = 0.

Si n < m, par hypothése il y a une formule F correspondant au couple de
polyndmes p, = ay + a; X + = + d,_; X"~ ' et g(x). La formule cherchée
est alors

a,#0Aby=by==b,=0) v (a,=0AhAF).
Pour n = m posons
Pr=ao+ a; X+ + a1 X" gy = a,q(x) — b, x"" p(x)

(g, est de degré < n). Par hypothése il existe une formule F correspondant
au couple p,, g et une formule G correspondant au couple p, ¢,. Alors la for-
mule cherchée est :

(a,=0AF)v(a,#0AG). C.q.f. d.
Considérons alors une formule F de ¥ de la forme
Vx(og A A ay),

ou chaque « ‘est une formule atomique de % ou sa négation, donc est de la
forme ¢, = 1, ou ¢, # t,. Chaque « équivaut donc & une formule de la forme
=0out # 0(out = ¢, — t,). D’autre part comme

L FZFOALAOA AL #0
équivaut a ¢, ¢, ... t; # 0 on voit que la formule F s’écrit
Vx(t, =0 At, =0A " At,=0A1#0).

Chaque ¢; est un polyndme en x (dont les coefficients sont des polyndmes
en d’autres variables & coefficients dans Z) dont nous écrirons le terme de
plus haut degré a; x™. 1l est clair qu’on peut supposer chaque n; # 0 : si par
exemple n, = 0, F équivaut a

t1=0/\vx(t2=0/\"'/\tk=0/\t¢0).

On opére par récurrence sur la somme des n;. Si £k > 2, supposons par
exemple n; = n, et posons

1 =axty —a, x"""i, et th=1t, —a,x™;
1} est donc de degré < n, et ¢, de degré < n,. La formule F équivaut a :
[a2=0AVx(t; =0A L =0A" At,=0A1#0)]V
Viaa #0AVX(ti=0At,=0A" A, =0A1%0)]

et on est ramené & 2 formules de rang inférieur (le rang d’une formule étant
ici la somme des n;).
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Sik = 1 la formule F s’écrit Vx(¢z; = 0 A t # 0). Onsait que dans tout corps
algébriquement clos K, étant donnés deux polyndmes p(x) et g(x) a coefficients
dans K a 1 variable, pour qu’il existe un x tel que p(x) = 0 et g(x) # 0 il faut
et il suffit que p ne divise pas ¢" pour n assez grand, par exemple n = degré
de p. Par suite si G est la formule sans -quantificateur associée d’apres le
lemme au couple ?,, t" (n étant le degré en x du polyndme t,), la formule F
équivaut 2 — G (C’est-a-dire a la méme valeur que — G dans tout corps algé-
briquement clos).

Si k = 01a formule F s’écrit Vx(¢ # 0). Posons t = ag + a; x + = + @, x"
Comme tout corps algébriquement clos est infini, et que tout polyndme & une
variable n’a qu’un nombre fini de racines sauf §’il est = 0, on voit que Féqui-
vaut a

ap#20va; #0v - va,#0. C.q.f.d.

On voit comme ci-dessus que toute formule close de % équivaut & une
formule sans quantificateurs dont les formules atomiques sont de la forme
¢t = 0 (ou ¢ ne contient pas de variables), donc n = 0 avec n € N.Orn =20
ou n # 0 n’est pas conséquence de o/ pour # > 1 (car il existe des corps algé-
briquement clos de caractéristique p, pour p = 0 ou p premier). Il en résulte
que &/ nest pas saturé mais qu’il le devient si on lui ajoute une des formules
p =0 pour p premier (corps algébriquement clos de caractéristique p) ou
Pensemble des formules p # O pour p premier (corps algébriquement clos de
caractéristique nulle).

APPLICATION : THEOREME. — Si les polynémes py, ..., p, en les variables
X1, ony X, @ coefficients dans un corps K ont un zéro commun dans une extension
L de K ils ont un zéro commun algébrique sur K.

En effet soit £ la cloture algébrique de K, Dg, le diagramme de 2. Les axio-
mes .o/ de corps algébriquement clos permettant Pélimination des quantifica-
teurs, (o, Dg) est saturé (th. p. 48). Soit £’ le langage de (o7, Dy). La formule

Vx; ... VX (py =0 A A pp=0)

est une formule de £’ qui est satisfaite dans un modele de (<, Dg): la cloture
algébrique de L. Il en résulte qu’elle est satisfaite dans tous les modeles de
(«, Dg) et en particulier dans .

V. — Corps réels fermés.

Le langage % considéré est formé de : deux symboles de constante : 0, 1;
1 symbole fonctionnel & 1 variable : — ;2 symboles fonctionnels & 2 variables :
+, % ; un symbole relationnel & 1 variable : > 0. L’ensemble of est formé de :

a) les axiomes de corps commutatif : (voir au § IV formules a) et b))
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DMMx>0AYy>0-x+y>0; Ax(x=0vx>0v —x > 0);
AX—(x>0A -—x>0); Ax Ay(x>0Ay>0-xp>0)
Tout modele des axiomes a) et b) est un corps ordonné.

¢) AxVy(x =p* v — x = y%);

Axo Axy oo Axy VX(xg + Xq X + = + Xy, x™ + x?"*1 = 0) pour cha-
que n > 1.

11 est clair que les modéles de o = (a, b, ¢) sont les corps réels fermés ;
(pour les propriétés des corps réels fermés utilisées dans la suite voir par exem-
ple: van der Waerden, Modern Algebra). On va montrer que & permet 1’€limi-
nation des quantificateurs dans #.

Pour tout terme ¢, il existe comme dans le cas précédent un polyndme
p(xy, ..., x,) & coefficients dans Z tel que ¢ = p(x,, ..., X,) soit conséquence
de .

Pour simplifier 1’écriture, la formule # — ¢’ > 0 sera aussi écrite ¢ > ¢’ ou
t' < tetlaformule t <t At <t” sera écrite t < ¢’ < t”. Toute formule
atomique de &, soit F, est équivalente & une formule de la forme

p(x, xq5 ey X)) =0 ou P(X, X1y ey X)) > 0.

Par définition le degré en x de F est le degré en x du polyndme p. Pour toute
formule F sans quantificateurs, le degré en x de F est par définition le maxi-
mum des degrés en x des formules atomiques de F.

LEMME. — Pour toute formule A sans quantificateurs de la forme :
P1=0AADp=0Aqg >0A"Aqg;>0

(les p; et g, étant des polynémes en x, x, ..., X,) il existe une formule B sans
quantificateurs équivalente a A (dans tout modéle de sf) dont le degré en x est
< au plus petit degré en x des polyndémes p; (chaque p; étant supposé de degré
non nul).

Par récurrence sur la somme des degrés en x des p;, ;. Supposons le lemme
démontré quand cette somme est < 2 — 1 et soit

P1=0AApP=0Aqg,>0A" Ag >0,

une formule telle que la somme des degrés des p;, g; soit A.
Si k > 2, soient @, x™ et a, x™ les termes de plus haut degré de p, et p,,
et posons

my—mz

Ty =a; Py — A X p, (en supposant m; = m,) et ©, = p, — a, x"*.

KReIseL, et KRIVINE. — Logigue mathématique 5
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Alors la formule considérée équivaut a

@=0Ap =0AR,=0AAP=0Aqg >0A"Ag>0)V
V(a, #0An,=0Ap,=0A"Ap=0Aqg >0Ar" Agqg>0).
On se raméene ainsi 4 2 formules de rang 2 — 1.
Sik = 0iln’y a rien 2 montrer. Pour k = 1 la formule s’écrit:
p=0Aqg >0A" Ag;>0.
Si tous les ¢, sont de degré en x inférieur 2 celui de p la formule satisfait au

lemme. Sinon ¢, par exemple est de degré supérieur a celui de p. Soient ax™
et bx" les termes de plus haut degré de p et q; (avec n > m). Posons

P=p—ax", Q=a*q, —abx" " p.
Alors la formule équivaut a :

@=0AP=0Ag >0A"Aq>0vV
va@a#Z0OAp=0AQ0>0Aqg,>0A Ag>0)

et on est ramené 4 2 formules de rang < /£ — 1.

THEOREME. — Soit A(X, Xy, ..., X,) une formule sans quantificateurs de degré
h en x. Soient a, b deux variables (distinctes de x, xq, ..., X,). Alors, il existe une
formule sans quantificateurs B dont les variables sont a, b, X, ..., X,, dont le degré
en a (ou b) est < h, dont chaque formule atomique contient soit a, soit b, soit ni
a ni b (mais pas les 2 ensemble), et telle que

BoVx[a < x < b A A, Xy, ..., X,)] S0t conséquence de (s, a < b).

Par récurrence sur le degré en x de A. Si ce degré est nul, 4 ne contient pas x.
Par suite la formule Vx(e < x < b A A) équivaut 3 4 A a < b. La formule
cherchée est A.

A est équivalente 4 une disjonction de formules de la forme u; A = A 1,
oll chaque u est une formule atomique ou sa négation, donc est de 'une des
formes:p =0;p # 0;p > 0; — (p > 0). Comme p # 0 équivauta

p>0v —p>0, et —(p>0ap=0v —-p>0
on voit qu’on peut supposer 4 de la forme
P1=0A“Ap=0Aqg >0AAq>0.

Le lemme montre alors que si k > 2, ou si k =1 avec un des g; de degré
en x supérieur ou égal au degré de p,, on est ramené 4 une formule de degré
inférieur et on applique I’hypothése de récurrence. Il en résulte qu'on peut
supposer A de la forme I :

p=0Ag, >0A Ag >0 (avecd®q;<d’p=h=4d"4)
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ou de la forme II :
g, >0A Ag>0.

Supposons d’abord A4 de la forme II. On considére donc la formule :
F=Vx(a<x<bAq >0A Ag >0).

Or dans tout corps réel fermé, pour que les polyndmes g, ..., 1, 4141 = X — &,
g+, = b — x soient simultanément positifs, il faut et il suffit qu’il existe un
intervalle J a, B [ (ol «, B sont racines de I'un des g;) dans lequel ils sont simul-
tanément positifs. Si dans cet intervalle une des différences

g—-q;A<i<j<li+2)
s’annule, la formule
Vx(a<x<bAg—q=0Aqg >0n" Aqg>0)=F;

est satisfaite. Si aucune des différences g; — g; ne s’annule dans J«, B[ chacune
reste de signe constant dans Jx, B[ et on a par exemple dans cet intervalle
0 < qq <q, < < (g4, Par suite «, § sont toutes deux racines de g, etil y
a un point de Jx, ] qui annule ¢} (dérivée de g, par rapport a x). Alors la
formule :

Fi=Vxa<x<bAaqi=0Aqg,>0A"" Agq>0)

est satisfaite. Il en résulte que dans tout modéle de («/, a < b) la formule F

entraine
(W) (W ).

Comme cette derniére entraine évidemment F (chaque F;; et chaque F, entrainent
F) les deux formules sont équivalentes. Or chacune des F;; ou F; est de degré
< h et de la forme 1. Il en résuite qu'on peut maintenant supposer 4 de la
forme I, c’est-a-dire de la forme

P=0Aqg >0A"Ag >0, avec d°q;<d°p=h=d"4.

La formule suivante est évidemment équivalente & A :
P=0Ap =0Aqg  >0A" Ag >0
vip=0Ap >0Aqg,>0A Ag >0V
V{p=0A—-p >0Aq,>0A " Ag;>0=A4, Vv A, v 4;.

La formule Vx(a < x < b A A4,) se traite immédiatement en appliquant le
lemme (car d° p’ en x < A — 1) puis P’hypothése de récurrence. On considére
donc la formule :

Vx(a < x<bAp=0ApP>0Aqg,>0A" Agqg>0).

.

=+ T O~
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Dans un corps réel fermé, cette formule est satisfaite si et seulement si p & une
racine simple, comprise entre a et b, qui rende positifs tous les polyndmes p’,
g1, ., q; (pour des valeurs fixées, données a a, b, X4, ..., x,). Pour cela il faut
et il suffit qu’il existe un intervalle Jo, Bl aveca < a < f < boua, B sont racines
de p’, ou g ... ou g, dans lequel p’, gy, ..., g, sont positifs et tels que p(x) < 0

et p(f) > 0.
Considérons deux nouvelles variables u, v. D’aprés ’hypothése de récurrence

la formule :
Afu<z<v->pE)>0nqz)>0n" Aglz)> 0]
qui peut s’écrire
—Vz[u<z<vA(—=p@ =20V —g(2) 20 v v — q(2) = 0)]

équivaut 3 une formule Q(u, v) sans quantificateurs, dont le degré en u et v
est < h — 1 et dans laquelle aucune formule atomique ne contient a la fois u
et v. La formule considérée équivaut donc 2 la disjonction des formules sui-
vantes :

VuVo[a<u<v<bapu)y<0ap@>0Aagqgu)=0n
A afe) = 0 A 0, 0)]

pour 1 i< j</!+1enposant p’ = qy4;.
Considérons par exemple la formule obtenue en prenant i = 1, j = 2:

Vqu[a<u<v<b/\p(u)<0/\p(v)>0/\q1(u)=0 A
A (1) =0 A Qu, v)].
On ’écrit comme disjonction des formules suivantes :
a) VuVu[a<u<v<b/\p(u)<0Ap(v)>0/\q1(u)=0/\
A q2(0) =0 A Qu, v)]
b) p(b)>0/\q2(b)=0AVu[a<u<bAp(u)<0/\q1(u)=0 A
A Qu, b)]
¢) p@) <0 A g (@) =0 A Vo[a<v<bAp)>0nAqg)=0Ana
A Qa, v)]
d) p(a) <0 A p(b) >0 A gy(a) =0 A q2(b) =0 A Q(a, b)

(qui est sans quantificateurs et de la forme exigée dans I’énoncé).
Nous traiterons seulement le cas a), les cas b) et ¢) s’en déduisant facilement.
Appliquons le lemme aux deux formules

p) <0 A gmw)=0 et p@>0nAq®)=0,
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ce qui donne deux formules H,(x), H,(v) de degrés < h — 1. La formule
devient :

VuVi[a <u <v<bAHu) A Hy@®) A Qu,v)].
Ecrivons la formule

Hy(u) A Hy(v) A Q(u, v)

sous la forme d’une disjonction de formules de la forme K; A - A K, ou
chaque K est une formule atomique apparaissant dans la formule précédente
ou sa négation. Par suite chaque K contient soit u soit v mais pas les deux, et
est de degré < 4 — 1. La formule considérée s’écrit donc comme disjonction
des formules suivantes :

VuVifla<u<v<bnaKiWA AKu AKpoy (@) A A K@)].
D’aprés ’hypothése de récurrence la formule :

Vo[u < v < b A Kpy1(0) A A K(0)]

équivaut (mod. &, u < b) A une formule M(u, b) sans quantificateurs, de
degréen u et b < h — 1 et dans laquelle chaque formule atomique ne contient
pas 2 la fois u et b. On peut donc écrire M(u, b) comme disjonction de formules
de la forme :

M) A AMgu) A Mgy (D) A A M(D).
La formule considérée s’écrit alors comme disjonction de formules de la forme :
Vula <u < b AK@) A AKu) A MW A AMu] A
A Mg (B) A A M(b)

auxquelles il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence. C.q.f.d.
THEOREME. — &/ permet [Iélimination des quantificateurs dans £ .

11 suffit de le montrer pour une formule de la forme VxA(x, x,, ..., x,). Ajou-

. | S . 1 i ‘
tons & % deux constantes u et " etd o I'axiome u * 0= 1. Le théoréme précé-

dent montre que la formule :

Vx[— l<x<l1Aa A(g,xl,...,xn)]

équivaut 4 une formule sans quantificateur Q. Chaque formule atomique de Q

est de la forme p (é) =0oup (}%) > 0. D’aprés ’axiome u * % = ] elle équivaut



62 ELEMENTS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

3 une formule de la forme p(%c’, u) = 0 ou p(;é, u) > 0. Donc il existe une for-
mule sans quantificateur R(z) (ol z est une variable de &) telle que

Vx[— l<x<1la A(E,xl,...,x,,)]

soit équivalente & R(x) (mod. &/, u * — = 1). 11 est clair que dans tout modéle

8-

de o, les deux formules
VXA(x, X1, s %) €t Vz[0 < x <1 A R(Z)]

sont équivalentes. Or d’aprés le théoréme précédent cette derniére formule
équivaut 2 une formule sans quantificateurs. C.q.f. d.

En particulier il en résulte que &/ est saturé : en effet les formules atomiques
sans variable de % sont de la forme n = 0 (avecn e Z) oun > 0. La premitre
équivaut 3 L sauf si n = 0 (car tout corps réel fermé est de caractéristique
nulle) et la seconde 3 T oua L.

VI. — Anneaux de Boole séparables.

Le langage & considéré est formé de deux symboles de constante : 0, 1,
deux symboles fonctionnels & 2 variables : + et X. L’ensemble <7 est formé
de:

a) Ax Ay Az[(x + ) +z=x+@+2], MMx+y=y+x);
Ax(x + 0 = x), Ax Vy(x +y = 0) (axiomes de groupe commutatif
pour +).

B) Ax Ay Az[(xp) z = x(y2)]; Ax[x-1=1.x = x];

Ax Ay Az[x(y + 2) = xy + xz]; 1#0.

6) Ax[x* = x].

a) et b) forment les axiomes de la structure d’anneau avec unité ; a), b) et ¢)
ceux de la structure d’anneau de Boole.
Tout anneau de Boole est commutatif et satisfait Ax(2 x = 0) : en effet on a

x+1)2=x4+1=x*+2x+1,donc 2x=0;

d’autre part (x + y)> = x + y, douxy + yx = 0 et par suite xy = yx.

Si x, y sont des termes de %, le terme x + y + Xy sera écrit x v y ; la for-
mule xy = y sera écrite aussi y < x. Il est clair que les termes de % sont les
polyndmes p(xy, ..., X,) du premier degré en chacune des variables X1, ..., X,
et & coefficients 0 ou 1.

Désignons par F(x) la formule :

xZ0AAN[ycx—>y=0vy=x].

Les éléments qui satisfont cette formule sont appelés atomes.
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Ajoutons au langage % une suite infinie de symboles relationnels a 1 varia-
ble que nous désignerons par B, 4, A;, ..., Ay ..., €t 2 Pensemble & les
formules suivantes :

d) /\x[A,,x«-»Vxl...Vx,,[ M xiaéx,-{i(l\(F(xi)/\xicx)”

1<i<js<n
pour n=1,2, ...
Ax[Bx > Ay[y cx Ay # 0> 4, y]].

1l est clair que dans tout modele de a), &), ¢) on peut définir d’'une fagon et
d’une seule les valeurs de B, A, A,, ... de fagon 2 satisfaire les formules d).
Les éléments qui satisfont 4, x sont ceux qui contiennent » atomes distincts.
Les éléments qui satisfont Bx sont dits atomiques (tout sous-ensemble contient
un atome). Un anneau de Boole sera dit séparable, s’il satisfait I'axiome

e) Vx[Bx A — 4,(1 + x)], Cest-a-dire si on peut séparer I'unit¢ en deux
parties disjointes dont I'une est atomique et ’autre sans atome.

Nous allons montrer que les formules a), b), ¢), d), e) permettent I’élimi-
nation des quantificateurs pour leur langage L.

Remarquons que chaque terme de £’ contenant x est de la forme ax + b
oll @ et b sont des termes ne contenant pas x. Les formules atomiques de £’
sont donc ax = b, B(ax + b), A,(ax + b), ol a et b sont des termes ne con-
tenant pas x.

LemMe 1. — Soit ®(x) une formule sans quantificateur de ¥'. Alors la for-
mule Vx[F(x) A ®(x)] équivaut & une formule sans quantificateur.

— On peut supposer que H(x) est conjonction de formules atomiques et de
négations de formules atomiques.

1) &(x) est de la forme

ax=0Aax=0A"Agx=0AX#Eb A AXxF#Db.

On 'montre le lemme par récurrence sur la longueur de &(x) ; &(x)
équivaut a

ax =0AX#by A AX# Db, ol a=a,9a,v " ua.
Donc Vx[F(x) A #(x)] équivaut & la disjonction des formules suivantes :
a) Vx[l}(x) Aax=0AX#Eb A AXx#ED]Aab#00=1,2,..,0),
qui équivaut a
Vx[F(x) A ax =0 A X # by A = A X # by
A X% Dby A Ax#Db] A ab #0,
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c’est-a-dire 2
Vx[F(x) A ¥(x)] A ab; # 0,

¥(x) étant plus courte que H(x). On peut donc appliquer I'hypothése de récur-
rence.

b) Vx[F(x) A ax =0 A x # by A Axaéb,]/\(b,.=bj)(1’<i<j<1),
qui équivaut &
VX[F(x) A ax =0 A x # by A+ A X % b,_,
AX#Dbyg A Ax#ED]A D =0b),
a laquelle on applique I’hypothése de récurrence.
¢) Vx[F(x) Aax =0 A x# by A AXx#Db] A—Fb)(i=12,.,D,
qui équivaut 3
VX[F(X) Aax =0 A X # by A AX# b,_,
AX#F by A AXx#ED] A — Fb),
a laquelle on applique I’hypothése de récurrence.
d) Vx[Fx) Aax=0Ax#b A Ax#Db] A
A P Fib) M (@b =0 O
qui équivaut a
A1 + a) /):(1\ F(b) /j(l\ (abi = 0) s/,-l(,\s, (b; # b)).

2) Dans le cas général on écrit &(x) = D,(x) A D,(x), olt P,(x) est de
la forme précédente. On montre le lemme par récurrence sur la longueur de
@,(x). Si celle~ci est nulle on est ramené au cas précédent.

— Si Dy(x) = ¥(x) A ax = b, alors Vx[F(x) A ax =b A P(x) A ,(x)]
équivaut a

{VX[F(x) A ¥(x) A ax =0 A D;(x)] A (b = 0)}
v {F(b) A ¥(b) A @,(b) A ab = b}

a laquelle on peut appliquer I’hypothése de récurrence puisque P(x) est plus
courte que P,(x).
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— Si §,(x) = P(x) A ax # b, alors Vx[F(x) A ax # b A Y(x)A §,(x)]
équivaut a
{VX[F) A P(x) Aax =0 A B(x)] Ab#0} v
V{Vx[FG) A Px) Aax =x Ax # b A B(x)]}.
On peut appliquer 'hypothése de récurrence aux deux parties de cette dis-
jonction puisque ax = x peut s’écrire (1 + @) x = 0.

— Si @,(x) = P(x) A (— ) A ax + b) (Cest-a-dire si P,(x) est de I'une
des deux formes ¥(x) A A,(ax + b) ou P(x) A — A, ax + b)) alors

Vx[F(x) A (—) Auax + b) A P(x) A D(x)]
équivaut a

{Vx[F(x) A ¥(x) Aax =0 A ()] A (=) 4,b}
VI{VA[FR) APX) Aax=x AXx b A PX)] A(—=)Aus1 b}V
v {Vx[F"(x) AP Aax=xAbx=0A D (X)] A(— )41 b}.
On peut appliquer I’hypothése de récurrence aux trois parties de cette dis-

jonction. En effet ax = x s’écrit x(1 + @) =0 et x < b s’écrit (1 + b)) x = 0.
— Si &, (x) = P(x) A (—) Blax + b), alors

VX[F(x) A (=) Blax + b) A P(x) A &, (x)]
équivaut 2
Vx[F(x) A ¥(x) A &, (x)] A (—) Bb,

2 laquelle on peut appliquer ’hypothése de récurrence.

LeEMME 2. — Soient ay, ..., a,, h termes de ¥ ne contenant pas x. 1l existe N
termes &y, ..., oy ne contenant pas x et I, ..., I, sous-ensembles de { 1,2, ..., N }
tels que

Aga;=0(1<i<j<N); SLra =) o @r=1.,n.

iel,

Démonstration par récurrence sur n. — Si B4, B, ..., Bx satisfont au lemme

pour les termes a,, ..., @,, alors a; B,ay B2, .., a1 P, (1 + ay) By, .., (1 + ay) Bg,
a; + a; B + - + a, Pg, satisfont au lemme pour les termes ay, ..., @,.

LeEMME 3. — Soit ®&(x) = Ry(a; x + b)) A = A Rf(a,x + b,), ou R(2)
est Pune des formules suivantes :

— A,z;Bz; mBz;z=0;2z#0.

Alors ®(x) équivaut @ une disjonction de formules du méme type ot on a pour
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tout i (1 < i < n) soit a; = 0, soit a; = b, soit by = 0, et pour tout couple i,
jd <z<]<n)s01tai—a soit o/ —a;a; = 0.

Remarquons que si R(z) est une des formules — 4, z, Bz, — Bz,z =0,z # 0
et si Zuv =0, alors &+ R(u + v) < Ru ! Rv (c’est-3-dire Ru A Rv
ou Ru v Rv).

Soient alors ay, ..., ay les termes correspondant a (a,, a,, .-, a,, by, ..., b,)
d’aprés le lemme 2. Onapour 1 <r<n:

a,x+b,=(2 “i)x"‘ DI:?

iel, ied.
ou 7, et J, sont des sous-ensembles de { 1, 2,..., N }.

Donc ax+b = Y x40+ Yy o4ux+ Y o.
iel,nJy iel.—J, ied.—1I,

Donc R,(a, x + b,) équivaut soit a

m R (OC x + al) A(\ Rr(ai x) /)(\ Rr(ai) ’

iel,nJ, iel,— ieJo—Ip
soit 4

W Rx + o) \X/ R(; x) W R,(a) .
ielrnJy iel,—J, leJo—1I,

En substituant ces formules & chacun des R (q, x + b,) dans &(x) et en uti-
lisant la distributivité de A par rapport & v on obtient le résultat cherché,

LemMe 4. — Vx[Ry(a; x + b)) A A Ry(a,x + b,)] équivaut & une for-
mule sans quantificateurs.

D’aprés le lemme 3 on peut supposer que pour i # j on a soit q; = a; soit
a;a; = 0, et de plus b; = g; ou b; = 0. La formule considérée s’écrit donc

G = Vx[®,(as; x) A A Dla,x)], avec a;a; =0 pour i#j.

Soit H la formule Vx®,(a; x) A =+ A Vx®(a, x). 11 est clair que H est
conséquence de G. Mais d’autre part o/ - H — G. En effet si H est satisfaite
dans un modéle de «f il existe des éléments ¢, ..., & du modéle satisfaisant
respectivement les formules @;(a, x), ..., (@, x). Alors 1’élément

a é+ -+ ady

satisfait simultanément ces formules (puisque @; @; = 0 pour i #j), ce qui
montre que G est satisfaite.

Donc o - G <> H. D’aprés la forme de H on est ramené 2 étudier la formule
Vx®,(a, x) qui est de la forme

Vx[Ri(ax) A -+ A Ry(ax) A Ri(ax + a) A = A Rj(ax + a)],
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oll R(z) et R)(z) sont I'une des formules
—Ayz,Bz, —Bz,z=0,z#0.

On a donc k < 3, I < 3 (en éliminant les cas ol parmi les R; apparaitrait une
formule atomique et sa négation, la formule étant alors équivalente a 1),
On peut supposer que 'un des R; est Bou — B:en effet

Ry(ax) A =+ A Ri(ax) A Ri(ax + a) A A Ri(ax + a)
équivaut 2
[B(ax) A Ry(ax) A A Riax + a)] v
v [ B(ax) A Ry(ax) A -+ A Ry(ax + a)].
De méme on peut supposer que ax = 0 ou ax # 0 apparaissent, ainsi que

(—) Blax + a),(—) (ax + a = 0).

Si la formule ax = 0 ou ax + a = 0 apparait I’élimination est immédiate :
si par exemple R,(ax) est ax = 0 la formule équivaut a

R,0 AR;0 ARja ARa ARja.

On peut donc supposer que Rj(ax) estax # 0etque Ri(ax + a)estax +a # 0.
Distinguons quatre cas :

a) Ry(ax) = — A;(ax) et Rij(ax + a) = — Ay(ax + a). La formule
équivaut alors soita L, soit &

Vx[ax # 0 A — A,(ax) A ax + a # 0 A — 4,(ax + )],
cest-a-dire & — 4, a A a #0.

b) R,(ax) = — A,(ax) et — A,(ax + a) n’apparait pas. La formule équi-
vaut alors & L ou 2 l'une des formules suivantes :

Vx[ax #0 A — Ay(@ax) Aax +a #0 A B(ax + a)],
cest-a-dire 4 A, a A — Ba;

(en effet, par hypothése, on peut séparer I'unité, et donc aussi tout élément
a, en deux parties disjointes dont 'une est atomique et I'autre sans atome).

Vx[ax #0 A — 4y(ax) Aax +a#0 A — B(ax + a)],
c’est-a-dire -— Ba.

¢) Ry(ax + @) = — A,(ax + a) et — A;(ax) n’apparait pas : cas identique
au précédent i I'échange prés des R, et R;.

d) — A,(ax) et — A,(ax + a) wapparaissent pas. La formule considérée
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équivaut alors 2 L ou a I'une des formules suivantes (& I’échange prés des R;
et des R)) :
Vx[ax # 0 A B(ax) A ax + a # 0 A B(ax + a)l,

Cest-3-dire 4 4, a A Ba;
Vx[ax # 0 A Blax) A ax +a # 0 A — Blax + a)],

C’est-d-dire 4 A, a A = Ba.
Vx[ax £ 0 A — B(ax) A ax +a # 0 A — B(ax + a)],

c’est-a-dire & — Ba.

THEOREME. — Si &(x) est sans quantificateurs, Vx®(x) équivaut d une formule

sans quantificateurs.

On peut supposer que ®(x) est une conjonction de formules atomiques et
de négations de formules atomiques. Elle s’écrit alors D1(x) A D,(x), ou

D(x) = Ry(ay x + b)) A A Ra,x + b,),

les R, étant de la forme décrite dans énoncé du lemme 3. On montre le théo-
réme par récurrence sur la longueur de ®,(x). Si cette longueur est nulle
on est ramen¢ au lemme 4. Si @,(x) = 4,(ax + b) A ¥(x), supposons d’abord
n = 1. La formule 3 étudier est alors

Vx[Ai(ax + b)) A P(x) A ?,(x)],
qui équivaut 4
VyVx[F()) Ay cax + b A P(x) A ,(x)].
D’aprés I'hypothése de récurrence
Vx[P(x) Ay cax + b A D,(x)]

équivaut & une formule sans quantificateur H(y) (car y cax + b s’écrit
ayx + by + y = 0). La formule considérée équivaut donc a Vy[F(y) A H»]
donc 2 une formule sans quantificateur d’aprés le lemme 1.

Supposons montré que, pour tout p < n, tout couple de termes @, b ne
contenant pas x et toute formule &,(x) de la forme

Ri(aix +b) A A Rfa;x + b)),
la formule
Vx[4,(ax + b) A P(x) A &,(x)]
est équivalente & une formule sans quantificateurs. Alors la formule
Vx[4,(ax + B) A P(x) A &,(x)]
équivaut a

VyVx[F()) Ay cax + b A Ay_s(ax + b + y) A ¥(x) A Dy(x)] .
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D’aprés ’hypothése faite, la formule
Vx[A,-1(ax + b+ y) Ay < ax + b A P(x) A D4(x)]

équivaut 3 une formule sans quantificateur H(y). La formule considérée équi-
vaut donc & Vy[F(») A H(y)] donc & une formule sans quantificateur d’apres
le lemme 1.

Si @,(x) = — 4,(ax + b) A P(x) (avec n > 1) la formule considérée est :

Vx[— 4, ax + b) A P(x) A P4(x)] .
Elle équivaut & la disjonction des formules suivantes :
Vx[— Ay(ax + B) A P(x) A D,(x)]
a laquelle on peut appliquer ’hypothése de récurrence ;
Vx[Afax + b) A — Ageq(ax + b) A P(X) A Dy(x)]

pouri = 1,2, ..., n — 1. On traite cette formule par récurrence sur i. Elle
équivaut 2 :

Vy Vx[F(y)_A ycax+b A d_ax +b+y A

— Afax + b + y) A D(x) A T(x)].
D’aprés I’hypothése de récurrence,
Vx[y cax + b A A;_y(ax + b + y) A = Aiax + b + y) A Py(x) A P(x)]

équivaut 2 une formule sans quantificateur H(y). La formule considérée équi-
vaut donc & Vy[F(y) A H(y)] donc a une formule sans quantificateur d’aprés
le lemme 1. C.q.f. d.

EXERCICES

1. Montrer que I'utilisation du symbole s est nécessaire pour I’élimination
des quantificateurs dans la théorie des ordres discrets sans premier ni
dernier élément. Plus précisément, si on considére le langage £ cons-
titué jpar le seul symbole < (et =), et I'ensemble &/ des formules sui-
vantes :

a) axiomes d’ordre total,
D) AxVyAz(z>xeoz=yVvzZ>y);
AVyAz<xeoz=y v z<VY],
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les modeles de cet ensemble sont les mémes que ceux du § II (en-
sembles totalement ordonnés discrets sans premier ni dernier élément),
mais &/ ne permet pas I’élimination des quantificateurs dans %.

Solution. — On considére le modéle de o constitué par I’ensemble
ordonné Z. Si Dy est le diagramme de ce modéle, et si o/ permet 1’élimi-
nation des quantificateurs (of, D) est saturé. Considérons le modele
constitué en ajoutant 'élément 4 au modéle précédent. C’est une exten-
sion du modele précédent donc elle satisfait D, ainsi que . Or la for-
mule Vx[0 < x < 1] n’est pas satisfaite dans le premier modéle, et elle
’est dans le second ce qui contredit la saturation de (<7, D).

On considére le langage % utilisé au paragraphe III, mais sans les sym-
boles n | et ’ensemble des formules a), ), ¢) de ce paragraphe.

a) Montrer que cet ensemble ne permet pas I'élimination des quanti-
ficateurs.

b) On ajoute maintenant 3 % les symboles # |, et on considére 1’en-
semble des formules a), b), ¢), d). Montrer que cet ensemble ne permet
pas I’élimination des quantificateurs dans Z.

Solution. — On considére le groupe Z x Z = G ordonné de la
fagon suivante : (q, b) > O si et seulement sia>0oua=0et b > 0.
G est un modéle de a), b), ¢), qui contient Z comme sous-modele (en iden-
tifiant (0, n) avec n). Soit Dy le diagramme de Z. Alors (a, b, ¢, d, Dy)
n’est pas saturé puisque la formule Ax Vy[x =2y vx+1=2y]
est vraie dans Z mais non dans G.

a) Soit .o/ un ensemble dénombrable de formules d’un langage égalitaire.
Montrer que si &/ a un modele (égalitaire) infini, pour chaque cardinal
infini N, o/ a un modéle de cardinal N.

b) Montrer que si & n’a que des modéles infinis et s’il existe un car-
dinal infini ¥ tel que tous les modeles de o de cardinal ¥ soient iso-
morphes (c’est-3-dire si o est catégorique pour la classe des réalisations
égalitaires de cardinal ) alors 7 est saturé.

¢) Montrer que tous les modeles dénombrables des axiomes du para-
graphe I (ordre dense avec premier et dernier élément) sont isomorphes
au segment [0, 1] de I'ensemble des nombres dyadiques (rationnels dont
le dénominateur est une puissance de 2). En déduire que les axiomes du
paragraphe I sont saturés.

d) Nous utiliserons ici les propriétés des bases de transcendance des
extensions d’un corps K (voir Bourbaki, Algébre, Ch. V).

Montrer que si £ est un corps algébriquement clos, si X et K’ sont
deux extensions algébriquement closes de 2 ayant des bases de trans-
cendance équipotentes, K et K’ sont isomorphes.
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En déduire que deux corps algébriquement clos de méme caractéris-
tique, de puissance 2% sont isomorphes, et que les axiomes de corps
algébriquement clos de caractéristique p (p = O ou p premier) sont saturés.

Solution. — a) Ajoutons & £ un ensemble C de symboles de cons-
tantes de cardinal N et soit # I'ensemble des formules @ # b pour a, b
éléments distincts de C. Tout sous-ensemble fini de (&7, #) a un modele
(le modele infini donné de 7). Donc I'ensemble tout entier a un modele.
Si o est Pensemble de F pour Fe o (formés avec des symboles fonc-
tionnels tous distincts), (d/: 4%) a donc un modéle canonique dont le
cardinal est évidemment .

b) Soit F une formule close de % non conséquence de /. (&, — F)
a donc un modele, et par suite a un modéle de cardinal N («# n’ayant
par hypothése que des modgles infinis (o, — F) a un modéle infini).
Comme tous les modéles de &/ de cardinal ¥ sont isomorphes, — F est
satisfaite dans tous les modéles de &/ de cardinal N. Par suite — F est
conséquence de o : si (o, F) avait un modéle il aurait un modéle de
cardinal ¥. Il en résulte que o est saturé.

¢) Il est clair que tout ensemble muni d’un ordre dense est infini.
Soit alors (0, @y, ..., @y ...) U { 1 } un ensemble dénombrable muni d’un
ordre dense, dont le premier élément est O et le dernier 1. On définit
par récurrence sur n une application ¢ de {0, ay,...,a,, 1 } dans le
segment [0, 1] des dyadiques, conservant I’ordre : si @+ S€ place entre
a; et a; on pose

0(@y+1) = %[(P(ai) + (P(aj)] .
2g+1
2”

Tout nombre dyadique est atteint, sinon en supposant que

2r+1
2”

est le premier dyadique qui n’est jamais atteint (le premier

2q+1<2q +1
2" 27"

r r+1 2r+1

=1 et -1 sont atteints et égaux & ¢(a;) et p(a;). Alors o = o(a,),

dans l'ordre :

sin<n ousin=n etqg < q')alors

ol g, est le premier a qui se place entre ; et a;. Il en résulte que ¢ est un
isomorphisme. C.q.f d.

d) Soient b; (i e I) et b; (i € I) des bases de transcendance de X et K’
sur Q ; K est donc algébrique sur Q(b,),; ; c’est donc la cloture algébrique
de Q(b));.;- De méme K’ est la cloture algébrique de Qb)ier- OF 2(b)ier
et Q(b)),.; sont isomorphes au corps des fractions rationnelles (X )icr- -
Donc leurs cidtures algébriques sont isomorphes.
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Soit £, la clbture algébrique du corps premier de caractéristique p ; Q,est
donc dénombrable. Si le cardinal I de ] est > N,, le cardinal du corps des
fractions rationnelles Q(X),.; est égal & I, donc aussi celui de sa cldture
algébrique. Donc si K est un corps algébriquement clos de caractéris-
tique p, de puissance 2%o, les bases de transcendance de K sur Q, ont
pour puissance 2%°. Deux corps algébriquement clos de caractéristique p,
de puissance 2™ ont donc des bases de transcendance éqmipotentes sur
,, donc sont isomorphes. Comme les axiomes de corps algébriquement
clos de caractéristique p n’ont que des modéles infinis, il suffit d’appliquer
la partie b), avec N = 2% pour voir qu’ils sont saturés.

a) On rappelle que tout corps ordonné se plonge dans un corps réel
fermé (voir V. d. Waerden).

Montrer que si un polyndéme p(x,, ..., x,) a coefficients dans un corps
ordonné K est > 0 pour toutes les valeurs de x,, ..., x, dans une extension
réelle fermée de K, il est > 0 pour toutes les valeurs x,, ..., x, dans toute
extension ordonnée de K.

b) Un corps L est dit réel si quels que soient x;, ..., x, dans L on a
x+ 4+ x2+1%£0.0n rappelle que tout corps réel se plonge dans
un corps réel fermé donc peut étre ordonné.

Soit g € L. Montrer que si a n’est pas une somme de carrés le corps
L(\/="d) est réel. En déduire qu’il y a un ordre sur L qui rend a < 0.

¢) On considére un corps K réel dans lequel, pour tout élément a de K,
a ou — a est somme de carrés d’éléments de K. Montrer que si
P(xy; ..y X,) & coefficients dans K est > 0 quels que soient X5 eves Xp
dans une extension réelle fermée de K, il existe des fractions rationnelles
Iis ..., Iy & coefficients dans K telles que p = r? + - + ri.

d) Soit p(xy, ..., X,) un polyndme 2 coefficients dans Q, positif ou nul
pour toutes les valeurs des variables (dans Q). Alors il existe des fractions

rationnelles & coefficients dans Q : ry, ..., r,, telles que p = r? + - + ri.

Solution. — a) Dy désignant le diagramme de K, et o les axiomes
de corps réel fermé, il est immédiat que (o, Dy) est saturé. Comme la
formule Ax; ... Ax,(p(xy, ..., x,) > 0) est satisfaite dans un des modéles
de (o7, Dy), elle est satisfaite dans tous les corps réels fermés contenant K,
donc dans tous les corps ordonnés contenant K, puisqu’ils se plongent
dans un corps réel fermé.

b) Tout élément de L(\/— a) est de la forme a + B /— a, avec «,
BeL. Sional +Z(“i+ﬂi\/— a)? =0,

1+Ya?—aY pF=0.
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Donc

ye 1 +Za,2= (1 +Zaf)2ﬁf
> B (o1

ce qui montre que a est une somme de carrés, ce qui est une contradiction.

¢) 11 est clair que K ne peut &tre ordonné que d’une seule fagon : sia
est une somme de carrés, a est positif. Sinon a < 0. Il en résulte que dans
tout corps ordonné contenant K, on a p(xy, ..., X,) = 0. Or le corps
K(X, ..., X,) des fractions rationnelles & n variables sur K est un corps
réel. 11 en résulte que p(X, ..., X,) (valeur du polyndme p(xy, ..., X,)
pour x; = Xy, ..., X, = X,, les variables X étant éléments de base du
corps K(Xi, ..., X)) est = 0 dans tout ordre sur K(Xy, ..., X,) et par suite
est une somme de carrés d’éléments de ce corps.

d) Si p(x1, ..y X) = 0 pour xy, ..., X, € Q, comme c’est une fonction
continue on a p(xy, ..., X,) = 0 dans R. Il en suffit alors de remarquer
d’une part que R est réel fermé, d’autre part que tout élément positif
de Q est une somme de carrés d’éléments de Q pour obtenir le résultat
(Théoréme d’Artin).

a) & désigne le langage utilisé au paragraphe I1I et £’ le langage obtenu
en ajoutant 3 % un symbole fonctionnel & 2 variables : X.

Montrer qu’il n’y a aucune formule de %, a 3 variables libres dont
la valeur dans la réalisation standard (sur Z) de £ soit I'ensemble :

{(m,np)eZ> m=np}.

b) Soit o 'ensemble des formules de £’ satisfaites par la réalisation
standard de & (ol x est interprété comme ’opération produit) et soit
&/, 'ensemble des formules obtenues en substituant & X dans &/ un
autre symbole fonctionnel 2 variables x; non dans #’. Montrer que
I'ensemble (&7, /;) a un modéle dans lequel les valeurs de x et Xy
sont distinctes.

Solution. — a) Soit F(x, y, z) une telle formule. Comme la réalisation
standard satisfait les axiomes utilisés au paragraphe II1, il existe une formule
G(x) sans quantificateurs & une variable x, telle que G(x) et VyF(x, y, )
prennent la méme valeur dans la réalisation standard, cette valeur étant
I’ensemble des carrés. Or pour toute formule H(x) sans quantificateurs
3 une variable libre de &, il existe deux entiers positifs N et p tels que
(H désignant la valeur de H(x) dans la réalisation standard) pour tout
entier n > N, ne H<>n + pe H: Cest évident si H est atomique (car
alors H est de 'une des formes ax + b=0;ax +b>0;nlax + b;
avec a, b € Z) et il est immédiat que si H et H' ont cette propriété, v HH'
et — H Pont aussi. On a donc une contradiction car il n’existe pas d’en-

KREISEL et KRIVINE, — Logique mathématique 6
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tiers N, p tels que si n > N, n est un carré si et seulement sin + p en
est un.

b) Supposons que dans tout modéle de (o, o/,) les valeurs de x et
x , sont les mémes. Alors la formule Aa Abla X b = a x; b] est consé-
quence de (&, &,). Le théoréme de définissabilité montre alors Pexis-
tence d’une formule F(a, b, ¢) de & telle que F(a, b, c)«<»a=b x ¢
soit conséquence de &/. Comme &/ est satisfait dans la réalisation stan-
dard le &, la valeur de F dans cette réalisation est

{(m,n,p)eZ?>: m=np}

ce qui contredit le résultat précédent.

(Nulistellensatz de Hilbert). Soient K un corps et L une extension algé-
briquement close de K; si py, ..., p; sont des polyndmes & n variables
Xy, .oy X, & coefficients dans K, qui n’ont aucune racine commune dans
L, il existe des polyndmes ¢, ..., g, & n variables & coefficients dans
K tels que

k
rapn=1.

Solution : Soient o les axiomes de corps algébriquement clos et Dy
le diagramme de K. Alors (&/, Dg) est saturé et L en est un modéle,
Donc py, ..., oy n'ont de racine commune dans aucune extension algé-
briquement close de K. Comme toute extension de K se plonge dans une
extension algébriquement close, on voit que py, ..., p, n’ont de racine
commune dans aucune extension de K. Soit 7 I'idéal de K[x,, ..., x,]
engendré par py, ..., p,. Si cet idéal est différent de K[x,, ..., x,], il se plonge
dans un idéal maximal J. Le quotient K[x,, ..., x,}/J est une extension
de X dans laquelle py, ..., p, ont une racine commune, & savoir 1'image
canonique de (xy, ..., X,). Comme c’est impossible on a

I = K[xq, ..., X,),
donc 1 el C. q. £ d.




5. CALCUL DES PREDICATS
A PLUSIEURS TYPES D’OBJETS ;
ECHELLE DES TYPES FINIS

Résumé

La premiére partie de ce chapitre et I’exercice 1 exposent une seconde
méthode — annoncée dans le résumé du chapitre 2 — pour développer
la logique des prédicats du premier ordre. Les résultats essentiels sont for-
mulés et démontrés directement pour les langages avec plusieurs espéces
de variables, lesquels sont couramment employés en mathématiques.
L’emploi de tels langages est, en principe, réductible a celui de langages
avec une seule espéce de variables et des prédicats monadiques Mi(x)
signifiant « x appartient a I’espéce i ». Mais, en pratique, ces langages
sont utiles parce qu’ils permettent de formuler simplement certains
résultats, par exemple, une forme améliorée du lemme d’interpolation,
qui sera fort utile dans le prochain chapitre. La construction de modéles
canoniques indiquée dans ce chapitre est en pratique beaucoup plus
commode pour les langages avec plusieurs espéces de variables que
celle du chapitre 2 ; voir ’exercice 2 pour la relation entre ces deux mé-
thodes.

La seconde partie étudie les langages, toujours a plusieurs sortes de
variables qui sont ainsi constitués : une espéce pour les individus, une
pour les ensembles d’individus, une pour les familles de tels ensembles,
et ainsi de suite par itération finie. Ces langages ont été rendus familiers
par les mathématiques axiomatiques ol1, par exemple, dans la théorie des
groupes, les éléments du groupe considéré jouent le role d’individus
tandis que les sous-groupes sont des ensembles de tels individus (ensem-
bles sur lesquels on prend la restriction de I'opération de groupe). Plus
généralement, les langages considérés ici sont ceux obtenus aux niveaux
finis de la structure ou « échelle » des types (simples). L’exercice 5 définit
la structure des types cumulatifs et donne sa relation avec la structure
des types simples.

Daps la classe de réalisations que nous considérons ici (celle des modéles
généraux), le domaine Cp des variables d’individus est quelconque et
les domaines des autres variables sont des familles d’ensembles incluses
respectivement dans les types 1, 2, ... de échelle ayant pour base Co, et
soumises seulement a certaines conditions de cldture. L’étude de ces
réalisations générales est réductible au chapitre 2 (grice aux axiomes
d’extensionnalité). Deux autres classes de réalisations seront traitées
dans le dernier chapitre.
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Un langage & a k types d’objets est, par définition, constitué par :
1o k ensembles infinis disjoints V'’ V¥, Lesélémentsde VY (1 < i < k)

sont appelés variables de type i de &Z.
20 k ensembles disjoints C%, ..., C¥. Les éléments de CP (1 < i< k)
sont appelés symboles de constante de type i de &Z.

30 Pour chaque entier n > 0, un ensemble R% dont les élémenfs sont appe-
Iés symboles relationnels a n variables (de type quelconque).

40 Pour chaque suite (i, ..., i,) formée d’entiers compris entre 1 et %, un
ensemble SE" -~ dont les éléments sont appelés symboles relationnels de
type (i, ..., i,) (ou symboles relationnels a n variables dont la premiére est
de type iy, ..., la n-itme de type i,).

Tous ces ensembles sont supposés disjoints deux a deux.

Les formules atomiques sont, par définition, les suites de symboles de .# de
I'une des deux formes suivantes :

a) RE, ... &, ou R est un symbole relationnel & » variables (R € RY), et ol
&4y -or &, sont des variables ou des symboles de constante de £ de type quel-
conque :

k
e Y CcPuvy pour I1<ign.
ji=1

b) &SV . E¥ ol S est un symbole relationnel de type (iy, ..., iy)
(S € S§u ™y et ol €YV est une variable ou un symbole de constante de type
igs o Un) une variable ou un symbole de constante de type i,.

L’ensemble des formules atomiques de & sera désigné par At_g’.

L’ensemble &, des formules de %, est par définition, I’ensemble des
schémas fonctionnels construits avec les formules atomiques de £ comme
symboles a 0 variables, — et Vx comme symboles & 1 variable (x décrivant
VP U U VP), v comme symbole & 2 variables (voir préliminaires).

On définit comme au chapitre 2 les notations Ax, —, <> ; les variables libres
d’une formule de & ; la notion de formule close de 2.

Une réalisation du langage ¥ & k types d’objets est, par définition, constituée
par :

10 k& ensembles non vides Ej, ..., Ey; E; (1 < i < k) est appelé ensemble
de base de type i de la réalisation.

20 Pour chaque i (1 < i < k) une applicationc — ¢ de C C9 dans E,.
30 Pour chaque entier » > 0 une application R — R de RY dans

BLE, © -~ v EY"].

40 Pour chaque suite (i, ..., i,) d’entiers compris entre 1 et k, une appli-
cation S — S de S§" ™ dans P[E; x = X E; ).
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La valeur F prise par une formule F de % dans cette réalisation est un sous-
1) (¢9]

ensemble de EY* x -+ x E;{* (ensemble des suites (Jy, ..., &), olt §, est une

apphcatlon de V(') dans E;; c’est donc aussi 'ensemble des apphcatlons é

de U vy dans U E telles que 8(V¥’) < E; pour 1 < j < k, puisque

Jj= =1
V“), s V& sont disjoints). On la définit de la fagon suivante :

— Si F est une formule atomique, elle est de la forme Ré(l“) ... &0 avec
ReRY ou ReS§y—m g g &ant des variables ou des symboles
de constante de types respectifs iy, ..., i, ; la valeur F .prise par F est alors
Iensemble des

V(l) (k)
SeEV¢ x - x E *
telles que v
(5, ..., SEEN) eR,
ou J(EP) =08y si &P est une variable, et
O(EPy = &9 si. &Y est un symbole de. constante.

— D’aprés le théoréme sur les schémas fonctionnels (voir préliminaires),

F est alors défini pour chaque formule F'si on pose F v G = Fu G; - F =(F;
VxF = projection de F suivant la variable x (c’est I’ensemble des

(1) (k
S€E/* x « x E*

telles qu’il existe &, € F, 8, étant égale & § pour toute variable sauf peut-étre x).
De méme qu’au chapitre 2 on voit que la valeur prise par une formule close

(1) )
F est soit E{¢ x = x Ej® soit ¢.

Dans le premier cas on dit que F est satisfaite par la réalisation considérée.
Si o/ est un ensemble de formules closes de %, on dit que la formule F est
conséquence de <7, et on écrit o/ - F, si toute réalisation de & qui satisfait
o (c’est-a-dire qui satisfait chaque formule de &) satisfait aussi F. Un théo-
réme de &£ est par définition une formule dont la cloture est satisfaite par
toutes les réalisations de Z.

De méme qu’au chapitre 2, on définit les formules prénexes de 2, et
on montre que toute formule de % équivaut 4 une formule prénexe.

‘Une réalisation de % sera dite canonique si son ensemble de base de type i
est CP (ensemble des symboles de constante de type i de &) pour 1 < i <k,
et si pour chaque symbole de constante ¢ de & on a ¢ = ¢ dans cette réali-

sation. Remarquons que si I’'un des ensembles ij) est vide, & n’a pas de réali-
sation canonique.
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A toute réalisation canonique de % correspond une réalisation du cal-
cul propositionnel construit sur les formules atomiques closes de % : la valeur
prise par Ra{™ ... al" (ol R est un symbole relationnel & n variables, ou un
symbole relationnel de type (iy, ..., i), et ot @i, ..., al sont des symboles
de constante de types respectifs iy, ..., i ) étant 1 ou 0 suivant que @, ..., al)
appartient ou non 3 R.

Inversement toute réalisation du calcul propositionnel constrult sur les
formules atomiques closes de % définit de cette fagon une réalisation cano-
nique de Z.

Le lemme suivant se vérifie immédiatement par récurrence sur la longueur
de F:

LemME 1. — Soit F une formule du langage &, close, sans quantificateurs.
Alors F est toujours simultanément satisfaite ou non satisfaite par une réalisation
canonique de £ et la réalisation correspondante du calcul propositionnel cons-
truit sur les formules atomiques closes de &.

Soient A4S (1 < i<k ; n entier > 1) une famille d’ensembles disjoints,
ayant chacun le méme cardinal que I’ensemble des formules de %, et disjoints
de & (aucun élément de A% n’est une variable ou un symbole de ). Posons
A9 = Y 4D et soit £, le langage obtenu en ajoutant & & chaque élément

121
de 4® comme symbole de constante de type i. L’ensemble des symboles de
constante de type i de &, est donc CP U AP, On pose :

d,= U 49 et 4= U4,= U 49.

1<isk nz1 1<i<k

Pour chaque a € A%, Pentier 7 tel que a € 4 est appelé le rang de a (Uentier
i compris entre 1 et k étant le type de a). Le rang d’une formule F de %, est
par définition le maximum des rangs des éléments de 4 qui y figurent, ou 0
8’il n’y figure aucun élément de 4, c’est-a-dire si F est une formule de .

Pour chaque i (1 < i < k) on choisit une variable x® de %, de type i,
et on désigne par F Iensemble des formules de rang #n de &, ayant x®
pour seule variable libre. Il est clair que #& et AY), ont méme cardinal (qui
est celui de 'ensemble des formules de .£). Pour chaque couple (i, n) (avec
1 <i<ketnentier > 0) on se donne une bijection ¢ de FO sur 49, ,.
Pour chaque a € 49, il existe donc une formule 4(x?) et une seule, ayant
x® pour seule variable libre, et telle que a = £A(x®) ; de plus le rang de 4(x®)
est inférieur d’une unité a celui de a.

On désigne par Q, la formule VxPA4(x)) — A(a) pour a = ed(x®) ;
par Q0 I'ensemble des 2, pour a € A, par QP I'ensemble des Q, pour a € 4P,
par , Pensemble des Q, pour a € 4,, et par Q 'ensemble des Qa pour a € A.
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On a donc

o=Ue = U 9.

nz1 1<€i<k
PROPOSITION 1. — Toute réalisation de & s’étend a £, en un modéle de Q.

Soit Mt une réalisation de &, d’ensembles de base Ej, ..., E;. On définit

'la valeur @ de a € 4 par récurrence sur le rang de a : supposons défini b pour
chaque b e |J 4,, de fagon que Q;, 2, ..., 2, soient satisfaits.

p<n

Soit @ € 4, ; 1a formule A(x) telle que @ = eA(x) est de rang n — 1, et par
suite a une valeur A(x) dans la réalisation de £ U 4, U -~ U 4,_, ainsi définie.
Si A(x) # ¢, il existe a € E; (i est le type de a) tel que a € A(x). On pose alors
a=oa;si A(X) = ¢ on pose @ = un élément quelconque de E;. Dansles deux
cas Q,, qui est VxA(x) — A(a), est satisfaite. C.g. f. d.

PROPOSITION 2. — Pour tout modéle M de Q, il existe un modéle canonique
M,, satisfaisant les mémes formules closes de £, que M.

Soit R un symbole relationnel & » variables, ou un symbole relationnel de
type (i, ..., i,) de &, et soit R la valeur qu’il prend dans la réalisation donnée
9. On définit Ra,, valeur de R dans la réalisation %, en posant

Em1 = { (a4, ..., a,) ; la formule Ra, ... a, est satisfaite dans I }

(Si R est un symbole relationnel de type (iy, ..., i), @y, -, @, sont de fypes
respectifs iy, ..., i, sinon Ra, ... a, n’est pas une formule de Z£).

Soit F une formule close de .#,. On va montrer, par récurrence sur la
longueur de F, quelle est simultanément satisfaite ou non satisfaite par M
et M, . Cest évident si F est atomique par définition de M, .

— Si F= — G, daprds I'hypothése de récurrence, G est, par exemple,
satisfaite par 9 et M, : donc F est non satisfaite par M et M. De méme si
F=Gv H. ‘

— Si F = VxG(x), supposons d’abord F satisfaite par M. Comme M satis-
fait ©, I satisfait G(g), oul g = &G(x): car £ contient la formule VxG(x) - G(g)-
D’aprés hypothése de récurrence, M, satisfait aussi G(g) et donc satisfait F.
Si maintenant M ne satisfait pas F, M satisfait toutes les formules — G(a),
oll g décrit ’ensemble des symboles de constante de £, de méme type que x.
D’aprés Phypothése de récurrence, M, satisfait aussi ces formules ; mais
comme Pensemble de base de type i de M, est 'ensemble des symboles de
constante de type i de £, M, satisfait Ax — G(x), c’est-a-dire — F.

C.q.f. d



80 .. ELEMENTS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

A chaque formule F de & 4> prénexe, close, associons un ensemble { F )
de formules closes sans quantificateur de £ ,, défini par récurrence sur la lon-
gueur de F de la fagon suivante :

— si F est sans quantificateur, { F» = { F } (ensemble réduit 3 F).
— si Fest VxG(x), alors { F > = { G(g) ) ol g = ¢G(x). ’
— si F est AxG(x), alors ( F) = |J { G(@) ), ot a décrit 'ensemble des

symboles de constante de ¥, de méme type que x.

LeMME 2. — Tout modéle canonique de { F) satisfait F; tout modeéle de
(@, F) satisfait { F ) (autrement dit Q, F - { F }).

Démonstration par récurrence sur la longueur de F. Le lemme est évident
si F est sans quantificateur puisqu’alors ( F) = { F }.

Si F est VxG(x), soit P un modéle canonique de { F >, c’est-a-dire de
{ G(g) ), avec g = &G(x). Comme G(g) est plus courte que F, M satisfait G(g),
donc aussi F. D’autre part, 2, F — 2, VxG(x) = G(g), VxG(x). Donc
Q, F - 2, G(g). D’aprés 'hypothése de récurrence 2, G(g) +{ G(g) ) ce qui
montre que Q, F = F).

Si F est AxG(x), soit It un modele canonique de { F) donc de |J { G(a) )

(ou a décrit 'ensemble des symboles de constante de .#, de méme type que x).
L’hypothése de récurrence entraine que I satisfait chacune des formules G(a) ;
comme IR est une réalisation canonique, elle satisfait AxG(x). D’autre part,
Q, F - Q, G(a) pour chaque symbole de constante a de méme type que x.
D’aprés ’hypothése de récurrence, 2, G(@) +{ G(a) ) ;donc @, F - |J { G(a) )

c’est-a-dire Q, F I~ F). C.q.f. d.

THEOREME 1 (THEOREME DE FINITUDE). — Si fout sous-ensemble fini d’un
ensemble of de formules closes de & a un modéle, </ a un modéle.

On peut supposer &/ formé de formules prénexes closes. Désignons alors
par 4 la réunion des { F) pour F € &/. Soit U un sous-ensemble fini quelcon-
que de #; on a donc U =< F;>u- U{F,). Comme (F,.. F)aun
modele par hypothese, (2, F, ..., F,) en a un (proposition 1), donc a un modéle
canonique (proposition 2). Comme Q, F; + { F; ) (lemme 2), ce modéle satis~
fait ( Fy >, { F, >, ...,{ F, >, donc aussi U. Tout sous-ensemble fini U de #
a donc un mode¢le canonique, donc aussi un modele au sens du calcul proposi-
tionnel construit sur les formules atomiques closes de %, (lemme 1). Le théo-
réme de finitude pour le calcul propositionnel montre alors que % a un modéle
au sens du calcul propositionnel, donc (lemme 1) un modéle canonique. Celui-
ci satisfait { F ) pour chaque F € o/, donc satisfait &/ d’apres le lemme 2.

C.qf. d

COROLLAIRE. — Soient I un ensemble totalement ordonné et (sf)); .y une
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famille croissante d’ensembles de formules closes de & (i <j= of; = A4)).
Si chaque o ; posséde un modéle, \J s/; en a un.
iel

o

11 suffit en effet de moﬂﬁer que tout sous-ensemble fini (Fy, ..., F,) de |J «;
iel
a un moddle. Or F, € &;,, ..., F, € o, . Si i, par exemple est le plus grand €l¢é-
ment de la suite (iy, ..., i,) on a (Fy, .., F,) < &, et donc (Fy, ..., F,) a un
modgele.

C.q.f.d.

— A chaque formule F prénexe close de .%,, associons un sous-ensemble
A(F) de 4, défini par récurrence sur la longueur de F de la fagon suivante :

— si F est sans quantificateur, A(F) = ¢,

— si Fest Vx G(x), alors A(F) = 4(G()) u { g } (ot g = G(x)).

— si Fest AxG(x), alors A(F) = |J 4(G(a)), ol a décrit 'ensemble des sym-
boles de constante de &, de mémeatype que x.

Désignons par 2(F) 'ensemble des formules Q, pour a € A(F).

Le lemme suivant précise la deuxi¢me partie du lemme 2 :

LeMME 3. — Pour chaque formule F prénexe close de &4, { F) est consé-
quence de (2(F), F).

Démonstration par récurrence sur la longueur de F. Le lemme est évident
si F est sans quantificateur, car Q(F) = ¢p et { F)> = { F }.

Si Fest VxG(x), ona{ F)» = { G(g) ), avec g = £G(x). D’aprés I’hypothése
de récurrence, { F) est conséquence de (G(g)), G(g). Or Q(F) contient
Q(G(g)) et 2, ; de plus F, @, — G(g). Donc 2(F), F + { G(g) ) et par suite
QF), F={F>. ’

Si F est AxG(x), soit U € { F ) ; alors U € { G(a) ) pour un certain symbole
de constante a de méme type que x. D’aprés ’hypothése de récurrence,
2(G(@)), G(@) +{ G(a) ), donc 2(G(a)), G(a) + U. Comme 2(F) > (G(a))
et que F — G(ad), on a bien Q(F), F — U.

C.q.f. d.

LeMME 4. — Si F et G sont deux formules prénexes closes de & 4 telles que
A(F) N A(G) # ¢, F et G ont les mémes symboles relationnels et les mémes types.

Soit b e’A(F) N A(G). Comme bed, on a b = ¢B(x), pour une certaine
formule B(x) 4 une variable libre. On montre par récurrence sur la longueur de F,
que F et B(x) ont les mémes symboles relationnels et les mémes types.

F ne peut é&tre sans quantificateur, sinon A(F) serait vide. Si F est VxG(x),
comme beA(F) on a beA(G@) v {g} (ol g = &G(x)). Si bed(G()),
d’aprés ’hypothése de récurrence G(g) et B(x) ont les mémes symboles rela-
tionnels et les mémes types, donc aussi F et B(x) ; si b = g alors B(x) = G(x)
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(car & est biunivoque) donc F et B(x) ont les mémes symboles relationnels et
les mémes types. )

Si F est AxG(x), comme b € A(F), on a b € A(G(a)) pour un certain symbole
_ de constante ¢ de méme type que x. D’aprés I’hypothése de récurrence, G(a)
et B(x) ont les mémes symboles relationnels et les mémes types, donc aussi F
et B(x).

On montre de méme que G et B(x) ont les mémes symboles relationnels et les

mémes types, donc aussi F et G.
C.q.f. d.

THEOREME 2 (THEOREME D’INTERPOLATION). — Soient F et G deux formules
closes de &, telles que F A G nait pas de modéle. Alors il existe une formule H
de 2, dont les symboles relationnels et les types sont communs d F et a4 G, telle
que F —» H et G > — H soient deux théorémes.

Comme (F, G) n’a pas de modéle, { F> u { G ) n’a pas de modéle canonique
(lemme 2), donc est contradictoire au sens du calcul propositionnel construit
sur les formules atomiques closes de .Z, (lemme 1). Le lemme d’interpolation
pour ce calcul propositionnel donne alors une formule C de %, close, sans
quantificateur, dont les formules atomjques sont communesa { F) eta { G ),
et telle que ( F) - C et (G - — C. Or les symboles relationnels et les
types qui apparaissent dans { F ) (resp. { G ») sont ceux de F (resp. G) comme
on le voit immédiatement sur la définition de { F) et { G ). Il en résulte que
les symboles relationnels et les types de C sont communs & F et 4 G. D’apres le
lemme 3, Q(F), F - C et Q(G), G - — C.

Si A(F)n A(G) # ¢, F et G ont les mémes symboles relationnels et les
mémes types (lemme 4). Le théoréme & démontrer est trivial dans ce cas : il
suffit de poser H = F. On peut donc supposer 4(F) n.-4(G) = ¢.

D’aprés le théoréme de finitude, on a :

Qus s 2, F'=-C §))]

Qpps s 2, G = C o)

ol aj, ..., a, sont des éléments distincts de A(F), et by, ..., b, des éléments
distincts de 4(G). Comme A(F) n 4(G) = ¢ on a

a#b(1<i<n;1<j<p).

Soit a, par exemple 1'un des éléments de rang maximum de I’ensemble
{as, s @y, byy ey by 3o Alors Q,, Q.0 s 2,1, 24, 2,,, -0, 2, DE CONtien-
nent pas a,. Soit C,(2) la formule obtenue en remplagant @, dans C par une
variable z de méme type. On a donc C = C,(q,) et par suite C - VzCy(2).

Donc
Q

agr *°

., F -VzCy(2).
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Or Q,, ... 2, _, F, VzCy(z) ne contiennent pas a,. D’autre part Q, s’écrit
VxA(x) - A(a,), ob A(x) ne contient pas a,. Donc

Qups or Qs VY[VxAX) = AW, F + VzCi(2)
c’est-a-dire
Qs s @, F - V2zCi(2) . 3)
D’autre part :
Qs s L,y G =1 Ci(ay) .
Comme a, n’apparait pas dans 2, , ..., 2, , G, on en déduit :
Qs s Qs G = Az — Cy(2) . @

On recommence cette opération & partir de (3) et (4) au lieude (1) et (2) et ainsi
de suite. On élimine ainsi une par une chaque formule

Q. 2y, 1<ign;1<j<p.
Au (n + p)-itme pas on obtient une formule H, qui a les mémes symboles
relationnels et les mémes types que C telleque F - Het G — — H.
C.q. f. d
La définition et les deux lemmes qui suivent (lemmes 5 et 6) seront utilisés
dans les chapitres suivants.

Pour chaque a € 4, nous désignerons par 6, intersection de tous les sous-
ensembles X de Q ayant les propriétés suivantes :

1) Q,eX,
2) si b €4, et si b apparait dans une formule de X, alors 2, € X.

8, est donc le plus petit sous-ensemble de £ ayant ces deux propriétés.

LEMME 5. — Soient ay, ..., a, les éléments de A différents de a, qui appa-
raissent dans Q,. Alors

0,=0,, 00,00, V{2 }.

I est clair que 6, U U6, U{Q,} ales propriétés 1 et 2 ci-dessus donc
contient 6,. Mais inversement 6, contient 2, (1 < i < n)etdoncd, a les deux
propriétés définissant 6,. Donc 8, > 0,, et par suite

8,6, 0ub, U{Q,}. C.q.f. d.

On en déduit que 6, est un sous-ensemble fini de Q pour tout a € A : C’est évident
si a €4, car alors 6, = { Q, }; ayant montré que 0, est fini pour tout a € 4
de rang < n, le lemme précédent montre que 6, est fini pour tout a € 4,.

LEMME 6. — Soit F une formule close de %,, a, ..., a, les éléments de A qui
y figurent. Si Q- F, alors 0,,, ..., 0, + F.
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D’aprés le théoréme de finitude il existe un sous-ensemble fini Q' de Q tel
que ' - F. Parmi les sous-ensembles finis de 2 contenant 8,, ..., 6, et ayant
F pour conséquence, soit

Qo = 901 U v eu" V) {le, veey pr }

un de ceux qui ont le plus petit nombre de formules. Supposons p # 0, et
by, ..., b, rangés par ordre de rang non décroissant. Soit B,(x) la formule telle
que eB,(x) = b,. Alors

Orss o5 Oy Ppps s @y VXB,(x) = By(by) b F .

Or b, n’apparait pas dans 0, (1 < i < n). Sinon d’aprés la définition de 0.,
on aurait 2, €60, et Q, serait superflu. D’autre part b, n’apparait pas dans
2, .., Q,,_,- Sinon, comme b, # b, ..., b, # b,_,, le rang de b, serait stric-
tement inférieur au rang de I'un des b, (1 < j < p — 1). Enfin b, n’apparait
pas dans F, car les seuls éléments de 4 qui figurent dans F sont ay, ..., a,, et on
a déja vu que b, ne peut étre I'un d’eux. Il en résulte que

Oags wovs Oups Qo5 w0 g, » VY[VXB,(x) > B,(y)]+ F.
Donc
Opps vves O 25 1o Q, < F

et cela contredit la propriété de minimum de Q,. On a donc p = 0.
C.q.f d.

Le calcul des prédicats a % types d’objets avec égalité,

Un langage & a k types d’objets est dit égalitaire si on a distingué un sym-
bole relationnel E de &£ a 2 variables (E € R?)).

& étant un langage égalitaire, £, n étant deux variables ou symboles de
constante (de types quelconques), la formule atomique Efy sera écrite & = 1.

Une réalisation de %, I’ensembles de base Uy, ..., U, sera dite égalitaire
si la valeur de E dans cette réalisation est la diagonale de (U, u -+ u U,)?
(ensemble des couples (u, u) pour u € U; U =+ U Uj).

Une formule close F est dite conséquence égalitaire d’un ensemble o de
formules closes de £ (ce que nous écrirons o |= F, ou bien &/ - F §’il n’y
a pas de confusion possible), si toute réalisation égalitaire de & qui satisfait o
satisfait aussi F. Une formule F de % est appelée théoréme égalitaire de &
si sa cloture est satisfaite par toutes les réalisations égalitaires de &£.

Désignons par &4 I'ensemble des formules suivantes de & qu’on appelle
axiomes d’égalité pour & :

1o Ax® (x® = x) pour chaque entier i (1 < i < k), ot x® est une variable
de type i.
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20 Ax(lix) /\Xf,i") Ay(ljn) Ay(in)[x(lil) = y(lfl) A A xS = y(jn)
v AYy " N

A Rx(lix) x(in) __)Ry(ljx) yf;’"‘)]

e Xy
pour chaque symbole relationnel R € R(;‘) (y compris E lorsque n = 2), et
pour chaque suite iy, ..., iy j1, .-, J, d6 2 1 entiers compris entre 1 et k ;
H) L x pUn ] yUn) sont des variables de types respectifS iy, v, ins J1s - Jne

30 Ax(lil) Ax(in) Ay(lix) Ay(in)[x(lil) — y(lil)
e AXy e AYn

A A X0 =yl A Sx(D xR s Sy yin]
pour chaque symbole relationnel S de type (iy, ..., i) ; x5 et y§ sont des

variables de type i. _
Soit M un modele de &, d’ensembles de base Uy, ..., U, La valeur Em du

symbole relationnel E dans ce modele est le graphe d’une relation d’équiva-
lence sur U, U - U U, : en effet &, contient les formules :

Ax(lix) Ax(ziz)/\y(ljl) Ay(ziz)[x(lil) — y(1j1) A x(ziz) - y(zjz)
A x(lix) — x(ziz) N y(ljl) — y(ziz)]

donc I satisfait ces formules.

On déduit alors de M une réalisation égalitaire M’ de & de la fagon suivante :
les ensembles de base de M’ sont les images de Uy, ..., U, dans ’application
canonique de U; v v U sur Uy v v U,/Em. Si ¢ est un symbole de
constante de &, soit cm la valeur qu’il prend dans 9t ; alors sa valeur Can’
dans I est la classe d’équivalence de e pour la relation d’équivalence Em.

Si R est un symbole relationnel de & (& n variables ou de type (iy, ..., i,)) dont
la valeur dans 9t est R, on définit sa valeur Ry dans ' comme P'image de
Ra par Papplication canonique de Uy U -+ U U, sur Uy U -+ U Uy/Em.

De la méme fagon qu’au chapitre 3, on montre que pour chaque formule 4
de £, qui prend respectivement les valeurs Am et A dans M et W', Am est
saturée pour la relation d’équivalence Em, et Am est 'image de 4m par l'ap-
plication canonique de U; U+ U Uy sur Uy U - U U,/Em.

En particulier si 4 est une formule close de %, elle est simultanément satis-
faite ou non satisfaite par I et J'.

PROPOSITION 3. — Pour qu’une formule close F de ¥ soit conséquence égali-
taire d’un ensemble s de formules closes de &, il faut et il suffit que F soit consé-
quence de (4,8 ¢).

En effet si F est conséquence de («#, &), tout modele égalitaire de of satis-
fait &, donc satisfait F. Si F n’est pas conséquence de (&, & »), 1l existe un
modele M de (o, &) qui satisfait — F. Alors M’ est un modele égalitaire de
& qui satisfait — F, ce qui montre que F n’est pas conséquence égalitaire de /.

C. q. f. d.
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Le théoréme de finitude pour le calcul des prédicats & k types d’objets avec
égalité se déduit du théoréme de finitude pour le calcul des prédicats sans éga-
lité (théoréme 1) de la méme fagon qu’au chapitre 3. Il s’énonce :

THEOREME 3. — Soit &f un ensemble de formules closes du langage égali-

taire ¥, dont tout sous-ensemble fini a un modéle égalitaire. Alors o a un

modéle égalitaire. .
Le théoréme d’interpolation pour le calcul des prédicats avec égalité s’énonce :

THEOREME 4. — Soient F, G deux formules closes du langage égalitaire %,
telles que F A G r’ait pas de modéle égalitaire. Alors il existe une formule close
H de %, dont les symboles relationnels (I’égalité mise a part) et les types sont
communs & F et G, et telle que F — H et G — — H soient des théorémes égali-

taires.

On prend pour % le langage de F A G ; soient %, le langage formé des
symboles et des types qui sont dans F sans &tre dans G, £, le langage formé
des symboles et des types communs & Fet a G, £, le langage formé de symboles
et des types qui sont dans G sans étre dans F.

11 suffit de montrer que (F, G, £¢,u¢, S2,02,) I'a pas de modéle ; car, en
appliquant le théoréme d’interpolation aux formules £¢,,2, A F, 6¢,02, A G,
on obtient une formule H de &,, telle que

Eyve, FHH et Egprogs» G —— H;

par suite F — H et G — — H sont des théorémes égalitaires.
Soit alors MM un modele de

(F ’ G » éai’luz’z s éps’zu.%) 3

désignons par ¥, (resp. V,, V3) la réunion des ensembles de base de 9t dont
le type est dans &, (resp. &5, £3). On définit un modele Wi, de

(F s G ’ gz’xufz 3 éo.gzu.?3)

qui a les mémes ensembles de base que M, de la fagon suivante : soit R un
symbole relationnel a n variables de L (R e RY®) qui prend la valeur Rm
dans M ; alors sa valeur Rm, dans 9, est par définition :

R, = { (uq, gy s i) € (V3 UV, U V)"

(uy, ..., 4,) € Rmet uy, ..., u, sont tous éléments de ¥; U V, ou tous éléments
de V,uV;}

Si S est un symbole relationnel de & de type (iy, ..., i,) qui prend la valeur
Sm dans M, on pose Sm, = Sm. (Remarquons que les types iy, ..., i, de S
appartiennent tous & %, U %, si S apparait dans F, ou & £, U Z3si S
apparait dans G ; donc si (uy, ..., 4,) € S, Uy, ..., U, sont tous éléments de
Vi u ¥V, ou tous éléments de V, U V3).
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I est clair que 9% et M, satisfont les mémes formules de &3 U £, et de
#, 0 &L, Donc M est un modele de

(F s G s éa:zquyz s ngUY:,) .

On définit une relation d’équivalence EsuV= V, u ¥V, u V; de la fagon
suivante :

(x,y) € E = ((x, y) € Em,)
ou (xeVy, yeV, et 3zeV,, (x,2) cEm, et (y,z)€ Em,)
ou (x eV,, yeV, et 3zeV,, (x,z)€e me et (¥,2)€ E%) .

11 est clair que E est réflexive et symétrique ; de plus c’est une relation d’équi-
valence sur ¥, U V, et V, U V3 : car sur ces ensembles elle est identique a
Em,, qui est une relation d’équivalence sur V; LUV, puisque M, satisfait
&g, 02, €t sur V, U ¥V, puisque M,y satisfait £¢,u¢,. Si (%, ) € Eet (,2)e E
et si, par exemple, x € Vy,y € V3, z € Vy, il existe u, v € ¥ tels que (x, w),(u, ),
(v, ), (z, v)'soient éléments de Em,. Comme Em, est une relation d’équivalence
sur ¥, U V3 ona (u, v) e Esml, et donc (x, z) € Eml, d’ou (x, z) € E puisque
x, z € V,. E est donc bien une relation d’équivalence sur V.
Pour chaque symbole relationnel R & » variables (R € R%) on définit :

R={(uyg,.ot)eV";

il existe (vy, ..., v,) € V", avec (uy, v4) € E, .. (u,, v,) € Eet (04, s 0) € Ram, 1
Pour chaque symbole relationnel S de type (if, ..., i,) on pose

§=ngl=§5m.

E les R et les S définissent une réalisation M de £ qui a les mémes ensembles
de base que M et M,.

M satisfait &, : supposons que (g, ..., Uy,) € R (o R e RY) et que
(1, 01) € By vy Uy v,) € E ;
alors, par définition de 1~(, il existe (uyy ..., Uy) € I_ngl, avec
(ug, uy) € E, .. (u,u)e E;: donc (4, v)€ E, .. @, 0v)e E

et donc, par définition de R, (vy, ..., v,) € R. Cela montre que les _axiomes

d’égalité correspondant au symbole relationnel R sont satisfaits dans m.
D’autre part si S est un symbole relationnel de type (i, ..., i,) de &, S appa-

rait dans F par exemple. Les types iy, ..., i, de S sont alors contenus dans
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Z1 Y £,. Donc l'axiome d’égalité pour S est satisfait par M, (M, satisfait
€¢,ue,) donc par M puisque S = Sm,.

Si ReERY et si uy,..,u,eV, UV, (resp.V, U Vs) alors

Wy, ..., u) € Re Uy, oy uy) € EE.

En effet si (uy, ..., u,) € iﬁmv alors (uy, ..., u,) € R ; in&ersement, si

(g, s u,) € R et si uy, ..., u, € Vi UV, il existe vy, ..., v, tels que
(uy, vl)eﬁ, weey (U, v,,)eE et (Vg5 ooy U,,)El?g;zr.
D’ou il résulte que
Vs s Uy €V UV, ou Vi, s UV, UV,

Sivg, .0, €V UV, comme (y, v,) € E on a (u;, v;) € Egm1 ; puisque M,
satisfait £¢,,¢,, on a alors (uy, ..., 4,) € Rm,. Supposons alors

Ugs +ess Uy € Vz v V3 .

si v; € V3, comme (;, v;) € E il existe w; € ¥, (avec peut-&tre w; = u,) tel que
(u;, w)) € Em, et (w;, v;) € Em, ; siv; € V, on prend w; = v, et on a les mémes
relations. Comme M, satisfait 4,0, et que (v, ..., v,) € Rm, ona

(W, «es W) € Ran, ;
comme I, satisfait €¢,,e, on en déduit (uy, ..., u,) € Rm,. Cela- démontre le
résultat annoncé.

11 en résulte que | M et IR, satisfont les mémes formules de &£, U &, et de

£, u Z,. Donc M satisfait F, G. Comme M satisfait Eq, (F, G, &%) a un
modele, donc (proposition 3) F A G a un modele égalitaire, contrairement a
Phypothése. C.q.f d

Langages égalitaires 4 k& types d’objets avec symboles fonctionnels.

Nous nous bornerons dans ce paragraphe A donner les définitions et & énon-
cer les théorémes. Les démonstrations sont faites dans ’exercice 1.

Un langage égalitaire £, a k types d’objets avec symboles fonctionnels est
par définition constitué par :

1o k ensembles infinis disjoints V%", ..., VP; VP (1<i< k) est 'ensemble
des variables de type i de Z.

20 Pour chaque entier "> 0, un ensemble R, dont les éléments sont appe-
1és symboles relationnels & n variables (de type quelconque). De plus on sup-
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pose que RZ’ # ¢ et qu’on a distingué un élément E de R%’ appelé symbole

d’égalité.

30 Pour chaque suite (i, ..., i,) formée d’entiers compris entre 1 et k, un
ensemble SZ" ™ dont les éléments sont appelés symboles relationnels de
type (i;, ...,i,) (ou symboles relationnels & n variables dont la premiére est de
type i, ....la n-iéme de type i,).

40 Pour chaque suite (i, i, ..., i,) formée d’entiers compris entre 1 et k,
un ensemble F&'»+™ dont les éléments sont appelés symboles fonctionnels

de type (i, iy, ..., i,) (ou symboles fonctionnels & » variables, la premiére de
type i, ..., la n-iéme de type i,, & valeurs de type i).

Tous ces ensembles sont supposés disjoints deux a deux.

On définit (voir exercice 1) I'ensemble T des termes de &, qui se partage
en k ensembles disjoints TV, ..., T® ; TW (1 € i < k) est 'ensemble des ter-
mes de type i de &.

Les formules atomiques de % sont de 'une des deux formes suivantes :

Rt,..t, ot ReRY et t,,..,1t, sont des termes de types quelconques ;
en particulier la formule atomique Et, ¢, sera notée ¢; = ¢,.
St 19 ol S est un symbole relationnel de type (ij, ..., i,) et ol

1§, ..., £ sont des termes de types respectifs iy, ..., iy.
L’ensemble des formules de & est alors Pensemble des schémas fonctionnels
construits avec les formules atomiques comme symboles 4 0 variable, — et

Vx (pour chaque x € V%’ U -+ U V%) comme symboles & 1 variable, v comme
symbole a 2 variables.

Une réalisation égalitaire de & est par définition constituée par :

1) k ensembles non vides Uy, ..., Uy; U (1 € i < k) est appelé I'ensemble
de base de type i de la réalisation.

20 Pour chaque entier n > 0 une application R - Rde RY dans
‘B[(UI (WAL Uk)n].
On suppose de plus que E est la relation d’égalité sur U, U -+ u U, Cest-
a-dire ’ensemble des couples (4, %) pour ue U; U *- L U,.
30 Pour chaque suite (i, ..., i,) d’entiers compris entre 1 et k¥ une appli-
cation S S de S§ dans P(U;, x -~ x Uy).

4o Pour chaque suite (J, iy, ..., §,) d’entiers compris entre 1 et k, une appli-

cation f —» f de F$'v ™ dans I’ensemble des applications de U;, x - x U,
dans U,.

) k) L
Soit & un élément de UY? x - x Up?, c’est-a-dire une application de

KREeseL et KRIVINE. — Logique mathématique 7
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Ve U - U VY dans U, U - U U, telle que (V) = U, pour chaque
i(l<i<k).

Alors 6 se prolonge d’une fagon naturelle en une application, notée aussi &,
de T dans U, v - U U, telle que 6(TP) < U; pour chaque i (1 < i < k)
(voir exercice 1).

La valeur F prise par une formule F de & dans la réalisation con51deree est
un sous-ensemble de U} x - x Uk , qu’on définit par récurrence sur la
longueur de F de la fagon suivante :

@) Si F est une formule atomique, elle s’écrit Rt ...7, avec Re R® o
R € S§v=™) ; la valeur F prise par F est alors 'ensemble des

de U}’("” X e X U,E’("’d telles que  (6(¢,), ..., 5(z,)) € R.

D FVG=FuG; —F=[(F;
VxF = projection de F suivant la variable x (c’est I’ensemble des

k)

5eUV(”1><---xU(

telles qu’il existe 8, € F, 8, étant égale & S pour toute variable de & sauf
peut-Etre x).

On définit alors les énoncés : « la formule close F est satisfaite par la réali-
sation M » et « la formule close F est conséquence de I'ensemble de formules
closes & » de la méme fagon qu’au début de ce chapitre.

Le théoréme de finitude, sous la forme énoncée au théoréme 3, reste vrai

pour les langages avec symboles fonctionnels. Le théoréme d’mterpolatwn
s’énonce :

THEOREME 5. — Soient F, G deux formules closes du langage égalitaire & a
k types d’objets avec symboles fonctionnels. Si F A G n’a pas de modéle égali-
taire, il existe une formule close H de &, dont les symboles relationnels (I’égalité
mise a part), les symboles fonctionnels et les types, sont communs a F et G, et
telle que F — H et G - — H soient des théorémes égalitaires.

Les démonstrations sont données dans I’exercice 1.

Théorie des types. Calcul des prédicats d’ordre fini.

Soit T le plus petit ensemble ayant les propriétés suivantes :
1o 0eT.

20 Si 74, 15, ..., T, sont des éléments de T, la suite ordonnée (74, ..., 7,) est
un élément de T.

Les éléments de T sont appelés types. Si 7 est un type # 0, il existe des types
Tys wes Ty tels que 7 = (74, ..., 7,) (puisque I'ensemble des types qui ont cette
propriété satisfait les conditions 1 et 2 ci-dessus). L’entier n, et les types t,, ..., 7,
sont évidemment déterminés de fagon unique par le type 7.
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Etant donné un type 7 # 0 il existe un entier N > 0 ayant la propriété
suivante : toute suite 1, ..., 7, de types # O telle que 7;, = r, et telle que pour
tout i(1 < i<k — 1), 1; soit un des éléments de la suite constituant 7;,,, a
une longueur £k < N ('ensemble des types pour lesquels il existe un tel entier
satisfait les conditions 1 et 2 ci-dessus). Nous appellerons rang de t le plus
petit de ces entiers N : C’est la longueur de la plus longue des suites 4, 75, ..., T
de types # 0 tels que 7, = 7, et pour tout i (1 < i<k — 1) 1; soit un des
éléments de la suite constituant 7;, ;.

Soit r(z) le rang du type = # 0. On pose r(0) = 0. On a immédiatement
Iégalité :

r(¥) = 1 + sup [r(ty), ..., r(xy)] pour T = (tq, ..., T,) -

Etant donné un type 7, on appelle cléture transitive de © et on désigne par [t]
le plus petit ensemble ayant les propriétés suivantes :

1’ e[z}

2" Si v = (14, ..., T, € [t], alors 7, ..., T, sont des éléments de [7].
11 résulte de cette définition que si t = (74, ..., 7,), on a

[={r}oulnluulmnl;

en effet [t] a les deux propriétés définissant [t;], donc [t] > [r,] et par suite :

[I={t}vlnduvlz].

Mais inversement {7 } U [r;] U = U [1,] 2 les deux propriétés définissant
[z], donc le contient. Par suite [t] est un sous-ensemble fini de T : d’aprés la
propriété précédente, 'ensemble des types 7 tels que [t] soit un sous-ensemble
fini de T a les deux propriétés définissant T, donc est identique a T.

Tous les éléments de [t] différents de © ont un rang strictement inférieur a
celui de 1.

Démonstration immédiate par récurrence sur le rang de 7.
On définit sur T une relation d’ordre en posant © < o si et seulement si T € [o].

On a évidemment 7 < 7. Si T < ¢ et ¢ < 7 les rangs de 7 et ¢ sont égaux.
Comme te€fo]onat=0.Siog<7et7<von aoc e [v]:démonstration
immédiate par récurrence sur le rang de v.

On considére un langage égalitaire % (au sens du chapitre 2, c’est-a-dire
3 un seul type d’objets) et on se donne deux familles d’ensembles (V) et (&,)
ou 7 décrit I'ensemble des types non nuls ; les ensembles V* sont supposés
infinis, disjoints deux & deux, et disjoints de .Z. Les ¢, sont supposés distincts,
¢t non éléments de & v |J V". L’ensemble des variables de % sera désigné
par Vo. 0

Pour chaque type <, nous désignerons par £* le langage égalitaire a plusieurs
types d’objets avec symboles fonctionnels défini de la facon suivante :
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— Les divers types d’objets de #* sont les types 6, 6 < t. L’ensemble des
variables de type ¢ est V.

— Les symboles fonctionnels de #* sont les symboles fonctionnels de &,
considérés comme étant a variables et valeur de type O.

— Les symboles relationnels de #° sont :

1o Les symboles relationnels de %, sauf le symbole d’égalité, considérés
comme ayant toutes leurs variables de type 0 ; le symbole d’égalité de #* est
celui de Z.

20 les g, pour o #0, 0 < t;si 0 =(6y,..,0,), & est un symbole 3 n+1
variables, la premiére de type ¢4, la seconde de type o,, ..., la n-iéme de
type o, la (n + 1)-itme de type o.

Les variables de types ¢ (C’est-a-dire les éléments de V®) seront écrites avec
¢ en exposant (x°, »°,..).

Le type O est appelé aussi type des individus ; on dira par exemple variable
d’individu pour variable de type 0. Le type (0, O, ..., 0) (suite de n zéros) est
aussi appelé type des relations n-adiques (monadiques pour » = 1, dyadiques
pour n = 2). Le type (0) est encore appelé type des ensembles d’individus,
le type ((0)) type des ensembles d’ensembles d’individus, etc.

Sio = (64, ..., 0,) €st un type < 7 la formule g, x7' x5 ... x;” x° qui est une
1 n a V1 2 n

formule atomique de #° sera aussi écrite dans la suite : (x7, ..., x;") &, x°
ou encore (x7%, ..., x2") g x°.

Le langage #* est désigné sous le nom de langage d’ordre t construit sur £ .
Les formules de £* sont appelées formules d’ordre 7 de &Z. 1l est clair que si
1< 1, o0na% cP; donc toute formule d’ordre t est aussi une formule
d’ordre 1’. Les formules d’ordre 0 de .Z sont les formules ordinaires de 2.

Pour chaque type 7 nous désignerons par & 1’ensemble desformules d’ordret
suivantes :

A AP(x® £ xP)  (pour o, B<tT; a#Pp)
AX* AY[AXT AXS oo A(XY, s X57) € X% o (3T, oy XEM) € V7] = x* = §7]

(pour chaque type « < 7 avec a = (2, ..., &,)). (Cette formule est appelée
axiome d’extensionnalité d’ordre «).

Une réalisation d’ordre © de ¥ ou encore t-réalisation est par définition une
réalisation égalitaire de #* satisfaisant 2. Une réalisation d’ordre 0 de ¥
est donc une réalisation de % au sens ordinaire. Les ensembles de base E, (¢ < 1)
d’une réalisation d’ordre t de . sont donc disjoints. Si ¢ = (o4, ..., 6,) €t si
ackE,, un élément (ay, ..., a,) de E, x - x E_, tel que (a4, ..., a4, Q) €e,
(valeur de ¢, dans la réalisation considérée) sera appelé « élément » de a dans
cette reahsatlon D’aprés les axiomes d’extensionnalité, deux elements a, b
de E, qui ont les mémes « éléments » sont identiques.

501t M, une réalisation d’ordre t de &£ (c’est-a-dire un modéle de 2),
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d’ensembles de base E, (¢ < 7). 1l est clair que si 7’ < 7 la restriction de I
au langage #* et aux ensembles de base E, (¢ < 7’) est un modéle de Z .,
C’est-a-dire une réalisation M* d’ordre 7’ de L. M est appelé réalisation
d’ordre ¢’ induite par D, et M est dite construite sur M*". En particulier pour
7' = 0, on voit que chaque réalisation d’ordre 7 induit une réalisation ordi-
naire de % sur laquelle elle est construite.

THEOREME. — Soit M une réalisation (d’ordre 0) de £ . 11 existe une réalisa-
tion W d’ordre © de &, et une seule & un isomorphisme prés ayant les propriétés
suivantes :

1o M® est construite sur IN.

20 Toute réalisation W d’ordre © de ¥ construite sur M se plonge dans P
en conservant chaque élément de IN.
I est appelée réalisation principale d’ordre © construite sur .

Soit E, I’ensemble de base de M. On définit E, ensemble de base de type o
de W, par récurrence sur le rang de o, de la fagon suivante : si ¢ = (g4, ..., o,),
E, est un ensemble disjoint de tous les E, déja définis, et tels que

card (E,) = 262 (Eer  XEon)
i )

Il existe donc une bijection ¢, de E, sur P(E,, x -+ x E, ). On définit ¢,
(valeur de &, dans %) en posant g, = {(ay, ..a, @); a;€E,,..,a,€E, ;
acE,; (a, ..., a,) € 9,(a@) }. Les «éléments» de a € E, dans * sont donc
les éléments de ¢ (a). Comme ¢, est une bijection, on voit immédiatement que
Paxiome d’extensionnalité d’ordre o est satisfait. On a donc défini une réali-
sation I* d’ordre 7 de &Z, construite sur M, si on donne pour valeur aux sym-
boles fonctionnels de % et aux symboles relationnels différents de ¢, celle
qu’ils avaient dans .

Soit 9¢° une réalisation d’ordre T de .#, construite sur M, et F, (o < 1) ses
ensembles de base. On a donc Fy, = E,. On définit par récurrence sur le rang
de o une injection i, de F, dans E, : i, est 'identité ; si ¢ = (o4, ..., 6,), pour
tout a € F, soit

a={(ay, . ;) € Fy x = xF,_; (ay, ..., @,) est un « élément » de a dans 9t° }.

D’aprés l’axiome d’extensionnalité d’ordre o, I’application a — ‘@ est une
injection d¢ F, dans

PBF,, x = x F,).
Des injections

S S O A .
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déja définies d’aprés ’hypothése de récurrence on déduit une injection j :
PF,, x - X F) > P(E,, x = X E, ).

On pose i,(@) = ¢; 1o j(c/z\); i, est bien une injection car c’est une composée
d’injections. D’aprés sa définition il est clair que (a4, ..., @,) est un « élément »
de a dans N si et seulement si (i, (ay), ..., i, (a,)) est un « élément » de i (a)
dans 9¥. L’ensemble des applications i, (¢ < 7) constitue donc un plongement
de 9N* dans P* qui conserve .

La réalisation MM satisfait donc les conditions du théoréme. Soit N* une
autre réalisation d’ensembles de base F, (¢ < 1), satisfaisant ces conditions.
Alors, en particulier M* se plonge dans N* par une injection i qui conserve
chaque €élément de E, = F, (ensemble de base de M) et qui est compatible
avec les valeurs des ¢, dans D° et N°.

Soit ¢ = (o4, ..., 6,,) un type de rang minimum pour lequel i n’est pas un
isomorphisme ; comme i est une injection, il y a un élément » de F, qui n’est
I'image d’aucun élément de E,. Les « éléments » de b dans N° sont de la forme
(bys ..., b,), avec by eF,,...,b,eF,. Comme g, <o (1 <k<n) il existe
a,ekE,,..,a,eF, tels que i(a) = b, pour 1 < k < n. D’aprés la construc-
tion de M*, on peut définir a € E, en posant

a= ¢, {(" by esiTt by (by, onn by) est un «élément » de b dans N°}.

Alors i(a) et b ont les mémes « €léments » dans N*, ce qui contredit axiome

d’extensionnalité.
C.q.f. d.

Remarque. — En général, une réalisation non principale N° construite sur M
peut se plonger de plusieurs fagons dans la réalisation principale I*. Par exem-
ple si B, = {0,1}, Fo,={{0}}, Fop=1{{{0}}}, lapplication sui-
vante constitue un plongement de R‘®? dans M ®) distinct de ’application
identique :

0-0, 1-1, {0}->{0}, {{0}}->{{0} {1}}.

Eneffet { {0}, {1}} n'a pas d’autre « élément » dans N’ que {0 }.

Le plongement particulier i, (¢ < 7) construit dans la démonstration du
théoréme sera appelé plongement canonique de N* dans M.

Supposons maintenant le langage .Z réduit au seul symbole =. Une réali-
sation de Z est alors simplement la donnée d’'un ensemble E # ¢. Nous
désignerons par IN(E) la réalisation principale d’ordre t construite sur E;
on Vappelle aussi échelle des types simples < © sur '’ensemble E (adjectif
« simples » exprime que les ensembles de base des divers types sont disjoints
deux A deux). Toute réalisation R*(E) d’ordre 7 construite sur E se plonge
canoniquement dans M(E) d’aprés le théoreme précédent.

Soient E, F deux ensembles non vides, tels que E < F. 1l est clair que toute
réalisation d’ordre 7 construite sur E, et en particulier la réalisation principale
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IM(E) devient une réalisation d’ordre 7 construite sur E si on ajoute F — E a
Pensemble de base de type 0 de M (E). D’ou un plongement canonique de
M(E) dans P(F) qui prolonge linjection de E dans F. Soient alors RY(E)
et MY(F) deux réalisations d’ordre t construites respectivement sur E et
sur F. On a les 3 injections canoniques «, f, 7 :

R(E) > M(E) &> MW(F)
R(F) 5 M(F) .
On dira que R(F) est une t-extension de R°(E) si et seulement si yR*(F) est
une extension (au sens des réalisations du langage #%) de BaR*(E).
Soient maintenant E et F deux ensembles tels que En F # ¢, et soient
RY(E), R(F) deux réalisations d’ordre 7 construites respectivement sur E et sur

F.M(E n F) étant la réalisation principale d’ordre 7 construite sur En F, on a
les injections canoniques ay, By, %, B :

R(E) 5 M(E) & M(E A F)
R(F) 3 M(F) & M(E n F).

On appelle t-intersection de R(E) et R°(F) laréalisation R(E n F)d’ordre
construite sur E n F, définie de la facon suivante : RY(E n F) est une sous-
réalisation de MM(E N F); si & e M(E n F), alors & € RY(E N F) si et seule-
ment si ;& € o R(E) et f,¢ € oy, RY(F).

Ces deux définitions s’étendent aisément au cas général ou £ est un langage
égalitaire 4 un seul type d’objets. En effet si 3t est une réalisation de £ d’ensem-
ble de base E, la donnée d’une réalisation d’ordre 7 construite sur I équivaut
3 1a donnée de M et d’une réalisation R(E) d’ordre 7 construite sur E. Donc,
étant données M et N, réalisations de £ d’ensembles de base respectifs E et F,
soient (M, R*(E)) et (N, R*(F)) deux réalisations d’ordre v de & construites res-
pectivement sur ¢ et . On dira que (N, R(F)) est une t-extension de (M, R* (E))
si et seulement si 9t est une extension de M et R(F) une t-extension de R(E).

Si M et N coincident sur E N F, supposé non vide, (c’est-a-dire si les valeurs
des symboles relationnels et fonctionnels de % dans I et N coincident sur
E A F), M 0 N est une réalisation de £ d’ensemble de base E N F. On appelle
t-intersection de (MM, R(E)) et de (N, R(F)) la réalisation d’ordre = de £ cons-
truite sur M ~ N donnée par le couple (M N RN, R(En F)) ou RY(E N F)
est la t-intersection de RY(E) et R(F).

EXERCICES

1. (Langages 2 k types d’objets avec symboles fonctionnels.)

10 Donner une définition des ensembles de termes 71, ..., T®
de &, langage a k types d’objets avec symboles fonctionnels. Montrer
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qu’étant donnée une réalisation égalitaire de .#, d’ensembles de base
Ui, .... Uy, chaque élément & de U{’("l "X e x Uy 2 s prolonge d’une
fagon et d’une seule en une application § de T® dans U, (pour chaque
i, 1 i< k), ayant les propriétés suivantes :

a) 3\(x(")) = §(x¥) pour chaque variable x®.

B & fty . t) = f (3\(t1), e 3(t,,)) pour chaque symbole fonction-
nel f'de type (i, i ... i,) et chaque suite de termes ¢, ..., #, de types res-
pectifs iy, ..., i,

20 On désigne par %, le langage égalitaire & k types d’objets sans
symboles fonctionnels, ayant tous les symboles relationnels de & (avec
le méme nombre de variables et les mémes types) et qui, pour chaque
symbole fonctionnel f de type (i, iy, ..., i,) de &, posséde un symbole
relationnel S, de type (i, iy, ..., i,). Les symboles S, sont supposés dis-
tincts entre eux, et distincts des précédents. A chaque formule F de #,
correspond une formule F* de %, obtenue en substituant & chaque
formule atomique de la forme S x® x| xlm qui apparait dans F,
la formule x® = fx{" ... xim),

Montrer que pour toute formule @ de .&, il existe une formule équi-
valente de 2, qui a les m&mes symboles relationnels (I’égalité mise 2 part)
et fonctionnels, et les mémes types que @, et qui est de la forme F*.

30 On désigne par o/, I’ensemble des formules suivantes de &Z, :
AxED AR vx® 8 x® x| x|
AxED L AxE Ax® Ay("’[S, x® x| XA
A Sp P x{D x5 XD = i

pour chaque symbole fonctionnel f (de type (i, iy, ..., i,)) de . Etablir
une correspondance biunivoque entre les modeles égalitaires de <7, et
les réalisations de 2, telle que si M est une réalisation de &, M, le modele
correspondant de &7, et F une formule close de %, alors F est satisfaite
par M, si et seulement si F* Pest par M.

En déduire le théoréme de finitude et le théoréme d’interpolation pour
le langage #.

Solution :

1o Soit Z I’ensemble des schémas fonctionnels construits a I’aide des
éléments de V4’ U -+ U V$ comme symboles & 0 variables, et des &lé-
ments de F&' ™ comme symboles & n variables (pour chaque suite
i, iy, ..., i, d’entiers compris entre 1 et k).

Un élément ¢ de Z sera dit de type i si & € VY ou si & commence par
un symbole fonctionnel f € F&'+ (symbole fonctionnel 3 valeurs de
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type i). Désignons par Z® I’ensemble des schémas de type i. Alors les
Z® sont disjoints deux 2 deux et ona Z = ZW u = U ZW.

On définit une application J de Z dans {0, 1 }par récurrence sur la
longueur de la fagon suivante :

— J(x) = 1 pour chaque variable x de &£ ;

— si & € Z, & sécrit d’une fagon et d’une seule sous la forme £, <&,
avec f € Flivoin) ot £ ..., &, € Z (sauf si & est une variable, cas que
I’on vient d’examiner). On pose alors :

J(&) = 1si JE,) = = = J(&,) = 1, etsi &y, ..., &, sont de types respec-
tifs iy, ..oy dpe

J(&) = 0 sinon.

L’ensemble T des termes de & est par définition ’ensemble des & € Z
tels que J(&) = 1. L’ensemble T® des termes de type ide L est T n Z9,
¢’est-3-dire ’ensemble des termes qui commencent par un symbole fonc-
tionnel 3 valeur de type i.

— Pour que t soit un terme de type i, il faut et il suffit qu’il soit une variable

de type i, ou que t = ft; ... t, avec fng"'"""""), Ly ey I, Etant des
termes de types respectifs iy, ..., iy; [, tys .o t, SOnt alors déterminés de
fagcon unique.

Carsite T, on a t € Z, donc ¢ est une variable, ou bien
t=ft;..t,, avec feT& ™ et ty,..,1,€Z.

De plus f, t4, ..., #, sont déterminés de fagon unique (Préliminaires).
Comme J(t)=1,ona

J(tl) == J(tn) =1 ’

ce qui montre que 4, ..., t, sont des termes de types respectifs iy, ..., iy
Inversement si ¢, ..., t, sont des termes de types respectifs iy, ..., i, et si
f € F&ivei) alors ft, ... t, est un terme de type i puisque J(f?, ... t,) = L.
—- Soit alors 9 une réalisation de &, d’ensembles de base Uy, ..., U,.
Pour chaque f € F&' =) soit f sa valeur dans M ; ; f est une application
de U;, x = x U,;, dans U Donnons-nous une application J, qui pour
chaque i(1<i < k) envoie V¥ dans U;. On définit le prolongement 6
de & A ensemble des termes, par récurrence surlalongueur: sit = f, ...
est un terme de type i (avec e F& ™ 1 eT™, . 1 e T“"’),
alors

50y = F (1), -, 3(1)

On vérifie immédiatement que ce prolongement est une application de
T® dans U, pour chaque i (1 < i < k) quisatisfait la condition imposée.
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20 Supposons que @ soit une formule atomique de % de la forme
x® = 1@ ou x est une variable de type i et t® un terme de type i. On
montre par récurrence sur la longueur de t® que & équivaut 2 une formule
de la forme F*. C’est évident si ¢t est de longueur 1 : car alors #® est
soit une variable, soit un symbole de constante de type i.

Si t® est de longueur v > 1, on a

D = ft(lix) tf'in)’ avec fe Fhitsensin) ,

{9, ..., 9™ étant des termes de types respectifs iy, ..., i,. Alors x = ¢®
équivaut a

Vx{0 L Vxx) = £ A e A x = ) A 5O = LX)
Par hypothése
XD = (00, 50 = (0
sont respectivement équivalentes & Fy, ..., Fy ; donc x® = ¢® équivaut a
Vx{ L VXSILFE A v A FF A x@ = fx( L x],
c’est-a-dire & F*, ou F est la formule de %, :
Vx{D L VxUI[F A e A Fy A Spx® x| xl]

De plus les symboles fonctionnels et les types qui apparaissent dans la
formule x® = ¢ sont ceux qui apparaissent dans les formules

X = g0, = g D i G
D’aprés 'hypothése de récurrence, ce sont ceux qui apparaissent dans
Ff, o, FX X = 0 x|

donc ceux qui figurent dans F*,
— Soit maintenant ¢ une formule atomique quelconque de £. & s’écrit

Ret{™ .. t8) o1 R est un symbole relationnel & n variables
(ReRY ou ReSE)y et 9., 1"

sont des termes de types respectifs a iy, ..., i,.
Alors @ équivaut a

VA L VXX = 00 A e A x00 = (0 A R | X607
Comme x{? = ¢{ équivaut a Ff, ..., x{ = ¢ équivaut a FF, &
équivaut & F* ol F est la formule

Vi L VXEI[F, A e A F, A Rx$ . x0]
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De plus les symboles relationnels et fonctionnels, et les types de F* sont
ceux de @ (I’égalité mise 2 part). On montre alors, par récurrence sur
la longueur de &, que toute formule @ de & équivaut a une formule F*
qui a les mémes symboles relationnels et fonctionnels et les mémes types
que ¢ :si & = P, v &, D, et P, sont respectivement équivalentes a
F¥et F¥, donc & équivaut & Ff v F3,Cest-a-direa (Fy v F;)*; méme
démonstration si ® = — &, ousi ¢ = VxP,.

30 Si M, est un modele égalitaire de 7, d’ensembles de base Uy, ..., U,
et f un symbole fonctionnel de & de type (i, iy, s i), la valeur de Sy
dans M, est le graphe d’une application de U x - X U,, dans U,
D’ol une réalisation M de £, qui a les mémes ensembles de base. Il est
clair que toute réalisation de & est ainsi obtenue, et quune formule F
de &, est satisfaite dans M, si et seulement si F* est satisfaite par .

— Soit alors 4 un ensemble de formules closes de Z tel que tout sous-
ensemble fini ait un modele. On peut supposer que chaque formule de &
est de la forme F* ol F est une formule de &, (d’aprés la 2° question).
Soit %, I'ensemble des formules F de &, telles que F*e®B.Si{F,..F,}

est un sous-ensemble fini de B, { F¥, ..., Fy }aunmodgle par hypothese,
ce qui montre que (o, Fy, ..., F,) a un modele. Le théoréme de finitude
pour le langage %, montre alors que (7o, %,) a un modele M,. La
réalisation M de & qui correspond a M, satisfait &. Cela montre le
théoréme de finitude pour le langage Z.

Soient maintenant F, G deux formules de Z telles que F A G n’ait pas
de modgle. 11 existe deux formules A et B de %,, telles que A* (resp. B*)
soit équivalente 3 F (resp. G) et ait les mémes symboles relationnels
(Pégalité mise & part) les mémes symboles fonctionnels et les mémes
types que F (resp. G). Soient </, le sous-ensemble de &/, qui correspond
aux symboles fonctionnels qui figurent dans A*, s , celui qui correspond
aux symboles fonctionnels de B*. Les types qui figurent dans &7,
(resp. A,) figurent aussi dans 4* (resp. B¥).

Comme A* A B* n’a pas de modele, (4, B, &/, &/,) Wen a pas non
plus. Le théoréme d’interpolation pour le langage égalitaire &, appliqué
aux formules &, A A, s/, A B, donne une formule H dont les symboles
relationnels et les types sont communs & 4 et B et telle que &7y, A+ H;
&f 5, B~ — H.Onen déduit que 4™ — H* et B* — — H*; donc F — H*
et G = — H*. Cela montre le théoréme d’interpolation pour le langage Z.

(Relation entre les méthodes des chapitres 2 et 5.

Soit & un langage a un seul type d’objets, sans symboles fonctionnels.
On définit £, et @ de la fagon indiquée dans ce chapitre. Soit F une for-
mule de &, Fla formule universelle construite  partir de F, au chapitre 2.
Le langage de F est donc celui de F augmenté d’un nombre fini de sym-
boles fonctionnels @4, ..., @
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Définir des fonctions fi, ..., f;, sur 4, ayant respectivement le méme nom-
bre d’arguments que @, ..., ,, et telles que, si M est un modéle cano-
nique de £, et si on le compléte en une réalisation de .‘?(ﬁ') en donnant
les valeurs respectives f, ..., f,, aux symboles fonctionnels Pis ooes Opes

on ait F = F dans la réalisation ainsi obtenue.

Solution. .

On suppose que F est une formule prénexe de . (non forcément close)
et on définit 'ensemble {f,, ..., f,, } par récurrence sur le nombre de
quantificateurs de F. Si F est sans quantificateur, F = Fyetiln’yariena
définir.

— 8i F = AxG(x, x4, ..., X,), on a F = AxG. Les symboles fonction-
nels @y, ..., ¢,, de F sont donc ceux de @, et on leur donne les valeurs

Sis eor o Qui ont déja été définies pour G. On a bien F = F, puisque G=6.
— Si F = VxG(x, x4, ..., X,), soient ¢, ..., ¢, les symboles fonctionnels
de G. Alors

F= @((pxl voes Xy X5 eee Xp) 5

ou ¢ est un nouveau symbole fonctionnel & n variables. On donne a
@1, - P les valeurs fi, ..., f;, qui ont déja été définies pour G. Et on défi-
nit f par

flay, ..., a,) = eG(x, ay, ..., a,)

pour ay, ..., a, € A.
Alors

(a4, ...,a) € Fe (f(ays «wes ay), aq, .p @) € G
< (f(ay, .., a,), ay, .., a,)€G,  puisque G=3.
Donc
(ayy ..., a,) € Fo M satisfait G(a, ay, ..., a,),

avec a = eG(x, ay, ..., a,).
Comme M satisfait 2 on a donc

(@1, .n a) € F <> Wi satisfait VxG(x, ay, ..., a,)
et donc F = F.

Compléments au théoréme d’uniformité (pour le calcul des prédicats a
plusieurs types de variables avec symboles fonctionnels).

a) Montrer que, si Vx; ... Vx, 4, 4 sans quantificateur est valide, alors



5. CALCUL DES PREDICATS A PLUSIEURS TYPES D’OBJETS 101

il existe une suite de n-uplets @, ..., ) (1 € i< p) de termes du
langage de 4, t}i) étant du méme type que x; (1 <i<p,1<j< n),
telle que 4, v - v A4, soit valide, 4; étant obtenue en remplagant x;
dans 4 par t{".

b) En déduire que, si %’ est un ensemble de formules prénexes dont
tous les quantificateurs sont universels et si la formule existentielle E
est conséquence de %', alors il existe une formule 4 sans quantificateur
telle que %' - AetA — E.

¢) Déduire de b) que si % est un ensemble de formules universelles, si
U est une formule universelle et si % — (U «> E) alors il existe une for-
mule B sans quantificateurs telle que % |- (U <> B) et % (B < E).

Solution.

a) On considére les réalisations canoniques du langage £ de A ; alors
I’ensemble de base de type p est 'ensemble de tous les termes de type p
de % sans variable. (Si & ne contient pas de symbole de constante on
considére tous les termes de type p de £ U {a} ou a est un nouveau
symbole de constante). Puisque Vx;, ... Vx, 4 estun théoréme, I’ensemble
des formules { — A4y, — A, ... } n’a pas de modele canonique. D’apres le
théoréme de finitude pour le calcul propositionnel il existe donc un ¢
tel que

"—|A1 A "_IAz A A "_IAq

n’a pas de modéle, et par conséquent 4, v A, v -+ v4, est un théo-
réme.

b) D’aprés le théoréme de finitude il existe un sous-ensemble fini
@, de U’ tel que %,  E. La conjonction des formules de %, équivaut a
une formule universelle, soit Ay, ... Ay, C. Si E = Vz; ... Vz, D (Cet D
sans quantificateurs),

Vyy oo V9, V24 ... V2 (— C v D)
est un théoréme. D’aprés a), une formule de la forme
—C,vV—=Cyvv—aCvDv-vD,
est un théoréme. On prend D, v -+ v D, pour 4. Puisque
=AYy . Ayp C = (Cy A - A C),
et
U = Ayy ... N, C,
on voit que
U Dy v v Dy;
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puisque D; > E pour tout i (1<i<gq), (D;v v D) - E est
valide.

¢) On prend %' = % v { U } dans b). Puisque %’ |- E, le b) donne
une formule 4 qu’on prend pour B. Alors %’ |— Betdonc % (U - B);
B — E est un théoréme et donc % (U « B), %  (E < B).

Compléments au lemme d’interpolation (pour un langage % 2 plusieurs
types de variables avec symboles fonctionnels).

Soient U = Ax;...Ax,, Aet E=Vy;...Vy, B, ou 4 et B sont deux for-
mules de .Z sans quantificateurs, telles qu’aucune variable y ne figure
dans A et aucune variable x ne figure dans B.

a) Déduire du lemme d’interpolation pour le calcul propositionnel
construit sur les formules atomiques de & que, si E — U est un théoréme,
il existe une formule sans quantificateur C telle que E—» C et C > U
soient des théorémes.

b) Soient F et G deux formules closes de Z telles que F — G soit valide.
Déduire du lemme d’interpolation qu’il existe une formule H telle que
ZL(H) <« £(F)n L(G)et F—> Het H— G soient des théorémes.

¢) Trouver deux formules F et G d’un langage égalitaire telles que
 (F = G), G ne contient pas le symbole =, et telles qu’il n’existe aucune
formule H ne contenant pas =, avec

FH) c L(F)n LG),— (F~>H) et —(H - G).

Solution. — a) Puisque —E — U, la formule B — A est valide au
sens du calcul propositionnel. Alors il existe une formule C construite
sur les formules atomiques communes aux formules A4 et B telle que
B — C et C — A4 soient des théorémes. Par conséquent C ne contient que
les variables communes & A et B, en particulier C ne contient ni les
variables x, ni les variables y. Par conséquent Vy,...Vy, B —» C et
C — Ax;...Ax, A sont des théorémes ce qui est le résultat cherché. (Par
contre, si 4 et B sont deux formules du calcul des prédicats et = B — 4, il
n’existe pas forcément une C telle que — B — C, - C — A4 qui ne contienne
que les variables communes 4 Bet 4 : p. ex. B = Rx et A = VyRy.)

b) D’aprés le lemme d’interpolation, il existe une formule H qui ne
contient que les symboles relationnels et les symboles fonctionnels com-
muns a Z(F) n Z(G) telle que - F —» H, — H — G. Supposons que H
contienne une constante ¢ qui ne figure pas dans F; si u est une variable
qui ne figure pas dans H et si H' est obtenue en remplagant ¢ par u dans H
alors —F — AuH'et - AuH’ — G. Si la constante ¢ ne figure pas dans
G, alors —VuH' - G, et - F — VuH'. On élimine ainsi dans H toutes
les constantes qui ne sont pas communes aux deux formules F et G.

¢) Soit F la formule Ax Ay(x = y). Alors F —» (AxPx v Ax — Px)
est satisfaite (P est un symbole relationnel & un seul argument). Une
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formule H satisfaisant les conditions de (c) serait ou bien T ou bien 1
ce qui est absurde.

Pour tout entier n on définit le type pur d’ordre n par récurrence: 0 est
le type des individus et n + 1 = (). Pour n > 0, si o € [n], alors o est
aussi un type pur m < n, et le symbole relationnel ¢, a deux arguments.
Si & est un langage du premier ordre & un seul type de variable (et ne
contenant pas le symbole &), et sin > 1, £} est obtenu en ajoutant & &
le symbole relationnel & A deux variables et n — 1 types de variables
a1,2,...n—1.

Pour tout entier n > 0, on notera S, (axiome de I'échelle des types < n
purs et simples) la conjonction des formules suivantes de L ooui<n,
j < n, et ol les variables x, y, z ont respectivement les types i, j, j, pour
tout couple (i, j) :

Ax Ay —x =y, ou i <j (types simples),

AxAy—xey,ouj#i+1,

Ay Az[Ax(xey o xez) >y = z] ou j=1i+ 1 (extensionnalité).

On notera S? la conjonction de S, et des formules Ay Vx(x &) pour
tout i < netj =i+ 1 (tout ensemble vide est de type 0).

On notera C, (axiome de I’échelle des types < n cumulatifs) la con-
jonction des formules suivantes ol les variables x, y, z ont respectivement
les types i, j, k, pour tout couple (i, j) :

Ax Vp(y = x) oll j > i (types cumulatifs),

Ax Ay Vz(xey —»z=x), ov izjetj=k+1,

AN(Ax[x ey > Vz(z = x)] > Vx(x = y)), ol j=i+ let i=k + 1,

Ax Ay —xey, ouj=0,

Ax A[Az(z ex o> zgy) > x =y], ol k + 1 = max (i, )).

a) Montrer comment passer (i) d’une (# — 1) réalisation de % a un

modéle de S, (et inversement), (ii) d’un modéle de S? 2 un modéle de C,
(mais non inversement).

b) (Couples ordonnés de types simples). Pour tout couple d’entiers
(i, j) trouver une formule M,,;  trois variables de type i, j, k respective-
ment avec k = 2 + max (i, ), telle que M; ; soit une injection de E;x E;
dans E, pour toute réalisation de &} (n > k), dont les ensembles de base
de type i, j, k sont respectivement E;, E;, E,, satisfaisant S, et la
conjonction des formules suivantes :

AxAyVzAu[uezow=xvu=y)],

ou x, y, u sont de type r < k, z de type r + 1(< n) (existence de cou-
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ples). En déduire une injection de E;, x -+ x E;, dans E,, ol
k = N, (i1, ., Bp),
N, étant définie par :
N, (iy, i3) = 2 + max (iy, i),
Np+1 (i1s eos ip+1) =N, (iu Np"(iz’ ooy ‘p+ 1) ) -

¢) (Réduction des types finis aux types simples). Soit N la fonction
définie sur I’ensemble T des types finis, en posant

NO=0,No =1 + Noy, si 6 = (0,)
No =1+ N,(Ney, ..., No,) si 6 = (0q, s G,) 5
ou N, est la fonction définie au b). Pour tout type fini
G = (01, ..., Op)

trouver une formule M, de £¥? 3 2 variables telle que M, soit une
injection de l’ensemble de base E, dans Ey, pour toute réalisation prin-
cipale de ¥(o €[t], No e [1]).

Solution.

@) (i) On prend pour xey la disjonction des formules de £"
inin+1(x=x,-/\y=x,~+1 Axi£i+1x,—+1), avece 0<i+ 1 <n,

ou x; est variable de type i. Si E,, ..., E,_ sont les ensembles de base
d’une réalisation de £", (E, ..., E,_, £) est un modéle de S,. Inverse-
ment, d’un modéle (E,, ..., E,_;, &) de S, on déduit une n-réalisation de
#" en posant xg;., ¥y = xgy pourvu que x et y soient deux variables
de type i, resp. i+ 1.

(i) Soit (Ey, ..., E,—1, €) un modéle de S?. Si
Eg = Ey, Enyy = E, UE, . (m <n),

on a Ef o Ej (i>j); pour tout xeE,(m < n) il existe un seul i,
noté u(x), tel que X €E; (types simples) ; x&p — u(®) = ux) + 1
(d’aprés S,); si X # y et ou bien u(x) # 0 ou bien u(y) # 0, il
existe z, u(Z) < max (u(x), u(»)) tel que zéx «» — zgy (extensionnalité
et S9). Ceci montre que M = (ES, ..., Ef_+, ©) satisfait C,.

On notera que, si (E;, ..., E,- , €) satisfait C,, il se peut que

(E(’)’ Ei - E(,)’ eeey r:—l - r:—-23 é)
ne satisfasse pas S, : parexemplesiEg = {a},E{ = {a, {a}} (a # {a}),
E;={a,{a},{a {a}}}
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car E{—Ey={{a}}, E5— E{={{a {a}}}

mais{a, {a}} ades « éléments » et dans E; et dans E{ — E;, en conflit
avec I'axiome Ax Ay — xey de S; ol y est de type 2 et x de type O.

b) L’application cherchée modifie la représentation des couples ordon-
nés de la théorie des ensembles de sorte que le couple devient de type
pur et simple. On pose {x}° =x, et {x}"*' ={{x}"}. Si X;€E,
et X; € E;, on pose

%> ={{x ", {5 {5

ol m = max (i, ) : le type de {%; " '*! est m + 1, de méme pour
{{x; "7}, et par conséquent le type de {X; x; > est 2 + m. (Il est
évident qu’il n’existe en général aucune injection de E; x E; dans E; 4 :
si le cardinal de E; = 3, card E; x E; = 9 mais card E;;; < 8.)

Cette application se définit dans le langage &* dailleurs uniformé-
ment pour toute k-réalisation de %% (c’est-a-dire au moyen de la méme
formule M,)). Si x;, x;, X, sont lés variables de M;, 'unicité dans les deux
directions

Ax; Ax; Axy Axl’c([M (% Xj X)) A My(x, %5, xl,c)] X = xi)
Ax; Ax; Ax; Axy Ax([M (i x5, %) A
A My(x}, x5 %)) = %, = x; A x; = X])

est conséquence de I’axiome d’extensionnalité (pour la formule M;;
considérée) ; seule la fonctionnalité

/\x,- AX_] ka Mij(xb xj, xk)

réclame ’axiome de couples.
L’extension aux p-uplets ordonnés est classique.

¢) On définit les applications M, par récurrence sur la longueur de o :
pour ¢ = 0, on a l'identité, pour o = (54, ..., 0,) et X € E,, on pose :

M, % = {{ My, Xy ooy Mg, % D3 (K15 s X) B X

et on vérifie que les types des valeurs de M, sont bien ceux définis par
la fonction N.

Comme ci-dessus &), I'unicité est conséquence de 'axiome d’exten-
sionnalité. On n’effectue pas ici I’analyse explicite des conditions de
cloture qui assurent la fonctionnalité.

On utilise les notations de ’exercice précédent. Pour tout entier n = 0
on définit €}(E) ('ensemble des ensembles héréditairement finis sur E,

n+1

du type cumulatif #) par récurrence sur n : €}E) = E; €} '(E) est
KRerseL et KRivINE. — Logique mathématique 8
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la réunion de E(E) et de I'ensemble de tous les sous-ensembles finis
de CH(E).

I1 est évident que la réalisation MH(E) de &, constituée par les ensem-
bles de base €}(E), ..., €}(E) et par la relation d’appartenance (restreinte
a C(E)), satisfait C,,; pourvu qu’aucun élément de €(E) n’appartienne
& aucun élément de E. De méme si IM"(E) est constituée par des ensembles
de base C%E), ..., €*(E) ol €°(E) = E et ol

E"*Y(E) = E™(E) U B(E™(E)),
et par la relation d’appartenance restreinte & €(E).
a) Montrer que, pour tout E satisfaisant : x € €(E)= (y e E=> x ¢ E),

CH(E) est le plus petit (n)-modele de C,.; (2 un isomorphisme prés)
contenant E comme ensemble de base de type 0 et vérifiant

Ax %y Vz Aufuez < (uex v u = y)]
ou x, y, z, u sont respectivement de type i, j, k, I, avec k = max (i, j+1),
I < k < n (cléture par rapport a4 Iopération xu {y}).

b) Montrer que les formules
Ax Ay Vz Au[uez & (uex A u # y)],
ou x, y, z, u sont respectivement de type i, j, k, / et ol
k+1=I1l=max(j)<n,

ne sont pas des conséquences des axiomes figurant dans @) tandis qu’elles
sont vérifiées dans INF.

¢) MHE) et M*(E) seront crites M7, resp. M. Trouver trois formules
P,, P,, P;, 4 une seule variable libre (de type 1) telles que P, définisse, a
la fois dans M7 et dans M?, ensemble 2 de tous les sous-ensembles finis
4 un nombre pair d’éléments, P, définit 2 dans MM mais non dans M?
et P, définit # dans MM?, mais non dans M.

Solution.

a) Est évident par récurrence sur n en tenant compte du fait que,
pour tout x € €7 Y(E), X = {yy, . Vs }» O Y, € CHE) (1 < i< 9).

b) On considére un E infini, on prend { E } U €}(E) pour Iensemble
de base du type 1, et C€7({E } u G}(E)) pour ’ensemble de base du type
m + 1. Les axiomes de (a) sont satisfaits, mais £ — { x } n’est élément
de ’ensemble de base du type 1 pour aucun x € E.

¢) Pour plus de clarté on ajoute au langage % les symboles fonc-
tionnels ¢ (4 0 variable, type 0), {¥ } (¥ de type O, valeur de type 1),
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xuzetx — z(xetzde type 1, valeur de type 1) qui sont définis et
dans M7 et dans M? par les axiomes suivants :

Ax[x = ¢ o Ap(— yex)], AxAy[x = {y } o Au(uex < u = y)],

ou u est de type 0,
Ax Az Av[v = x U z o Ap(y e v — [yex v yez])],

ou v est de type 1,
et

Ax Az Av[vex — z & Ay(yev < [yex A — yez])] .

D’aprés 'axiome d’extensionnalité, un modéle M de C; ne peut Etre
complété que d’une seule fagon en un modéle M* du langage augmenté,
d’ou résulte I’élimination des nouveaux symboles par la méthode sui-
vante (d’ailleurs applicable & tout symbole « explicitement défini») :
A toute formule 4 du langage augmenté on associe une formule A~ de
£? telle que la réalisation de 4 dans IM* est identique A la réalisation
de A dans M. Il suffit de remplacer d’abord toute partie atomique ret,,
de A par une formule

VuVo(u=1t Av=1t A ue,

ou u et v sont des variables ne figurant pas dans 4 de méme type res-
pectivement que ¢ et ¢, et ensuite les équations (¥ = ¢, v = t,) par leurs
définitions (axiomes).

On prend pour P, la formule de %2, dont la variable libre est y (de
type 1), obtenue en éliminant les nouveaux symboles de la formule

y =¢ v Ax[(yex A AuAa Ab[(a # b A aeu A beu A uex) —
- ((v — {a})\— {b})ex]) > gex],

ou x est de type 2, u de type 1, et a et b sont de type 0.
Soit 4 une formule close de % qui est vraie dans ? et fausse dans
M2, Alors on pose :

P2=(_|A—)P1) et P3=(A‘—).P1).

(Puisque E est infini une telle 4 est, par ex., la formule de ¥ correspon-
dant a

Vx(pex A Au Aa Ab[(a # b A — agu A — beu A uex) —
. s> (@u{a})u{b})ex]).

On note en passant que la méthode dite de Dedekind pour définir £
fournit aussi une P, :

Ax[(¢ex A AuAa Ab[(a # b A — agu A — beu A uex) -
= (v {a}v{b})ex]) - yex]
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On utilise les notations de I’exercice précédent ; en particulier, la variable x
a le type 2, les variables y, u# et w ont les types 1, et a et b ont le type 0.

On écrira y nu pour y — (y — u).

a) Trouver des formules N(y, u), A(y, u, w), Sy, ¥) de L2 qui dé-
finissent respectivement dans M et aussi dans M les relations :
(i) y et u sont deux ensembles finis de type 1 de méme cardinal (y = u),
() y + u = w, (iii) v = (y)>

b) En déduire une correspondance qui associe a toute formule F de
I’Arithmétique du premier ordre (Chap. 3, Ex. 2) une formule F, de %3
de telle fagon que F est vraie dans le modéle standard si et seulement si
F, est vraie dans M, et encore si et seulement si F, est vraie dans MP.

Solution.

@) (1) On écrit y; pour y —u et u; pouru — y;alorsy, nu, = .
On prend pour formule N avec ', u’ du type 1 :

Ax[(dex A
ANY N AaVB[(y cyy AU cug Ay Uu'ex A aey; A — agy’)
— (beuy A —beu' Ay u{atuu u{b}ex)])> y; Uu,ex].

On vérifie que N(y, u) est satisfaite si et seulement si les ensembles y et u
sont finis et si y = u.

(ii) On prend pour 4 :
Vys Vuy[ys nuy = @ A N(»v, 1) A N(u, uy) A Nw, y; U uy)].
On note que, pour y et # finis,
Vys Vus[ys 0uy = ¢ A Ny, y1) A N(u, uy)]

est toujours satisfaite (avec E infini).

(iii) On utilise le fait que (m + 1)> = m? + 2m + 1; on prend alors
pour S :

Vyi V“1[J’1 Ny =P A
A Ny, y1) A N(u, uy) A Ax(dex A Ay Au' Aa
[() cygAau cuy Ay v ex A agy; A — agy’) =
- Vy" Vu"(A(Y', ¥, y') A AW v {a },y",u") A
Au' < ug)])> yyUuex].

b) Partant de la formule F (close), on remplace les formules atomiques
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y.u = wd’abord par (y + u)> — (y — 4)> = w + w + w + w et ensuite
par

VY[ +u=yvy +y=w) A +w)’ =y +wt+tw+w+w];

enfin on remplace y = u par N(y, u) (y et u étant des variables du type 1),
y +u=w par A(y, u, w) et y* = u par S(y, u). La formule F’ ainsi
obtenue est vraie dans E}z) (pour E infini) si et seulement si F est vraie
dans le modéle standard de P’Arithmétique. Si on restreint chaque
variable du type 1, disons y, par la condition N(y, y), on obtient la for-
mule F, cherchée.

(Une définition formelle de « E est infini » est : Ay Va(— aey) avec y
de type 1 et a de type 0.)

Cet exercice réduit ’Arithmétique 2 la théorie des types (purs) 0,1 et 2,
formulée en &. : I’élimination des quantificateurs, Chap. 4, pour les
anneaux de Boole exclut une telle réduction a la théorie des types O
et 1 (formulée en £2), cette théorie étant évidemment plongeable dans
la théorie des anneaux de Boole atomiques.




6. DEFINISSABILITE

Résumé

Dans ce chapitre il s’agit de certaines relations entre les formules d’un
langage et leurs réalisations, c’est-a-dire les ensembles définis par ces for-
mules dans les réalkisations du langage.

Comme on a vu\ci-dessus (par exemple, ex.5, chap.2, sur les for-
mules prénexes purement universelles) la forme syntaxique d’une for-
mule A peut entrainer des relations évidentes entre ses réalisations Agn
dans les modéles m différents ; du moins si les modéles considérés sont
trivialement « comparables ». Inversement on se pose la question sui-
vante : si les réalisations Asp satisfont les dites relations pour tous les
modeles d’un ensemble &/ de formules, A est-elle (équivalente dans tout
modéle de & 3) une formule de la forme syntaxique en question ?
Les deux cas principaux concernent d’une part les formules stables
pour les extensions, d’autre part les formules invariantes pour les z-réali-
sations des théories des types finis, introduites dans le chapitre précédent.

Pour comparer les modéles qui ne sont pas trivialement comparables
on s’intéresse aux objets qui se « retrouvent » dans tous les modéles d’un
ensemble & de formules, par exemple les rationnels dans tous les corps
commutatifs de caractéristique 0. La notion nécessaire a une formula-
tion précise est celle d’une structure rigidement contenue dans tous les
modéles de 7, et le résultat principal établit que tout élément d’une
telle structure est définissable au moyen de formules particuliérement
simples.

Les deux derniers théorémes caractérisent les sous-ensembles d’une
telle partie commune qui sont définissables dans tout modéle de & ; deux
notions de définissabilité sont traitées. Les caractérisations revétent une
forme spécialement simple s’il s’agit des modéles de la théorie des types
(ex. 6). Ces deux notions de définissabilité permettent la généralisation
de nombreux résultats classiques sur les ensembles « récursivement
énumérables » d’axiomes & des ensembles quelconques d’axiomes. Cf.
Kreisel [Proc. Symp. Theory of Models, 1963, Amsterdam (1965)], Mos-
towski [Proc. Symp. Pure Mathematics, 5, 1961, AMS (1962)].

On considére des langages & égalitaires A p types de variables. 4Am désigne
la réalisation de la formule 4 dans la réalisation M de #. Si M’ est aussi une
réalisation de £ et si M’ est une extension de M, alors M N Am’ désigne,
par abus de langage, la restriction de Am a M, c’est-a-dire

Aw BV x - x B
m’n( 1 X X P )a

ou E; est 'ensemble de base de M de type i.
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Soit £’ un langage égalitaire disjoint de % et homotype 4 & (c’est-a-dire
contenant aussi p types de variables et donné avec une bijection de Vg, Ry,
Sg, Fg sur Vg, Rer, Sy, Fy. qui conserve le type des variables, et le nom-
bre de variables en argument ; 'image d’un symbole s de %, par cette bijection,
est noté s'. Ext (&, #') désigne l'ensemble des formules suivantes de
L UL Ax; Vxj(x; = x}) pour 1 < j < p, ol x; est une variable de type j,

Axy oo Ay AXY o Ax [ (e = X1 A A X, = %) > (RXg oo X, o R X o X))
pour tout symbole relationnel R de 2,
Axy e Ay AXY A [ = X0 A A Xy = X0) o fXy X, = X L x0]

pour tout symbole fonctionnel de %, et pour toute suite x,, ..., x, admise
pour R, resp. f.

LEMME. — La réalisation M' de &£’ est une extension de la réalisation M de
& si et seulement si la somme I @ W' est une réalisation de L U L’ qui satis-
fait Ext (&, &).

La formule 4 de % est dite (%, of)-invariante si pour tout modéle It de ¥
et pour tout couple de modeles IM’, M’ de o tels que P’ et M” soient des exten-
sions de M, M N 4w = DM N Awm-. (Puisqu’on ne suppose pas M modéle de o,
en général Am # M N Am ; voir I'exercice 1 pour I'utilité de la notion de
(%, o)-invariance). Soient x, ..., x, les variables Tibres de 4.

THEOREME 1. — (Théoréme d’invariance). — Si A est (%, .szl) invariante il
existe une formule B telle que :

oAU UUEt (L, )
b= AXp oo Ay AX o Axg [ = X5 A A x, = %)) > (4’ & B)].

Démonstration. — On ajoute les constantes a;, ..., a, (a; du méme type que x,)
et on introduit le langage %" homotype 4 & et disjoint de % et de #’. Puisque
A est (%, sf)-invariante :

d'od” VU VEX(Z, L) UEt (L, L)
v{d,—4a =a[ A" Na,=aj,a,=a] A Aa,=al}
n’a pas de modele. En séparant les langages %’ et £, c’est-3-dire les ensembles
A UUV{Ext (L, L)V} v{Aa,=al A Aa,=d,}
et

d”u%u{Ext(.i”,.?”)}u{—-nA”,al =aj A= A a,,.= a,},
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le lemme d’interpolation (chapitre 5) avec égalité montre qu’il existe une formule
Yde £y {a,,..a,} telle que :

L OUV{Ext (L, L)v{a=a A Ana,=a,}- A >Y
et:
LU O{Ext (L, ¥V}v{a,=ai A Aa,=a, } F— A" > =Y

En remplagant ; par x; dans Y (1 < i < n), on obtient une formule B telle que
si on identifie les langages &’ et &" :

AU U OExt (L, LN AXy, ooy AXy AXY, oor AX,
[(x; = %1 A A x,=2x;) > (4 & B)]

La formule A du langage £ est dite existentielle (universelle) si A est prénexe
et si tous ses quantificateurs sont existentiels (universels).

La formule A est dite &/-stable pour les extensions si, pour tout couple I,
W' de modeles de o tels que M’ est une extension de M, on a Am. N Pt > Am;
en particulier, si 4 est une formule close vraie dans M, alors A4 est aussi vraie
dans D',

A est dite' of -stable pour les restrictions si — A est &/-stable pour les exten-
sions.

11 est évident que, pour tout o/, une formule existentielle est «f-stable pour
les extensions, et une formule universelle est «/-stable pour les restrictions.

THEOREME 2. — Soit o un ensemble de formules closes de £ et soient A et B
deux formules de ¥ telles que, pour tout couple M, M' de modéles de o

avec W' extension de M, on ait Ay MM < By, Alors il existe une formule
universelle U de & telle que

A -A->TV)et & -(U— B).

Démonstration (voir aussi Ex. 2).

Soit .#’ le langage % augmenté par un ensemble V¢ de (nouvelles) constantes
d’individu, V¢ ayant la cardinalité de %. Soient 4,, B, deux formules de %’
obtenues en remplagant chacune des variables libres de A et de B par un élé-
ment de V¢ ; soit ¥V, Pensemble, éventuellement vide, de ces constantes. Soit
% Tensemble des formules universelles de & U V,, qui sont conséquences
desfu {4}

11 suffit de démontrer que & U % U { — B, } n’a pas de modéle ; car dans
ce cas, d’aprés le théoréme de finitude il existe un sous-ensemble fini % de ¥
tel que & U %y + B,, et par conséquent &/ - Up —» B, ou Up désigne la
conjonction des formules de %y. Or Up est équivalent 2 une formule uni-
verselle. D’autre part, d’aprés la définition de I'ensemble %, o (4, - Up).

Supposons que & U % U { — B, } ait un modéle M et soit 2’ le diagramme
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de M écrit avec les symboles V. Alors tout modele MM de of U P’ est
extension de I & un isomorphisme prés. Puisque B, n’est pas satisfaite dans I,
d’aprés I’hypothése du théoréme, A, n’est pas satisfaite dans I, et par
conséquent o U D' - — A,. 1l existe donc un sous-ensemble fini P}, dont
la conjonction sera notée Df, tel que o U Dy - — A, etaussi o (4, » — D).

Soit Dy une formule obtenue en remplagant les constantes de V¢ — vV, qui
figurent dans D par des variables de % prises parmi y;,, ..., y,. Alors 1a for-
mule universelle Ay ... Ay, — D de ¥ U ¥, est conséquencede o/ U { 4, }
et donc € %. Ceci montre que U% v 2 n’a pas de modele parce que

et par conséquent &/ U ¥ U P’ U {— B, } n’a pas non plus de modéle.
Puisque I est arbitraire, o/ U % U { — B, } est contradictoire.

COROLLAIRE. — Si la formule C est sf-stable pour les extensions il existe une
Jormule existentielle E telle que of + (C < E).

Démonstration. — Si Cest o/-stable, — C satisfait les hypothéses du théoréme 2

enposant 4 = B= — C.
C.q.f. d.

Dans les exercices 3-5 on considérera les notions d’invariance et de stabilité
adaptées aux t-réalisations au sens du chapitre 5.

Les théorémes qui suivent concernent des classes de modéles qui ne sont pas
« comparables ».

La réalisation M du langage % est dite rigidement contenue dans M’ s’il
existe une seule application ¢’ des ensembles de base Ej, ..., E, de M dans
E{ v UE,telle que ¢'(E) < E{ (1 < i < p); pour toute constante ¢ de &,
¢(c) = ¢’; pour tout symbole relationnel R, 'image de R par ¢’ est induite
par R'(¢’, R’ désignant respectivement les réalisations de ¢, R dans 9).

I est dite rigidement contenue dans la classe des modéles d’un ensemble o7
de formules de .Z si I est rigidement contenue dans tout modéle de 7. On
ne suppose pas que I soit modéle de <.

Une formule 4, & une seule variable libre x, est appelée une définition dans M
de I'élément a(a € E,) si a est le seul élément qui satisfait 4, ou encore si

A= {5&1_[ El¢i ; 8(x) = a:;
i=1

par abus de langageon dira: 4 = {a }.

THEOREME 3. — Si M est rigidement contenue dans la classe des modéles de
A alors, pour tout élément a de I'ensemble de base M de M, il existe une for-
mule existentielle A, de & telle que :

(i) A, définit I’élément a dans M et dans tout modéle W' de of, A, définit ¢'(a);
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(ii) pour tout symbole relationnel R de & & n variables et pour tout n-uplet
(ay, ..., a,) d’individus de M :

(@yy ooy @) ER <> A = AXy oo AX[(As %1 A = A Ay X,) = Rxy ... X,)]
(@, o @) R < o = Axg o A [(dg X1 A A Ay Xs) > — R(xy . xJ] -

Démonstration. — Ajoutons au langage % les constantes c,, c;(a € M)
distinctes deux 3 deux et non dans Cg. Soient D’, D" les diagrammes de It
pour ces constantes. Puisque dans tout modele I, resp. M", de o ily a une
seule fagon de satisfaire I, resp. D” (rigidité), & savoir ¢, = @'aetc;, = ¢'a
pour tout a, alors

duD uD'Fc=c,.

D’aprés le théoréme de finitude il existe deux sous-ensembles finis Dj, D3
tels que
fdouDiuD) e, =c,.

Soit B, la conjonction des formules obtenues en remplagant les constantes de I,
autres que c, par x; (1 < i < h), toutes les constantes de D; pary; (1 <j < k)
et ¢, par x.'On pose 4, = Vx; ... Vx, Vy; ... Vy; B,. On a Vx4, ,x parce que
dans tout modéle V' de .o, D; U D, est satisfait en posant ¢; = ¢y = @' b
pour tout b. L’unicité est conséquence de

ZuDiuDi+c,=c,

et (i) est ainsi démontré. Le (ii) (saturation) est satisfait parce que ¢'(R) est
par hypothése la réalisation de R dans I'.

COROLLAIRE. — Sous les conditions du théoréme 3, si on ajoute & £ les cons-
tantes c, pour tout a € M, tout modéle W' de o peut étre complété d’une seule
fagon en un modéle de oA © A 1, ont

Ay ={A(A,x >x =c);aeM};

dans ce modéle ¢, = @' a. En particulier, s U o\ ¢, # ¢, pour tout couple
(a, b) avec a distinct de b.

Soit .# un langage a k types d’objets, contenant un ensemble infini C de
constantes ¢ (de type i, i < k). On appelle C-réalisation de & une réalisation
égalitaire dans laquelle ¢ = ¢ pour tout ¢ € C. Un sous-epsemble X de Cest dit
définissable dans une C-réalisation M de £ §’il existe u})e%osrmule A(X, X1y 00y Xp)s
ou x est de type i, et des éléments ay, ..., a, de I de mémes types respectifs
que Xy, ..., X,, tels que

X={a:aeM, aestdetypei, (a ay, woa)ed}
(4 étant la valeur prise par 4 dans ).
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11 est évident que si X est fini, soit X = { €15 «ues € }, alors X est définissable
dans toute C-réalisation par la formule x = € V VX =c,p

THEOREME 4. — Si of est un ensemble de formules closes de & qui a un
C-modéle et si X est définissable dans tous les C-modéles de &, X est un
ensemble fini.

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’une C-réalisation est, a un
isomorphisme prés, une réalisation quelconque dans laquelle les valeurs prises
par deux éléments distincts de C sont distinctes. Nous supposons donc que &f
contient toutes les formules ¢ # ¢’ pour tous les couples (¢, ¢’) d’éléments
distincts de C.

On construit le langage %, et I’ensemble de formules © comme il a été
expliqué chapitre 5. Le cardinal de Pensemble de formules de Q ayant une seule
variable libre (de type i) étant égal 3 card &, on énumére cet ensemble en le
mettant sous la forme {4; x:j < card £, }

Soit &g = of U Q, et pourj > 0 :

Io i = U v{VxAdxJu{edx #£ciceC} sicet o] est con-
h<j
sistant ’

20 o = |J & sile 1° ne s'applique pas.
B<j
Dans le cas 29, d’apreés le théoréme de finitude, il existe un ensemble fini
{ €1 s €y, } tel que
Udi - Axdpx>(x=c; v vx= )]
h<j
Draprés le corollaire du théoréme de finitude, (U] ij<card & s} a
un modéle canonique (si o/ a un modéle). Dans ce modéle, si J satisfait
le 10, alors A j & C, et par conséquent A4 j # X ;si j satisfait le 20, 4 ; est fini.
Donc, si X est définissable dans un tel modéle, X est fini. C.q.f.d
Un sous-ensemble X de C est dit définissable sur C dans une C-réalisation
M de £ s’il existe une formule A(x, x, ..., x,), ou x est de type i, et des éléments
ay, ..., a, de M de mémes types respectifs que x,, ..., x, tels que

X = {c:ceC,(c,al,...,a,,)eZ}.

Il est évident que X est définissable sur C dans toute C-réalisation d’un
ensemble &/ de formules §’il existe une formule 4x, A une seule variable libre,
telle que, pour tout c € C

ceX e A Ac et cE¢X o — Ac.

La réciproque est fausse (voir exercice 9) ; cependant on a la proposition
suivante (voir exercice 8 pour une simplification dans le cas des langages
dénombrables) :
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THEOREME 5. — Soit of un ensemble de formules closes de ¥ ayant un
C-modéle et soient b¥, b3, ... des constantes non dans % . Si X < C est définissable
sur C dans tous les C-modéles de o, il existe une formule A(x, x4, ..., x,) de &
et une famille de formules Fj(xy, ..., X,) (j < 1) de £ telles que :

card A < card & et card A < card C,
oA U { FybY, ..., by) : j < A} a un modéle et pour tout ceC :
ceXeil existej < At A Axy oo Axy [Ff(X1, ooy X) = A(C, X1, ooy X2)]
c¢ X < il existe j < A: oA Axp oo AX, [Fi(xy, ooy X)) = — A(C, X5 20er X))

(Ce théoréme se déduit aussi d’un théoréme plus général sur les formules infi-
nies, donné dans le prochain chapitre.)

On va montrer que, si la conclusion de ce théoréme n’est pas satisfaite,
alors X n’est pas définissable dans une certaine classe de modéles canoniques.

Soit 4; x une énumération, éventuellement transfinie, de toutes les formules
de #, 4 une seule variable libre (de type i). Toute formule étant finie et card 2,
étant infini, 'ensemble de ces formules a le méme cardinal que & 4. On suppose
donc j < card Z,.

Soit #3 = o U Q. Pourj > 0,

Cas 1 : Pour tout k <j, {Ac:ceC, ceX}u{4dec:ceC,cé¢X}
n’est pas conséquence de

U«

h<k

a) A7 = hU oy u{—4;¢;} sl existe un c € X tel que Ajc n’est pas
<i

conséquence de |J o5, soit ¢ = c;.
h<j

b) o = U o v {4c; }si a) ne s’applique pas; il existe donc alors un
h<j
c ¢ X tel que — A;c n’est pas conséquence de

U .

h<j
Cas 2 : Le cas 1 ne s’applique pas. On pose
&5 = U .

h<j
D’aprés te corollaire au théoréme de finitude, |J &/ aun modéle canonique M.

— J
Si le cas 1 sapplique, X # A4; n C ; par conséquent, s’il s’applique pour
tout j, X n’est pas définissable sur C dans I, tout élément de Pt ayant un nom
dans Z,. Doncilyaun A (4 < card Z) tel que

{Ajc:ceCceX}tu{—Adxc:ceCc¢X}
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soit conséquence de
o U {Ajc;ij<A},

ol A; = — A; si 1 a) s’applique, et Aj = A;si 1 b) sapplique.
Pourtoutce C, { A;cice X} U {— d,c: c¢ X } estdonc conséquence de

o u{Aic;:jel,} *

pour un certain sous-ensemble fini I, d’ordinaux < A. Soient b¥, ..., b* les
€léments de A qui figurent dans A 2 €t ay, .., a, ceux qui figurent dans
{Ajc;:jel,}. On a (Lemme 6, Chap. 5)

{Aje;:jel.}uoau@, A+ A Ope A Oyt A A B
F{diciceX}u{—4,c:cé¢Xx}
et on pose
Fo(bYy s by) = 0, Ao A O, A Ot A A 6, A A°,

ol A° est la conjonction des 4jc; (je L,).

EXERCICES

1. On utilise les notations du Théoréme d’invariance. Démontrer les résul-
tats suivants :

a) Si A est (%, of)-invariante et si toute conséquence (prénexe) uni-
verselle de o est aussi conséquence de %, alors les formules B et - B
(théoréme d’invariance) sont toutes deux %-stables.

b) Si les conditions de a) sont satisfaites et si % est un ensemble de
formules purement universelles alors il existe une formule C sans quan-
tificateurs telle que % - (B <> C). (Voir ¢) )

¢) Si % est I'ensemble des conséquences universelles de of et si toute:
formule existentielle est (%, «/)-invariante, alors pour toute formule A
il existe une formule B sans quantificateur telle que &/ I~ (4 < B).

d) Déduire de ¢) les critéres « algébriques » suivants d’élimination des.
quantificateurs : (i) pour les corps algébriquement clos : s’il existe un
corps algébriquement clos contenant le corps commutatif C et dans lequel
une formule existentielle F est vraie, alors F est vraie dans la cloture:
algébrique de C; (i) de méme pour les corps réels fermés, C étant un.
corps ordonné.

€) Trouver un contre-exemple & I’énoncé b) si on supprime la condition
que % ne contienne que des formules universelles.
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Solution.

d) D’aprés le théoréme de plongement, tout modele de % peut étre
plongé dans un modéle de &/. Soient donc I et M, deux modeles de
%, M, extension de M, et soit M’ une extension de i, qui est un modéle
de of. Si B est vraie dans IR, 4 est vraie dans I, P’ étant extension de M
et modele de s7. Par conséquent, B est vraie dans 9M;, M’ étant aussi
extension de M;. De méme pour — B.

b) D’aprés le théoréme 2, il existe deux formules existentielles C,
et C, telles que #— (B o Cy) et U+ (= Be Cy), Bet = B étant
Q-stables. Par conséquent (théoréme de finitude), il y a un sous-ensemble
fini %, de % tel que %, +(C, < — C,); appliquer alors Pexercice 3 ¢)
chapitre 5.

¢) Puisque o/ - %, on a d’aprés b) : & b (B« C). Or pour I’élimi-
nation des quantificateurs il suffit que toute formule existentielle admette
P’élimination des quantificateurs (Chap. 4).

d) (i) Soit o I'ensemble des axiomes des corps algébriquement clos
(Chap. 4) et % TPensemble des axiomes des corps commutatifs. On a
évidemment & — %, et on sait que tout corps commutatif peut €tre
plongé dans un corps algébriquement clos (sa cléture algébrique). Par
conséquent, les hypothéses de ¢) sont satisfaites. (i) % est Pensemble
des axiomes des corps ordonnés. (Si au lieu de % on choisit les axiomes
' des corps réels, qui sont les corps ordonnables, le ¢) s’applique mais
le critére n’est pas utile parce qu’il y a des formules existentielles qui ne
sont pas (%', of)-invariantes.)

¢) On considére le langage £ de I'exercice 2, chapitre 4 et les axiomes
U = a),b),c),e), p.51:bienque ¥ (2| x) v 2| x+ 1) et que2|x soit
purement existentielle, 2 | x n’est équivalente & aucune formule sans quan-
tificateurs de Z.

On utilisera les notations du théoréme 2.
Démontrer le théoréme 2 & Iaide du lemme d’interpolation (Chap. 5).
Solution. — Soit Ext, (£, £") la conjonction des formules (universelles)

AXg oo AXy AXL e AXJ[(xy = X7 A A Xy = X,)
- (RX; ... X, & R x7 ... x})]

et °

AXy oo AXp AXL e AX[(g = X5 A A Xy = X))
> [Xg e Xy = [ X} e %]

pour tout symbole relationnel R et pour tout symbole fonctionnel f de &
et pour toute suite X;, ..., X, admise pour R, respectivement y2
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Si 4 et B contiennent moins de m variables libres, &, est le langage
< augmenté par des constantes (nouvelles) d’individu a, (r < m), et &)
est &’ augmenté par a, (r < m). A, et B, sont des formules de &, obte-
nues en remplagant toutes les variables libres de A4, resp. B, par des
nouvelles constantes. On désigne par Ext,; (%, %)) la formule

Exty (£, L)YA ra,=a, A~ (r<m).

D’aprés I’hypothése du théoréme 2

AU U{AYI VYL =) A AN VY0, = Y A
A Ext (£, £1) A A1} B,

ou y; (1 < j < p) est une variable de % du type j.
D’aprés le théoréme de finitude, il existe des conjonctions Ap, Ay de
formules de ¢, resp. &/, telles que
Ap A AL AN VYL O =YD A AAY VY, (= 3,) A
A Exty (£, D (4 > By).
Par conséquent

Ap AALAAYL (@11 =y) A A Ayp (@, ¥, = ¥p) A
A Eth (gl’ /)l— (—1 ZF A\ El)

dans la notation du Chapitre 3. On note que les symboles fonctionnels de
AF, A1 qui n’appartiennent pas 4 %, U %} n admettent _comme argu-
ments ou valeurs que des types de 2", et ceux de — A, FV B1 n’admettent
que des types de Z. Les ¢; (j < p) admettent comme arguments des types
de £ et comme valeurs des types de #’. Par conséquent tout terme de

2, Ry .?1 dont la valeur a un type dans % est aussi un terme de 5?1
Il existe une formule V de &, 1 sans quantificateur (Ex. 3 du Chap. 5)
telle que

@) ArAA A AN 95y =) A AExty (L, LDV

et

(if) V- (=4p v By

¥ ne contenant pas de symbole appartenant3 2. Le (i) entraine que
A O{ AL A AR VY (0= 9) A A Bty (Z, ED YV

en identifiant les langages &, %, on a aussi of — 4; — V. De méme,
X4 = V — B;. On compléte la démonstration en éliminant les symboles

de 2’1 %, dans V au moyen des quantificateurs universels de #.
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On utilise les notations du chapitre 5 (théorie des types). Si o, ¢’ € [7]
on écrit, par abus de langage, ¢ € ¢’ si ¢ = (0, ..., 5,) et §’il existe
i(1 <i<n)telqueos = g;; et on écrit y7' ex® pour

Vo P JO7 s 38 s v & X7

JjFi

La formule 4 = 0,x, ... Q,, x,, A, est appelée Z-formule si 4, (sans
quantificateur) a la forme
(x; 8ty A A Xu884) > B,

ol i; < i, < - < I est la liste des indices des quantificateurs Q@x uni-
versels et ol ¢; (1 < j < k) désigne soit x, pour unn < i, soit une cons-
tante de 4,, soit une variable libre de 4. (Une Z-formule est donc une
formule existentielle si on laisse de c6té chaque variable qui est restreinte
comme ci-dessus.)

Soit %] le langage homotype au langage #* (voir p. 112).

@) Montrer que I, est une t-extension de I si et seulement si P @ M,
est une t-réalisation du langage ¥ u ¥, satisfaisant 1’ensemble des
formules t-Ext (&, &) qui consiste en Ext (#7, 1) augmenté des formules
Ax® Ax] Ay Yy (x" = x] A yie x]) > y° = yi] pour tout g € [7] .

b) Monter que toute X-formule est stable pour les g-extensions.

¢) Trouver une t-réalisation I et une extension N de M telle que N
soit une t-réalisation sans &tre une z-extension de M. En déduire une
Z-formule A qui n’est pas stable pour toutes les extensions de .

Solution.

a) et b) sont évidents. (On note que la réciproque de b) est vraie aussi ;
on la démontre en utilisant a) et la méthode de I’exercice 2.)

¢) Soit 7 = (0), et soit .Z le langage a4 un seul symbole relationnel P,
P ayant une seule variable. On prend pour M :

Eo={a}Egp={{a}}a e P (E,, E(,, sont les ensembles de base
de M) ; et pour N:
Up={a,b}a+#b Uy = E(O);aeﬁgaé(o){a },bE(o){a}
(3.0 c-::tant la réalisation de gy, dans ).
Si on prend pour A la formule

Vx© Az(zex'® - Pz)

A est une Z-formule, et A4 est satisfaite dans I mais non dans N.

KRESEL et KRIVINE. — Logique mathématique 9
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On utilise les notations de V’exercice 3. Sig, ¢’ € [t], la notation »° £[x”]
(qui se lit : y appartient 2 la cloture transitive de x) désigne la disjonction
des formules

[ AP 1,0 o’
yiex® et Vx; .. Vx (V7 ex;, ex;, ... 8x;, 8x7),

o (iy, ..., iy) parcourt I’ensemble de toutes les suites finies satisfaisant :
OET, €T Ty, € o', x;, ayant le type ;..

Une formule 4, dont les variables libres sont x, ..., x, est dite o/-t-
invariante si, pour tout couple M, M' de 7-modeles de & tels que les
restrictions de MM et de M’ & E, N E; soient égales, et pour tout n-uplet
(X4, ..., X,) appartenant & la t-intersection de I et de M’, ou bien

(X4, ..., X,) satisfait 4 dans les deux modeles, ou bien (x,, ..., X,) satisfait
— A dans ces modeles.
Une formule prénexe Q, y; ... Oy ¥x B1, By sans quantificateur, est

dite restreinte (3 [x{'], ..., [x;"]) si B; a la forme
(yh e[t ] A A Vi, a[tp]) - [(.le 3[31]) At A (.qu E[Sq]) A CJ »

ol @i, ..., Q;, sont les quantificateurs universels de la liste @y, ..., O,
et Q;, ..., Q;, les quantificateurs existentiels, et ol ¢, (1 < r < p),
5, (1 € r < q) désignent soit des constantes d’individu soit des variables.
Montrer que A4 est o/-t-invariante siet seulement s’il existe une formule
restreinte B telle que &7 - (4 < B).

b) Soit o tel que si M et M’ sont des t-modeles de o7 etsi Ey N Ey # ¢,
Pintersection de M et de M’ est aussi un t-modéle de »/. Montrer que si
A et — A sont toutes deux «/-stables pour les t-extensions, A4 est
o -t-invariante. En déduire que si C, et C, sont deux X-formules telles
que of +(C; & — C,), C; et C, sont &/-t-invariantes.

Solution.

a) On considére trois langages : £} est la restriction de #° aux types
o elt’] ot 7’ = (14, ..., T,) €t On ajoute n constantes ay,...,a;"; L] est
obtenu en remplagant, dans £, ¢ par un nouveau symbole ¢; et chaque
type de variable x, y, ... par x;, ¥y, ... ; &5 est obtenu de la méme fagon

sauf que ¢ est remplacé par ¢, et les variables par x,, y,, ...
Si A est o/-1-invariante

v A, 0T -Ext (P, £ v T-Ext (g, L) U
u TC(ay, ..., a;) + A(ay, ..., a,) < As(ay, ..., a,)

ou TC(a}' ..., a;) exprime, dans le langage £, que tout objet appartient
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a la cloture transitive de la réunion ai' U -+ U g} : Cest-a-dire pour tout
gtelque oelr,] v = v oelr,],

A (Y elat] v - v Y elar]).

En séparant les différents types des variables et en appliquant le lemme
d’interpolation avec égalité on trouve une formule B’ du langage %,
telle que

A, ut — Ext (Lo, £)UTCH A, - B
et
A, ot — Ext (Lo, £)UTCH B = A4,.

Les ensembles de formules t'-Ext (%, %) et TC sont satisfaits en rem-
plagant & de &}, par ¢, et toute variable x de £ par

xye[ai] v v oxggfar].
Par conséquent, B’ prend la forme B cherchée.

Il est évident que toute formule B de cette forme est t-invariante.

b) Soit M, la t-intersection de M et de M’ et soit x,; (1 < i < n) unélément
de I'ensemble de base du type 7; de I, .M étant une 7-extension de M,
ou bien (xi,...,X,) satisfait 4 dans M et dans M,, ou bien (x,, ..., X,)
satisfait — 4 dans M et dans W,. De méme pour I'. Par conséquent,
A est o/-t-invariante. Puisque, d’aprés Iexercice 3(b), toute Z-formule
est stable pour les t-extensions, C; et C, sont toutes deux t-stables;
puisque & — (— C;) & C,, C; et 71 C; sont «f-stables pour les
T-extensions et par conséquent of-t-invariantes.

On modifie les notations des exercices 3 et 4 comme suit : on dit que IR’
est une (7 ; 0)-extension de IM lorsque I et IR’ sont des t-réalisations,
I est une t-extension de M et que E, = E, (Ex. 3). Une formule 4 est
dite «/-(t ; 0)-invariante si, pour tout couple M, M’ de t-modéles de o
telles que E, = E; et que les restrictions de I et M’ & E, soient égales,
et pour tout n-uplet (x, ..., X,) appartenant & leur t-intersection, on a

Xgs oos X)EA <> (X4, oy X)EA .

On obtient les notions de X-(t ; 0)-formule, resp. de formule (t ; 0)-res-
treinte en supprimant toute restriction pour les variables de type 0 dans
la définition de 2-formule, resp. de formule restreinte.

a) Montrer que A est .o/-(t; O)-invariante si et seulement si il existe
une formule B qui est (z ; 0)-restreinte aux variables libres de 4 et telle
que &/ b (4 « B).
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b) Soit & un ensemble de formules closes de #° tel que pour tout

7-modele de &, son extension principale (Chap. 5) soit aussi un r-modgle
de o/. Montrer que si 4 et — A sont toutes les deux «/-stables pour
les (7 ; 0)-extensions, elles sont aussi &/-(t ; 0)-invariantes.

¢) Trouver un contre-exemple & I’énoncé obtenu A partir de (b) en
remplacant « (t; 0) » par « T ». .

Solution.

a) Soient xi', ..., x;" les variables libres de 4 de type # 0. On ajoute
les constantes af’, ..., a," (voir Ex. 4(a)) et on écrit TCy(a?', ..., a.") pour
la conjonction pour tout ¢ # 0 des formules Ay*(y” elai'] v - v)° ¢[a;"]).
On introduit les langages %;, &5, & etletype 7’ comme dans ’exercice
4(a).Si A est (7' ; 0)-invariante on a :

AUy, U TExt (L, £1) U T-Ext (Zy, L) U

O { AR V3G = x9), Axd V(e = x2)} o

U TCy(al, ..., ay") = A(a3, ..., af") < A,(a?, ..., a™).
On trouve, par le lemme d’interpolation, une formule B’ de %, telle que
A1 U TEXU( Lo, £1) U{ A Va6 = xD)} U TCo(as, oo ) - Ay > B
si 'on remplace ¢ par e, et toute variable x de £, de type # 0 par

xy &[ay] v - v x;ela],

B’ prend la forme cherchée. La réciproque est évidente.

b) Soient M et M’ deux r-modeles de o tels que E, = E; et que les
restrictions de Mt et de M’ a E, soient égales. Par conséquent, les exten-
sions principales de 9 et de M’ sont aussi égales. Si WM, désigne ’exten-
sion principale commune et si x; appartient 4 la z-intersection de M et
de M, x, appartient aussi & 'ensemble de base de type 7, de My (1 < i < n).
Puisque M, est une (r; 0)-extension de M, et que 4 et — A4 sont
&Z-(z ; 0)-stables,

XY, e X e A o (X, ., X7) € A, .
De méme pour le couple ', M,. Par conséquent, 4 est o/-(t ; 0)-inva-
riante.

¢) Soit &/, un ensemble de formules du langage .# du premier ordre
tel qu’il existe deux formules existentielles 4,, 4, 3 une seule variable x
satisfaisant &/, (4, & — A4,) sans qu’il existe une formule A’ sans
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quantificateur telle que & + (4; & 4") (Ex. 1, ¢)). On considére £?,
et on pose

A = o | U AX® Ay O[Az%(zex > zey) - x = y].
Evidemment & satisfait les hypothéses de (). On prend
A = Ax®(xeX - 4,),
ol X est une variable de type (0). Puisque
o H— Ao Vx(xeX A Ay),

A et — A sont &/-stables pour les t-extensions. Mais 4 n’est pas &/-1-
invariante car il n’existe aucune formule B restreinte & [X] telle que
o Ao B. En effet, si dans une telle B on prend X = {u }, ce qui
revient a4 remplacer toute partie de la forme yeX dans B par y = u,
on obtiendrait une formule sans quantificateur.

a) Montrer que (i) le corps des rationnels réels est rigidement contenu
dans tout corps commutatif de caractéristique 0, (ii) le corps des ration-
nels complexes est contenu, mais non ridigement contenu, dans tout
corps commutatif algébriquement fermé de caractéristique O.

b) Soit . le langage (ensembliste) dont le seul symbole relationnel
est ¢; soit A la conjonction des formules

Vx Ay — yex, Ax Ay Vz /\u[usz —(uex v u = y)] ,
Ax Ay[Az(zex < zey) — x = y]

et soit .#, le langage obtenu en ajoutant & % la constante d’individu ¢
et le symbole relationnel & 3 variables R. On pose

B = Ay — yec A Ax Ay Az(R(x, y, z) < Aufuez & (uex v u = y)]).

Montrer que (i) aucune réalisation de % n’est rigidement contenue dans
tous les modeles de A, (ii) tout modéle de 4 s’étend d’une seule fagon en
un modele de B, (iii) la réalisation de .#; dont ’ensemble d’individus est
I’ensemble C,, des ensembles héréditairement finis, out e est e N (C,, x C,),
ol ¢ est I'ensemble vide, et ol R est la relation z = x U { y }, est
rigidement contenue dans tous les modeles de 4 A B.

=

Solution.

a) Le (i) est évident méme si I’on supprime les constantes 0 et 1 du
langage des corps ; utilisant les notations du théoréme 3 on prend pour
Ao(x, x;) la formule x, + x = x;, et pour A;(x,x;) la formule
(x.x; = x; A X # x,). (ii) L’application z — z (ol z désigne le conjugué
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de z) montre que le corps des rationnels complexes n’est méme pas rigide-
ment contenu dans lui-méme.

b) () Une réalisation de & (d’ailleurs contenue dans tous les modeles
de 4) est { C,, e n (C, x C,) ). Or elle n’est pas rigidement contenue
dans elle-méme parce qu’elle est isomorphe a toute sous-réalisation C2
ainsi définie : Cg, est la plus petite classe contenant a qui ‘est close par
rapport 4 Popération x, y > x U {y }. (i) 4 implique P’existence d’un
ensemble vide et (grice au troisiéme axiome, axiome d’extensionnalité)
d’un seul ; par conséquent, la valeur de c¢ est déterminée. Ainsi I’exten-
sionnalité détermine la valeur de R, étant donné un modéle de A. (iii)
est évident parce que tout élément de C, peut étre engendré a partir
de Pensemble vide par I'opération x U {y }.

On considére un langage % a un seul type et le langage #* qui lui est
associé dans le chapitre 5. On suppose que & contient un ensemble C de
constantes d’individu. Soit &/ un ensemble de formules de £ qui posséde
un C-modele : pour tout couple (¢, ¢’), ¢ et ¢’ éléments distincts de C,
#= —c=c'. Pour oe€[r], un ensemble X’ de I’échelle des types
construite sur C est dit appartenir 4 une réalisation N* de &* si X° est
P'image d’un élément de N* de type o par P’application canonique de 9N°
dans 5, ot N, est un C-modele isomorphe 2 la restriction de N* au type 0,
et o Ny, est la réalisation principale sur 9t,. Montrer que, si X° appar-
tient & toute C-réalisation de 7, alors X est héréditairement fini sur C.

Solution.

L’ensemble X° des éléments de type O qui appartiennent a la cldture
transitive de X est défini, dans tout modeéle, par la disjonction des for-
mules

Vxi ... Vx7(xexilex;? ... exy ea®)

ol (zy, ..., T,) parcourt toutes les suites finies telles que O e, e €1, €0
(en utilisant les notations de I’Exercice 3). La constante a° désigne 1’en-
semble X“ qui, par hypothése, appartient & tout modéle de «/. D’aprés
le Théoréme 4, X° est donc fini, et par conséquent X° est héréditairement
fini.

Si &/ est un ensemble dénombrable de formules closes du langage &
possédant un C-modéle et si X (X < C) est définissable sur C dans
tous les C-modéles de o il existe une formule close B et une for-
mule Ax 3 une seule variable libre x telles que &/ - B — Acsice X
etef B> — Ac si c¢ X.
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Solution.

D’aprés le théoréme 5 il existe une famille finie de formules
Ffxq, ooy X2) (J < N) €t Ay(x, Xy, wees x,) telles que

o U{Vxy . VX, (F1 At A Fy-1}
ait un modéle et
A Axq oo NJ(Fy A A Fyog) = Ag(6; Xq5 o0 x)] si ceX,
A= AXy e AG[(Fy A A Fyog) = — Ay, X, s x)] st c¢X.
On prend pour B :
Vg oo VX (Fy A A Fy_q)

et pour Ax :.
Vxg . VX (Fy A A Fyoy A Ay).

SiceX, LB Ac ;si c¢X, oA — Ac et, a plus forte raisonm,
o (B — — Ac).

Soit &, le langage des corps ordonnés et soit &, I'ensemble des axiomes
pour les corps réels fermés (Ch. 4). On considére un ensemble C de
constantes pour représenter chaque rationnel, et des langages &£ obtenus
en ajoutant des constantes d’individu supplémentaires 3 #,. Donner
des contre-exemples aux énoncés suivants :

d) Si o est dénombrable et si X(X = C) est définissable sur C dans
tous les C-modéles de o, il existe une formule Ax de & telle que, pour
tout ceC, S —AcsiceX, et L —AcsicgX.

b) Si X est définissable dans tous les C-modeles de &, il existe une
formule close B et une formule Ax telles que & U { B } a un modele et,
pour tout ceC, & =(B— Ac) si ceX, A+ (B — Ac) si céX.
(On ne suppose évidemment pas que o est dénombrable.)

Solution.

On prend pour X une coupure des rationnels qui n’est pas définissable
dans le langage £,. Un tel X existe parce que P’ensemble des coupures
est non dénombrable tandis que I’ensemble des coupures définissables
X={c:doAc} (AxeZL,) est dénombrable. On cherche deux
ensembles d’axiomes o o &, tels que X soit définissable sur C dans
tout modéle de 7.

@) On ajoute & %, deux constantes d’individu u et v et on prend

di={c<u<c)vie<v<c):
pour tout couple (¢, ¢'), c € X, ce—X } ,



128

ELEMENTS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

et on pose & = o/, U ;. X est défini, dans tout modele de .o, ou bien
par la formule x < u, ou bien par la formule x < v. Supposons que Ax
est une formule de & telle que o/ —Aesi ce X, o — — Ac si c¢EX;
puisque Ax est une formule de %, il existe une formule Bxyz de Z,
telle que Ax = Bxuv. Considérons les modéles M dont ’ensemble de
base est R (nombres réels) avec ordre usuel et qui satisfont’ & (C’est-a-
dire, ou bien u = la coupure X, ou bien v = X). Siu = X, Vy Az B(c, ¥, 2)
est vraie dans I pour ce X; si v = X, — Vy AzB(c, y, z) est vraie
dans M pour c ¢ X. Puisque Vy AzB(x, y, z) est une formule de 7N
et que o/, est saturé, pour tout ceC, on a : o/, VyAzB(c, y, z) si
ceXet o — VyAzB(c, y, z)si ¢ ¢ X. Ce qui contredit la condition
que X n’est pas définissable dans %,

b) On ajoute & ., les constantes d’individu u, (« < N1), on considére
une énumeération cy, ¢y, ..., des éléments de X et on pose

oy ={u,<ciceC—-X,a< N }u
Uiu, #Fugio# B, f< Ny}
U { (g, < ty, < - <Ug) > o<t < Ny, 1<,

pour tout entier j }.

&y U 7y a un modeéle M, parce que tout sous-ensemble fini a évi-
demment un modele. De plus X est définissable dans tout modéle de
oo U & parce qu'un ordre total non dénombrable posséde au moins
un €lément avec un nombre infini de prédécesseurs. Si u, est un tel élé-
ment, x < u, définit X sur C dans le modgle considéré.

Pour établir ), supposons que B;, B,x sont deux formules de & ;
il existe donc deux formules C,(x, ..., xp)s Cy(Xg, «oy X, X) de Py
telles que

By = Cy(tggy -5 Ug,) et Byx = Coluyyy s U1y, X) .
Si, pour ceC,
o VA~ (By > B,ye) pour ceX,
et
AoV Ay — (By > — B,o) pour cé¢X,

C étant dénombrable, il existe un sous-ensemble dénombrable of y de o,
tel que

& U~ (B, = Bye) pour ceX,
Ao A (B = — Bye) pour c¢X.
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Soit u, (n =p + 1, p + 2,...) une énumération des constantes u, qui
apparaissent dans &/} (et non dans B; — B,c), ¢t supposons que

Uy < = < u, dans M.
On pose
B*(xgs vy X0 ¥) = Cy(Xgs s Xp) A Co < Xo A €4 < Xq A
AC, <X, AXg<X < <X,<y.
Puisque B, est vraie dans M et que u,, < -+ < u, , laformule
Vxg ... VX, B¥(Xg, ooy Xp €)

de #, est vraie dans M pour tout ¢ € C — X et puisque X n’est pas défi-
nissable dans &, il existe ¢, telque Vx, ... Vx, B*(xo, ..., X,, ¢;) €st vraie.
On va en déduire (i) et (ii) :
(i) Pour tout entier i,
AXg oo Ax [ B*(Xg, over X, €) = CoXg, ...y X, ¢;)] €st vraie dans M. Puisque
par hypothése

AU Cillgg, oeny Uy) = Coltiggs <5 Ugys C3)

il suffit de noter que, si B*(X,, ..., X,, ¢) est vraiec dans M, &/, U L7 est
satisfait dans le modéle I’ obtenu & partir de M comme suit : on pose

u, = x; (i < p), et onprend pour u,, u ... une suite croissante d’élé-

An+ 1%
ments de 'ensemble de base de M telle que X > u, > c,pour toutm > n.
Par conséquent, Cy(tyy;, ---s Uy, c;) est vraie dans ', et Cy(xo, ..., Xp, €;)
est donc vraie dans M. De méme

(ii) Pour tout ce C — X,
AXg coo AX[B*(Xg, ooy X, €) = —1 Cy(Xg, oony Xp, €)]

est vraie dans M.
Les (i), (ii) montrent que la formule de %, :

Axg coo AX[B*(Xg, <oy Xpy €) =& —1 CoXg, ovy Xpy X)]

définit X sur C dans M ; puisque &7, est saturé pour %, cette formule
définit X dans tout modele de o/, ce qui contredit le choix de X.




7. MODELES PRINCIPAUX;
MODELES DE FORMULES INFINIES

Résumé

La premiére partie de ce chapitre traite une classe importante de
réalisations du langage des types finis décrit dans le chapitre 5 : celle
des modéles principaux (ou « pleins ») ou I'ensemble de base Co est
quelconque, mais ol le domaine de chacune des autres variables est
constitué par tous les ensembles (du type correspondant) de la structure
des types ayant pour base Cy. Le résultat essentiel réduit la validité dans
les réalisations principales des langages d’ordre fini a la validité dans les
réalisations principales de certains langages (convenablement choisis)
du second ordre. Ainsi qu’il était annoncé dans le résumé du chapitre 3,
cette derniére validité ne peut pas, en général, étre réduite au cas du pre-
mier ordre, d’aprés I'exercice 5 du chapitre 3 et les exercices 1, 5. On donne
une certaine classe de formules du second ordre qui équivalent & des
ensembles infinis de formules du premier ordre : c’est la généralisation
du théoréme de plongement qui était aussi annoncée dans le résumé
du chapitre 3.

Les systémes infinis d’axiomes qu’on vient de mentionner (et ceux du
chapitre précédent) peuvent étre considérés comme des conjonctions
infinies de formules finies. La seconde partie du présent chapitre étudie
des langages contenant d’autres expressions infiniment longues, en
particulier des formules Ax \X/ 4: x (i€l), ou \W/ 4: désigne la disjonc-

tion infinie des formules finies A; (i € I). L’exercice 5 donne une liste de
structures courantes définies par de telles formules. Le résultat fonda-
mental consiste en une caractérisation simple de la classe des formules
finies qui sont valides dans tout modéle d’un systéme dénombrable
d’axiomes A™ (m = 1, 2, ...) de la forme Ax \X/ By x(n = 1,2, ...). Ce

résultat ne s’étend pas directement au cas non dénombrable (exercice 3).
Pour des informations récentes sur le sujet (florissant) des formules infi-
nies, voir le livie [The Theory of Models, Amsterdam (1965)], en
particulier les articles de Karp, Keisler et Scott.

Les deux derniers résultats du chapitre précédent sont généralisés aux
langages dont nous nous occupons ici ; ils revétent une forme spéciale-
ment simple dans le cas des modeles de la théorie des types qui satisfont
la formule infinie Ax \X/ (x = c.), C’est-a-dire des modéles dont I’ensem-
ble de base Cy est égal a { co, c1, - }.

Pour formuler des résultats plus fins sur les langages contenant de
formules infinies et sur leurs réalisations, on a besoin des notions de la
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théorie des fonctions récursives sur les ordinaux (infinis) ; méme la
généralisation du théoréme de finitude au cas ci-dessus de la formule
Ax W (x = ¢n) réclame les notions de la théorie de I’hyperarithméticité

n
(récursivité sur les ordinaux récursifs). Cette théorie fournit aussi une
explication du role particulier joué par la négation et la disjonction
infinie parmi tous les connecteurs propositionnels & un nombre infini de
variables. Voir les articles cités dans le résumé du chapitre précédent.

On considére les langages #° de la théorie des types (Chap. 5). D’aprés
le dernier théoréme de ce chapitre on peut associer 2 toute réalisation M de &
une réalisation ° d’ordre 7 de &, qu’on appelle réalisation principale d’ordre
T construite sur . Elle est unique A un isomorphisme prés. Dans une réalisa-
tion principale la relation &,(o = (o4, ..., 6,)) sur E, x = x E, x E, est
isomorphe 2 la relation d’appartenance sur E, XX E; X B(E,, xxE,):
pour fout sous-ensemble X de E, x -+ x E,, il existe un élément a et un
seul de E, dont les « éléments » dans la réalisation sont les éléments de X.

On appelle théoréme d’ordre © de £, une formule d’ordre © dont la cléture est
satisfaite par toutes les réalisations principales d’ordre © de .

Nous supposerons que % n’a pas de symboles fonctionnels, ce qui ne res-
treint pas la généralité : une formule Fest en effet un théoréme d’ordre 7 si et
seulement si la formule F* qui lui est associée, Chap. 5, Ex. 1 (2), en est un.

Soit &, le langage a un seul type de variable obtenu a partir de #° en
considérant toutes les variables comme de méme type (et en conservant les sym-
boles relationnels de £, chacun gardant le méme nombre de variables). Soit
Z* le langage obtenu en ajoutant 3 %, de nouveaux symboles relationnels
a une variable : T, pour chaque ¢ < 7. A chaque formule F de % on associe
une formule F* de £*, définie par récurrence sur la longueur de F de la fagon

suivante

si F(x1', ..., x;") est atomique, F* = F(xy, ..., x,) A T, X; A AT,

anXn
si F(xT', .., xp") = — G(x7Y, ..., x2"), alors
F* = — G* (X o0y X,) A Ty Xy A A T, x,
si F = A(x7', ..., x;™) v B(x3', ..., x2*) alors
F* = (4* v BY A T, %y A AT, x,
st F=Vx"G(x" x7' ..., x,7) ,alors F*= Vx[T, x A G*x, xy, ..., x)].

Les formules d’ordre (0) de #* seront construites avec un nouvel ensemble
de variables d’ordre (0) dont nous désignerons les éléments par X, Y, Z, ..., et
un nouveau symbole relationnel & deux variables que nous noterons e.

Soit % la conjonction des formules suivantes d’ordre (0) de &* :
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1) Ax — [T, x A T, x] pour tout couple g, o' de types distincts et < 7
2) Axy oo Ay AX[6(X 15 ooy Xy X) > Ty Xy A AT, %, AT x]

pour tout ¢ < 7, 6 = (64, .., 0p) ;

3) Ax Ap[(Axy oo AX[E,(X 1, ooy Xy X) © 85(X 15 ooy Xips »]) - x =yl
pour tout @ < 75 6 = (G, +0r O) 5

) Axy o A VY {T, xy AT, %, = [T, A 86X ey Xy ¥) A

A Nty oo A8, (gy ooy Uy ) = (g = X4 A A U, = %,)]]}
pour tout ¢ < 7, 6 = (64, ..., Gp) ;

5) AXVy{T, y A Axy o AX,[8,(X1, ooy Xy ¥) © Vz(zeX A
A Aty oo NU(Eo(Uy wn Uy Z) = Uy = X A A Uy = X,)]}

pour chaque o < 7.

Les seules formules d’ordre (0) de #* parmi les formules ci-dessus sont
donc les formules 5). Les autres sont d’ordre 0.

TuEOREME 1. — Pour qu’une formule close F de &, d’ordre 1, soit un théoréme
d’ordre T il faut et il suffit que U — F* soit un théoréme d’ordre (0) de £*.

Soit MM* un modele de (1, 2, 3) dont 'ensemble de base est E*. On en déduit
une réalisation M¥ d’ordre © de &, dont 'ensemble de base de type o est T,
(valeur de T, dans 9t¥), en donnant aux symboles relationnels de #* la valeur
quils prennent dans 9t*. D’aprés 1) les ensembles de base de I° sont bien
disjoints, et d’aprés 2) et 3) les axiomes d’extensionnalité sont bien satisfaits.

Toute réalisation MM* d’ordre t de £ est ainsi obtenue 2 partir d’un modele
M* de (1,2,3): soient en effet E, (o < 7) les ensembles de base de It". On définit
I'ensemble de base E* de IM* comme U E,. On définit la valeur de T,

6st

dans M* par T, = E,. Les autres symboles relationnels de £* sont des sym-
boles de #* : on leur donne dans M* la méme valeur que dans i". On voit
immédiatement que M* satisfait (1, 2, 3) puisque M satisfait &, (p. 92).

Soit F une formule de Z°. Alors les valeurs de F et F* dans deux réalisa-
tions associées M et M* de £° et #* sont égales. On le montre immédiate-
ment par récurrence sur la longueur de F d’aprés la définition de F*.

Soit alors Mt* un modele principal de % dont I'ensemble d’individus (ensem-
ble de base du type 0) est E*. Alors la réalisation I d’ordre t de & qui lui
est associe est aussi principale : il suffit de montrer que la relation ¢, sur
T X X T x T, (0l 6 = (s ..., 0,) < T €L OU &, T,, sont les valeurs
de g, et T, dans M*) est isomorphe 2 la relation d’appartenance sur

7—"'61 X e X in X %(i] X e X Td")’

donc que pour tout sous-ensemble K de T, x - x T, il existe ae T,
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dont les « éléments » dans I° sont les éléments de K. Soit (ay, ..., a,) un élé-
ment quelconque de K. D’aprés 4) il existe un élément ¢(ay, ..., a,) de T,
qui a (a4, ..., a,) pour seul « élément » dans IM°. Comme IMN* est principale,
il existe un élément X de I'ensemble de base de type (0) de M* dont les « &lé-
ments » dans M* sont les ¢(a;, ..., a,) pour (ay, ..., a,) € K. D’aprés 5) il existe
donc y € T, dont les « éléments » dans 9N sont les (ay, ...;a,) de K.

Toute réalisation principale I de # est ainsi obtenue, 3 partir ¢’un modéle
principal IN* de % : on définit I* A 'ordre O comme ci-dessus. On a vu que
(1, 2, 3) sont alors satisfaits. 4) est aussi satisfait puisque, IN° étant principale,
si6 =(0y,...,0,) <71, etsiag ek,,..,a, €E, , il existe a € E, dont le seul
« élément » dans I° est (ay, ..., a,). On prend pour I * la réalisation principale
d’ordre (0) construite sur la réalisation ainsi obtenue, et il est immédiat que
M* satisfait 5).

Soit alors F une formule close de #". Si F n’est pas un théoréme d’ordre 1,
il existe une réalisation principale SR* d’ordre = de % qui ne satisfait pas F.
Dans le modele principal I* de # associé a I, F* n’est pas satisfaite.
Donc % — F* n’est pas un théoréme d’ordre (0) de £*.

Si % — F* n’est pas un théoréme d’ordre (0) de #*, il existe un modele
principal M* de # qui ne satisfait pas F*. La réalisation 9¢° d’ordre ¢ de &
associée & IN* est principale et ne satisfait pas F*. Donc F n’est pas un théo-
réme d’ordre 7. C.q.f. d.

Pour tout entier n, les formules dont les variables ont un rang < n (p. 103)
seront appelées formules d’ordre n.

Réduction d’une certaine classe de formules du second ordre.

Soit 4 une formule de #* dont les variables libres, soient X1y eeey X, ONt le
type ou bien d’individu ou bien de relation entre individus (o, ..., G, ou
o; =0 pour (1 < i< p), type qui sera désigné par (p). Soit &,, (m < n) le
langage du premier ordre obtenu en ajoutant & % les symboles s; (i< m)
ne figurant pas dans %, s; de méme type que x;. Pour plus de clarté on écrit
¢; pour s; si x; est de type 0, et R; (symbole relationnel a p, variables) si x;
est de type (p;). Toute réalisation 9%, de .Z,, induit une réalisation I de &
(la restriction de 9, au langage £); M, = MU {s;iti<m} ous; est
élément de I'ensemble de base de I si s; = ¢ et élément de I’ensemble E,y
de base de M de type (p)si s; = R; : 5; € E ., parce que tout sous-ensemble
de E,, appartient a ’'ensemble de base du type (p,) du modele principal.

A est dite réductible a la classe o des formules de %, si, pour toute réalisa-
tion Mu {s;:i<m}, {5:i<m)} satisfait 4 dans M" si et seulement si
M., satisfait toute formule de o/ (IM,, est modele de ).

LeMME 1. — Toute formule Ax;,, ... Ax, A, de %, A, sans quantificateur
est réductible a une (seule) formule prénexe AY de & ; dont tous les quantificateurs
sont universels et toute formule de &, est réductible d une (seule) formule de %".
(47 sera appelée traduction canonique de 4,.)
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Démonstration. — La formule A,, étant sans quantificateur, est une formule
propositionnelle construite sur des formules atomiques de & et sur des formules
(t15 oes 1) 8% (1 < T < 1y x; de type (p))- Ay est la formule obtenue en
remplacant d’abord x; par c; si x; est de type 0 et ensuite (¢, ..., #,,) &g, X; Par
Ri(ty, ..., t,)). Toute formule atomique B de A4, est évidemment réductible & B°,
et les operatxons propositionnelles préservent la réductibilité. Inversement
toute formule sans quantificateur de %, est réductible a la formule de Z£*
obtenue en remplagant d’abord c; par x;;et Ri(fy, ..., ) Par (¢4, s 1) €y X
La quantification de %, préserve la réductibilité parce que les variables (d’in-
dividu) varient sur le méme ensemble de base dans It et IM,,.

Supposons que AX; 5 ..- Ax, A, soit réductible a4l Alors MU (5;:j < i)
satisfait Ax;, ... Ax, 4, si et seulement si, pour toute valeur sf. 1 dans EIJE de
méme type que X;4q, MU {5, : j<i}u{sH, } satisfait 47,,. On distin-
gue entre deux cas:

1° x,., est de type O et donc s;4; = ¢41. Dans ce cas AX;yy ... AX, A,
équivaut & Axjsq Airy, OU A;y, résulte de A, | en remplagant c¢;,, par Xi.;.
Ax)4+1 A}, est évidemment une formule prénexe universelle de &';.

20 x;4q est de type (pi+y). Soit A?+1 = Ay; ... Auy X, X, sans quantifica-
teur. Soit b 'ensemble des termes qui apparaissent dans X, et soient u;, ..., 4y,
des éléments de E . 1l est évident que s’il existe R}, 4 telle que

Mo {s;:j< z}u{R,+1,u1, e Uy }

satisfait — X, alors sa restriction & ’ensemble fini { t:teb} satisfait aussi
— X,. Soit X, la conjonction des formules

f=t0 A AL =ty A S(ty, e t) = S(t, s tg)

obtenues pour tout symbole relationnel S de &£, S & g variables, et pour
tout 2 g-uplet de termes de I’ensemble b, et soit D;, ..., D, une liste de tous
les diagrammes sur b dans le langage &,. Si X; est la disjonction des
D,(1 < s <) tels que X, A — X; A D, soit contradictoire, alors Au; ... u, X,
est la formule cherchée : si la structure M U {s; : j < i} la satisfait, alors
pour tout b-uplet uy, ..., , elle satisfait un de ces diagrammes et, par
conséquent, il n’existe aucune R, telle que Mu{s s; < }u { Ri.1 }
satisfasse Vu, ... Vu; — X,. Dans le cas contraire, il existe uy, ... , U, tels que
Mo {5 :j < i} satisfait — X, et par conséquent un diagramme D, tel que
X, A — X7 A D, aun modele ; autrement dit, il existe une R}, telle que

{Ej :j< i}U {R;+13 1_41’ "'aal}
satisfait — X.

THEOREME 2. — Soit A = Q4 X ... Q, X, A, une formule close prénexe de £~,
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A, sans quantificateur, x; de type (p)) si Q; =V, x; ou bien de type 0 ou
bien de type (p)) si Q; = A. Alors A est réductible & un ensemble </ de Sormules
prénexes closes de & dont tous les quantificateurs sont universels. (O est modéle
de A si et seulement si M est modéle de A.)

Démonstration par récurrence sur le nombre n de quantificateurs : on pose

Ai= 01 Xi4q . O, Xy Ay,

et on démontre que 4; est réductible & un ensemble o7, de formules (prénexes)
universelles de % ,.

D’aprés le lemme 1, A, est réductible 3 un tel ensemble o, (qui se réduit a
une seule formule). Supposons 4, ; réductible  la classe </ ;+1 de formules
de £,

Si Qirqy =V, le type de x;,, est (p,,,) et {5;:7<i} satisfait donc 4,
dans I si et seulement si il existe 5%, €E,,, , tel que {5 jiI<itu{sh,}
satisfasse 4;, , ce qui équivaut, d’aprés ’hypothése de récurrence, a I’existence
d’un 5%, tel que MU {s; : j <i}u{5%, ) satisfasse toute formule
de /;,,. Or, d’aprés le théoréme de plongement (Chap. 3), la structure
My {5;:j <i}peutétre plongée dans un modéle de o ¢+1 Si et seulement si
elle satisfait I’ensemble .« ; des formules universelles de & ;qui sont conséquences
de o/, ;. Par conséquent, A4; est réductible a cet ensemble o i

Si Q;4+1 = A, d’aprés 'hypothése de récurrence, {5; 1)< i} satisfait 4,
dans ¥ si et seulement si, pour toute valeur 5%, dans I, de méme type que
X, MU {s; 1 j<i}u {54} satisfait 47,,. On applique le lemme 1.
(Pour une généralisation, voir exercice 2.) .

E3

Formules infinies définissant des relations A un nombre fini d’arguments.

Soit A(i € I) une famille de formules de % ayant leurs variables libres prises
parmi xy, ..., x,. Considérons une réalisation M de % et soit A; 1a valeur prise
par A; dans M. Nous dirons que M sarisfait la formule infinie Vx;...Vx, M\ A;

. _ 1
si et seulement si () 4; # ¢. Si () 4, = ¢ nous dirons que M satisfait la for-
iel iel
mule infinie Ax ... Ax, W — 4,, dite négation de la précédente. Nous n’étu-

dions pas par la suite Iitération générale des opérations propositionnelles
ci-dessus (conjonction infinie A\, disjonction infinie \/ et négation). Les deux
types de formules décrits ici nous serviront & définir quelques classes de struc-
tures, classes qui ne sont définissables par aucun ensemble de formules finies
du premier ordre (exercice 5).

On considérera des langages a plusieurs types de variables. Supposons le
langage % égalitaire et soient M un modele de &, M’ la réalisation égalitaire
qu’on en déduit par passage au quotient. Nous avons vu que I et M’ satis-
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font les mémes formules closes de .Z. En fait M et M’ satisfont aussi les mémes
formules infinies de & : soit en effet

Vg .V, AN Aixg, oo x,)

une formule infinie et soient 4; et Z les valeurs prises par la formule A,(xy, ..., X,)

respectivement dans 9t et M. On a A; = _A_,./E, A; étant saturée pour la
relation d’équivalence E. Il en résulte que

n i=ﬂA,-/E;

i

I

donc ] 4; et () 4; sont simultanément vides ou non vides.

LEMME 2. — Soit o/ un ensemble consistant de formules finies closes de &
et o, (i < 1) une famille I’ensembles de formules finies closes de L. Si tout
modéle de o satisfait un des ensembles s, il existe un ensemble % de formules
finies closes de & et un ordinal j < A, tels que card B < card A (et card B <
card &), que o U B soit consistant, et que A ; soit conséquence de A U B
(la notation card X désigne le cardinal de I’ensemble X).

Démonstration (en utilisant le corollaire du théoréme de finitude, Chap. 5). —
On peut évidemment supposer que 4 est un cardinal. Soit .o/ g =4 Pourj>=0
on 2 deux cas :

10Sil existe k < jtel que o7, soit conséquencede | &7 i on pose .9/;' =U ;
i<k i<k
(C’est-a-dire la suite .9/}“ = o, pourj = k).

. + + * NoA4%
20 Dans le cas contraire, on pose &/; = L! o {— 4; },oud;ed;
i< j
et m’est pas conséquence de |J ;.
i< j

Il existe un j, (jo < 2) tel que le cas 1° s’applique, sinon {J ,fo aurait
i<

un modéle de «/ ne satisfaisant aucun &f;, parce que ne satisfaisant pas A}
(j<A). Onprend B={— A : i<jo}

Evidemment card # < card .# parce qu’il n’existe que card £ formules
de & (il existe plus de card £ ensembles de formules de £ non équivalents).
THEOREME 3. — Soit J un ensemble de formules infinies du langage égali-
taire &, du type Vx, ... Vx, M\ 4ixy, o x) A <A =card &, jel), et

A
soit sf un ensemble de formules de ¥, ayant un modéle égalitaire, et tel que
tout modéle égalitaire de sf satisfasse une des formules infinies de J. Alors
il existe une formule infinie de J, soit

Vg oo Vx, X\ Ai(x1s or x,) (B < A)
A

KREISEL et KRIVINE. — Logique mathématique 10
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et une famille F(x,, ..., x,) (i € I) de formules de & telles que

cardI < card J x card &, et cardl < card & ;

(«, Vx, ... Vx, X\ Fixy, ..., x,)) @ un modéle égalitaire ;
pour tout A < Ail existe i e I tel que ¢ = Axy ... Ax,[F; — 4,).

Démonstration.— On utilisera les modeles canoniques du chapitre 5. Puisqu’il
s’agit d’un langage égalitaire on suppose &, — o/ ; par conséquent, tout
modéle (égalitaire ou non) de o satisfait une des formules infinies de J. Tout
modele canonique de (#, Q) satisfait une des formules infinies de J, donc
satisfait un des ensembles { Alay, ..., a)} (A< A) pour ay,...,a,c4d, de
mémes types respectifs que x, ..., x,. Or cette famille d’ensembles a pour
cardinal card J x card #. D’aprés le lemme 2, il existe une famille (B);,,
de formules de Z, telle que card I < card &£ et card I < card & x card J,
et un ensemble {Ai(al, v @) } (A < A) tels que (o, Q) U (B);<; posséde
un modéle et a pour conséquence 4%(ay, ..., a,), pour tout A < A. (card I <
card & parce qu’il n’existe que card & formules différentes dans ).
Pour chaque 1 < A il existe donc un sous-ensemble fini de { B; };.,, dont nous
désignerons la conjonction par B, et un sous-ensemble fini de ¢, dont nous
désignerons la conjonction par A, tels que

Q+ A A B Alay, ..., a,).
Si by, ..., b, sont les éléments de 4 qui apparaissent dans B, on a donc

Oy A" A0, A Oy A AB - AAB-— Alay, ..na,).

Donc
A0, A AO, ABy A A 0y, A B— Al(ay, ..., a,)

d’aprés le lemme 6, chapitre 5.
On pose
Flay, .. @y) =0, Ao A, A0, A A 6,, A B.

L’indice parcourt un ensemble dont le cardinal est inférieur ou égal au cardinal
de 'ensemble des parties finies de 1. La famille Fj(xy, ..., x,) a donc les propriétés
voulues.

COROLLAIRE. — Si, dans I'énoncé du théoréme, & et J sont supposés dénom-
brables (donc A = w), il existe une formule finie B(x,, ..., x,) telle que:
&, Vxy ... VX, B(xy, ..., x,) @ un modéle égalitaire et, pour tout entier p,

A = AXy e AX[B(X, oy X)) > Ap(Xg, ey X,)] -

Langages dénombrables ; ensembles dénombrables de formules infinies.
L’ensemble des variables, symboles relationnels, symboles de constantes du
langage % considéré est dénombrable.
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THEOREME 4. — Soit of un ensemble de formules closes finies de & et J un
ensemble dénombrable de formules infinies du type

Axy ... Ax,,\)n(/A{;(xl, woX) (=125 p=p0).
L’ensemble des formules finies de & satisfaites par tout modéle de s/ L J est
le plus petit ensemble s#”’ de formules finies de & tel que :

1° Si G est une formule close de & et si o' G, alors Ge .
20 Si G(xy, ..., X,), est une formule de & telle que
A’ Axy e A (A3, e X)) > Gy, s X)]
pour un certain entier j, et pour tout n, alors Axy ... Ax, G(x1, ..., X,) € .
(L’énoncé serait faux sans la restriction au cas dénombrable ; voir exercice 3.)

Démonstration. — 11 est immédiat que ’ensemble des formules qui sont
satisfaites par tous les modéles de &/ U J contient &/”.

Inversement, soit F une formule satisfaite par tous les modeles de o/ U J.
Si o’ U (— F) n’a pas de modéle égalitaire, F est conséquence égalitaire de A’
et donc F e’. Si &’ U (— F) a un modele égalitaire, par hypothese il satisfait
la négation d’une des formules de J, soit

Vg o Vi, AN — 480 (3, s xp)
n

et, d’aprés le théoréme 3 il existe une formule G(x,, ..., x,) telle que
o’ U {— F, Vx, ... Vx, G(xy, ..., x,) } ait un modele (égalitaire) et telle que,
pour chaque entier n, on ait

AT O { = F} - Axp o AX[G(Xq, oy Xp) > — A°Cey s X))
et par conséquent o7 U {— F}H
Axy oo AX AP (X1, ooy X)) = 1 GX 1, ooy Xp)] -
Dans ce cas
= Ay AX AR (g, oy %) > (F Vv = G(Xy, o0y X)) -
Par hypothése
Axy oo A (F Vv — Gy, ooy X)) 7

Puisque F est une formule close, F v Ax; ... Ax, — G(xy, ..., X,) est consé-
quence de & et, par conséquent, élément de o7 ; donc

AT U {— F, Vxq . X, G(xq, ooy Xp) }

n’a pas de modele. Par conséquent, &/’ U { — F} n’a pas de modele et par
suite &7 — F.
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COROLLAIRE. — Pour que o/ L J ait un modéle, il faut et il suffit que A’ ait un
modéle.

En effet si & U J a un modéle celui-ci est un modele de «#”. Si & U J n’a
pas de modéle, la formule finie 1 est satisfaite par tous les modéles de o U J,
donc 1 € &7 et &’ n’a pas de modéle.

EXERCICES

1. a) Trouver des formules du second ordre dont les classes de modéles
principaux soient respectivement : (i) les bons ordres, (ii) les bons ordres
d’ordinal w, (iii) les ordres complets, (iv) les ordres denses complets,
sans premier ni dernier élément tels qu’il existe un sous-ensemble dénom-
brable (de I’ensemble de base) dense sur I'ensemble de base.

b) Montrer que les classes (ii) et (iv) définies dans a) contiennent un
seul élément 3 un isomorphisme prés.

Solution.

Soit .Z le langage égalitaire du premier ordre contenant un seul symbole
relationnel & 2 variables que nous notons <, soient X, Y, Z des variables
de type (0) et soit U une variable de type (0, 0). Le rang de chacune de
ces variables est 1. Soit O la formule de £ qui est la conjonction des
axiomes d’ordre strict. On écrira Xx pour xeX (p. 133).

a) (i) La formule
O AAX { VxXx > Vy[Xy A Az(z < y » — X2)]}.

de @ — appelons-la B —, exprime que tout sous-ensemble X non
vide (VxXx) a un premier élément, cC’est-a-dire que l'ordre < est un
bon ordre (cf. Ex. 7 du Chap. 3).

() BAAX[Az—(z<x) vVyAzZ<xoz=p vz <»]
est la formule cherchée.

(iii) La formule
AXAY((Xx Ay < x) > Xy) A VxXx A Vx — Xx A

AAxVy[Xx > (x <y A Xp)]

de @, — appelons-la C(X) —, exprime que X est une coupure ouverte
a droite. Alors, les ordres complets sont les modeéles de la formule

O AANXVxAY[CX) > (Xy ey < ],
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que nous désignerons par Com.

(iv) Soient D(Y)la formule Ax Ay[ x <y » Vz(x <z A z < y A Y2)]
de #9 (Y est dense sur P’ensemble de base relativement &' 'ordre <),
W(Z) 1a formule de £‘® qui exprime que la restriction de < a’ensemble Z
est un bon ordre d’ordinal w, et KU, ¥, Z) la formule qui exprime
que U est le graphe d’un isomorphisme entre Y et Z :

Ax Vy Az(Yx = (Zy A [U(x,2) >y = z]) A
A Ay Vx Az(Zy » (Yx A [U(z, p) o x = z]) A
A Ax AY[U(x, p) > (Yx A Zy)] .

Alors la formule cherchée est :
Ax Vy(y < x) A Ax Vy(x < y) A Com A
A VYVZVU[D(Y) A W(Z) A I(U, Y, Z)].

b) Il est évident que les bons ordres d’ordinal w sont tous isomorphes
3 I’ordre naturel des entiers positifs. D’aprés I’exercice 3, chapitre 4, tout
ordre dense dénombrable sans premier ni dernier élément est isomorphe
3 ’ordre naturel des rationnels. Par conséquent, tout élément de la classe
(iv) est isomorphe 2 ’ordre naturel sur les réels.

Soit #,, le langage obtenu en ajoutant au langage %, pour i < m, un
symbole d’individu ¢;(i € I), un symbole relationnel a p; variables (i € R),
ou bien un symbole fonctionnel f; & p;, — 1 variables (i € F) ; on suppose
F={ng,..m}{n <n,,,i<k). Soit £, le langage obtenu 2 partir
de £, en remplagant tout f; par R,(i € F), symbole relationnel & p; varia-
bles. Pour j < k on écrit F; pour (g; = p,)

Aug oo Auy oy Vu, Ry, ctt,)) A Ay o Augi_q Av Aw
[R@1, oos Ug;m 15 0) A Ry, ooy g, g, W) = 0 = W],

@) Pour toute formule A’ de #, sans quantificateur, trouver une
formule 4° prénexe purement universelle de #,, telle que, pour toute
réalisation M de &, pour toute suite ¢; d’éléments de l’ensemble E,
de base de M(iel), R, cEE(ieR), f; : E?5 ' > Ey(ieF), R c E?,
R’ étant le graphe de £,

Mu{c:iel}U{R:ieR}u{fi:ieF}
satisfait A’ si et seulement si MU {¢;:iel} U { R;:ie R U F} satis-
fait 4°.

b) Soit A’ une formule de &, sans quantificateur, A° la formule
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correspondante de ¥, trouvée dans (@) et soit 4, la traduction de
Fi A - A F, > A° dans &° d’aprés le lemme 1. Montrer que
Q4 X4 «.. @y x, A, est réductible & une classe de formules prénexes uni-
verselles de £, si @, = A pour tout ie F.

¢) Z estlelangage & un seul symbole relationnel P 4 une seule variable.
Montrer qu’il n’existe aucun ensemble o de formules de *# tel que la
réalisation { E, P ) puisse étre complétée en une réalisation (E, P, f)
(f€ EE) qui satisfait

AX(f(fx) = x A Px & — P(fx))

si et seulement si { E, P ) satisfait /.

d) Déduire de ¢) qu'il existe une formule close Vx; yx, Vx; Ax 4
de £, A4 sans quantificateur, x, de type (0, 0), x,, x3, X, de type 0 qui
n’est réductible & aucun ensemble de formules de .#.

Solution.

a) Soit T la plus petite classe de termes de %, qui contient
tout terme qui apparait dans A’, et telle que ¢, ..., ty-1 €T si
Sit1s s tp—1) €T (i = ny,...,m). Pour tout terme ¢ € T, le degré d’une cons-
tante = 0 et le degré de £ = 1 + max degrés ¢; (j < p,). Pour ¢ de degré
> 0, soit y, une variable d’individu distincte de tous les symboles de A’
et soient y, et y,. distinctes pour ¢ # ¢’. On arrange les y, selon le degré
de ¢ Pour tout t = fi(t;, ..., t,—4), t € T, soit R, la formule
R(tY, s tpe1, ¥), OU ] = p, si degté 1; > 0, 1} = t; si degré
(z) = 0 (j < py). Soit B la conjonction de toutes les formules R, (degré
de t > 0, t € T). La formule Ay, ... Ay,, (B —» AY) est la formule
cherchée, ou ¢y, ..., £, est une liste des termes de T de degré < 0, et A!
est obtenue en remplagant chacun de ces ¢ par y, dans 4'.

b) Soit Ai = Qi+1 xi+1 vee Q” xn(FJ A A Fk - A), 0]‘.1 nj ? i + 1
et n;_; < i. On va montrer que A4; est réductible a une classe <, de for-
mules prénexes universelles de .%;, au sens suivant :

3

EIRu{E,’,:hsi,ieI}u{I_(;,:heR,hsi}u{f,,’:heF,hSi},
soit M;, est modele de o7, si et seulement si

Mou{c:h<iiel }JU{R;:heRUF,h<i} '
satisfait 4; ou, pour 4 € F, R}, est le graphe de f,,. Pour i = n, c’est une
conséquence du lemme 1 et de ().

Supposons que A, est réductible 2 la classe ¢, de formules pré-
nexes universelles de %, .. Si i+ 1 # n;, on applique le théoréme en
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tenant compte du fait que le théoréme de plongement est valide pour
les langages avec symboles fonctionnels.

Sii+1=mn; 01 = A Soit X, Xed,y, = Auy ... Auy Xy, Xy sans
quantificateur. Soit 7' I’ensemble des termes construit & partir des
termes qui apparaissent dans X (comme dans a)). Pour tout 7 € T on
associe t* suivant le degré : si deg t =0, t* =¢;sit = f,(t:1, -r 1)
(q=p,,— Det h#jt*=f, (], .17, etsih=jt* =y, ol y est
une variable distincte de tous les symboles figurant dans X ; soient y,,
y, distinctes pour ¢ distinct de #’. Soient Uy, ...,u; des éléments de
’ensemble de base de M. 1l est évident que si une fonction fi+q est telle
que M; U { fis1» g oo u, } satisfait — Xj, il en est de méme pour fF1
Si fis, €t %, prennent les mémes valeurs sur { 7 : t € T }. Soit X Tla
formule obtenue 2 partir de X; en remplagant ¢ par ¢* et soit X, la
conjonction de toutes les formules (¢ = pi+y — 1)

=St A Al =50 = Vs
ot 5, teT, t= fip1(t, sty § = fi+1(S15 - 8,). Pour quil existe
Fivq telle que M; U {fi4q } satisfasse X, il faut et il suffit que M; satis-
fasse

AYs, o Ay (X2 = XT),

oll ¥, ..., Y, est une liste des variables introduites.
t t

¢) < E, P> (P < E) peut étre complétée en un modele de

Ax(ffx = x A Px e — Pfx)

si et seulement si P et E — P ont le méme cardinal. Or, d’aprés I’élimina-
tion des quantificateurs (Ch. 4, anneaux booléens) pour toute formule X
close de &, ou bien X est vraie dans toute réalisation dans laquelle
P et E — P sont tous deux infinis, ou bien X est fausse dans toute réali-
sation satisfaisant 3 cette condition. On prend E, non dénombrable,
P, dénombrable, E; dénombrable (et infini), P, et E, — P, dénom-
brables ; pour tout ensemble ./ de formules closes de & ou bien
{Eq, Py et {Ey, P, ) sont deux modeles de &/ ou bien ni 'un ni 'autre

en est un. Or { E;, P; > satisfait la formule ci-dessus, mais non < Eo, Po -

>

d) { E, P peut étre complétée en un modele de Ax(ffx=x A Px > — Pfx)
si et seulement si elle peut étre complétée en un modele de

Ax Vy Az[(Bxz & z = ) A Byx A (Px e — Py)].

On obtient la formule cherchée en appliquant le lemme 1.
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a) Soit o/ un ensemble de formules finies de %, J un ensemble de for-
mules infinies de type

Axy .. Ax, W A(X15 o0 Xp) n=1,2,3,.),

et o/’ I'ensemble de formules défini dans I’énoncé du théoréme 4. Montrer
que pour que F € &/’ il faut et il suffit qu’il existe un sous-ensemble dénom-
brable o/, de o/ et un sous-ensemble dénombrable J, de J tels que
Fesli' (o nest évidemment pas supposé dénombrable).

b) On suppose que & est le langage 3 une seule sorte de variable ainsi
défini: Co = N, RE) = { R;: £ e PON)} U { R}, ot R (est un symbole
quelconque qui) n’est ni dans N ni un R;. Soit &/ l’ensemble des
formules suivantes de &

{Rn:neliePM)}u{—Rn:n¢é EePMN)} U
U { Vx(Rx ©—Rx): EePMN) },

etJ={/\x\)§/x=n}.-

Montrer que o/ U J n’a pas de modéle, mais que tout sous-ensemble
dénombrable en a un. En déduire que ./’ n’est pas contradictoire.

¢) On suppose que & est le langage ainsi défini : Cy =N, un seul

symbole relationnel R, R ayant un seul argument. o = ¢ et J est I’en-
semble non dénombrable

{Ax\X/x = n}u{W(ﬁf"Rn:cewN)},
ol (—)¢» désigne — sineé, et —— sing¢é.

Montrer que &/ U J n’a pas de modéle, mais que chacun de ses sous-
ensembles dénombrables en a un.

Solution.

a) 11 suffit de montrer que toutes les conditions de cloture qu’on a
imposées & I’ensemble &/ sont aussi satisfaites par la plus petite classe o€
de formules (finies) de & telle que : & < &#€; pour toute formule
close G de &, si #° G est alors G € o€ ; et, pour tout j et pour
toute formule G(xy, ..., x,) (» = p(j)) s’il existe un sous-ensemble dénom-
brable &/, U J, de o/ U J tel que, pour tout n,

Axy o A (Ad(xy, oy x,) = G(Xy, .oy x,))
soit satisfaite dans tout modéle de &/, U J,, alors

Axy .. Ax, G(xy, ..., x,) € A,
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Car, si pour tout n, il existe &, U J,, (U J, dénombrable) tel que

oAy O Jy b Axy e X (AN e Xp) > Glxgs s x,))»

alors on peut prendre pour 2/, le sous-ensemble dénombrable J (#, U J,).

n
b) et ¢) sont évidentes en tenant compte du fait que tout modele de
Ax W (x = n) admet forcément comme réalisation de R 'un desensembles

(ninet} (£ PM).

Soit % un langage dénombrable égalitaire & k types de variables tel
que C$’ > N (autrement dit les entiers naturels sont des symboles de
constante de type 1 de #). Une réalisation égalitaire de &, ayant pour
ensembles de base Uy, ..., U, est appelée w-réalisation si et seulement
si U, = N et n = n pour chaquen € N, 7 étant la valeur prise par n dans
la réalisation considérée. Soit &/ un ensemble de formules closes de &
qui contient la formule n % n’ pour tout couple (1, n') d’entiers naturels
distincts.

a) Montrer que I'ensemble des formules satisfaites par tous les -
modeles de 7 est le plus petit ensemble o/ de formules de £ tel que :
o < ¢ pour toute formule close F, et toute formule Gx de &2, si
A+ F alors Fe o/?;si, pour tout entier n, &/~ Gn, alors AxGx € .

b) En utilisant le théoréme 3, montrer que si X < N est définissable
(chap. précédent) dans tous les w-modeles de o il existe deux formules
F et Gx, x étant de type 1, telles que, pour tout p e N

peXeod®°V{F}+Gp, p¢Xeod°U{F}F—0Gp.

¢) Montrer que @) serait faux sans la restriction a des langages dénom-
brables.

Solution.

@) Une réalisation égalitaire de £ est une w-réalisation si et seulement
si elle satisfait la formule infinie Ax \/ x = n. On applique le théo-

n

réme 4.

b) Remarquons d’abord que, dans une w-réalisation de &, un sous-
enserpble X de N est définissable si et seulement si il est définissable sur N
(en effet, N est I’ensemble de base de type 1 de la réalisation en question).

Pour toute formule A(x, x,, ..., X,) et tout entier p, posons

A (X15 vy X)) = AP, X15 ees Xp) si peX
et
A (Xy, s X)) = — A(p, X1, s X)) 81 pEX.



146

ELEMENTS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

Comme X est définissable dans tous les w-modéles de &, chacun d’eux
satisfait une des formules infinies

Vxy o Ve M\ A, oo, x,)
4

pour une certaine formule A(x, x4, ..., x,) de .£. Donc tout modéle de
satisfait soit une de ces formules soit Vx /)(\ (x # p), x étdnt de type 1,

et tout modele de o/® satisfait une des formules infinies, soit

Vg o Vi, M\ A(x4, o %)
p

En appliquant le corollaire du Théoréme 3 on voit qu’il existe une formule
B(xy, ..., x,) telle que : &/ U { Vx, ... Vx, B(xy, ..., x,) } est consistant et

A= AXy o X[ B(X, ey X,) > A3y, ey X,)]
pour chaque entier p. En prenant
Vxy oo Vx, B(xy, ..y X,) pour F
et
VX1 oo VX[ B(Xq, wey X)) A A(X, X4, ..., x)]  pour Gx

on obtient le résultat cherché. (Ce résultat peut aussi &tre démontré par
la méthode du Théoréme 5, Chap. 6.)

¢) La partie b) de l’exercice précédent donne la solution parce que
J = Ax \X/ (x = n), c’est-a-dire que l'ensemble &/ qui y est défini

n
n’a pas de w-modéle, bien que &/ soit consistant.

a) Définir les classes suivantes de structures en utilisant des formules
infinies : (i) Corps ordonnés archimédiens, (ii) Groupes engendrés par
les p générateurs a,, a,, ..., a,, (iii) Ensembles des types < ¢ héréditai-
rement finis.

b) Montrer que chacune des classes (i)-(iii) définies dans a) est la
classe des modeles d’une seule formule du second ordre, et qu’aucune
d’entre elles n’est la classe des modeles d’un ensemble de formules finies
du premier ordre.

Solution.

a) (i) On considére le langage des corps ordonnés, les axiomes pour
ces corps, et on ajoute la formule Ax \W/ (x<g,),0u0;estleto,,,

n
désigne le terme (o, + 1). (i) On considére le langage de groupe,
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les axiomes de groupe, et la formule Ax W (x = s,), ol s, est une énu-
n

mération de tous les termes

aftt...abte .. aft ..apy,
et
pij(lsisn,lgjsp)=10u—10u=0.
(iiiy On considére le langage % dont le seul symbole relationnel est =,
et on construit &° comme dans le Chap. 5. Les axiomes sont ceux de

la théorie des types et, en plus, pour tout ¢ < [z}, ol ¢ = (G1s +e0s Op)s
Ax? W E, x, ou E, x est la formule
n

AXTE o AXZY L e AXP e AXOE ([T, s XT7) 8 X A
AGELL, s XN E X] = [ v =T A A X =XT) Y =)
QG<i<j<n+1).

b) 11 est évident (Chap. 3, exercice 1) qu'aucune de ces classes n’est la
classe.des modeles d’un ensemble de formules du premier ordre ; (i) voir
chap. 3, exercice 7, (ii) on ajoute une nouvelle constante a et les axiomes
s, #a,s, # a, .., (ili) on ajoute une constante a® de type (0), les
constantes ¢y, ¢,, ... du type 0, et les axiomes ¢, &) a® pourn =1,2, ..
et ¢, # c,, pour tout couple (n, m) d’entiers distincts. Par contre, toute
formule infinie de @) équivaut 2 une seule formule de second ordre.
On considére les deux cas : la variable X varie : «) sur la famille de tous
les sous-ensembles de ’ensemble de base de la réalisation considérée, )
sur la famille de tous ses sous-ensembles finis (voir chap. 5, Ex 6 b)).
(i) On écrit A pour

AX{[zeX A Ay(y + 1 eX > yeX)] > leX}
et B pour

VX[leXAAy(yaézAyeX—>y+1eX)].

Dans les deux cas on a :
WE=0)-4.

Dans le cas ) on a aussi

A—)W(z

) 5

dans le cas ) on a

B-W(z=0,.
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Par conséquent, dans les deux cas, on a

W z=0)o(A4naB),

AzB étant vraie dans le cas a). Puisque W (x < 0,) équivaut 3
n

Vz[x<zAW(z=0,,)],

on a

\X/(x<a,,)<—>Vz(x<Z/\AAB)

dans les deux cas.

(i) On ne considére que le cas (@) ; la modification requise dans le cas ( B)
est analogue 4 (i) :

W =s,) o AX[(xeX A Ay[(ya, eX v yaT' eX v -
VvV ya,eX v ya,' eX) - yeX]) - 1 eX].

(ii)) Onécritz = y U (z, ..., z,), z; étant un termede type o, pour 1 <i < D,
pour

AXT o AXGP((Xq, oo X,) &, 2
[ nx) ey v (X =2, A A X, = z,)])-

Alors, dans le cas a), si x, Vs 2, 2y, ..., z, sont des variables de type
0, 6, 0, Oy, ..., G, Tespectivement, \X/ E, x équivaut 2
n

AX {Ay Az Az, ... Az [[yeX Ay =20 (zy, ..., z)] - .
= (z1eX A Az, eX A zeX)] - [xeX — peX] }.




APPENDICE I
LA METHODE AXIOMATIQUE

Le caractere général de cette méthode est habituellement décrit comme suit.
A la place d’affirmations concernant certaines propriétés abstraites d’objets
et de concepts de nature variée (espace, point matériel, probabilité, etc.),
on considére des affirmations de la forme suivante : pour toute collection
d’objets (dont la nature n’est pas autrement spécifiée) et pour tout systéme
de relations entre ces objets, si ces relations vérifient certaines conditions
purement logiques (*) données (qu’on appelle les axiomes), alors elles vérifient
aussi certaines autres conditions purement logiques (qu’on appelle les théo-
rémes de la théorie axiomatique correspondante). Dans diverses parties des
mathématiques axiomatiques ordinaires, un petit nombre de systémes axio-
matiques particuliers ont été isolés et étudiés ; grace a ce procédé, une bonne
partie des mathématiques a été édifiée d’une fagon systématique et compréhen-
sible. On ne s’est pas intéressé aux systémes axiomatiques quelconques, ni
méme 2 des classes générales de systémes axiomatiques. Aussi Pexpérience
tirée des mathématiques « ordinaires » ne fournit-elle aucune raison de sup-
poser que, pour des classes générales de systemes axiomatiques, on puisse
obtenir des résultats utiles contribuant & 'emploi efficace de la méthode axio-
matique.

Nous voudrions présenter ici certaines applications d’une étude portant
sur des classes générales de systdmes axiomatiques. La classe d’axiomes que
nous étudierons principalement — mais non exclusivement — est celle de la
logique des prédicats du premier ordre, qui est définie de fagon précise dans
les chapitres 1 et 2. En gros, cette classe est caractérisée par le fait que les
formules considérées expriment certaines propriétés de relations et d’opéra-
tions portant sur un domaine E, et que dans la définition de ces propriétés
interviennent seulement des quantifications portant sur les éléments de E,
et non pas sur les sous-ensembles de E, etc. Exemples : le fait qu’une relation
est une relation d’ordre s’exprime par une formule du premier ordre, mais
non pas {e fait que c’est une relation de bon-ordre. Ou encore, la propriété
d’étre un groupe (c’est-a-dire, pour une relation aob = ¢, de satisfaire les axio-
mes de groupe) est du premier ordre, ainsi que celle d’€tre un groupe commu-
tatif. La propriété d’étre un groupe ordonnable ne se définit pas en termes

(1) Logique est pris ici dans le sens que lui donne Bourbaki, Chap. XXII, p. 73.
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du premier ordre, puisqu’elle s’exprime par : « il existe une relation d’ordre
sur E compatible avec I'opération de groupe, c’est-a-dire un sous-ensemble
de E? tel que... » ; mais cette propriété est équivalente a un certain ensemble
infini de conditions du premier ordre. Enfin la propriété d’étre un groupe 2
nombre fini de générateurs, et celle d’étre un groupe dénombrable, ne sont
pas équivalentes & des ensembles, méme infinis, de conditions du premier
ordre.

Ainsi la classe des systémes axiomatiques pour laquelle nous obtenons ces
résultats généraux ne contient pas toutes les mathématiques usuelles, 2
cause de la restriction sur les quantifications d’ordre supérieur. En compen-
sation, nous employons des systémes infinis d’axiomes, c’est-a-dire que nous
considérons des structures vérifiant un ensemble infini de conditions, et pou-
vons ainsi manier toute une classe de problémes qui sont formulés en termes
d’ordre supérieur, mais sont réductibles a des problémes portant sur des
ensembles infinis de conditions du premier ordre. Les exemples sont donnés
dans les chapitres 1 et 3, principalement en exercices. Les résultats généraux
les plus utiles sont les suivants, tous reliés entre eux : 1° le théoréme de fini-
tude : si une formule 4 du premier ordre est satisfaite dans toutes les structures
qui satisfont une classe &/ de formules du premier ordre, alors il existe un
sous-ensemble fini &/, de o qui implique 4 ; 2° la méthode des constantes
(exercice 2 du chapitre 3) qui généralise le principe — bien connu en algébre —
d’introduction d’éléments transcendants (par exemple, on déduit une structure
contenant un €lément & telle que p,(¢) # 0 pour tout n 4 partir d’une structure
qui, pour tout », contient un élément &, satisfaisant p,(¢,) # 0 pour tout i < n).
30 le théoreme de plongement qui fournit une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une structure soit plongeable dans une autre qui satisfasse une classe
donnée &/ d’axiomes. (Les affirmations au sujet des groupes dans le précédent
paragraphe sont des corollaires immédiats des 1° et 3°). Ces théorémes per-
mettent de simplifier plusieurs résultats connus qui consistent 2 passer des
sous-systémes finis au systéme entier, ou & obtenir des conditions de plongement
(équationnelles) du premier ordre. Mais le principal intérét de ces théorémes,
c’est peut-€tre d’éclaircir le caractére général d’un probléme, en montrant
ce qui est général et ce qui est particulier. Ainsi & premiére vue, il peut paraitre
remarquable qu’il existe une condition algébrique, c’est-a-dire du premier ordre,
qui est nécessaire et suffisante pour qu’un corps soit ordonnable

G+ +x2+1£0, pourn=1,2.);

or, en tant que résultat général, c’est 1a une conséquence immédiate du 3° ci-
dessus ; et c’est seulement sur des points de détail que les conditions trouvées
demandent un examen spécial, par exemple pour montrer que cet ensemble de
conditions ne peut pas étre remplacé par un ensemble fini. Notons en passant
qu’il existe une intéressante théorie qui relie les propriétés algébriques usuelles
de certaines classes de structures a la forme syntaxique des axiomes définissant
ces classes. Ainsi les axiomes de groupe sont purement équationnels; les
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axiomes de corps contiennent des combinaisons propositionnelles d’équations
(équations conditionnelles) : x =0 v xx~1 = e; les axiomes de corps algé-
briquement clos et ceux de corps réels fermés sont tous de la forme : quan-
tificateurs universels suivis de quantificateurs existentiels suivis d’une combi-
naison d’équations. Cette théorie permet de répondre a des questions
comme : Pourquoi lIe fait qu'un corps est ordonnable peut-il &tre exprimé par
des ensembles d’inéquations et non pas par des ensembles d’équations ?
Réponse : si un ensemble d’équations est satisfait dans une certaine structure,
alors il est satisfait dans toute image homomorphe d’une sous-structure quel-
conque de cette structure; par conséquent, si un ensemble d’équations est
satisfait dans le corps des rationnels, il est aussi satisfait dans le corps des entiers
modulo 2 ; mais le corps des rationnels est ordonnable alors que celui des
entiers modulo 2 ne Pest pas. Pour des développements récents de cette théorie,
cf. ouvrage de A. Robinson, Introduction to model theory and to the meta-
mathematics of algebra, Amsterdam (1963) North Holland Publishing Co.
(Le chapitre 6 du présent ouvrage expose les méthodes de cette théorie.)

Le chapitre 4 illustre un emploi plus spécifique de la notion de formule du
premier ordre, emploi qui permet d’extraire toute la «force » de certaines
constructions particuliéres. Ainsi la théorie du résultant en algébre permet de
trouver une condition équationnelle par rapport aux coefficients de deux poly-
ndmes qui est nécessaire et suffisante pour que ces polyndmes aient une racine
commune. Mais la méme construction fournit beaucoup plus, & savoir un
ensemble de conditions analogues pour une formule du premier ordre quel-
conque dans la théorie des corps algébriquement fermés ! Semblable, mais
plus intéressant, est le cas des corps réels fermés. Sturm a montré, il y a
longtemps, qu’un polyndme s’annule sur le segment fermé (a, b) si et seulement
si une certaine inégalité polynomiale est satisfaite (les termes de cette inégalité
étant obtenus rationnellement 2 partir de a, b, et des coefficients du polynome
donné). Artin et Schreier ont isolés les axiomes sur lesquels repose cette équi-
valence, 2 savoir ceux des corps réels fermés. Une fois qu’on posséde la
notion de formule du premier ordre, il est naturel de chercher a étendre cette
méthode afin d’englober foutes les formules du premier ordre dans la théorie
des corps. Ce probléme a été mentionné par Herbrand, et complétement
traité par Tarski, qui a montré que toute formule du premier ordre de la théorie
considérée est équivalente & une combinaison booléenne d’égalités et d’inéga-
lités polynomiales. En particulier, lorsqu’une telle formule est sans variables
libres, ou bien elle est vraie dans tous les corps réels fermés, ou bien elle
est fausse dans tous. En d’autres termes, bien que les corps réels fermés
ne soient évidemment pas tous isomorphes, ils sont néanmoins €quivalents
par rapport aux formules du premier ordre construites a partir d’égalités
et d’inégalités polynomiales. On en déduit une démonstration presque immé-
diate du théoréme d’Artin sur la représentation des formes définies positives
comme sommes de carrés de formes rationnelles, démonstration qui est donnée
en exercice dans le chapitre 4.
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Les ensembles &/ d’axiomes dont tous les modéles sont équivalents vis-a-
vis des formules du premier ordre (exprimables dans les notations de &)
sont dits safurés ou complets. Une remarquable théorie des modéles de ces
ensembles o/ a été récemment édifiée par Morley (Trans. Ann. Math. Soc., 114
(1965), 514-438), théorie qui est étroitement paralléle 2 la théorie de Cantor des
sous-ensembles fermés de la droite. Les ensembles fermés qui viennent tout
d’abord a Pesprit sont trés particuliers ; s’ils ne sont pas parfzits au départ,
leur premier ou second dérivé est parfait (éventuellement vide), bien que, pour
chaque ordinal dénombrable «, il existe un ensemble fermé dont le a-¢me dérivé
n’est pas parfait. De méme, pour les quelques ensembles complets o/ qui se
sont présentés dans d’autres branches des mathématiques, les ordinaux qui
leur correspondent dans la théorie de Morley sont finis, bien que pour chaque
ordinal « dénombrable, il existe un ensemble complet (et dénombrable) auquel
correspond cet a.

Le théoréme de finitude (p. 150) entraine que tout systéme d’axiomes du pre-
mier ordre possédant un modéle infini posséde aussi nécessairement des mode-
les infinis de différentes cardinalités (et par conséquent non isomorphes).
Historiquement, c’est pour caractériser de fagon unique certaines structures
infinies que furent introduits les premiers systémes d’axiomes — et les plus
connus —, par exemple les axiomes de Peano pour I'arithmétique et ceux
de Dedekind pour le continu. En regardant de plus prés ces systémes d’axiomes,
on s’apergoit que leur interprétation usuelle ne prend pas en considération
la totalité des modeles généraux, mais seulement certains d’entre eux ; autrement
dit, ce n’est pas seulement la signification des symboles logiques qui est imposée,
mais aussi celle de certains autres symboles. En particulier, dans les systémes
d’axiomes classiques apparaissent certaines « variables d’ensembles », et les
modéles considérés sont ceux ol ces variables décrivent ’ensemble de tous
les sous-ensembles (del’ensemble appelé E 4 la p. 149). Leslangages qui contien-
nent de telles variables d’ensembles sont dits d’ordre supérieur, et les modéles
de I’espéce restreinte qu’on vient de décrire sont dits principaux. Les systémes
d’axiomes de Peano et de Dedekind sont du second ordre. On trouvera dans
le chapitre 7 quelques résultats isolés, par exemple la réduction de la validité
d’ordre n (pour » fini > 2) & la validité du second ordre, mais la plupart des
résultats généraux concernant les systémes du premier ordre ne se laissent pas
étendre au cas supérieur. On définit une classe intermédiaire de modéles, celle
des « w-modeles », en imposant & I'un des symboles de relation monadique
d’étre réalisé par I’ensemble des nombres naturels, et 4 'un des symboles de
relation dyadique d’étre réalisé par la relation de successeur. On rencontre
constamment de telles classes de structures dans les mathématiques courantes,
par exemple les espaces vectoriels sur le corps des rationnels ; par contre, la
classe des espaces vectoriels sur un corps quelconque (non fixé€) n’est autre que
la classe de tous les modeles (sans restriction) d’un certain systéme d’axiomes
de premier ordre. Dans le chapitre 7, certains résultats concernant les modeles
généraux sont étendus aux w-modeles, et on trouvera beaucoup plus sur ce
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sujet dans les références qui accompagnent le résumé du chapitre 6 ; mais
contrairement aux cas des modeles généraux, il est souvent essentiel que les
axiomes soient en infinité dénombrable, du moins lorsqu’on se borne aux for-
mules finies.

Les résultats « négatifs » de non-catégoricité (relatifs aux systemes d’axiomes
du premier ordre) ont comme cdté « positif » I'existence de modéles non prin-
cipaux (dits aussi : non-standards, exercice 2 du chapitre 3). Tout récemment,
on a utilisé ces modéles pour édifier ’Analyse non-standard. Elle différe essen-
tiellement des autres tentatives d’Analyse sur un corps non archimédien K
en ce quelle fait intervenir I’ensemble des « enticrs de K » (qui satisfait les
axiomes arithmétiques qu’on s’est donné). L’existence de modeles non prin-
cipaux implique I’existence de corps non archimédiens admettant de tels « en-
tiers » (non archimédiens) et non pas seulement des « réels » non archimédiens
(par exemple, dans une série de Taylor g, x", la variable n varie sur tous les
entiers de K et non pas seulement sur les entiers standards). On trouve un
exposé de cette véritable Analyse infinitésimale dans 'ouvrage de A. Robinson,
Non-standard analysis, Amsterdam (1966), North Holland Publishing Co.

Jusqu’ici, on a mis en évidence les applications au sens strict du mot : les
techniques indiquées dans le texte permettaient de répondre & des questions
explicitement formulées dans le langage mathématique ordinaire. Il reste a
examiner ce qui constitue, & long terme, le role le plus fructueux des notions
nouvelles, 3 savoir la possibilité de formuler certaines questions que nous
avons dans Pesprit sans que nous soyons capables de les exprimer de fagon
précise dans le langage mathématique ordinaire (et il resterait encore, bien
entendu, les applications éventuelles & certaines branches inhabituelles des
mathématiques). Dans cet ordre d’idées, ’exemple le plus frappant est peut-
atre constitué par la théorie des ensembles uniformément définissables, indiquée
dans le chapitre 6, qui peut &tre illustrée par les questions élémentaires suivan-
tes : considérons les corps commutatifs de caractéristique nulle, ils contiennent
tous un sous-corps isomorphe au corps des rationnels. Posons-nous les ques-
tions suivantes : 1° (resp. : 29) quelles sont les formules du premier ordre A(x)
qui définissent le méme ensemble de rationnels dans chacun des corps considé-
rés, Cest-a-dire sont satisfaites dans chacun de ces corps par les mémes ration-
nels (resp. : et seulement par des rationnels) ? 3° quels sont les ensembles de
rationnels qui peuvent étre ainsi définis ? 4° quels sont les ensembles de ration-
nels qui, dans chaque corps commutatif de caractéristique nulle, peuvent &tre
définis par une formule du premier ordre dépendant éventuellement du corps
considéré 7 Les solutions complétes de ces problémes s’obtiennent comme
corollaires de théorémes tout a fait généraux relatifs & des systémes d’axiomes
quelconques. Le 3¢ et le 4° sont équivalents, ce qui fournit une nouvelle ct
puissante condition d’uniformité ; la réponse au 2° est constituée seulement
par les formules définissant des ensembles finis : autrement dit, il faut aban-
donner I’espoir de distinguer les rationnels par une condition du premier ordre
qui soit la méme dans tous les corps — et, en fait, il existe méme un corps
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commutatif de caractéristique nulle dans lequel les rationnels ne peuvent pas
étre distingués par une condition du premier ordre (un algébriste dirait : ne
peuvent pas €tre algébriquement caractérisés). Il suffit de réfiéchir un instant
pour voir que ces questions ne sont intéressantes que si ’on s’autorise 2 consi-
dérer une formule A4 arbitraire du premier ordre, et non pas seulement des
¢équations ou des combinaisons propositionnelles d’équations. Cest évidem-
ment 12 une raison supplémentaire pour que les questions ci-dessus n’aient
jamais été traitées dans la littérature mathématique « ordinaire ».

Ce travail sur les ensembles définissables dans les modeles généraux s’étend
aussi aux w-modeles décrits ci-dessus. Il fournit une application de la théorie
des modeles & deux autres branches de la logique, non traitées dans ce livre :
la théorie des ensembles récursifs et celle des ensembles hyperarithmétiques.
Cette application est fondée sur les faits suivants : d’une part les éléments de
base en théorie de la récursivité sont 1° les ensembles finis (de nombres natu-
rels), 2° les ensembles récursifs ; d’autre part, les ensembles uniformément
définissables dans les systémes axiomatiques usuels pour larithmétique ne
sont autres que les ensembles finis si la définissabilité est prise au sens 2° du
précédent paragraphe, les ensembles récursifs si elle est prise au sens 1°. On
peut alors généraliser la théorie de la récursivité dans deux directions : en
remplagant les systémes d’axiomes usuels pour I’arithmétique par d’autres
systemes, et en remplagant la classe des modéles généraux par d’autres classes
de modéles.
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FONDEMENTS DES MATHEMATIQUES

Introduction,

La théorie des fondements décrit et analyse les mathématiques dites « intui-
tives », c’est-a-dire telles qu’elles se présentent & 1esprit des mathématiciens de
métier.

La partie descriptive formule la pratique mathématique dans un langage
formel (par exemple le langage ensembliste). Ceci épure et précise la pratique
parce que, contrairement aux langages courants, les langages formels ont un
vocabulaire trés réduit et une grammaire parfaitement exacte. La partie des-
criptive n’est évidemment qu’une partie auxiliaire des fondements : comme
toute description des connaissances intuitives, elle fait intervenir comme
essentielle I'idée ou la conception qu’on a des choses décrites ; en particulier,
le langage formel ne se rapproche point du langage de la pratique sur le plan
syntaxique (heureusement), mais il exprime correctement les énoncés formulés
par elle. On note aussi que la précision du langage formel, bien que fort utile
pour le développement technique, n’aide guére 2 résoudre des difficultés
dues a4 une conception défectucuse (au contraire, c’est la réflexion sur la
conception intuitive qui conduit 4 un bon langage). Par exemple, dans les
« crises » bien connues, voir A, § 1 ci-dessous, les contradictions découlaient
de principes (axiomes, régles d’inférences) tout & fait explicites, ce qui montre
qu’il ne s’agissait point d’'un manque de précision formelle ; parmi des principes
formellement précis, on ne savait pas distinguer les bons des mauvais.

Les fondements proprement dits s’occupent de ce genre de question, ce qui
peut réclamer des considérations nettement différentes de celles de la pratique
mathématique. En particulier, les fondements cherchent (un cadre qui permette
la formulation) de bonnes raisons pour les principes de base que la pratique
accepte, tandis que celle-ci ne s’occupe que des démonstrations @ partir de
ces principes. Les méthodes utilisées dans une telle analyse approfondie de la
pratique conduisent souvent & une extension de sa compréhension théorique.
Un cas particuliérement important est la recherche de nouveaux axiomes de
base, ce qui n’est rien d’autre que la continuation de la recherche qui a fourni
les axiomes de base courants.
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D’aprés ce qu’on vient de dire les fondements doivent dépasser la pratique.
Découvrir ces nouvelles notions et ces nouvelles méthodes peut avoir une
saveur philosophique incontestable. 1° Si Pon pense que ce qui est significatif
dans les mathématiques intuitives concerne certains objets (abstraits) on abou-
tira & une théorie « réaliste » de ces objets de base : les fondements ainsi obte-
nus analyseront les significations des énoncés intuitifs en termes de cette théorie
et dériveront les régles du raisonnement des lois auxquelles obéissent les objets
de base. On peut comparer des fondements réalistes & une physique générale
qui interpréte I'expérience physique ordinaire en terme de composants fonda-
mentaux du monde matériel (les particules élémentaires dans la physique
générale courante). 2° Si, par contre, on pense que la preuve ou, plus spéciale-
ment, les espéces de preuves constituent ’essentiel des mathématiques intuitives
on essaiera de formuler les fondements dans des termes « idéalistes » qui se
référent & activité mathématique elle-méme. On trouve un exemple du 1°©
dans la partie A ci-dessous sur les fondements sémantiques ensemblistes ici
les significations des formules sont les réalisations des chapitres 2, 7] ; et un
exemple du 2° dans B, qui esquisse les fondements syntaxiques combinatoires
(prenant, d’ailleurs, P'activité mathématique dans un sens plutdt étroit). On
mentionnera des inconvénients de ces deux théories des fondements dans B,
§ 4a).

Signalons ici deux difficultés particuliérement notables dans les fondements
(mais aussi présentes dans toute tentative de compréhension théorique).
Premiérement, pour décider entre deux conceptions rivales il faut en sortir :
si, consciemment ou non, on accepte I’'une on risque de ne pas prendre au sérieux
Pautre ! Aux yeux du réaliste en question, 'autre néglige I’essentiel, 3 savoir
les objets de base, et se perd dans des distinctions mineures (qui sont peut-
étre analogues a la distinction entre les observations 4 I’ceil nu et celles a I’aide
du microscope, distinction a laquelle on n’attribue aucune signification phy-
sique). En revanche, I'idéaliste trouve bizarre I'idée de dériver le raisonnement
intuitif des lois hypothétiques sur ces objets abstraits qu’il considére comme
douteux ou, tout au moins, comme peu essentiels aux mathématiques. Deu-
xiémement, si les conceptions considérées sont vieilles et donc viables, elles
sont forcément en accord avec toutes les mathématiques élémentaires ; par
conséquent, la décision entre les conceptions peut réclamer un développement
des mathématiques intuitives (ce qui correspond a la découverte d’un experi-
mentum crucis en physique théorique). Il va de soi qu'un appareil déja fort
compliqué peut étre nécessaire a la formulation méme d’une conception : y
parvenir est une des tiches principales de la logique mathématique.

Quant 2 I'utilité des fondements pour les mathématiques intuitives, elle est
tout & fait parallele & celle d’autres analyses théoriques. On trouvera dans
I’appendice I quelques applications de ’analyse sémantique. Et on a appliqué
les méthodes de I’analyse syntaxique aux machines A calculer : ce qui n’a rien

d’étonnant, puisqu’une des idées qui se trouvent a4 son origine c’est que le
q q
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raisonnement mathématique est mécanisable. En bref, I'utilité des fondements
est, en principe, hors de question.

Dans des cas particuliers nous avons la situation suivante. Si une question,
disons en théorie des nombres, est formellement indécidée par les axiomes de
base de la pratique, sa solution peut réclamer 'aide dela théorie des fondements :
d’abord pour établir cette indécidabilité et ensuite pour trouver de nouveaux
axiomes (et ces possibilités sont réalisées dans A, § 3). Mais & I’heure actuelle
la situation est confuse en Arithmétique ou Analyse : d’une part on ignore des
questions qui sont effectivement étudiées dans la pratique mais indépendantes
des axiomes courants, voir B, §lc ; d’autre part pour en trouver on ne peut
faire confiance aux mathématiciens qui ne connaissent pas les méthodes de
la théorie des fondements (de méme qu’on n’atrouvé en Arithmétique que peu
d’aspects relevant de la théorie des groupes tant qu'on n’a pas d’abord maitrisé
cette théorie).

Fondement et erreur. Un probléme philosophique classique est de se deman-
der comment éliminer éventuellement P’erreur de P'expérience naive. Les fon-
dements décrits ici ne fournissent que peu d’éléments pour le résoudre (et,
en particulier, la formalisation, d’elle-méme, n’en fournit aucun). On ne peut
exclure la possibilité qu’il y ait des erreurs de base a éliminer ; mais les deux
exemples, souvent cités, de convictions naives trompeuses, ne sont pas conclu-
ants, a savoir les paradoxes de la théorie des ensembles (A, § 2) et ’existence
en arithmétique de propositions formellement indécidables (A, § 3). En fait,
les objections que firent les mathématiciens a Pintroduction de la notion
d’ensemble (alors appelée « classe ») sont légendaires, ainsi que leurs efforts
pour montrer que le raisonnement mathématique (méme en géométrie élémen-
taire !) n’est pas mécanisable. Au plus, l'attitude naive a été hyper-conserva-
trice.

Une doctrine anti-philosophique (positiviste). Cette doctrine courante
voudrait confiner les fondements & leur partie descriptive et, en particulier,
supprimer les questions traditionnelles de fondements plutdt que les résoudre
parce que, d’aprés cette doctrine, elles manquent de précision. On a noté les
inconvénients fondamentaux d’une telle restriction au début de la présente
introduction et on les considérera de prés par rapport aux fondements séman-
tiques dans A, § 4c) et par rapport aux fondements combinatoires dans B, § 4.
Mais, il convient de signaler ici quelques considérations générales au sujet de
la doctrine en question.

La précision qu’elle sous-entend réclame une formulation en termes dits
« positivistes » ou « opérationnels » ce qui revient & « formels » en mathéma-
tiques. Cette exigence, & son tour, repose sur la découverte [A, § 4a)] que le
raisonnement logique élémentaire [c’est-3-dire, du premier ordre] est sinon
formel (mécanique), du moins formalisable (mécanisable). Avant cette décou-
verte, la philosophie positiviste n’avait aucun point d’appui dans le raisonne-
ment mathématigue.
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On note d’abord que I’énoncé méme de cette découverte fait intervenir la
notion intuitive de conséquence logique : en ’acceptant on montre son équiva-
lence avec une certaine relation formelle. Cela n’élimine point la notion intui-
tive, mais, au contraire, en établit une propriété fondamentale, & savoir Pexis-
tence d’un critére formel. Le positivisme va plus loin : ayant formulé (correc-
tement) le critére de précision formelle, il conclut (2 tort) que ce critére carac-
térise les limites effectives de la pensée mathématique. Les progrés des fonde-
ments et, d’ailleurs, des mathématiques intuitives montrent le contraire. Les
bons mathématiciens savent souvent juger (collectivement), avec certitude de
la valeur d’une réponse aux questions qui ne sont pas formulées avec précision
formelle : par exemple si oui ou non un axiome est valide pour une notion
intuitive (voir A, § 2¢), B, § 2¢)), une définition bonne (par exemple de la lon-
gueur d’une courbe). On dit parfois que ce genre de question n’appartient pas
aux mathématiques ; opinion bizarre car, d’une part, on ne dit pas 2 quel
domaine elle appartiendrait et de I'autre, ce sont les mathématiciens qui s’en
occupent. Puisque ils sont d’accord entre eux (et c’est 13 une constatation de
fait que les positivistes passent sous silence), on ne voit pas pourquoi on qua-
lifierait de subjective ce genre de question. Bref, les faits empiriques mettent
en question la nécessité et donc, & la longue, la fécondité de la restriction
positiviste et non point le bon sens des problémes de fondements, tout au moins,
de la plupart d’entre eux. (Comme dans toute théorie, seule la recherche peut
décider exactement jusqu’ol il est possible d’aller ; souvent les cas limites
attirent le plus Pattention.)

Le positivisme semble avoir une certaine valeur pragmatique. Quant 2 la
recherche on a vu dans 'appendice I quelques conséquences utiles de la réduc-
tion d’une notion abstraite & une notion formelle, & savoir de « validité dans
toute structure mathématique » 4 « conséquence formelle » (dans le cas des
énoncés élémentaires [du premier ordre]). Aussi a-t-on noté ci-dessus que la
théorie des fondements peut étre inutile dans certains domaines de la pratique,
au moins & un moment donné. En ce qui concerne ’enseignement on trouve
que la théorie des fondements attire, principalement, ou bien ceux qui sont
doués pour la philosophie ou bien ceux qui n’y comprennent rien (et de ce fait
sont fascinés) : les uns ne seront pas séduits par Ierreur positiviste et les autres
se consoleront avec une justification, méme mauvaise, de leur état. Bien entendu,
ils ne chercheront pas, disons, de nouveaux axiomes de base. Mais, n’importe
comment, ils n’en trouveraient pas ; et, aprés tout, on peut s’occuper de pro-
blémes d’ordre technique, c’est-a-dire de problémes formulables dans le
langage de la pratique. Ceci s’applique méme en logique mathématique, par
exemple dans les parties que ce livre expose : on perdra seulement ainsi I’élément
le plus fécond de la logique mathématique, & savoir son cbté spécifiquement
logique ; en particulier, les conjectures directrices fournies par les diverses
conceptions de la théorie des fondements.




A. FONDEMENTS SEMANTIQUES ENSEMBLISTES

Les notions de base sont : les ensembles, la relation d’appartenance (entre
ensembles) et les opérations «logiques» de réunion, complémentation et
projection (d’ensembles).

Les fondements décrits dans cette section sont dits « sémantiques » parce
qu'ils acceptent la terminologie ensembliste dans son sens propre et ne la
considérent pas comme une fagon de parler appelant une analyse critique ;
la signification pratique de cette distinction est particulicrement importante
dans les § 2 et § 3 ci-dessous.

Avis au lecteur. — Les passages entre crochets réclament quelques connais-
sances techniques en logique mathématique (se rappeler I’avant-propos) ;
les paragraphes mis en retrait concernent des questions fines d’ordre mathé-
matique ou philosophique.

1. Comment analyse-t-on les mathématiques intuitives au moyen de ces
notions de base, autrement dit : que signifie la « réduction » des mathématiques
(intuitives) a la théorie des ensembles ?

Une réalisation [au sens des Chap. 2 et 7] est un ensemble, lui-méme suite
ordonnée des ensembles suivants : une collection d’individus, appelée parfois
univers, puis des relations sur cet univers. La réduction ensembliste considére
les structures mathématiques comme des réalisations. Ainsi Parithmétique
est univers constitué des entiers naturels, muni de la relation de successeur
(sous-ensemble de N x N); Ianalyse est I'univers constitué des réels, muni
des relations (sous-ensembles de R et R x R) : «x est un rationnel » et la
relation d’ordre (et ainsi d’autres structures définies en analyse, comme la
géométrie : collection E; de points & 3 dimensions, munie d’une métrique).

A chaque structure mathématique S est associé un langage («le langage
de S»). Le langage n’exprime que des propriétés de la structure S, et non la
nature des objets de son univers (le langage est purement logique ') : ainsi,
si deux réalisations ayant méme langage sont isomorphes, elles satisfont les
mémes assertions du langage. Un exemple d’un tel langage consiste en ensem-
ble des formules construites & partir de symboles Ry, ..., R, pour les relations
de S, de quantificateurs universel et existentiel, de la négation et de la conjonc-

(1) Voir note page 149.
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tion 2. [En d’autres termes : le calcul des prédicats du 1¢r ordre # dont les
symboles de relation ont le méme nombre d’arguments que les relations de S
est purement logique, et bien entendu il en est de méme du langage du Chap. 7,

Z5.]

NB. — Le mot «réalisation » est utilisé aussi dans P'expression
« réalisation de la formule 4 dans la structure S », 4 étant uneformule
du langage de S comportant n variables libres x, ..., x,, : Pexpression
désigne la collection, notée aussi 4, des n-uplets (X, ..., x,) individus
de S satisfaisant A.

La réduction ensembliste d’une structure S est exprimée par son axiomati-
sation adéquate, donnée d’un axiome &/ satisfaisant aux conditions suivantes :

g est purement logique.

S satisfait o/ ; par conséquent « il existe une réalisation qui satisfait g »,
ce qui est noté : E<s,

Toutes les structures qui satisfont /g sont isomorphes (donc isomorphes
a §), propriété notée U<s,

Toutes les propriétés intuitives de S s’expriment dans le langage de S';
propriété notée X*s,

Toutes les assertions, formulées dans le langage de S, qui sont vraies pour S,
sont conséquences logiques de &7 ; propriété notée D,

Discussion :

(i) Dans D¥s c’est la notion ordinaire en mathématiques de
conséquence logique qui est utilisée 3. A appartenant au langage de S,
la différence entre « S satisfait 4 », et « 4 est conséquence logique
de s75» est évidemment que dans le dernier cas, 4 est vraie dans
toute structure qui satisfait /5. Autrement dit, les propriétés expli-
citement postulées par «/ suffisent a elles seules pour conclure A.
Par conséquent, si U“S est vrai, il y a équivalence entre : « S satisfait
A, et: « 4 est conséquence de o/ ».

(2) Nous utilisons les notations de notre texte principal :
- : implique (habituellement noté =>)
— :non
A et (&)
V:ou
A : pour tout (V)
V : il existe ()

(3) Par exemple dans Bourbaki, les régles de déduction logique, qui sont énoncées dans le livre I
chapitre I, ne sont plus jamais explicitement invoquées, au contraire des axiomes sur des structures
particuliéres, comme les axiomes des groupes. Ceci montre bien que la notion de conséquence
logique est supposée intuitivement comprise.
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Mais notez qu’on peut également définir une « réduction » ensem-
bliste de la notion intuitive de conséquence : la notion de conséquence
ensembliste. Nous la formulons ici pour les langages dits du premier
ordre, qui sont décrits dans 'App. I, p. 149, [ou dans le Chap. 2):

On dit qu'une formule 4 d’un langage donné est conséquence
ensembliste d’un ensemble & d’axiomes (du méme langage) si elle est
satisfaite par toute réalisation qui satisfait (toutes les formules de) <.

Si A est conséquence de . au sens intuitif, A est aussi satisfaite par
des « réalisations » en un sens plus large (cf. la notion étendue de
réalisation, p. 162), qui satisfont <. Par conséquent les deux notions
ne sont pas identiques ; on verra § 4 les relations connues entre elles :
en particulier qu’elles coincident dans le cas d’un langage du premier
ordre.

(i) [D’apreés I’exercice 1 du Chap. 7], les principales structures étudiées au
XIX® sidcle (Arithmétique, Analyse) admettent une axiomatisation qui
satisfait ES et U”s. [S étant infini il faut que &/ soit d’ordre supérieur a 1
pour satisfaire U#5.]

(iii) Notez que U“s et E“S sont formulés dans le langage ensem-
bliste £, langage du premier ordre dont I'unique symbole relation-
nel est €, les variables variant sur les ensembles, et € désignant la
relation d’appartenance (voir 2 la fin de ce paragraphe la modification
de la notion de réalisation employée ici). Pour les structures classiques S,
E“s et U“s sont démontrées 3 I'aide de propriétés familiéres des
notions de base ensemblistes.

(iv) Par contre la vérification de X #s et D¥s, également faite pour les struc-
tures classiques, réclame une étude de chaque cas qui se présente dans la
pratique, comme celle qui se trouve dans Principia Mathematica.

Evidemment XS dépend de ce qu'on entend par «propriété
mathématique de S » ; par exemple, en arithmétique on veut que
soient exprimées dans le langage 'addition, la multiplication, etc.,
mais pas des propriétés « empiriques » comme le nombre d’électrons
émis par un atome entre les temps n et n + 1.

(v) SiU"s et X5 sont satisfaites, alors aussi DS (cf (1)). Mais méme
si U¥s n’est pas vraie, une étude détaillée peut démontrer que D%s
est vraie en regard de la pratique, en ce sens que toutes les proprié-
tés de S jusqu’ici démontrées sont conséquences logiques de &/s: cette
possibilité est réalisée effectivement par des axiomatisations du 1" ordre
de larithmétique, cf. B, p. 197.

(vi) Signalons que la notion d’isomorphisme utilisée pour U”s et
pour la notion de « propriété purement logique » est exactement
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la notion générale propre aux mathématiques pures. Mais que, dans
les applications, deux structures abstraitement isomorphes peuvent
ne pas présenter le méme degré d’effectivité ; par exemple une struc-
ture S’ isomorphe A larithmétique (i. e. un autre systéme de nota-
tions des entiers) serait inutilisable pour compter si la relation de
successeur était indécidable dans S'.

N. B. Les conditions d’adéquation ci-dessus sont établies pour
les axiomatisations des structures classiques, mais non pour la
structure de base F (F pour fondamental), collection de tous les
ensembles, munie de la relation d’appartenance (ni pour la structure
intuitive des ordinaux avec la relation d’ordre).

Car si o/ est une axiomatisation de F, EF signifie I’existence
d’une réalisation satisfaisant &/, dont l'univers est par définition un
ensemble. Si alors U~ était vérifiée, cet ensemble aurait la puissance de
la collection de tous les ensembles.

1. Résultats élémentaires sur la notion intuitive d’ordinal.

Pour formuler ces résultats, nous avons besoin de la notion généralisée,
mentionnée plus haut, de réalisation, qui est explicitée ci-dessous dans le cas
du langage #; auquel sont adjoints les symboles de relation O, P, 4 une et
deux variables respectivement :

Les variables n’ont pas pour domaine un ensemble, mais la collection de
tous les ensembles. .

L’interprétation d’un symbole de relation n’est pas nécessairement un ensem-
ble, mais peut étre une propriété d’ensembles (dans le cas de O) ou de couples
d’ensembles (dans le cas de P). On notera 4 la propriété définie par une for-
mule A4, i. e., propriété de la satisfaire.

(Le lecteur comparera cette extension de la notion de réalisation
avec la situation analogue suivante : dans cette parenthése, la notion
de base est celle d’ensemble (héréditairement) fini. La structure f
de tous les ensembles finis n’admet pas d’axiomatisation adéquate <y,
car vu la notion de base considérée, une « réalisation » de &7y a
un univers fini. Il est donc nécessaire d’étendre pour f la notion
de réalisation. Si donc on considére le langage % augmenté des
symboles relationnels, N et S & une variable, resp. 2 deux variables,
la structure suivante est une réalisation généralisée : I"univers est celui
de f, € est ’appartenance entre ensembles finis ; N(x) est la propriété
d’ensembles « x est un entier naturel », i. e. :

x=0vVAy[Az(zu{z}ey—>zey)>(xey—>0ey)].
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S(x, y) est la propriété « y est successeur de x», i.e. y = x U {x},
olonécrity = Opour Az—zeyety = x U {x} pour

Az[zeyeo(z=x Vv zey)]

Revenons au cas général ; nous voulons définir la réalisation au sens étendu,
{ 0, P, des ordinaux avec leur ordre, i. e. satisfaire aux conditions suivantes :

les ordinaux sont des ensembles ;
(i) P est un ordre total de 0,i.e. Axy[Pxy > (OX A Oy AX#Y A — Pyx)];
(ii) Tout segment initial de O est bien ordonné par la restriction de P [i.e.:

Ax { Ox — Vyz[Au(u € y < Pux) A
AN Vsi[(uezou=(s,) Asey Atey A Pst)] A We(y, 2)] } »

ol (s, t) désigne le couple ordonné (voir Ex. 5 du Chap. 5) et ot We(y, z) signifie
que z est bien fondée sur y, i. e.

AX {Vo([vey A Xv] = Vw[wey A Xw A
AAW[IXW AW ey Aw#Ew]-o(ww)ez)])}
[X étant une variable de type (0) comme au Chap. 7].

(iii) Chaque couple (y, 2),z < _)f, ol z est un bon ordre sur y, est isomorphe
a un segment de O ordonné par P.

Ces axiomes sont suffisants pour déterminer < 0, P) uniquement (2 un
isomorphisme prés : juste comme les axiomes de Péano déterminent la struc-
ture de ’Arithmétique). Il y a des formules de £y qui définissent O¢etP expli-
citement de fagon 2 satisfaire (i), (ii), (iii) (exactement comme les propriétés N
et S sont définies par les formules ci-dessus).

Pour plus d’information sur la théorie intuitive des ordinaux (et pour les
quelques notations et propriétés qui sont utilisées plus loin), consultez par
exemple E. KAMKE, Théorie des ensembles, Dunod.

Voici quelques notations utilisées par la suite dans les exercices :

x=0 pour Au — uex.

x=yv{z} pour Aw[wex e (wey v w = 2)].

x = {y} pour Au(uex o u = y).

x={yz} pour x = {y} v {z}.

x = (¥,2) pour x = { {y}, {3, z} } (couple ordonné).
(y: z, W) pour ((y, Z), W).

Fonc (x) pour

Az(z e x & Vow[z = (v, w)]) A Auow([(4, v) € x A(u, W)€ x]>v=w)
(graphe d’une fonction).
Dom (y, x) pour Aufu €y < Vo((u, v) € x)] (v domaine de x).
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Pour chaque chiffre 1,2,3, ...onéerit 1 = {0},2 =10 {1}, 3 =20 {2},...
(Cf. p. 163 la définition des entiers).

Sf (%) pour Fonc (x) A Vy[Ny A Dom (y, x) A y # 0] (x est
une suite finie, i. e., une fonction dont le domaine est un entier > 0. N est
défini page précédente.)

x = Sub (y, z, v) pour
Sf) A Auw[, wyex o ([(w,w)ey A w#z]v [, 2)ey Aw=1])]

(x est obtenue en substituant v 3 z dans la suite y).
XxX+y=2z pour

Vw[Sf(w) A Dom (x U {x}, w) A (0, ) ew A
A Auv([uex A (w,0)ew] > [wo{ulou{v})ew]) A (x,2)ew]
[Cf Chap. 5, Ex. 7.]
x =5z pour
Sf(y) A Sf(2) A Au[uex - (uey v Vowr[Dom (v, y) A
Au=W-+uvr)AWr)ez])] (laconcatenée de y et z).
x=73 pour  Sf(x) A Sf(») A Yw[Dom (w, x) A
A Dom (w, )] A
A Auv[(u, v) ey > SFW)] A Au[(0, u) e x ~ (0, u) e y] A
A Auow {[(u, ) ex A (wo {u}wey]l > wu{u},iw)ex}

(accumulation d’une suite finie de suites finies).

2. Comment trouve-t-on des lois pour les notions de base ensemblistes ?

(Analyse conceptuelle de F.) Quelles que soient les réponses données par des
analyses plus raffinées, la découverte de telles lois se présente naivement comme
suit :

Pon choisit un langage, en particulier Ly, et 'on y formule des assertions vraies
pour la réalisation F.

La sélection ainsi faite entre les assertions vraies est déterminée dans une
certaine mesure par les « besoins » actuels des mathématiques ; par exemple,
on choisit des assertions utilisées dans la démonstration de U¥s ou de E%s
pour les structures classiques. Mais on cherche aussi  formuler les propriétés
geénérales essentielles, dont ces assertions sont des cas particuliers (cf note 4,
p. 182).



FONDEMENTS DES MATHEMATIQUES 165

Mais les mathématiciens demandent parfois : qu’est-ce que le vrai
{pour les ensembles) ? Et (renouvelant Pilate), ils s’en lavent les mains.
Sans nier I'intérét de la question (toute la partie B est consacrée a une
réponse détaillée), nous admettons ici la notion de vérité ensembliste
— ce qui est implicite dans I'acceptation des notions de base ensem-
blistes — et nous recherchons ce qu’elle apporte & la théorie des
fondements ; le probléme de donner une justification aux axiomes se
présente alors sous cette forme trés naturelle : d’une fagon générale,
des axiomes sont justifiés du point de vue ensembliste si I’'on détient
un concept (précis) qui satisfait ces axiomes. En particulier, &/ est
justifié si E¥S est vrai.

Une autre justification de s/ est la dérivation formelle de E“s 3
partir des axiomes traditionnels de la théorie des ensembles & condi-
tion d’avoir justifié déja ces axiomes, i. e., si 'on détient un concept
précis d’ensemble, qui les satisfait. Les alinéas b) et c) sont consacrés a
ce point.

a) Nécessité d’une analyse conceptuelle. — Bien avant que les paradoxes de
la théorie des ensembles n’aient conduit aux restrictions sophistiquées sur les
définitions d’ensembles (« prédicativité » de Poincaré) ou sur les méthodes de
démonstration (constructivité de Brouwer), certaines ambiguités de la notion
d’ensemble suscitérent une premiére critique.

Cette critique n’est pas décisive, clle montre simplement la nécessité de
certaines distinctions : la notion d’ensemble, telle quelle fut introduite, était
un mélange grossier d’au moins trois éléments : les ensembles étaient considé-
Tés

(i) comme une vague extension de la notion de collection finie, obéissant
plus ou moins aux mémes lois (supposées connues),

(ii) comme des sous-collections arbitraires d’une collection donnée (suppo-
sée bien définie) : ceci était répandu dans toutes les mathématiques (ensembles
d’entiers, de réels, etc.),

(iii) comme une abstraction tirée de la notion plus générale de propriété,
un ensemble étant la collection des objets satisfaisant une propriété donnée.
Les mathématiques elles-mémes font peu usage de propriétés pour Iextension
desquelles il n’y a pas & priori de limites, mais la logique générale et le langage
courant s’en servent tous deux largement. Par exemple la propriété d’€tre non
vide (remarquons que cette propriété s’applique a elle-méme) ; ou la propriété
d’étre bleu, car méme si son extension a une limite, nous utilisons cette pro-
priété sans idée précise de la classe de toutes les choses bleues (passées, pré-
sentes et futures !).

L’intérét possible pour les mathématiques de telles propriétés est envisagé
a la fin de cet alinéa.
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Des erreurs flagrantes (contradictions) dans Iutilisation mathématique
des notions ensemblistes sont rares parce que, en général, une démonstration
donnée est valable d’un bout & I’autre au moins pour 1'une des trois notions
d’ensembles ci-dessus. Mais si un raisonnement utilise des principes dont
chacun est vérifié par I'une des notions, mais dont ’ensemble n’est vérifié par
aucune des trois, ce raisonnement peut conduire 3 une contradiction : C’est le
cas des erreurs connues sous le nom de paradoxes, erreurs partlcuherement
désagréables parce qu’elles ne peuvent pas étre localisées en un endroit unique
comme des erreurs de calcul. Il est clair que, pour I’analyse correcte de ces
erreurs, et méme pour la formulation de cette analyse, les distinctions mention-
nées sont nécessaires.

Exemple (Axiome de compréhension). — Si P est une propriété définie sur les
éléments d’un ensemble donné, a, on peut former ’ensemble, au sens de (i) de
tous les x de a qui satisfont P, i. e. :

(M) AaVyAx[xey o (xea A Px)].

Russell remarqua, en fait si longtemps aprés I'introduction de la théorie des
ensembles que Pimpression naive d’ambiguité avait été oubliée, que

(**) Vy Ax(x € y & Px)

est contradictoire si 'on applique les régles ordinaires de logique ; en particulier
si Px est la propriété x ¢ x, (**) est Vy Ax (x € y &> x ¢ x), et alors YEYy o yédy
ce qui est une contradiction.

(ii) Mais dés avant cette remarque, (**) n’était pas du tout plausible et
certainement pas évident pour la notion d’ensemble.

Pour la notion (iii), x € y étant interprété comme : la propriété x a la pro-
priété y, (**) est évident pourvu que I'on considére la sorte la plus générale de
propriété, comprenant des propriétés qui ne sont pas partout définies. Alors,
(**) exprime que y est une propriété satisfaite par une propriété x si, et seule-
ment si x est satisfaite par elle-méme ; mais cette propriété y n’est pas définie
pour Pargument y. Mais dans ce cas les lois usuelles de la logique formelle
[qui sont valides pour Iinterprétation des symboles logiques du Chap. 2]
ne peuvent pas Etre valides : on ne peut avoir pour tout 4, ou bien 4 est (défini
et) vrai ou bien A est (défini et) faux.

Il est clair que le paradoxe de Russell (ou n’importe quel autre) n’affecte
pas plus la notion d’ensemble au sens de (ii) qu’il n’affecte, par exemple, la
notion d’ensemble héréditairement fini, construit & partir de ¢. (Dans ce cas
(**) est évidemment faux, quand on prend pour Px « x ¢ x » ou bien « x est
un entier », et que x, y varient sur les ensembles finis. Et par contre (*) est
valide lorsque toutes les variables varient sur les ensembles héréditairement
finis.)
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Néanmoins 3 propos du paradoxe de Russell, il se pose encore aujourd’hui
une question qui est le probléme contemporain des paradoxes :

Est-ce que la notion (iii) est assez précise pour permettre une théorie aussi
riche que celle de (ii) qui est donnée en b) ci-dessous? En particulier, quelles
sont ses lois logiques ? Et si cette théorie est riche, est-elle importante pour la
pratique mathématique, ou seulement pour la théorie des fondements ?

Discussion (reliant ce qui précéde & certaines remarques générales
de Pintroduction).

Les distinctions (i)-(iii) ci-dessus constituent un exemple de préci-
sion informelle. La discussion de 'axiome de compréhension illustre
la maniére dont de telles distinctions informelles servent I’établisse-
ment d’axiomes corrects tels que (*). Le lecteur observera que la
formulation explicite de (*) n’était pas un moyen en quelque sorte
tombé du ciel pour préciser la notion de base d’ensemble, mais au
contraire le résultat d’une clarification informelle. En ce qui
concerne (**), sa formulation explicite a certainement servi & mettre en
évidence 'imprécision du mélange grossier qu’était la notion originelle
d’ensemble, mais de nouveau, la discussion informelle de (iii) €était
nécessaire pour montrer qu’au moins (**) était plausible & priori.

De fagon générale, la formulation explicite (formalisation) peut servir
3 découvrir par ol certaines idées péchent, mais ne joue au mieux qu’un
rdle auxiliaire quand il s’agit de les rectifier.

Le passage de distinctions informelles (et plus généralement de la
réflexion sur le sens d’un concept) a la formulation d’axiomes est
appelé dérivation informelle. Le lecteur devrait mettre en balance
’exemple ci-dessus de dérivation informelle, et la doctrine positiviste
citée en fin de Pintroduction, qui considére les dérivations informelles
soit comme vides de sens, soit au moins comme non mathématiques.

Notez pour finir, que le choix entre les diverses notions isolées par
lanalyse informelle n’est pas forcément arbitraire. Ainsi, dans le
cadre « réaliste » des fondements, des considérations de définissabilité
donnent un critére (partiel) selon lequel, de deux groupes x, y de notions,
le groupe x est le plus fondamental si y peut se définir & partir de x et
non l'inverse. Ainsi la notion (ii) est plus fondamentale que celle
d’ensemble fini.

Il est plausible que, si la notion d’ensemble (iii) s’avére précise, elle
soit plus fondamentale que (ii).

Bien siir, il ne faut pas supposer que les notions fondamentales pour

une théorie réaliste nous doivent &tre particuliérement accessibles.

b) Existence d’une notion précise d’ensemble. (Ensemble au sens de (ii)
satisfaisant (*)). — Peu aprés la publication du paradoxe de Russell, Russell
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et Zermelo formulérent tous deux la notion précise d’ensemble, appelée théorie
des types.

La version de Zermelo, dite structure cumulative des types (s. c. t.) [voir
PEx. 5 du Chap. 5], est la suivante : C, est une collection d’individus, i. e.
d’objets x qui satisfont Ay(— y € x) (C, peut étre vide).

Pour tout ordinal «, C,r1 =C,uB(C,

Pour un ordinal limite , C, = U C;,
B<a

ou P(x) désigne la collection de toutes les parties de x. Donc, 3 c6té des opé-
rations logiques sur les ensembles, la définition de cette structure utilise I'opé-
ration supplémentaire B, et son itération (jusqu’a tout ordinal a dont on sup-
pose l’existence).

DEFINITIONS : On appelle ype d’un ensemble x le plus petit « tel que x € C,.
On note €, la relation d’appartenance sur la s. c. t., restreinte & C,.

La formule (**) est évidemment fausse dans la structure { C,, €, >, pour
tout « (i. e. quand les variables ont C, pour domaine), si I’on choisit par exem-
ple pour propriété Py : y = y; eneffet C, ¢ C,.

La formule (*) est évidemment vraie pour tout o. Zermelo a énoncé des
axiomes donnés en ¢) ci-dessous, qui sont la base de tous les systémes d’axiomes
habituels de la théorie des ensembles, et qui de plus sont satisfaits par { C,, €, >
pour tout ordinal limite a. Ainsi, comme ce résultat se voit trés facilement,
la notion précise d’ensemble est une preuve de consistance pour ces axiomes
(cf. p. 165), particulierement pour de petits ordinaux « tels que ® + w ou
o+ o+ o

¢) Axiomes de Zermelo. — Le lecteur devrait vérifier qu’ils sont satisfaits
dans { C,, €, > pour les valeurs de « indiquées :

Extensionnalité (tout «) .
Siy < x signifie : Au(uey — uex).
L. AxAy{Vzzex)=»[(y = x A x < y) > (x =»]}.

Si la condition Vz(z € x) (x n’est pas un individu, x n’est pas vide) est sup-
primée, I’axiome obtenu est encore satisfait par la s. c. t. si C, est vide.

Ensemble des parties (a limite)
2. AXxVyAz(zey oz cx) (xeCs > yeCyyy)
Compréhension (tout a > 0)

3. AXAaVxAy[yexo(yea n X(»)]
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X est une variable de second ordre et 'on ne considére que des mode-
les principaux (cf. Chap. 7). 3 exprime ce qui est récllement visé
par (*) et permet une démonstration particulierement simple de résul-
tats de base comme le théoréme 1 ci-dessous. Cependant, on utilise
couramment des systémes d’axiomes du premier ordre en raison de la
possibilité de formaliser les déductions & partir de tels systémes (cf.
ci-dessous Lemme 3 p. 176, ou § 4).

3 est alors remplacé par un schéma d’axiomes, c’est-a-dire restreint
a des X qui sont la réalisation d’une formule de Z;; : |

3*. Pour toute formule A(y, x4, .., X,) ne contenant pas la variable x, on
prend comme axiome :

Aa AXy . A, VX Ay(yex o [yea A A, X4, ooy %2)]) -
Axiomes des paires (o limite) et de Punion (tout « > 0) :
4* Ax  Ax, Vx Ay[yex o (y =x, v y = x)],
5* AzVxAy[yex o Vu(uez A yeu)].
Régularité (tout a)

Chaque structure { C,, €, > étant construite par itération transfinie & partir
d’un ensemble d’individus, la relation est bien fondée, ce qui s’exprime par
« I'axiome de régularité » :

6. AX {(VzXz) » Vx AY[Xx A (Xy > y¢x)]}.

De nouveau, au premier ordre, on utilise ce schéma, conséquence de 6:]

6*. Pour toute formule A(x), VzA(z) » Vx Ay[A(x) A (A(¥) - y ¢ x)].

Les axiomes 1, 2 [3, 6 et par conséquent] 3*, 4%, 5%, 6*, sont satisfaits par
{ C,, €, >. Quand C, = 0, tous les ensembles de cette structure sont hérédi-
tairement finis. Cette possibilité est exclue par I'axiome :

Axiome de Uinfini (« > o) .
7. VxI;x, ou I;x est:
Vy(ye;) ANz{(zex)> Vw[wex A Aufuew o (uez vuc2)]]}.

Notations : [(1, 2, 3, 7) est noté o et] (1, 2, 3*, 4%, 5%, 7) est noté &/*. Le
systtme d’axiomes &/*[«/] sans axiome de l'infini sera noté AE[A ).
Ainsi 1,2, 7 [3, 6 et par conséquent] 3*, 4%, 5*, 6* ¢tant satisfaits par{ C,, €, )
pour tout « limite > w, [E¥ est vraie, et] E”" est vraie.
KRESEL et KRIVINE. — Logique mathématique 12
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Exercice 1. On utilisera les notations p. 163 et, pour toute formule Ax ne
contenant pas la variable y, on notera V!xAx la formule Vx Ay[A(y) & x = y]
(lire : il existe un seul x tel que A4x). Vérifier que

a) Ayz V1x(x = y U {z}) est conséquence des axiomes 1 et 4*,

b) pour tout triplet de chiffres n, m, p ou bien n + m = p est conséquence
de &#* ou bien n + m # p est conséquence de o£*.

¢) Ayzo[Sf(») = Vix (x = Sub (y, z, v))], Ayz[(SF () A Sj;(z))] -
= VIx (Sf(x) A x = 72).Ay[SF(») = Vix (Sf(x) A x = y)] sont consé-
quences de &/*.

Démontrer que Ax[(Sf(x) A Nx) — Dom (1, x)] est conséquence de 1 et
4* [(a)-(c) montrent que, d’aprés I’Ex. 6 du Chap. 5, les symboles fonctionnels
introduits p. 163-164 peuvent &tre éliminés au sens qui y est précisé].

d) Est-ce que les axiomes de Zermelo axiomatisent Ia s. c. t. au sens du § 1?
[U est faux, donc] U est faux, puisque, si & < f, card C, < card Cy.

Les résultats ci-dessous montrent que, rg]ativement ala s.c.t.,[ni X¥ni DY
ne sont satisfaits, et donc :] ni X, ni D, ne sont satisfaits.

D est réfuté sous la forme remarquable que E“* n’est pas conséquence de
&*, i. e. on ne peut prouver au moyen de &/* que &* a un modéle. [De
méme E¥ n’est pas conséquence de .]

Lesrésultats précédant le théoréme 4 sont techniquement simples. Ils éclairent
la sitnation, et en plus montrent Iutilité de I'interprétation des axiomes de
Zermelo par { C,, g, >.

[TuEorREME 1. — E¥, E”- ne sont pas conséquences de of, of . respectivement.
Soient M = { Cpi0 Eptor et M_ = {C,, €, ), avec Cy = ¢ ;
M et M_ sont les modeles minimaux de </ et o/ _ resp. — Posons
N(® = K, et pour tout entiern, R+ = 2% Alors card C,,, = N™
et donc
card M =Y K™,
n

Donc tout modéle de & a une cardinalité supérieure ou égale a
Y. R™. Bt tout modele de & _ est infini car il contient C,,.

E“ est faux dans M puisque tout élément de M a une cardinalité
< Y R™ ; E¥~ est faux dans M _ puisque tout élément de M _ est fini.

E“ et E¥~ ne sont méme pas conséquences de (7, 6) et (& _, 6)resp.,
parce que M et M_ satisfont 6. (Pour les structures S classiques,
E*s et U¥s sont déja conséquences de &/* 1).]

*
THEOREME 2. — E*- n’est pas conséquence de of*.

[Ce résultat plus faible que le théoréme 1 est cependant détaillé, parce qu’il
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n’est pas supposé de tout lecteur connaissance de la notion de conséquence du
second ordre.]

Toute structure { a, b >, ou b, < a?, est 'interprétation de €, qui satisfait &/ x
contient une sous-structure isomorphe a4 { C,, €, », donc est inﬁnie. Mais
toute structure { a, b >, ou b < a*,et aet b e C,, est finie. Donc E#~ est fausse
dans < C,, €, ». R

Par contre { C,, €, » satisfait (&/_, 6). Donc E“- n’est pas conséquence
de (£*, 6) a fortiori de o/*.

Un premier échec de D est que les axiomes ne disent rien sur la possibilité
de construire { C,, €, > poura > o + @ :

THEOREME 3. — Les axiomes [/ ou)] o* ne sont pas saturés, i. e. il existe
une formule I, telle que ni I, ni sa négation ne soient conséquences de [of ou] o*.

I, = Vy[Vx(I\x A x€y) A Az(zey - Pz e y)]

ol « Pz ey » signifie Vw {wey A Aufuew o (uez v uc 2)]}

I, exprime Dexistence d’ensembles de type @ + w + 1.

Les axiorhes sont satisfaits par { Cy 4 s €oto » € PA { Cototar Entota
— I, est satisfait dans le premier cas, I, dans le deuxieme.

On notera que la formule I,, du premier ordre, n’est méme pas une consé-
quence du second ordre de /.

Ces résultats simples vont étre puissamment généralisés et renforcés par
une démonstration différente : généralisés & d’autres systemes que «/*, et ren-
forcés en démontrant la non-saturation pour des assertions beaucoup plus
élémentaires que I,. Cest le théoréme d’incomplétude de Godel :

THEOREME 4. — E® n’est pas conséquence de of*.

Remarques : (i) La démonstration n’utilise qu’une faible partie des pro-
priétés de &/ * : pour qu'un systéme d’axiomes soit substituable a &7 * dans le
théoréme il suffit qu’il vérifie des conditions trés générales — dont la formu-
Jation précise exigerait des notions de la théorie des fonctions récursives, qui
n’est pas traitée dans ce livre.

Un exemple de systtme d’axiomes auquel la démonstration ne s’applique
pas est : of ; = {A: A est dans le langage L, et A est vrai dans la s. c. t. }, car
ce systéme est évidemment complet. Mais on ne peut méme pas définir 'ensem-
ble o7 4 Laide d’une formule de £ (cf. corollaire 1 ci-dessous).

(i) En divers endroits — en particulier aux lemmes 4 et 5 —, il est démontré
que certaines formules de £y sont satisfaites par la s. c. t., et il est seulement
affirmé sans démonstration détaillée que ces formules sont en fait conséquences
de o/ *, parce que leur démonstration, qui est simple, n’utilise que des propriétes
de o/*. Sachant que certaines formules vraies dans la s. ¢. t. ne sont pas cons¢-
quences de &/ * (par exemple E“ 1) on peut mettre en doute cette affirmation.
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Mais dans tous les cas : ou bien le théoréme 4 est vrai ; ou bien D * est faux
parce que ces raisonnements intuitifs ne sont pas conséquences logiques de &/ *,
ou enfin X" est faux comme X7 dans la remarque (i). Pour I'usage qui sera
fait ci-dessous du théoréme, ces conclusions plus faibles suffisent.

(iii) Les notions et propriétés syntaxiques ¢lémentaires sont exprimables dans

Z; et démontrables au moyen de «7* (cf. Exercices 2 et 3) : sinon X " et DY
seraient réfutés.

Nous utilisons en particulier les propriétés suivantes : tous les objets syn-
taxiques (cf. Chap. 0) sont considérés comme des ensembles, car ce sont des
suites ordonnées de symboles, et les symboles sont des ensembles ;

chaque symbole s du langage est supposé défini par une formule C(t), c’est-
a-dire que ce symbole est I'unique ensemble satisfaisant C; dans s.c.t. De
méme chaque formule A4 est supposée définie par une formule C,(¢).

N. B. Dans le lemme 2 la seule propriété utile de C, est qu’elle définit I’en-
semble 4 dans s. c. t. Mais si ’'on veut que des propriétés syntaxiques simples
soient conséquences de &7 *, un choix canonigue de C est nécessaire. Par exem-
ple,si Co(r) est Ay — y e, (V!It) Cy(2)est conséquence de o7 *. Mais supposez
que P, quoique vraie dans s. c. t., n’est pas conséquence de &/* ; alors P A C,,
définit O (dans s. c. t.), mais V!¢[P A Co(f)] n’est pas conséquence de <*.
[On comparera avec les notions de définissabilité, Chap. 6.]

(iv) Un caractére inhabituel de la démonstration est que des relations entre
des formules et leur signification {(c’est-a-dire leur réalisation au sens de la
p. 160) y sont considérées, tandis que dans la plus grande partie des mathéma-
tiques, les démonstrations portent du début a la fin soit sur les formules, soit
sur leur signification. [Exception : la définition de réalisation d’une formule,
Chap. 2.] Les notations distinguent ces deux aspects : nous utilisons une barre
au-dessus d’une formule quand il s’agit de sa réalisation dans s. c. t. ; ainsi,
si A est une formule close, i. e. sans variable libre, 4 signifie que 4 est vraie
dans s.c. t.

Le lecteur devra se rappeler quelques sous-entendus dans 1’usage habituel
des notations concernant un langage formel. Chacune des expressions A4 et Ax,
ou encore A(x), désignera la méme suite de symboles de £, A(x) étant utile
pour indiquer que A contient la variable (désignée par) x et que A(z) est
obtenue en remplagant x dans A4 par 'expression (désignée par) ¢.

Dans les Exercices 2, 3 ci-dessous, on considérera pour fixer les idées
« le » langage % constitué par les symboles suivants : les symboles relation-
nels, notés = et €, sont les entiers 0, resp. 1 ; les symboles « logiques », notés
—, A, Vsont 2, 3, 4; et les variables sont les entiers 5, 6, 7, ..., notés aussi
Vg, Uy, Ug, - ; U désigne donc Pentier n + 5.
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Exercice 2. Démontrer que entier n est le seul objet qui satisfasse la for-
mule E, & une seule variable v, E, définie par récurrence :

Ey = — Vu,(v; € vo)

En+1 = VU4,, { En A Av4n+6[v4n+6 € Vgpta (v4n+6 = Usp V Vspte € U4n)]} .

Démontrer que la suite finie < ny, ..., n,_; > d’entiers est le seul objet s
qui satisfasse

Vxg oo VX Voo oo V[ E(X0) A 0 A By (Xg—1) A Eo(¥0) A A
A E(yo) A SF(s) A Dom (3, 8) A (Yo, Xo) €S A = A (Vg1 xk—l)es]

ol les x; et les v; désignent des variables, c’est-a-dire des entiers > 4, distinctes
deux a deux, variables qui n’ont aucune occurrence liée dans la formule (désignée
par) :

E,(x0) At A (k=1 Xg—1) EW.

Remarque. — Le choix des E, est lié au besoin (du Lemme 1) d’avoir
deux variables qui ne figurent dans aucune définition canonique, la
formule ci-dessus étant la définition canonique de la suite

{ Ny, ..., M1 » , €t N’utilisant pas les variables v, et v;.

Pour étre précis on devrait spécifier aussi les variables notées u, v, w, r,
p. 163. Nous supposons que les variables v; et v; n’y sont pas compri-
ses. [Le lecteur du Chap. 2 se rappellera que les parenthéses ne font
pas partie du langage Z; et E, désigne donc — Vv, € v, v,, C’est-a-
dire la suite d’entiers (247175 }.]

D’aprés I’exercice ci-dessus on voit facilement qu’il y a une formule Def(y, x)
de £ qui définit dans s. c. t. la relation suivante : x est une suite finie d’entiers
et y est la formule de &y, (construite d’apres le schéma de I’Ex. 2), définissant x
[définition explicite dans «/* de relations définies par récurrence ; voir 'Ex. 6
du Chap. 5].

Si x est une formule A4 donnée et Def (y,x) est vrai, y est la formule C (w).

Notations : Comme le lecteur aura observé, I’'absence de symboles fonction-
nels exige que les objets soient définis dans & par des formules et non par des
termes (en contraste avec le langage Z de la Partie B, § 2). Pour plus de clarté
nous ajoutons i £y des constantes ~“A~, “B(TA™)", pour tout couple de
formules 4 et B(x) de % ; et, pour toute formule C(y) de £k, nous notons
C(—4™) et C(TB("A™)™) les formules Vy[C4(») A C(»)] resp.

Vy[Cs,(3) A €],

ot B, désigne Vx[C,(x) A B(x)] : autrement dit, la réalisation ~A4™ est la
formule A et la réalisation ~B(— A7) est la formule B;.
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Dans les lemmes 4 et 5 ci-dessous on aura besoin de la fonction
F (%1, X5, X3), pour une formule 4 de £ & trois variables, soit
A(xy, X3, X3). Si X4, X5, x5 sont des suites d’entiers K, L, resp M, la
valeur de F,(x;, Xx,, x3) est, par définition, la formule de % :

Vwy w, Ws[cx(W1) A Ci(wy) A Cy(ws) A A(wy, Wy, Ws)]

ol w,;, w,, w; désignent trois variables distinctes qui ne’figurent
pas dans la formule A4 ni dans

Cx(w) A Cr(w) A Cy(w) .

On définit facilement F, & partir de la relation Def et de la fonction
Sub (p. 164) ; Cx(w), Cr(w), Cp(w) étant les ensembles Y1, V2, T€SP. V3
tels que (x;, 1), (X2, ¥2), (x5, ¥3) satisfassent Def.

Dans toute la démonstration on suppose que x et y sont deux varia-
bles fixées et distinctes, par exemple v, et v; (cf. la remarque de ’exer-
cice 2), et qu’aucune variable des formules considérées n’a a la fois
d’occurrences libres et liées.

LeMME 1. — Pour toute formule A(x) dans £ g, il existe une formule close A,
de &y telle que :

A, o — ACAD).

Démonstration. — On obtient d’abord une formule S(x, y) de %, dont la
réalisation dans s. c. t. est la relation suivante :
il existe une formule B(y) de &y telle que y = B(y) et x = B("B™), (i.e. :

x est la formule Vy[Cx(») A B(»)]).

Posons alors
H(y) = Vx[S(x, y) A — A(X)] .

Pour toute formule B(y),

H(™B™) < — A("B("B™)7).

Donc visiblement 4, = H(—H™) convient.
En fait pour toute formule A4, la formule 4; «» — A(T A7) est conséquence
de s/ *.

[Exercice 3 : Définition de la formule S(x, ¥) du lemme 1.

Form (x) : x est une formule de % (et aucune variable n'a 2 la fois d’occur-
rences libres et liées dans x). Partant de la « définition par récurrence » des
formules de £ on obtient, d’aprés la méthode courante, une définition expli-
cite telle que la formule de récurrence soit conséquence de & *.
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Vi(v, %) : v est la seule variable libre de la formule x (et toutes ses occurrences
sont libres), i. e.

Vi(v, x) = Form (x) A N(v) A 4ev A Au[(u,Hex —
s@u{ulv)éx] A AuAw{[Nw) A deu nu#vA
Awuex] - V[ Hex anyewa (yu{y}u)ex]}.

(Puisque v est une variable, N(v) A 4€ev est vrai, c’est-3-dire, v est un entier
> 4 ; puisque v est libre, v n’est pas précédé par un quantificateur, i. e., par 4 ;
et puisque v est la seule variable libre, toute autre variable, i. e., tout autre
entier u > 4 dans la suite x, a sa premiére occurrence précédée par 4.)

S(x, ¥) : x est une formule 2 une seule variable libre, disons m, x a donc une
définition canonique, disons z, dont la seule variable libre est, disons p; on
prend une variable g qui ne figure ni dans x ni dans z, p. ex. la premiére dans la
suite vg, vy, ... (i.€. 5,6, ...) et on la substitue & m dans x et 3 pdansz, on obtient

ainsi x’, resp. z’ : y est la suite 4437 x' ou encore Vuy[Z(vy) A X(vy)], ot
Z(vy) est la formule notée Cy(vy) ci-dessus (X = X).]

COROLLAIRE 1. — Le lemme 1 réfute déja X***, et méme X*F pour tout axiome
A dans L.

En effet, Pensemble :
t = {4 : A est une formule close de £y et A est vrai dans s. c. t.}

n’est la réalisation d’aucune formule 4(x)de Ly;carsit = A(x), la formule 4,
du lemme 1 entraine contradiction. Ceci est une remarque de Iarski.

Par contre, il existe une formule ¥(x) telle que V(%) soit ’ensemble des for-
mules ‘closes conséquences ensemblistes de &/* (donc aussi conséquences au
sens ordinaire. Cf. p. 160-161) [il suffit de formaliser la définition, du Chap. 2,
de conséquence d’un axiome]. C’est pourquoi :

LEMME 2. — Si V; est la formule déduite de V(x) par le lemme 1, V, est vrai,
mais V, n'est pas conséquence de 4 *.

Vi — V(V71),i.e. V; est vraie si, et seulement si, ¥, n’est pas consé-
quence de s&/*. Comme toutes les conséquences de &/ * sont vraies dans s.c.t.
le résultat est démontré.

[N. B. Soit &/ un systéme d’axiome d’ordre i > 1, par exemple
o _ ou . Soit V' une formule (du premier ordre) dont la réalisa-
tion est ’ensemble des formules closes conséquences d’ordre i de
A p. Le lemme 2 s’applique & sly et V'.]

COROLLAIRE 2. — V, n'est pas décidée par o*,i. e. ni Vi ni — Vy ne sont
conséquences de ¥,
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Pour renforcer ce résultat d’indécidabilité nous allons définir D(x), aussi
élémentaire que possible, telle que D(x) = V(x), afin d’appliquer le lemme 2
en substituant Da V, D, a V,.

Les principales propriétés de D vont étre décrites ici. Mais leur démons-
tration (en particulier celle que D = V), et méme 1’énoncé précis de D, utilisent
le Chap. 2.

(i) L’énoncé de D est obtenu de la fagon suivante : la démonstration du
lemme 3 fournit une « régle de déduction » particuliére, analogue aux régles
mentionnées p. 160, note 3, et montre que I'ensemble des formules de L

-

by

deduites de o/* conformément 2 cette régle est V ; cette régle s’exprime
dans &, cest-a-dire il existe une formule Dem (y, x) € #;, telle que Dem
est la relation (entre la suite finie de formules 7 et la formule X) : « 7 est une
déduction de X a partir de &/*, conformément 2 la régle ».

Alors D(x) est : Vy Dem (y, x).

(ii) D est plus élémentaire que ¥ en ce sens que ses quantificateurs sont
restreints & C, (lorsque #; et sa syntaxe sont définis comme dans les exercices),
alors que certains quantificateurs de ¥ ne sont restreints 3 aucun ensemble
(d’aprés la définition, p. 161 de la conséquence ensembliste).

(ii) Mais la «simplicité » de D s’exprime beaucoup mieux a laide des
notions de base de la Partie B : avec le bref exposé de ces notions (B, § 0),
on reconnait aisément que Dem est une régle de déduction combinatoire («pure-
ment formelle »). Et il en résulte que si 4 € D, cela se vérific d’une fagon combi-
natoire.

(iv) Leslemmes 4 et 5 démontrent que &/* a pour conséquence: E¥" — D,.
Comme D, n’est pas conséquence de &£*, le théoréme 4 est ainsi démontré.

[LemME 3. — W(x) = D(x), ot D est Vy Dem (y, x), et, Dem est la rela-
tion entre objets syntaxiques :

y=(B, 4, Ay, x = A:

B est conjonction d’un sous-ensemble fini de .o *.
A, est la forme prénexe de B — A (définie Chap. 2, p. 17).
A, est une tautologie de la forme :

F(t], ., i) v = v F(t, ..., 1)
telle que Vx, ... Vx,, F(xy, ..., X,,) soit A, (définie Chap. 2, p. 20)et ¢! ... 1%

soient des termes construits sur les symboles fonctionnels de F(xy, cory Xpp).

Démonstration. — Par le théoréme de finitude, si 4 est conséquence
de &%, il P'est d’un sous-ensemble fini B. B — A est valide. Appli-
quer alors Chap. 2, p. 21.
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Remarques. — Si V est la définition du Chap. 2 de validité dans
tous les modeles de «/* la simplification du lemme 3 est la suivante :
pour vérifier quune formule est dans ¥ on aurait & «examiner »
toutes les réalisations de &/*; pour vérifier qu’elle est dans D, il
faut simplement examiner toutes les configurations finies (B, 4;, 4 2)h
et vérifier si la condition Dem est satisfaite ; si 4 est dans D, cela se
vérifie en un nombre fini d’essais (cf. Chap. 2, p. 22).

LEMME 4. — Pour toute A de L.

A* = D(—A™) - D(TD(TAT)7).

Avant de décrire la démonstration, remarquons que 4 — D(TA™)
n’est pas vrai pour toute formule close A : pas si 4 est vraie, mais 4
n’est pas conséquence de &/* ! (par exemple pour A = V). Donc le
lemme 4 repose sur les propriétés de la formule D(TA™), lesquelles
reposent sur la remarque ci-dessus. Pour un choix canonique de
Dem, en fait pour le choix le plus naturel, et pour une définition
canonique des suites de symboles de £, Dem (B, a;, ay), a)implique :

la formule Vx Vy[Ci(x) A Cgian(») A Dem(y, x)] peut étre for-
mellement démontrée 4 partir de o/*.

On accepte implicitement cette assertion si I'on admet que le sys-
téme formel &7* suffit 3 une formalisation des mathématiques com-
binatoires élémentaires vu que la vérification de Dem ((b, a5, a), a)
est une suite finie de vérifications purement combinatoires.

Ensuite, si

Vx Vy[C7 (¥) A Ciapan() A Dem (y,%)]
est conséquence de o/ *, il en est de méme de :
Vx[C;(x) A Vy Dem (y, x)] .

La dernitre étape est de montrer que la déduction esquissée ci-dessus
peut étre elle-méme formalisée dans &/*.
On note d’abord que Paffirmation avec variables b,ay,a, (pour un 4
donné) :
Dem ((b, ai, az),"A") — Vx Vy[x = Fg(b, ay, a;) A Dem (¥ x)]

est conséquence de /*, ol G est la formule Dem (@, a4, a,),"A™)
et o F; est définie p. 174. Par conséquent /* implique

Vx Vy[x = FG(b9 ay, ‘12) A Dem (y’ X)] - Vx Vy[CA'(x) A Dem (ya X)]
ou A’ = Vy Dem (y, 5A™), i. e., D(TA™), et donc
Dem ((b, a4, a;), “A™) —» D(D(—A4A™)7).

177

B
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Puisque les variables b, a;, a, ne figurent pas dans la conclusion, il
en résulte que

est conséquence de o/*.

La démonstration détaillée fait intervenir les définitions canoniques
pour les raisons qu’explicite la remarque (iii). i
LeMME 5. — Supposons D choisie canonique, donc satisfaisant aux con-
ditions : le lemme 4 est vérifié et (pour tout couple de formules A, Bde %)

(1) Z*+ A« B entraine &*F D(TA™) < D(TB™).
Alors si Dy est la formule déduite de D dans le lemme 1,

A* - E¥ > D,

a) Tout modele de &/*, s’il en existe, qui satisfait une formule
close A, ne satisfait pas — A, et il en résulte trivialement :

[E A V(—A™)] » —V(—— A7) .
Ce résultat élémentaire est conséquence de & *, cf. p. 172 (ii). La condi-

tion E¥ est ici nécessaire car §'il nexiste aucun modéle de 7 *
V(—B™) est trivialement satisfait pour tout B, en particulier B = — A.

b) La démonstration de D — V (Lemme 3) est formalisable :
#*~ D — V (sinon on appliquerait la remarque p. 172 (ii)).
En particulier, pour toute formule 4 de %,

¥ = D(A™) - V(~4A™)
et donc
.,d*}"‘ —|V('——‘| A_l) - — D(F‘ﬁ A_ﬂ),

d’ou, par application de a)
) A* = [EX A D(—A7)] » — D(— — A7) .
¢) Prenant 4 = D, dans (2)
#* - [E*" A D(—DT)] » — D(— — D7),

et prenant 4 = — Dy, B = D("D7) dans (1), puisque d’aprés le
lemme 1, &/* |~ D("DT)«> — D,

#*— — D(T— D7) & — D(TD(DT)).
Donc
A*=[E*" A D(DY] » — D(—D("D)7).
Ceci contredit le lemme 4 appliqué 3 4 = D,.
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Donc &/ *— E«#* - — D("D7), c’est-a-dire
¥ E¥ > D,.
Discussion du théoréme 4.

1. [« faillit, et donc] &/* faillit & ca{actériser la s.c.t., au sens du § 1, parce
que [U#, n’est pas satisfait, donc] U¥ n’est pas satisfait.

2. En plus D""[D"”] n’est pas satisfait par rapport aux raisonnements
intuitifs sur les ensembles de type assez grand, voir théoréme 3.

3. Par rapport aux raisonnements intuitifs concernant les ensembles finis,
D’ nest pas satisfait parce que &/* ne décide pas Dy, qui est une propriété
combinatoire. En effet, D(x) est une propriété combinatoire, cf. (iii), p. 176 et,
la construction de S étant combinatoire, D, Uest (cf. Lemme 1).

[11 faut signaler une différence importante entre le théoréme 4 et les
théorémes d’indépendances mieux connus, par exemple en géométrie :
I'indépendance de E¥ est liée de fagon essen‘gielle au remplacement de
I’axiome 3 par le schéma 3*; en effet, E“ est conséquence de &
(cf. th. 1) alors que, par exemple, I’axiome des paralléles est indépen-
dant des autres axiomes de la géométrie qu’ils soient formulés au pre-
mier ou au second ordre. Considérez les axiomes de Pasch ou de
Hilbert, formulés dans le langage suivant : variables de « points » ;
relation C(a, b, c, d): le segment ab est congruent au segment cd;
relation « a, b, ¢, colinéaires » ; relation « a entre b et ¢ », etc... Tous
les axiomes sont du premier ordre, sauf « I’axiome de continuité »,
i. e. 'axiome des coupures de Dedekind. Quelquefois cet axiome
est remplacé par un schéma du premier ordre, qui ne considére que
les coupures définies par des formules du langage ci-dessus. Mais
I’axiome des paralleles est indépendant de I'axiome de continuité du
second ordre et non pas seulement du schéma du premier ordre. |

4. D’aprés le corollaire 1, X7 n’est jamais vérifié parce que Zg n’utilise
que des formules finies : I'ensemble ¢ du corollaire 1 est défini par :

(x="A"AA) Vv (x="A47"AA) vV
olt Ay, A,, ... est une énumération des formules closes de L.

5. A Pencontre de ces résultats négatifs, il y a le corollaire positif des théo-
rémes 3 et 4 :

Une assertion purement combinatoire, D,, indépendante de s/*, est conse-
quence de & U {I,}i. e. dun « axiome d’infini» supplémentaire (axiome
exprimant I’existence d’ensembles de type élevé).

D’un point de vue naif, les inadéquations 1-4 ne sont pas surprenantes,
justement parce que Iadéquation des axiomes du § 1 aux structures classiques
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Pétait. De oubli de cette surprise originelle vient I’étonnement suscité par
le théoréme de Godel. Ce résultat semble proche des cas suivants bien connus :

(i) L’irrationalité de \/5 a montré que les rationnels étaient inadéquats 4 la
géométrie euclidienne, et non que celle-ci devait étre rejetée ;
(i)
2o x Q%o = Qo *

a montré que la notion de bijection était inadéquate pour Panalyse du concept
de dimension, et non que ce concept était dépourvu de sens mathématique.

Au § 4c) est discutée une opinion qui tire des conclusions tout 2 fait diffé-
rentes du théoréme 4. Mais d’abord on examine la valeur des concepts ensem-
blistes en considérant leurs possibilités de développement.

3. Progrés de la théorie. Acceptant toujours la s. c. t. nous allons considérer
deux directions de recherches :

a) Pladdition, et b) I’élimination d’axiomes.

a) Etudiant s. c. t.,, on peut suivre les méthodes mathématiques usuelles
pour les structures particuliéres (entiers, réels, etc.), oll « tous les moyens sont
bons » si mathématiquement exacts. De ce point de vue la formulation d’axio-
mes, au§2c), n’est qu’'un commencement, et analyse qui a conduit 3 les poser
doit se poursuivre. Les résultats du § 24) montrent qu’il y a quelque chose a

faire méme si 'on se borne & des questions formulées dans le langage Z,
vu que toutes les assertions ne sont pas décidées par &/ * [/] :

(i) Le théoréme 2 réclame I’addition d’axiomes d’infini, i. e. d’axiomes
exprimant ’existence d’ensembles de type élevé ; ’un d’eux est P’axiome de
remplacement qui, par exemple, implique que pour tout bon ordre il existe
un ensemble de #ype isomorphe A cet ordre.

[AX Aa{(Axea) VIyX(x,)}] > VzAu {uez e Vx[xea A X(x,u)]}.

Les problémes généraux que pose la formulation de tels axiomes sont discutés
dans : K. G6DEL, What is Cantor’s continuum problem, Amer. Math. Monthly,
54 (1947), 515-525.

(i) Un défaut particulier de [systémes du premier ordre comme] &7*, est
que C, ., est censé comprendre fous les sous-ensembles de C,, alors que 3*
exprime seulement I’existence des sous-ensembles définissables par une formule
de Z¢. En particulier rien n’est dit sur le sous-ensemble de C,,, ¢, du corollaire 1
ci-dessus. [On notera que ¢ est la réalisation d’une formule infinie ; c’est-a-dire
que ¢ est construit par une itération transfinie des opérations ensemblistes de
base.

Une analyse conceptuelle systématique de ce genre de constructions intuitives
réclamerait peut-étre I'introduction de nouvelles notions primitives — pour ce
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qui est de son intérét, voir en p. 183 ce qu'apporte, du point de vue des fonde-
ments, I’analyse de la notion intuitive Val, résumée dans le théoréme 5.]

Un examen approfondi suggére que le défaut (i) est plus fondamental
que (ii) : (ii) concerne seulement 'opération de base (de formation) de
I’ensemble des parties d’un ensemble, tandis que (i) concerne le nombre
Q’itérations de cette construction, une matiére dont la théorie est bien
plus difficile. [Plus formellement, dans (i) on s’efforce de répondre a
I'inadéquation de systémes d’axiomes du premier et du second ordre,
dans (ii) seulement 2 celle de systémes du premier ordre. Et de toutes
fagons (pour la définition du Chap. 7 de conséquence du second ordre),
toute assertion de la forme :

« la formule A est conséquence du second ordre de B »

s’exprime dans le langage du premier ordre Z (s. c. t. étant sa
réalisation) : donc la justification d’une telle assertion revient a la
formulation d’axiomes (éventuellement indépendants des systémes
actuels) de &£, qui reléve de (i).

On notera une propriété analogue de 'inadéquation de £y vis-a-vis
des notions de la s. c. t. qui S’expriment naturellement par des formu-
les infinies, comme ¢ : au moins pour des formules 4 quantificateurs bor-
nés, la réalisation A4 d’une formule infinie A peut étre définie par une
expression de %y Néanmoins, d’un point de vue heuristique, il
peut &tre essentiel de conserver aux assertions sur s. c. t. la forme de
formules infinies ou du second ordre].

Pour plus d’information sur les relations entre (i) et (ii), consulter :
GO6DEL, Remarks before the Princeton Bicentennial Conference on
problems in mathematics, pp. 84-88 de : The Undecidable, ed. Martin
Davis, N. Y. 1965).

Remarque sur les axiomes d’infini et les mathématiques traditionnelles.

Les axiomes d’infini sont intéressants, non seulement en eux-mémes, mais
aussi de par la possibilité de les utiliser pour la démonstration de propriétés
des, ensembles de type bas ; ainsi par exemple P'axiome I, sert a prouver
E“", donc ’assertion D, qui est purement arithmétique (i. e. : assertion formu-
lée dans Z;, dont tous les quantificateurs sont restreints & { C,, €, >)-

Bien enfendu, la vérité de D, ne « dépend » pas de I'existence de { Cp10+15
€pio+1 ), Mais son évidence par contre en dépend ! Cet usage de I, est
paralléle & celui de méthodes analytiques en théorie des nombres, ou les pro-
priétés des fonctions de variables complexes (qui sont des éléments de { Cy 15,
€o+2 ») ont des conséquences arithmétiques. Mais il faut noter deux différen-
ces. Premiérement, comme il sera discuté en détail en B, p. 197, l'usage des
fonctions de variables complexes peut étre éliminé dans toutes les démons-
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trations connues de théorie analytique des nombres, en ce sens (logique) précis
que les théorémes connus sont également conséquences de /% (cf. § 2d).
(En pratique les déductions 2 partir de #~ sont plus difficiles & suivre, parce
que les fonctions complexes doivent étre remplacées par des approximations
rationnelles explicitement définies.) Par contre D, n’est pas une conséquence
de o/ *, ni 2 fortiori de & . Deuxiémement en termes informels, D, a surtout
un « intérét » métamathématique et non arithmétique. Plus précisément on
ne sait pas si certains problémes ouverts familiers en théorie des nombres
sont décidés par des axiomes de I'infini.

b) En ce qui concerne I'élimination d’axiomes (de s7*) : son intérét pour la
théorie des fondements ensemblistes n’est pas trés différent, en principe, de
Pintérét pour les études axiomatiques ordinaires. Ainsi, dans la pratique
mathématique, 'ensemble réduit d’axiomes devrait étre satisfait par une struc-
ture mathématique importante ne satisfaisant pas aux axiomes originels.
Donc ici, si of* était réduit & un sous-ensemble o/, on souhaiterait que <,
soit satisfait par un concept important d’ensemble qui ne satisfasse pas & ;
mais pour étre important en théorie des fondements, ce concept devrait &tre
fondamental, donc évidemment non défini en termes de s. c. t. : au contraire,
d’aprés le critére du § 2a) pour les fondements « réalistes », la s. c. t. devrait
étre définissable & partir de ce nouveau concept (*).

Aucun concept fondamental de cette sorte n’est connu a présent. (La notion
générale de propriété, i. e. d’ensemble au sens (iii) du § 24), a été mentionnée
comme notion de base possible pour les fondements, mais sa logique n’est
pas suffisamment étudiée pour étre discutée ici.)

N. B. On verra ci-dessous que la possibilité d’éliminer systémati-
quement certains axiomes de &/ * des démonstrations connues  présent
dans certaines parties de la pratique mathématique est importante
pour les fondements (non ensemblistes) des mathématiques décrits
en B.

[4. Notes historiques et compléments sur la validité logique.

Un langage % du calcul des prédicats est donné, comportant un nombre
fini de symboles de relations et de fonctions ; Val®, Val?, ... désignent les ensem-
bles des formules de &, #2,...qui sont intuitivement valides, ¥, V2, ... ceux
des formules valides au sens des Chapitres 2 et 7.

(4) De méme que les régles de déduction (cf. note 3), les axiomes de la théorie des ensembles qui
interviennent dans les déductions sont rarement mentionnés dans la pratique, et rares sont les tenta~
tives pour éviter ’emploi d’axiomes formellement non nécessaires, ce qui contraste avec les efforts.
déployés pour éliminer les hypothéses superflues dans les théorémes d’algébre ou de topologie.
Cette pratique est tout a fait cohérente si I’on admet la compréhension tacite de quelque chose
comme les ensembles de la s. c. t., et si aucune autre notion de base indépendante n’est connue.
Elle serait complétement anti-scientifique si I'on s’intéressait séricusement 3 une justification
« empirique » des axiomes : car si, dans la pratique, tous les raisonnements n’employaient qu'um
sous-ensemble.o/; de.of *, I'expérience justifierait au mieux.o/; !
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a) Quelques résultats ensemblistes (i. e. formulés dans £, avec comme tou-
jours la s. c. t. pour réalisation) qui servent a établir des relations entre les
notions ensemblistes V' et les notions intuitives primitives Val'.

Dem, (cf. p. 176) désigne la relation :

{{ A4y, A : A est une formule prénexe de &, A est Vx;..Vx, Fet 4, est
une identité propositionnelle de la forme

F@l, .ty v o v E(fl, . )}
On pose D, = Vy Dem,.

(D V' « D,. Ce résultat ensembliste est démontré au Chapitre 2 comme
Pest, p. 160, la complétude de D pour V.

De la note 3, p. 176 découlent deux propriétés des notions intuitives de
validité logique :

(II) Val' = V' et (I) Dy = Val.

THEOREME 5. — Val' = Dy = V1.
(Conséquence immédiate de I, II, IIL.)

COROLLAIRE 5. — D, © V* résulte de 11 et 111 sans utilisation du théoréme
p. 21 du Chapitre 2.

N. B. D, = V! est donc un résultat purement ensembliste démon-
tré a P'aide de la notion primitive Val'. Cet usage de Val' n’est pas
nécessaire parce que la démonstration p. 121 peut étre formalisée
dans &#* par exemple (cf rem. (ii), p. 171) ; autrement dit, la condi-
tion D** du § 1 est satisfaite au moins vis-a-vis de cette démonstra-
tion particuliére utilisant Val'. Cependant on pourrait peut-étre dériver
de nouveaux axiomes pour s. c. t. en utilisant de maniére semblable des
notions logiques intuitives.

Historiquement, les premiéres régles formelles de validité logique des for-
mules du premier ordre (quelque peu différentes de Dem,), ont été énoncées
par Frege ; pour ces régles, les propriétés (correspondant &) II et III étaient
aussi évidentes. Cependant (ce qui correspondait 3) Val' < D, était seulement
soupgonné, et ne fut prouvé que 50 ans plus tard environ, par Godel.

Sur la possibilité d’étendre le théoréme 5 aux formules d’ordre supérieur :
on ne dispose pas présentement d’une démonstration convaincante de
Val? = V2 ; et I'alinéa suivant montrera qu’une extension de D, = ¥, méme
sous certaines formes plus faibles, est impossible. Pour voir que ceci n’affecte pas
la clarté de la notion Val?, il y a lieu de comparer nos raisons actuelles d’ad-
mettre Val? = V2, et celles qu’on avait, avant la démonstration de Godel,
d’admettre Val! = 71,

D’abord, chaque fois que la pratique actuelle montre I’appartenance 2 Vi
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d’une formule (aussi bien pour i = 1 et i = 2), elle peut montrer son apparte-
nance & Val’; et inversement. Ensuite, pour beaucoup de 4 € %2 on ignore
si A € V2 ou non ; mais qussi bien il n’y a pas de méthode effective pour décider,
pour 4 dans & arbitraire, si 4€ V! ou non (et ce, méme en disposant du Théo-
réme 5).

b) Compléments sur V' et V2 : les exercices 1 et 7 du Chapit;e 7 montrent
que le théoreme de finitude n’est pas vrai pour la conséquence du second
ordre, ni méme pour des formules infinies du premier ordre (bien qu’une exten-
sion en soit connue dans ce dernier cas, cf. le résumé du Chap. 6).

On peut formuler des résultats plus détaillés en utilisant la notion de validité
dans { C,, &, ) : V, désigne I’ensemble des formules de #*, vraies dans toutes
les réalisations de #* qui appartiennent & C,. Evidemment ¥, > V;sia < f.

(i) @ > o entraine ¥' = V. (Chap. 2, Ex. 5).

(i) Sauf pour des langages trés pauvres, V5 # V2, (la formule qui traduit :
« tout ordre total a un plus petit élément », appartient & ¥, non 3 V2, -

(ii) Par exemple pour & = Z,, Vf,+,,,+1 # V2, car of admet un modéle
dans {Cy10415 €Enta+1 0> DoN dans  C, 4y, €4te - Plus généralement, pour
Ie %% (I étant par exemple un axiome d’infini), si oy est tel que o/ U {I} a
un modele dans Cq, ., mais pas dans C,,

Ve # V.

Visiblement il existe une borne supérieure o pour ces o, 3 savoir la borne
de: {a;; Ie £ et o est le plus petit o tel quel¢ V2siI¢ Vo, =0sile V33

Mais on sait peu de choses sur la grandeur de og.

Pour discuter Iexistence d’une formule D? jouant vis-a-vis de V2 un rdle
analogue 2 celui de D, vis-3-vis de V', rappelons une propriété essentielle pour
le caractére « élémentaire » de D, : tous les quantificateurs de D, sont res-
treints & { C,, €, ), au contraire de V! d’apres (i’). (Il y a d’autres propriétés
dont I'analyse plus délicate reléve de la partie B, mais elles n’interviennent pas
dans le résultat négatif particulier qui suit.)

Comme au Chapitre 6, la phrase «restreint 3 { C,, €, > » signifie
que chaque quantificateur en x intervient sous la forme Vx(T,(x) A )
ou Ax(T(x) - ...), ou T, est la formule canonique qui définit C,
(lorsque Zy; est interprété par s. c. t.). La formule canonique T, a de
plus la propriété de définir C, lorsque % est réalisé par ¢ Cs, €5 )s
pour tout f > « (comparez Chap. 5, Ex. 6 c).

Résultat négatif. Si « est tel que : il existe une formule A, de £ é dont 'unique
modg¢le, 2 un isomorphisme prés, est  C,, €, ), alors V2 # D?, pour toute
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formule D? de £, dont les quantificateurs sont restreints a { C,, €, ». Ceci
est une conséquence immédiate du Nota Bene du lemme 2, p. 175.

En d’autres termes : le lemme 2 montre que certains systémes d’axiomes du
second ordre ne sont pas saturés vis-a-vis de toutes les assertions de la forme
AeV? (4 de #?), tandis que : moyennant ’hypothese ci-dessus sur a, it y a
des systémes saturés vis-a-vis des formules closes dont les quantificateurs
sont restreints & C,. On dit que toutes ces formules sont décidées au sens de la
conséquence du second ordre.

Remarquons que &/ lui-méme décide toutes les formules de £ dont les
quantificateurs sont restreints & C,, , , (défini canoniquement) pour tout entier ».
Une formule de ce type est I’hypothése du continu (CH) qui est restreinte a
C,+, : CH exprime que tout sous-ensemble de C, . ; est en bijection soit avec
C, . soit avec un sous-ensemble de C,, ; or de telles bijections sont éléments
de Cm+2

En résumé nous avons moins de renseignements sur V2 que sur V1, mais
dans ce que nous avons dit, rien ne suggere que V2 soit moins bien définie
que V! : en fait ce sont les mémes notions ensemblistes qui servent dans cha-
cune de ces définitions.

¢) Une position privilégiée pour les formules finies du premier ordre et la
notion de conséquence du premier ordre ? Nous avons décrit tous les résultats
précédents en acceptant les notions primitives ensemblistes. De ce point de
vue, les résultats au sujet de V2, V2, montrent que V2 est compliquée, non
quelle est imprécise. De méme (cf. p. 180), le théoréme 4 montre Iinsuffisance
de la conséquence du premier ordre pour analyser la s. c. t., non que la s. c. t.
doive étre rejetée.

Comme annoncé p. 180, nous exposons maintenant une position courante
qui tire des conclusions différentes ; bien que la forme la plus pure de positi-
visme en théorie des fondements soit le formalisme grossier, qui sera examiné
dans la Partie B, § 4, cette position est apparentée au positivisme, mais encore
moins cohérente.

En gros, elle affirme que le théoréme 4 (la non-saturation) n’établit pas du
tout une inadéquation : les formules de &, qui ne sont pas conséquences
formelles du systéme d’axiome donné, disons o/*, ne doivent pas étre consi-
dérées comme vérités ensemblistes. Par conséquent cette position ne peut
que rejeter les tentatives discutées au § 3 pour trouver de nouveaux axiomes.

La justification générale donnée est qu’il n’y a rien a découvrir parce que
la notion d’ensemble est définie par le systéme d’axiomes choisi (ici &/ *), exac-
tement confme la notion de groupe ’est par les axiomes de groupe.

Alors toute structure S satisfaisant les axiomes choisis doit étre considérée
comme structure ensembliste et il se trouve que ces structures ne sont pas
toutes isomorphes.

Evidemment ceci suppose implicitement qu’on se confine aux systémes
d’axiomes du premier ordre (car il existe des axiomes du second ordre catégo-
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riques). Donc elle ne peut que rejeter 1'usage qui est fait aux § 3 et § 4b) de la
notion de conséquence du second ordre. En particulier elle interpréterait
ainsi les propriétés de décidabilité, comme par exemple

(H){ (& > CHeV*} v{(sgd>—-CHeV*},

qui est la décidabilité de CH :

(+) est un théoréme ensembliste, c’est-a-dire, d’aprés la positizn, une consé-
quence des axiomes choisis o/ * ; mais chaque structure ensembliste a sa propre
relation de conséquence du second ordre (qui est la réalisation V% de lafor-
mule canonique V2), et (+) exprime que dans S ou bien le premier membre,
ou bien le second est vérifié. La position comparerait (+) a la trivialité logique :

AXAy (xoy=yox) v —AxAy (xoy = yox),

satisfaite dans chaque groupe muni de la loi o ; mais cela ne signifie pas que tous
les groupes sont commutatifs ou tous non commutatifs !

Un défaut tout a fait évident de la comparaison avec les axiomes de groupe,
est que ceux-ci ne sont pas censés, comme & *, exprimer les propriétés d’une
structure particuliére (privilégiée). Et certainement, rien de ce que nous savons
du concept général de groupe n’exclut I’existence de groupes particuliers !
Voici encore deux objections :

1. La notion de modéle ou réalisation (d’axiomes donnés) est définie & 'aide
des notions de base ensemblistes. En remplagant Ia s. c. t. par le mot « struc-
ture » ou « objet mathématique » S, on ne fait que changer le probléme
du § 3 en probléme de la découverte d’axiomes valides pour la notion de « struc-
ture ». Rien n’a été proposé pour une telle recherche.

2. Evidemment, si I’on n’accepte pas la notion de base s. c. t., la notion de
conséquence du second ordre sera également relative (& S).

Cependant si la conséquence du second ordre est définie par ¥ dans toute
structure ensembliste S, pourquoi pas V! ou D, ? Le lemme 2, p. 175, montre
qu’alors la notion de conséquence du premier ordre dépendrait également de S'!

De fagon tout i fait générale, cette position appelle les objections suivantes :
elle est incohérente quand d’une part elle accepte la notion de structure abs-
traite (de modele), et d’autre part rejette la considération de structures privi-
1égiées : bien siir, si un systéme d’axiomes du premier ordre posseéde un modele
infini il en posséde beaucoup d’autres ; mais la seule justification que nous
ayons pour supposer que, par exemple, o/ * en posséde un c’est justement la
structure particuliére  C, 40, €t e -

Ensuite, la restriction a la conséquence du premier ordre, visiblement em-
pruntée aux fondements combinatoires (Partie B), est justifiée superficiellement.
Dans les fondements combinatoires, elle est justifiée car elle permet d’éviter
de fagon cohérente les hypothéses sur des structures abstraites, en ne consi-
dérant que la définition de la conséquence du premier ordre par les régles
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formelles D,. Pour la position présente, la justification est sans doute le théo-
réme V! ="D,. Mais comme on considére des structures abstraites, (pour
serrer de plus prés la pratique mathématique), on ne voit pas avantage qu’elle
tire du recours aux régles formelles.

De plus, V1, et donc le théoréme V! = D,, n’ont de sens que si ’on accepte
des structures privilégiées (en particulier le Théoréme cité suppose I’existence
de structures infinies, voir § 45 (i')).

Cette position, en essayant de gagner sur tous les tableaux, ne réalise donc
qu’une combinaison boiteuse des deux types de fondements ici décrits.

Il y a deux liens entre le positivisme et cette position. D’abord la restriction
déja mentionnée aux formules (finies) du premier ordre. Ensuite et surtout le
fait que ni le positivisme ni cette position ne fournissent la moindre contribu-
tion positive aux fondements, et sont essentiellement une consolation de ce
que certains problémes de fondements ne se résolvent pas exartement comme
on I’avait souhaité.]




B. FONDEMENTS COMBINATOIRES

Les notions de base sont celles de mot (suite finie de symboles) d’un alphabet
fini, de fonction combinatoire (dont les arguments et les valeurs sont des mots),
et de preuve combinatoire d’identités (entre deux fonctions combinatoires,
par exemple (a.a) — (b.b) et (a + b).(a — b)).

Ces notions sont supposées connues dans la théorie combinatoire des fonde-
ments, comme I’étaient les notions ensemblistes dans la Partie A et, d’ailleurs,
dans tout le texte principal. Evidlemment une analyse des notions de base ne
cherche pas a les définir en terme d’autres notions ; cf. A, § 2a pour une analyse
non formelle de la notion d’ensemble, analyse qui consiste, entre autre, en
des distinctions non formelles.

Le lecteur découvrira que les notions combinatoires sont assez familidres
parce quelles interviennent implicitement dans toutes les mathématiques
¢élémentaires (cf. § 0). Seule la formulation explicite de ses propres connais-
sances peut lui paraitre originale.

Il ne s’agit ici que d’une esquisse de la théorie combinatoire parce qu’un
exposé précis réclamerait la connaissance de la théorie des démonstrations,
partie de la logique mathématique qui n’est pas traitée dans ce livre. Mais le
lecteur doit, au moins, avoir regardé un systéme formel comme celui du cha-
pitre I de Bourbaki.

La numérotation des parties A et B met en évidence la correspondance
entre les deux théories de fondements considérées ici : en particulier, le § 1
formule les conditions d’adéquation (pour la théorie en question) et le § 2
énumere quelques propriétés utiles des notions de base. Le § O ci-dessous
contient une esquisse des notions de langage combinatoire et de réalisation
combinatoire, qui correspondent aux notions de langage, respectivement de
réalisation, pour les fondements ensemblistes de la Partie A.

AVERTISSEMENT. — 11 faut distinguer les preuves, traitées ici, des dérivations
formelles, c’est-a-dire des suites de formules obtenues en appliquant mécani-
quement des régles formelles ; distinction analogue entre comprendre et copier
une preuve mathématique. En particulier, partant d’une réalisation (combina-
toire) d’un langage formel, une dérivation formelle définit ou décrit une preuve.
Ceci correspond, dans ’analyse ensembliste, & la définition d’un ensemble
par une formule (dont ’ensemble est sa réalisation au sens de la p- 160; la
notion de formule du calcul des prédicats est telle que les relations syntaxiques
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entre les parties d’'une formule correspondent a des relations (ensemblistes)
entre leurs réalisations respectives. Dans la théorie combinatoire on choisit
aussi des régles formelles de fagon que Pon puisse associer une preuve combi-
natoire 4 toute suite de formules construite selon ces régles, et que les
relations syntaxiques entre les parties de la suite correspondent & des relations
naturelles entre les preuves associées & ces parties.

La doctrine formaliste mentionnée dans introduction ou bien n’accepte
pas comme légitime la distinction entre preuve et dérivation formelle (parce
qu’elle n’accepte pas la notion de preuve) ou bien la considére comme insuf-
fisamment précise pour les mathématiques. L’introduction a déja critiqué
quelques présomptions de cette doctrine; on y reviendra bridvement dans
le § 4 apres avoir exposé les conséquences principales de cette distinction.

0. Raisonnement combinatoire. — Les objets dont s’occupe ce type de rai-
sonnement, et dont d’ailleurs il tire son nom, sont les combinaisons finies
d’objets concrets tels que les lettres de I'alphabet, les chiffres, les symboles
d’un langage formel, etc. Une fonction combinatoire & n-variables est une
régle mécanique avec une preuve combinatoire de son caractére fonctionnel,
c’est-a-dire une preuve démontrant que, appliquée & n objets (pris parmi les
combinaisons considérées), la régle détermine une valeur aprés un nombre
fini d’essais ; plus précisément, on applique la régle 2 une description (d’un
objet) qui, en général, n’est pas 1’objet méme. Enfin, pour étre combinatoire,
une preuve ne doit faire intervenir qu'un nombre fini de fonctions combina-
toires et la succession de toutes les combinaisons finies possibles.

Le lecteur trouvera une analyse détaillée des régles mécaniques dans la
théorie des fonctions récursives et une analyse partielle des preuves combi-
natoires par la suite. Mais il pourra se faire une idée générale de ces notions
en réfléchissant sur un exemple typique : la fonction combinatoire de 1’addition
en Arithmétique numérique.

(i) Les objets et leur description. — L’alphabet de I’Arithmétique numérique
contient deux symboles : le symbole d’individu 1 et le symbole fonctionnel
S 4 une variable. Par conséquent, les termes (mots) sont 1, S1, SS1, ..., notés
aussi S°1, S'1, S?1, respectivement.

Ce qui est typique ici est qu'on peut décider mécaniquement si oui ou non
deux termes désignent le méme objet. Cette décision ne fait intervenir qu’un
nombre fini de constatations d’égalités, resp. d’inégalités d’objets concrets
qui se présentent (cf. I'acte de reconnaitre une lettre de I’alphabet). Ce qui n’est
pas typiqug est que tout objet considéré ici esz un terme, tandis que, en général,
un objet est muni d’un terme que I'on nomme sa description canonique et qui
reflcte les étapes de construction de I'objet. On notera que toutes les descrip-
tions admises dans le raisonnement combinatoire permettent de retrouver
mécaniquement les descriptions canoniques correspondantes, ce qui réduit
& posteriori 'importance des descriptions canoniques d’objets (en contraste
avec les descriptions de fonctions : voir a)).



190 APPENDICE 1I

N. B. Cette derni¢re remarque entraine que, tant que ’on se confine
aux objets, la théorie combinatoire approche I’analyse ensembliste :
celle-ci, étant une théorie réaliste, supprime, en principe, tout appel
aux descriptions des objets considérés (ensembles de Péchelle des
types), principe qui conduit & 'axiome d’extensionnalité de A § 2. Par
contre, ce principe n’est pas satisfait dans les mathématiques cons-
tructives au sens large (§ 3, ci-dessous) qui admettent aussi comme
objets les fonctions et méme les preuves constructives.

La pratique mathématique combinatoire prend les constatations
d’égalité mentionnées comme données sans les analyser. En revanche,
intérét du raisonnement combinatoire pour la théorie de la connais-
sance est nettement lié au caractére élémentaire de ces constatations :
celles-ci sont du méme genre que les perceptions les plus simples,
les objets considérés étant congus comme des configurations finies
existant dans I'espace et le temps. Ainsi les étres abstraits n’entrent ici
que dans les preuves : ils ne sont pas & leur tour des sujets d’un rai-
sonnement combinatoire. (Les preuves en tant que pensées ne sont
¢videmment pas des configurations finies d’objets concrets ; en parti-
culier, on verra qu’elles font intervenir Iidée de la succession infinie
des combinaisons finies).

Sur le plan formel, la restriction ci-dessous aux langages ne contenant
que = comme symbole relationnel, refléte le role central des constatations
d’égalité.

(i) Les régles mécaniques et leur description. — On augmerte I’alphabet

de (i) en ajoutant le symbole fonctionnel + A deux variables (et on écrira
t + t' pour + ¢ t’). Partant des formules

@) a+1=S8a e a+ Shb= S+ b)

on substitue des termes aux lettres a et b, et on applique les régles dites d’égalité ;
c’est-a-dire si on a « déduit » les équations ¢, = ¢, et t' = ¢” on remplace dans
¢’ = t" une ou plusieurs parties de la forme ¢, par .

N. B. Les formules (*) définissent ou décrivent la régle d’addition
pourvu qu’on comprenne I'opération syntaxique de substitution et,
en particulier, qu’on sache identifier des symboles identiques. En terme
de machines a calculer le (*) correspond aux instructions sur la bande,
et 'espéce de compréhension requise correspond au mécanisme de la
machine préparée & réagir a ces instructions.

Des régles (ou, plutét, définitions) non mécaniques de fonctions mathéma-
tiques abondent en Analyse, ce qui constitue d’ailleurs une différence essentielle
entre les mathématiques étudiées & 1'Université et celles étudiées au Lycée.
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Par exemple, si 7y, 75, ... est une suite p de rationnels, disons entre 0 et 1, on
définit une suite A, 44, ... d’intervalles qui convergent vers la borne inférieure
de p par la «régle » suivante : 4, = [0, 1], 4,4+, est la moitié gauche de 4,
si A, contient un élément de p, et, sinon, 4,4 est la moitié¢ droite. En général,
on ne sait pas quel terme de Dalternative est vrai. La théorie des fonctions
récursives établit que beaucoup des définitions courantes en Analyse n’équiva-
lent 2 aucune fonction définissable par une régle mécanique : aplus forte
raison elles n’équivalent & aucune fonction combinatoire. (Cette conclusion ne
réclame donc aucune analyse de la notion de preuve combinatoire, ces
définitions étant « grossi¢rement » non constructives : en contraste avec les
problémes principaux du § 3 ci-dessous).

(iii) Fonctions combinatoires. — Pour compléter la régle mécanique de
(ii) de fagon & obtenir une fonction combinatoire on établit, a 'aide d’une
preuve combinatoire que quels que soient les entiers n et m, la régle permet de

déduire une formule de la forme S"1 + S™1 = S? 1. Au m-iéme €lément de
la suite S°1, S'1, S 1, .... on fait correspondre une application de la régle (*)
(pour un n donné) : si m = 0, on déduit "1 + S™ 1 = S**11 en remplagant
a par S*1 dans la premiére formule de (*); si m # 0, on substitue sm-11
3 b dans la’ deuxiéme formule de (*) ce qui donne

S*1 4+ S™1=S(5"1+S"1'1).

1l reste & vérifier que les régles (particuliéres) d’égalité de (ii) suffisent pour
en tirer la valeur cherchée : on raisonne par récurrence sur m, c’est-a-dire
on suit la construction de la suite S°1, S'1, ..., 8™ 1 ; partant d’une formule
de la forme S*1 + S™ 11 = S%1, on obtient S*1 + S™1 = S711 en
prenant S” 1 +S5™ 11 pour ,, S+ pour £,, S* 1 +S™ 1 pout ¢’ et S(S" 1+ 5™~ 1)
pour t”.

D’une fagon semblable on vérifie 'unicité de p, m et n étant fixés. Bref,
(la régle définie par) le terme a + b est fonctionnel(le) sur I'alphabet de
(i) parce que, quels que soient les entiers n et m, une formule (unique) de
la forme S"1 + S™ 1 = S? 1 est dérivable.

Plus généralement, on voit le caractére fonctionnel de la régle définie, au
sens du (ii), par un terme de I’alphabet dont les variables sont a, b, ..., ¢, dont
I’'unique symbole d’individu est 1 et dont les symboles fonctionnels sont Set +.

N. B. L’espéce de compréhension requise pour appliquer une régle
mécagique ne suffit évidemment pas pour suivre le raisonnement ci-
dessus ; sur le plan formel la différence correspond & la différence
syntaxique entre les formules sans ou avec variables.

Les explications qu’on a données dans (i), jointes aux connaissances
intuitives du lecteur, lui permettent de reconnaitre aisément le carac-
tére combinatoire de la régle d’addition. Il est plus difficile de formuler
explicitement ce qui est essentiel ici ; autrement dit, de formuler en
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toute généralité les principes, c’est-a-dire les possibilités de I'imagina-
tion combinatoire, implicitement présupposés dans la preuve du
caractere fonctionnel de la régle d’addition. (La formulation cherchée
permettrait, en outre, une énumération, bien entendu non combina-
toire, de toutes les fonctions combinatoires : voir § 3).

(v) Preuves d’identités et leurs relations aux dérivations formeHes. Soit #*
le systéme des régles obtenu en ajoutant 4 I'alphabet de (ii) des variables a,b,...,c,
et en étendant les régles de (i) A toutes les équations construites sur I’al-
phabet augmenté. Soit ¢, , . » leterme obtenu en substituant S* 1, S™
1,..,8%1aa,b,.., resp. ¢ dans ¢, et, enfin, soit z la fonction combinatoire
définie par le terme 7 au sens de (iii).

Une preuve combinatoire de (Iidentité) ¢ = ¢’ démontre, par définition,
que quels que soient les entiers n, m, ..., p la formule Ymysp) = ' inm,.p)
peut €tre dérivée selon les régles de (ii).

) On note d’abord qu’on peut obtenir une preuve de t = ¢’ a partir d’une
dérivation formelle, selon les régles de #%, de la formule ¢ = ¢/, R* étant
clos par rapport a la substitution de termes S°1, S'1, ... &4 des variables.

B) Par contre, bien que, par exemple, 1 + a = Sa soit une identité, ce
qui est évident par récurrence sur @, la formule 1 + ¢ = Sa n’est pas déri-
vable (dans #£7); car toute formule dérivable est vraie dans la réalisation
(ensembliste) suivante : les variables varient sur les ordinaux, les réalisations
de 1, S, + sont I'unité, le successeur, resp. I'addition usuelle des ordinaux.
Orl+w#w+l.

On peut éliminer, d’une fagon triviale, la notion abstraite d’ordinal, et ainsi
donner une preuve combinatoire du fait que 1 + a = Sa n’est pas dérivable :
les variables varient sur les couples ordonnés d’entiers {p,gr,oup=0,qg=0
et p+ g > 0; on pose

1=140,1), Snm))={n,m+1),

(mm)+{0,q)={nm+gq)
et

(n,m) +{p+1,9)y={n+p+1,q);
on a
CO1Y+(L0Y#<1,0)+(0,1).

N. B. a) et B) établissent respectivement la validité (combinatoire) et
et incomplétude du systéme 2 par rapport a la théorie combinatoire
de I’addition. On voit donc ’ordre des choses : partant des régles méca-
niques de ’addition (ici sous forme du systéme formel de (ii)) on s’aper-
goit de leur caractére fonctionnel par le raisonnement de (iii) ; ensuite
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on se donne un systéme formel contenant des variables (ici 2%) et on
se demande si oui ou non I'identité ¢ = ¢’ équivaut & la dérivabilité de
la formule ¢ = ¢’ dans ce systéme. (Puisque le sens méme de cette
question repose sur une connaissance tout du moins partielle des
notions de base combinatoires, un lecteur qui a suivi sans peine les
preuves de «) et de ff) peut espérer posséder cette connaissance).

On aura remarqué ’emploi d’une terminologie « psychologique »
ce qui n’a rien d’étonnant puisque la théorie combinatoire est censée
étre idéaliste.

Enfin on notera que la constatation combinatoire, mais non mécanique :
La formule 1 + a = Sa n’est pas dérivable dans #*,

a le méme caractére que I'identité 1 + a = Sa elle-méme : & savoir, quel que
soit la suite de formules du langage de #* on constate mécaniquement si
oui ou non elle est construite selon les régles de #7 (cf. : quel que soit 'entier »
on calcule mécaniquement les valeurs de 1 + S*1 et de SS™1) et aussi si out
ou non la derniére formule de la suite est identique & 1 + @ = Sa (cf. : oncons-
tate si la valeur de 1 + S"1 est S**11). Le raisonnement de ) démontre
que la réponse 4 I'une ou 'autre de ces questions sera négative.

Ce caractére élémentaire des énoncés de non-dérivabilité formelle sera essen-
tiel pour tout ce qui suit.

a) Langages et réalisations combinatoires. On admettra les langages du
calcul des prédicats avec égalité (App. I) modifiés comme suit : on supprime
les quantificateurs (les variables de toutes les formules considérées sont donc
libres) ; d’autre part la donnée du langage consiste enla donnée de fonctions
combinatoires qui énumérent, éventuellement avec des répétitions, les diffé-
rentes sortes de symboles (on n’admet donc plus comme ensembles de sym-
boles des ensembles disjoints quelconques). On se limitera souvent & des langa-
ges ne contenant qu’un nombre fini de constantes d’individus, de symboles
fonctionnels et de symboles relationnels, et contenant une énumération parti-
culiére d’une suite (infinie) de variables.

N. B. Ces fonctions énumérantes, chacune donnée bien entendu
par une description particuliére, font partic de la donnée du lan-
gage : par conséquent on considérera comme différents deux langages
dont Jles (descriptions des) fonctions énumérantes différent, méme si
les ensembles énumérés sont identiques ; en particulier, on distinguera
une énumération finie (dont la donnée est une suite finie, c’est-a-dire
un objet combinatoire) d’une énumération infinie du méme ensemble
sans preuve combinatoire de leur équivalence. Ces distinctions viennent
du fait que, contrairement aux cas d’objets considérés p. 189 dans (i),
on ne peut toujours décider au moyen d’un raisonnement combina-
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toire si oui ou non deux descriptions de fonctions sont équivalentes
ni si deux fonctions énumérent le méme ensemble c’est-a-dire si les
ensembles de leurs valeurs respectives sont identiques. Sur ce point
la théorie combinatoire s’écarte de I’analyse ensembliste.

Soit % un langage (combinatoire). Une réalisation R combinatoire de &
est constituée par définition :

(i) d’'une énumération U (finie ou non finie) non vide d’objets combina-
toires, appelée univers de R, ou domaine des variables,

(ii) d’un €lément énuméré (c’est-a-dire parmi ceux énumérés) par U, pour
chaque constante d’individu,

(iif) d’une fonction combinatoire & n variables (dont les arguments et les
valeurs sont énumérés par U) pour chaque symbole fonctionnel & » variables,

(iv) d’une fonction caractéristique & n variables (ne prenant que deux valeurs
distinctes, soient T et L) pour chaque symbole relationnel & n variables.

N. B. (iv) montre qu’on pourrait se confiner sans perte de géné-
ralité & des langages ne contenant que = comme symbole relationnel.
Si & contient une suite infinie de symboles fonctionnels, disons, a
2 variables, énumérée par la fonction ¢ définie sur U,, on modifie la
définition de réalisation comme suit : R contient une fonction combina-
toire & & 3 variables (la premiére variant sur U,, les autres sur U), telle
que, pour tout élément u, de Uy, la fonction ®u,xy aux deux varia-
bles x et y est, par définition, la réalisation du symbole ¢u,.

b) Réalisation combinatoire d’une formule ; validité combinatoire. Soit & un
langage (combinatoire), R une réalisation de £ et 4 une formule de .%#. On
dira qu’une preuve combinatoire x réalise la formule 4 dans R si, pour deux
objets distincts, disons T et L, ou bien :

1° A est close, A est la valeur de A4 selon la valuation du calcul propositionnel

[voir Chap.1] pourvu qu’on remplace s = ¢ par T si s et 7 désignent le méme
élément (énuméré par U) et par L dans le cas contraire, et enfin = est un
calcul mécanique constatant 4 = T ; [on notera que la valuation du Chap. 1
est évidemment mécanique] ; ou bien,

2° les variables libres (et par conséquent toutes les variables) de A4 sont
prises parmi {xy, ..., X, } et 7 est une preuve combinatoire de !’identité Ax :

Quels que soient les éléments x,, ..., X, énumérés par U, le calcul de 4 selon
le 1¢ aboutit a la valeur T.

(En général, c’est-a-dire si U n’est pas une énumération finie, © n’est plus
un calcul mécanique. On ne suppose évidemment pas que tout élément de U
ait un nom dans &, c’est-a-dire soit la réalisation d’un terme de £.)

[I1 est immédiat que, quel que soit R on peut trouver une preuve (réalisation)
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7 de A si la formule E — A est valide au sens ensembliste, ol E est la conjonc-
tion des axiomes d’égalité pour tous les termes figurant dans 4. Inversement,
si E - A n’est pas valide on peut trouver une réalisation R du langage de 4
et des éléments X, ..., X, de I'univers de R tels que 4 = L.]

Discussion. Des langages avec quantificateurs ne sont pas envisagés ici
en raison de la difficulté suivante : les lois logiques usuelles ne sont pas valides
pour les réalisations combinatoires, lorsque celles-ci sont étendues de fagon
naturelle aux formules quantifiées. Par exemple, pour une formule sans quan-
tificateur A(x, ..., X,, X, ») il semble naturel de poser :

Le couple (x, f) est une réalisation de Ax Vy A(xy, ..., X,, X, y) (formule ou le
symbole fonctionnel fa n + 1 variables n’apparait pas) si f est une fonction
combinatoire, et n réalise

A(X 1y ey Xy X5 f (Xg, eeny Xy X))

Le couple (n, g) réalise Vx Ay — A(xy, ..., X, X, p) (formule ot le symbole
fonctionnel g & n variables n’apparait pas) si = réalise

1 A(X gy cens Xy 8(X 15 s X), V) -
Le triplet (z, f, g) réalise Ax Vy 4 v Vx Ay — 4 si 7 réalise
A(X 1y oes Xy X, [ (X1, ey Xy X)) V1 A(X 1, vy Xy 8(X 15 wes X)), y)>

pour tout # + 2-upletX,, ..., X,, X, y du domaine considéré.
Il n’y a aucune raison de penser que Ax Vy A v Vx Ay — A est nécessai-
rement réalisée en ce sens (bien qu’elle soit valable au sens ensembliste).

En fait, il n’est méme pas plausible qu’il existe deux fonctions fetg
définies mécaniquement, telles que :

ou bien A(X 1y ooy Xy X, (X1 ey X))
ou bien — A(X 1, vy Xy (%15 s X)) V)
sont vrais

au sens ensembliste (cf. la section c).

¢) Traductions ensemblistes d’identités combinatoires ; démonstrations non
combinatoires de ces traductions. Evidemment, on suppose connues 4 la fois
les notiops ensemblistes et les notions combinatoires dans cette section. Les
fondements combinatoires n’en dépendent pas, mais les notions qu’elle présente
serviront & rendre intelligibles les démarches purement combinatoires du
paragraphe suivant.

A tout langage combinatoire & et toute réalisation combinatoire R de &,
on va associer de fagon naturelle un langage £ * et une réalisation R* de £*,
au sens de la Partie A, pp. 159 et 160.
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Les objets combinatoires de & et R (symboles, alphabet et mots de R)
sont considérés comme des ensembles ; en particulier un mot est ’ensemble :
suite ordonnée de ses lettres ; & et R étant constitués par des suites d’énumé-
rations et de fonctions combinatoires des objets précédents, on associe & chaque
¢numération I’ensemble des objets énumérés, et 4 chaque fonction combina-
toire, son graphe (faisant abstraction des définitions particuliéres par lesquelles
ces ensembles nous sont donnés) ; on définit ainsi :

Z£*, suite des ensembles des divers types de symboles, et

R*, dont I'univers est I'ensemble des mots appartenant au domaine de R,
la réalisation d’un symbole de fonction f (resp. de relation R) étant Pensemble
associé a fx (resp. Ra).

Les propriétés de la correspondance (&, R) = (£*, R*) montrent le role
essentiel des définitions particuliéres de fonctions et d’énumérations pour les
notions de langage et de réalisation combinatoires :

1° il existe des langages et des réalisations ensemblistes qui ne peuvent pas
€tre associés de la maniére décrite 4 un langage et une réalisation combinatoires,

2° il existe des réalisations combinatoires qui sont équivalentes du point
de vue ensembliste (C’est-a-dire auxquelles est associée la méme réalisation
ensembliste) mais pas du point de vue combinatoire (c’est-a-dire que I’équi-
valence ci-dessus ne peut étre définie et démontrée combinatoirement) ; autre-
ment dit, la correspondance ci-dessus n’a pas de réciproque uniquement définie
(le lecteur devrait comparer ceci avec la nécessité d’un choix canonique de
définitions d’objets de la s. c. t., dans la Partie A, Lemme 3),

10 est une conséquence évidente de ce résultat de la théorie des fonctions
récursives : il existe des ensembles non énumérables par des fonctions mécani-
quement définissables et a plus forte raison par des fonctions combinatoires.

2° résulte d’une analyse plus délicate des preuves combinatoires, qui montre
Pexistence de deux fonctions combinatoires ayant méme graphe, mais telles
qu’on ne puisse montrer combinatoirement cette propriété.

A ¢tant une formule de &, dont les variables sont parmi X{s eoes Xp, UNE Fra-
duction de I'identité combinatoire Ax (c’est-a-dire : « A est satisfaite par R »)
est simplement une formule de % exprimant :

« Ax;, ..., Ax, A est satisfaite par R* ».

Il est clair que si Ax; ... Ax, A n’est pas satisfaite par R*, il n’y a pas de réali-
sation combinatoire de 4 dans R.

On peut formuler ainsi les grandes lignes des démonstrations non combi-
natoires (de traductions) d’identités combinatoires :

D’abord (cas élémentaire), on peut considérer les interprétations, dans la
réalisation R*, de formules quantifiées de £* (auxquelles on n’a pas assigné
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de sens combinatoire) et en leur appliquant des principes qui sont valables
pour l'interprétation ensembliste de £*, obtenir Ax, ... Ax, 4. Ce genre de
démonstration nous est familier en arithmétique ou en théorie des suites
d’entiers, ol on l'appelle couramment « démonstration» non constructive,
cf. p. 181-182.

En second lieu, on peut plonger R* dans une réalisation qui n’est associée
3 aucune réalisation combinatoire, et se servir des propriétés de cette réalisa-
tion étendue. Ceci nous est familier en théorie analytique des nombres, ol la
structure des nombres naturels (sous-ensemble de C,, dans la Partie A) est
plongée dans le plan complexe (= C, 4 ) ou dans I'espace des fonctions du plan
complexe (= C,.,). Dans un exemple trés simple de ce procede, en p. 192, on
se sert de la structure des ordinaux pour démontrer un résultat de non-dériva-
bilité sur le systéme formel 27, résultat qui est une identité de la sorte ici
considérée.

Dans ce dernier cas, pour ainsi dire la simple lecture de la démonstration
montre comment éviter Pusage de la structure essentiellement non combina-
toire des ordinaux : & la place des ordinaux, I'on considére w?, et sur »* un
ordre pour lequel on montre les propriétés utilisées des ordinaux. De méme, un
examen des démonstrations existantes de théorie analytique des nombres montre
qwau prix de détails supplémentaires, on peut éviter complétement Pintroduction
de réalisations non combinatoires { Cu41s €Eos1 » OU { Cpi2, Ent2 Vs €N SE
confinant au plan rationnel complexe et en utilisant des approximations des
fonctions étudiées.

Par contre il n’y a pas évidence du tout que P'usage suivant de réalisations
abstraites soit évitable : considérez les régles de déduction a partir de &%,
D (cf. p. 176, (i) et (iii)) et I'identité : « 4 A — 4 n’est pas formellement déri-
vable par les régles Dem » (pour une formule donnée A). &/* étant satisfait
par { Cytws €oto »» toutes les conclusions de D le sont aussi, parce que les
régles préservent la validité dans les réalisations ensemblistes ; 4 A — A4
étant fausse dans { C, 4 e Ento » D'est donc pas dérivable.

Discussion : Quoique simple, cet argument n’est pas vide parce qu’il dépend
de la vérification que /* est satisfait par { C, 44, €p+o » : Si axiome 3% est
remplacé par I’axiome de compréhension non restreint (qui est évidemment

faux dans { C, 44 €p+o »), 'identité correspondante est fausse (cf. Partie A,
p. 166).

Le fait que plonger une structure & dans une structure plus riche conduit
souvent 2 des démonstrations plus simples au sujet de & est bien connu dans
les mathématiques modernes. Ici on se sert de { Cyt0s €vt+w ) POUT dériver
un résultat sur ¢ C,, €, grice au développement de I'arithmétique dans
{C, €, (cf. Partie A). Justement parce que cette démonstration est si
simple, n’utilisant des régles formelles que leur propriété de préserver la vérité,
il n’est pas du tout plausible qu’elle puisse étre facilement transformée en
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démonstration combinatoire, contrairement a la démonstration citée précé-
demment.

Avec les explications informelles fournies par cette section, la bréve exposi-
tion ci-dessous des problémes posés par les fondements combinatoires doit
€tre tout 2 fait compréhensible.

-
1. Comment analyse-t-on les mathématiques intuitives au moyen des
notions de bases combinatoires ?

Comme une bonne part des mathématiques intuitives s occupe d’objets
abstraits tels que ( C,, €, >, « > w, qui ne sont pas du tout combinatoires,
I'analyse ne peut porter sur les objets eux-mémes ; on peut alors de facon cohé-
rente la faire porter sur les raisonnements concernant ces objets. Cette possibi-
lité est formulée de fagon précise dans le programme de Hilbert.

a) Représentation (description) des raisonnements mathématiques cu
moyen de systémes formels. — Au début de I'introduction était précisé qu'on
ne sait pas codifier au moyen de régles mécaniques, le passage du raisonnement
intuitif & sa formulation dans un langage formel. En effet on cherche une
représentation fidéle du sens, non de la forme extérieure (des mots) du raison-
nement intuitif. Et, supposé ce passage accompli (faisant partie des données),
il reste encore & définir combinatoirement les relations de base du raisonne-
ment intuitif (par exemple la relation de conséquence), ou plutdt les relations
correspondantes pour la représentation du raisonnement, et il reste 2 démontrer
combinatoirement leurs propriétés.

Dans b) et d) sera formulé exactement ce qu’il faut établir, sous forme de
conditions combinatoires d’adéquation. Pour Iessentiel b) correspond 3 E¥s
et d) & U“s (cf. Partie A, p. 160). Comme il fallait 8’y attendre, les Théorémes 4
et 5 (ou plutdt des généralisations adéquates) sont décisifs pour les résultats
qui sont résumés § 4, a), b).

Discussion. — Pour bien suivre la discussion § 4, le lecteur devrait
comparer le rdle, (i), du résultat : D = ¥ (ou plus généralement du
Théoreme 5) pour les fondements combinatoires, et celui, (ii), de
résultats correspondants pour les fondements ensemblistes.

(i) Sil'on accepte les notions ensemblistes 4 la base de la définition
de la relation de conséquence, le Théoréme 5 fournit une démonstra-
tion mathématique que celle-ci coincide avec une certaine relation
définie combinatoirement, ceci pour les formules du premier ordre.
Mais si I’on se confine au cadre combinatoire on ne dispose que du
fait empirique : il se trouve que chaque formule du premier ordre de & E
reconnue pour valide logiquement est engendrée au moyen de cer-
taines régles formelles (celles du Lemme 3, cf. p. 176, (i) et (iii)). [De
méme, 2 I'aide de la théorie des fonctions récursives, et en acceptant les
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notions ensemblistes, on montre que la relation de conséquence du
second ordre n’est pas définissable par des régles mécaniques. Dans le
cadre combinatoire on ne peut méme pas formuler ce fait, a fortiori
le démontrer. On peut seulement dire que ’on ne connait pas une telle
définition ; et pour tout cas particulier de ce fait général exhiber un
contre-exemple.]

(i)) Un résultat correspondant pour les fondements ensemblistes,
disons de la théorie intuitive de I’arithmétique N, serait une démons-
tration que N satisfait les axiomes de Peano «/y. A lintérieur du
cadre ensembliste, o7y est simplement une donnée ; on ne peut expri-
mer le raisonnement qui montre que N satisfait oy, et doit se
contenter d’admettre une terminologie informelle adaptée.

b) Réduction de principes intuitifs a des principes combinatoires (le pro-
bléme de la non-contradiction d’Hilbert). — Une exigence minimale pour cette
réduction peut étre formulée avec la notion de traduction décrite dans § 0 ¢):

Soient % un langage et R une réalisation combinatoire (réalisant %).
Pour chaque formule A de %, soit 4y la traduction canonique de Ag. On veut
savoir, au moins pour les formules closes 4 :

(i) si A4 est réalisé dans R, y a-t-il une dérivation formelle de Ay a partir
de &/* (ou méme d’un sous-ensemble de &/ *) ?

(i) s’il y a une dérivation formelle de A, est-ce que A4 est réalisé (au sens
combinatoire) dans R ?

Ces questions étant ainsi formulées, la recherche d’une solution purement
combinatoire a au moins un sens. Précisément : supposons (p. ex. si R = R¢
et & = %, voir pp. 204-205) Dexistence d’une formule Dem (s, A7) qui
définit dans R la relation combinatoire : « la suite s de formules de £ est une
dérivation formelle de 41 & partir de &/ * »; une réponse  la question (i) est une
fonction combinatoire f dont argument est une formule de & et 'image une
suite de formules de #;, avec une démonstration combinatoire de I'identité :

A — Dem (fA, ~A7) .

Cette réponse revient a établir effectivement que les mathématiques combina-
toires peuvent étre développées dans la théorie des ensembles ; ce qui était
déja utilisé dans le Lemme 4, de la Partie A.

La question (ii) prend simplement la forme (s variant sur les suites finies
de formules de Zp, et pour toute formule close 4 de £):
Y a-t-il une preuve combinatoire de

Dem (s, A7) — Ag ?
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Notez que le caractére combinatoire de la relation Dem est essentiel pour
une formulation combinatoire des deux questions.

Une solution positive de (ii) constitue une vraie élimination des hypotheéses
ensemblistes, car une démonstration combinatoire de

Dem (s,” A7) — A;

*
n’utilise pas le sens (c’est-d-dire la réalisation) des formules de s — pour la
bonne raison que celui-ci n’est pas du tout combinatoire —, mais seulement
leurs propriétés (formelles) syntaxiques.,

Par contre la justification intuitive de I’affirmation

Dem (s, A7) — Ag
est tout juste celle de la démonstration de consistance 3 la fin du §0,¢) : on
consideére le sens des formules de s, conclu comme au § 0, c) quelles sont
vraies, donc aussi 4, et donc A, du moins si 4 est close. Evidemment, cet

argument disparait si I'on n’accepte pas les vérités ensemblistes exprimées
par &/*,

Discussion. Les lignes précédentes montrent qu’il ne peut étre
question de réduction combinatoire si une solution positive n’est pas
donnée a (ii) : sinon méme les conclusions purement combinatoires
tirées d’hypothéses ensemblistes ne seraient pas combinatoirement
Justifiées. Mais cette solution est aussi tout ce qu'on peut exiger au
stade présent de I’analyse, parce que les formules Ay sont les seules
auxquelles un sens combinatoire est attaché (une extension est
possible sil’on étend la notion de réalisation combinatoire d’une fagon
moins naive que p. 195). Le Théoréme 4 de la Partie A rend
implausible méme au premier abord une solution positive de (ii)
(cf. § 3 pour des détails). Mais la question (ii) @ un sens pour, au lieu
de o/*, tout systéme formel qui représente les raisonnements sur une
structure abstraite, pourvu qu’une notion sensée de traduction des for-
mules combinatoires soit définie.

Il n’y a donc pas de réfutation générale du programme de Hilbert
pourvu qu’il existe un systéme formel 2 priori non combinatoire (plus
geénéralement non constructif) pour lequel (ii) a une solution positive.
Un tel systéme est donné dans la section ¢). (Ceci répond a la doctrine
positiviste mentionnée en fin d’Introduction ; nous y reviendrons
au§dc).)

Remarque sur le probléme de la non-contradiction de Hilbert. — La non-
contradiction affirme que, pour tout B de L, et lorsque les variables x, y
ont pour domaine les suites de formules de %,

(+) Dem (x, “B™) - — Dem (y, — B7);
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ou, si L dénote la traduction d’une formule combinatoire fausse telle que
=1:

(++) = Dem (x,7L7);
avec

O =1Dr = Vy, VY2[/\14—|(“€Y1) ANu(uey, cu=y)A y = J’z]

(+) et (+ +) sont équivalents puisque toute formule est formellement déri-
vable & partir d’une formule fausse. Et, si (i) est satisfait, (ii) est équivalent
(combinatoirement) a (+).

D’abord (+ +) est le cas particulier de (ii) ot A est 0 = 1.

Réciproquement, d’apres (i) :

— Ax — Dem [f(—| A), '—(—| A)_T_‘] N

donc

— Dem [f(— 4), (= A7] = — — An

et

— Dem [ f(— 4), (= A7} - 4% -

En combinant ceci avec le cas particulier de (+), oit Best A, yest f(— A).
on obtient :

Dem [x,”A7] — A -

L’avantage de (-~ +) sur (ii) réside principalement dans le rempla-
cement d’une variable (sur les formules de £) de (ii) par la constante L.
Mais la signification de ces deux conditions équivalentes est mieux
en évidence sous forme de la condition d’adéquation (ii) (cf. dis-
cussion de cette section, ci-dessus).

) Résultats positifs sur le probléme de Hilbert (ces résultats étant formulés
et prouvés en théorie des démonstrations, nous ne pouvons que les indiquer
ici). .

Soit un langage . au sens du § 0 b), 4 une formule de %, de variables
parmi Xy, ..., X,, €t 7 une réalisation de A (c’est-2-dire une réalisation de 2,
et une preuve combinatoire de 4 pour cette réalisation).

RESULTAT FAIBLE (« faible » pour les fondements combinatoires parce que
sa formulation utilise 2 la fois les notions combinatoires et ensemblistes). Si
les variables de la formule B de &, sont parmi yy, ..., ¥,, et si (la formule de
PL*) Ay, ... Ny, B est conséquence ensembliste de Axy ... Ax, A, alors il existe
une preuve combinatoire de B pour la réalisation donnée de &.

KREISEL et KRIVINE, -— Logigue mathématique 14
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La clef de la démonstration est la propriété combinatoire de la formalisation
particuliére de la relation de conséquence indiquée dans la Partic A, Lemme 3
(voir également (i), page 198): si (pour des formules purement universelles)
Ay .. Ay, B est déduite par ces régles de Ax, ... Ax, A, alors il existe une
déduction purement propositionnelle de B a partir d’une conjonction Ay A =+ A 4,
de formules 4; venant de la substitution de certains termes aux variables
de A. D’aprés p. 194, une telle déduction définit une preuve cdmbinatoire
de 4, A+ A A, — B qui, jointe a la réalisation de A, est aussi une réalisa-
tion de B.

La propriété particuliére de ces régles n’est pas satisfaite par
les formalisations courantes comme celle de Bourbaki. Par exemple,
si modus ponens (de X et X — Y déduire Y) fait partie des régles, une
dérivation de B a partir de Ax; ... Ax, A peut contenir des formules
avec alternances de quantificateurs ; or, nous avons vuen § 0, 5) que
si la notion de réalisation combinatoire est étendue de fagon « natu-
relle », les régles formelles (comme A v — A) ne sont pas combina-
toirement valides.

VERSION COMBINATOIRE. Dans ce cas, la notion de conséquence ensembliste
doit étre remplacée par la relation combinatoire snivante, notée Demg (s, X):
on énumére toutes les régles de déduction formelles qui paraissent évidemment
valides, comme modus ponens (cf. section @) du présent paragraphe) ; Demy, (s, X)
est la relation : la suite s de formules de Z* est une dérivation formelle de
la formule X de £*, au moyen des régles formelles énumérées. Soit Demg (s, X)
la relation correspondant & Demy (s, X), pour les régles de déduction spéciales
de la premiére version. Celle-ci utilisait ’équivalence entre Demg et la relation
de conséquence ensembliste. Pour la version combinatoire, il faut utiliser 2
la place I’équivalence entre Demg et Dem,, (équivalence combinatoire), laquelle
est vérifiée dans la théorie des démonstrations : il existe une fonction combi-
natoire f telle que Demy (s, X) - Demg (f5, X) est combinatoirement démon-
trable (Vimplication réciproque est évidente puisque les régles de déduction
spéciales font partie de celles de Demy).

Notez que la premiére version, jointe & la complétude de Demy, per-
met seulement de démontrer ceci : il y a une régle mécanique définissant
une fonction fpourlaquelle la traduction de Demg (s, X) — Demg(fs, X)
est vraie. A savoir : étant donnés s et X, décider si Dem, (s, X) est
vral ; sinon P'implication est satisfaite ; si Demy (s, X) est vraie,
X est valide ; énumérer les dérivations formelles de S jusqu’a obten-
tion d’une dérivation de X (il y en a nécessairement une parce que
tous les théorémes de F sont valides et tous les théorémes valides
sont formellement dérivables dans §).

Mais cet argument laisse de c6té la question de savoir s’il y a une
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fonction combinatoire f et, si pour cet f, Paffirmation peut &tre combi-
natoirement démontrée. Non seulement il y a une différence concep-
tuelle entre les deux résultats, mais encore les méthodes mathémati-
ques qu’ils utilisent sont tout a fait différentes.

Discussion. Les résultats ci-dessus permettent d’éliminer les démonstrations
non constructives élémentaires au sens du §0c¢), p. 196. Ce qui couvre certaine-
ment une partie non triviale des mathématiques courantes (qui se présente sous
une forme non combinatoire). Dans le cas de I’Arithmétique, ceci s’applique
aux résultats démontrables dans le systéme suivant : on part des axiomes cou-
rants (Chap. 3, Ex. 2 d)) ; on peut rajouter des symboles de fonctions, et comme
axiomes des équations pour lesquelles existe une réalisation combinatoire
(par exemple £(0, y) = Ll et f(x + 1,) = y.f(x, ) pour I'exponentielle ¥°).

Mais, (i) il faut restreindre le schéma d’induction a des formules purement
universelles A (de &*) puisque, (ii) pour d’autres 4 nous n’avons pas d’ex-
tension qui nous convienne de la notion de réalisation combinatoire. En ce qui
concerne (i), si Ax est, disons AyB(x, ),

A0 A Az[Az > A(z + 1)] > AxAx
est une conséquence formelle de
Ax Ay { [B(©, y) A Az[B(z, y) = B(z + 1, »)]] - B(x, ») }
et ceci est conséquence de

Ax Ay {[B(©, y) A (Az < x)[B(z,y) = B(z + 1, W]l—- Bx, »}.

Pour cette formule il y a une réalisation combinatoire, car si B(x, y) est une
relation combinatoire, il en est de méme de (Az < x) [B(z, y) > B(z + 1, »l
les variables ayant pour valeurs des entiers naturels.

En ce qui concerne (ii), le lecteur notera que de garder le schéma d’induction
pour d’autres formules 4 quelles qu’elles soient est tout 2 fait inacceptable tant
que 'on n’a pas défini de réalisation combinatoire des formules qui figurent
dans ces cas du schéma d’induction. Et que, par contre, du point de vue des
fondements ensemblistes, la restriction (ii) est tout 2 fait artificielle (cf. note 4
de la Partie A).

d) Réduction de principes intuitifs & des principes combinatoires (suite).
Une structure intuitive S et son langage, Z, étant donnée, une sorte d’exigence
maximale pdur des fondements combinatoires de S est de trouver un systéme
formel qui est combinatoirement défini, valide et saturé pour S vis-3-vis de Z.
Car les fondements combinatoires concernent les raisonnements sur S et un tel
systtme formel déciderait toutes les questions (formulées dans Z) sur S.

Le Chapitre 4 en contient plusieurs exemples [surtout du premier ordre]
malgré le fait (cf. Ex. 1, Chap. 3) quaucun d’entre cux n’est catégorique
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(cf. Partie A, p. 161 (ii)). Noter que le résultat de non-catégoricité pour I’arithmé-
tique de I’Exercice 2, Chapitre 3 n’a pas d’intérét pour les fondements combi-
natoires, alors que le Théoréme 4 de la Partie A montre que méme le systéme
formel o/ * ne satisfait pas I’exigence maximale vis-a-vis des assertions arith-
métiques, en particulier des traductions (au sens du § 0 c) d’assertions combi-
natoires.

La théorie des fonctions récursives permet de formuler et de prouver une
généralisation trés concluante du Théoréme 4 : il n’y a pas d’extension consis-
tante de s/* dont I'ensemble d’axiomes soit définissable au moyen d’une régle
mécanique, qui soit saturée vis-a-vis des assertions arithmétiques.

2. Comment trouve-t-on des lois (axiomes) on les notions de base combi-
natoires ?

On utilisera ci-dessous quelques notations de A, § 2a.

a) Le lecteur peut s’orienter sommairement au sujet de ce probléme en
faisant correspondre le mélange des notions différentes d’ensemble au mélange
des espeéces de preuves dites constructives : en particulier, la structure (i) des
ensembles héréditairement finis aux calculs mécaniques ; I'échelle des types (ii)
aux preuves combinatoires ; les propriétés abstraites (iii) aux preuves dites
intuitionnistes. On n’insiste pas ici sur les détails de cette comparaison parce
que les connaissances du lecteur des notions correspondantes ne sont guére
symétriques : il connait mieux la notion (ii) que les notions combinatoires, et,
en revanche, la littérature intuitionniste est beaucoup plus riche que celle sur
la logique des propriétés abstraites ; voir § 3 fin. :

b) Le langage de base £ . et sa réalisation R (« C » pour : « combinatoire »
ou encore, « concaténation », c’est-a-dire : mise bout & bout). £ est constitué
par un seul symbole relationnel (=), deux constantes d’individu 0 et 1 (ou T
et 1), deux symboles fonctionnels s, et 5, & une seule variable, et une suite
de symboles fonctionnels f, 15, ..., & deux variables.

L’univers de R, consiste en sultes finies de deux objets concrets ; les réali-
sations 0 et 1 sont les deux suites constituées d’un seul élément ; So et s, sont
les fonctions combinatoires qui attachent O resp. 1 & la fin d’un élément de

I"univers ; f, (i=1,2,..)sera définie & partir des régles de c) ci-dessous.

N. B. Suffisance de £ et R au point de vue de la définissabilité
(correspondant dans ’analyse ensembliste 3 X5, cf. A, § 1, p. 160). On
trouvera un exposé systématique dans la monographie de Smullyan,
Theory of Formal Systems, Princeton (1961) qui définit, entre autres,
les fonctions & un nombre fini de variables et les mots d’un alphabet
a un nombre fini de lettres. (Le lecteur vérifiera lui-méme le caractére
combinatoire de ces définitions parce que ’auteur ne fait pas atten-
tion explicitement & cette question.) En particulier le langage L
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peut lui-méme étre défini dans R au moyen de formules de & ¢ (cf.
Théoréme 4, Partie A) de fagon qu’une suite de symboles de £ soit
la concaténée des €léments (suites) de I'univers R qui leur sont asso-
ciés.

Exemple. Sion prend (la suite) € 01 pour la constante 0, < 01 T>

pour 1, e¢ (0111 pour =, alors la formule 0 = 1 est la suite

(010111011) qui est définie par le terme
Sy 845051518158 0.

On voit que ces définitions des symboles 0, 1, et = permettent de
retrouver la suite de symbolesa partir de I'objet que ce code lui associe,
ce qui serait impossible si, par exemple, on associait { 0>a0etd1)
a 1 ; car quel que soit 'objet a associé au symbole relationnel =, étant
une suite des objets 0 et 1, a serait aussi associé & une suite de cons-
tantes d’individu.

c) Un systéme formel &, formulé dans & et valide dans R On admet
toutes les régles qui sont valides pour toutes les réalisations combinatoires,
voir § 0b). De pluson a :

(i) les axiomes des successeurs :
SoX =SgVoX=Yy, §§X=8§YV>3X=Yy, —mSHX=X, S X=X,
S X =58y, —S$x=0, —spx=1, —s,x=0, —s;x=1;

(ii) le schéma de démonstration par récurrence : pour toute formule Ax
de Z., on déduit Ax de

AO A A1 A (Ax » Asgx) A (Ax > Asyx);

Ecrivant C* = {0, 1, 5o, S, f, : r <n } (n =1, 2,...) on se donne une énu-
mération (ug, 47, vy, v7) de tous les quadruplets (uy, ©#,, vy, ), OU les termes
g, u; sont construits sur {y U |JC" et vy et v, sur {x,y,z}u Y C"

n n

énumération telle que ug et u] sont construits sur {y } U C" et v et vy sur

{x,y,z}uC".

On écrit v[z] pour v. Alors on admet les axiomes :

(111) f;I(O’ y) = ll'(‘), fn(l’ y) = u'i ’ fn(sox, y) = vg[f;v(xa J’)]
et

fn(sl X, y) = U?[f;r(xa J’)] .
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La validité de (i) (pour R¢) est évidente ; (ii) se vérifie par récurrence (d’olt
le nom de ce schéma). Il reste & considérer (iii) ; on va voir que la réalisation
constituée par I'univers de R, 0, 1, 5o, 5; peut étre complétée d’une seule
fagon en une réalisation qui satisfait (jii) : les régles mécaniques qui font partie
des fonctions f, réalisant f,, ne sont autres que celles définies, au sens
du § 0Oa) (ii), par les axiomes (iii) eux-mémes ; le caractére fonctionnel de
ces regles (sur I'univers de R) se démontre par récurrence : voir § Oa) (iii).

N. B. Cette preuve de la validité de & illustre la relation entre les
preuves combinatoires en tant que pensées et les dérivations formelles :
il faut avoir saisi la méthode de preuve par récurrence pour se convain-
cre de la validité¢ des régles formelles qui sont censées décrire ces
preuves.

En ce qui concerne la suffisance de % pour formuler les démons-
 trations de la pratique mathématique combinatoire on trouvera les
détails dans les textes sur la théorie de démonstration : par exemple
la solution partielle du probléme de Hilbert mentionnée § 1¢) ne
réclame que les principes formulés dans & . Le rdle de ce systéme
pour les mathématiques combinatoires peut donc étre comparé a celui
des axiomes de Zermelo (A, § 2), pour la pratique ensembliste.

d) Est-ce que & axiomatise la théorie combinatoire de Re ? P est évi-
demment insuffisante pour définir toutes les fonctions combinatoires sur 1'uni-
vers de R : en fait, la preuve combinatoire de la validité de &.c, donnée ci-
dessus, permet d’énumérer les fonctions f,, bien entendu par une fonction
combinatoire, d’oli, en appliquant la méthode diagonale de Cantor, une
fonction combinatoire différente de chacune des fonctions définies dans S

On obtient sans peine une formule du langage % lui-méme qui est valide,
mais qui n’est pas démontrable en ¥ : la méthode de Godel (Théoréme 4 de
la Partie A), dégagée de son application particuliére 2 une théorie des ensembles,
montre que

— Dem (x, s*)

n’est pas démontrable en & oli, pour une définition de & ¢ donnée (voir ()
ci-dessus), Dem (x, y) est la relation (combinatoire) : x est une suite de formules
. construites selon les régles de & et y est la derniére formule de x ; et s* est la
définition canonique de la formule 0 = 1, c’est-d-dire de I’élément de I’univers
qui est la formule notée 0 = 1 d’apres la définition du langage % choisie.

D’autre part, la preuve de la validité de & montre que — Dem (x, 5%) est
valide dans R.

La preuve de la validité de & établit aussi la validité du schéma suivant
dont la formule — Dem (x, s*) est un cas particulier (avec 0 = 1 au lieu de A):
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Pour toute formule 4 de % soit s, sa description canonique (partant dela
définition de & considérée) ; alors

Dem (x,s,) - A

est valide. Ce schéma, formulé en %, étend donc le systéme &.

N. B. On notera une autre extension de &, d’ailleurs plus forte,
extension qui correspond 2 Iénumération de toutes les fonctions
définies en & ou encore & I'opération d’associer sa valeur & tout terme
clos de &¢. La preuve de la validité, en démontrant le caractére
fonctionnel des régles associées aux f,, établit aussi que cette opéra-
tion est une fonction combinatoire.

Conséquences pour le probléme de Hilbert (plus exactement il s’agit de résou-
dre le probléme de Hilbert pour rout systétme formel qui se présente dans la
pratique mathématique).

Ce qu’on vient de dire montre que les principes de raisonnement formulés
en} & ne permettent pas de résoudre le probléme de Hilbert concernant le
systéme & ; de méme, en gros, pour toute extension & de F¢ qui est un sys-
teme formel valide : c’est le théoréme dit deuxiéme théoréme d’incomplétude
de Godel (une formulation fine de ce théoréme doit analyser la notion de
systéme formel et par conséquent a besoin des notions de la théorie des fonc-
tions récursives).

Le théoréme de Godel n’implique point une réponse négative au probleme
de Hilbert ; il reste & considérer ’hypothése que, pour tout systéme formel &
suggéré par la pratique (y compris la pratique ensembliste), on puisse trouver
un systtme &z et une réalisation R pour laquelle ¥ & soit valide, tels
que — Demy (x, s*) soit démontrable en & 5.

Certes, ceci suppose que pour tout # en question il existe une preuve combi-
natoire qui ne peut étre formulée dans & au sens du § 0a) (iv). Mais, seule une
analyse approfondie de la notion de preuve combinatoire peut exclure la
possibilité envisagée : car, justement d’aprés ce méme théoréme d’incomplétude,
pour fout % (non contradictoire) il existe des preuves exactes qui ne se for-
mulent pas dans 4. Autrement dit, on ne peut exclure cette possibilité sans
se servir d’une propriété des preuves combinatoires plus fine que, disons, leur
validité au sens ensembliste.

Sans une analyse pareille on n’a que le résultat suivant : il n’existe aucun
systéme formel & tel que :

(i) & permette de dériver formellement tout énoncé formulé dans &, qui
est valide dans R (au sens combinatoire),

(ii) quon puisse établir la validité de & (dans R¢) au moyen d’un raison-
nement combinatoire.
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3. Développement de la théorie.

On va considérer I'hypothése énoncée 2 la fin du § 2. D’aprés ce qu’on vient
de dire, une solution positive du probléme de Hilbert réclamerait une étude
empirique (cf. A, § 1 concernant X*¥* et D#) de tous les systémes formels que

présente la pratique mathématique (d’ot, d’ailleurs, I'intérét pour de probléme
de Hilbert de trouver un seul systéme qui englobe la pratique).

Par contre une solution négative pourrait étre obtenue de la fagon suivante :
on chercherait d’abord un systtme % qui satisfasse 2 la condition (1) (§ 2fin) ;
ensuite un systéme particulier &, de la pratique tel que le probléme de Hilbert
concernant & ne puisse €tre résolu par les méthodes de .

On trouvera dans larticle sur la logique mathématique de : Lectures on
Modern Mathematics, t. 3, ed. Saaty, (1965) un systéme & qui est censé satis-
faire la condition (i) et, qui ne permet pas de démontrer la non-contradiction
de I’Arithmétique du premier ordre [Chap. 3, Ex. 2]. L’idée de la construction
du systéme & est que les preuves combinatoires peuvent étre engendrées en
itérant le type d’extension considérée p. 207 : le probléme principal consiste
évidemment & incorporer dans & foutes les itérations telles que chacune des
démonstrations formelles admises ait une réalisation combinatoire. (D’aprés
le § 2d) (ii) le systéme & tout entier n’a pas de réalisation combinatoire.)

- On notera un parallélisme frappant avec A, § 3 : opération P (former I’en-
semble de toutes les parties d’'un ensemble donné) est Popération qui engendre
Péchelle des types, et le probléme principal est d’affirmer, sous forme d’un
énoncé du langage ensembliste &, I’existence d’autant d’itérations de cette
opération que possible : autrement dit, de trouver des axiomes de infini qui
expriment existence de types élevés.

N. B. Pour mieux comprendre la nature du probléme de Hilbert,
le lecteur pourrait le comparer au probléme de la quadrature du cercle :
(@) la formulation d’un systéme & satisfaisant (i) correspondrait &
la caractérisation (mathématique) de la notion géométrique de cons-
truction au moyen de la régle et du compas, qui est que tout point ainsi
constructible a des coordonnées pythagoréennes (c’est-a-dire expri-
mables par les opérations rationnelles et la racine carrée) ; (f) la
preuve que — Demy, (x, s*) n’est pas démontrable dans & corres-
pondrait a la preuve que

1
J V1 — x? dx
0

n’est pas pythagoréen. Les textes modernes, tout au moins ceux influ-
encés par la doctrine formaliste, se passent souvent de P’étude de (z)
qui fait intervenir une analyse axiomatique des notions géométriques,
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ce qui m’a rien d’étonnant parce que la possibilité méme d’une telle
caractérisation est embarrassante pour cette doctrine ; voir I'intro-
duction.

La comparaison en question conduit aussi au probléme fort intéres-
sant de I'édification d’une théorie de preuves qui soient effectivement
intelligibles et non seulement valides ; en particulier, de preuves
combinatoires intelligibles. Le probléme géométrique correspondant
serait de trouver une théorie des constructions faisables, ne faisant
intervenir que des points « proches » aux points de départ, et stables
pour des « petits » changements de données (ceci réclame évidem-
ment la découverte de la métrique propre a P'intuition géométrique).
Bien qu’une théorie des preuves intelligibles ne fasse pas partie de la
logique au sens strict qui ne s’occupe que des questions de validité
d’une sorte ou d’une autre, il se peut que cette théorie profite des métho-
des de la théorie combinatoire des fondements.

11 ne reste plus qu’a dire quelques mots sur la conception intuitionniste (§ 24))
de la pensée mathématique : cette conception dépasse la théorie combinatoire
en ce quelle admet aussi des objets abstraits tels que les fonctions, fonctions
de fonctions, etc. pourvu que ces objets ne fassent intervenir que des objets de
la pensée mathématique ; en particulier, on n’admet toujours pas les notions
ensemblistes dans leur sens réaliste. Il s’agit donc d’une théorie idéaliste.
L’acceptation de ces constructions abstraites qui constitue le coté positif des
mathématiques intuitionnistes, les distingue des mathématiques combinatoires.

N. B. Leur coté négatif, d’ailleurs mieux connu, consiste en une
polémique contre les notions ensemblistes aussi peu convaincante
que celle du réaliste borné contre I’idéaliste (« Quelle espéce d’animal
est une preuve ?») ou celle du formaliste contre les autres (« Ou se
trouvent les &tres abstraits ? »). Chacune de ces critiques est faible :
elles oublient toutes qu’il y a plus de choses au ciel et sur la terre que ne
le pense la philosophie (choisie au départ). Ceci ne diminue point
Pintérét des résultats positifs dans un cadre limité qui montrent, par
exemple, que les objets acceptés suffisent pour une explication des
phénoménes considérés.

Le probléme de Hilbert peut étre évidemment reformulé, les notions intui-
tionnistes remplagant celles du § 2. Pour plus de détails, voir Particle 1¢).

*

4. Résumé critique des Parties A et B.

Bref examen des résultats, en corrélation avec les considérations générales de
P’introduction.

a) Comparaison entre fondements ensemblistes et combinatoires. — Tous deux
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offrent une réponse a Ia question (en langage traditionnel de la logique) :
que sont les mathématiques ? La réponse des premiers est un cas particulier
de vues « réalistes », aussi met-elle accent sur les objets, non sur les raisonne-
ments les touchant ; elle est que les mathématiques sont la théorie des ensem-
bles (en un sens déterminé). Celle des seconds, un cas dé vues « idéalistes »,
regarde les objets mathématiques abstraits comme fagons de parler, et veut
montrer que notre emploi de ces fagons de parler est cohérent.

Cette réponse a ceci de remarquable qu’elle prétend, contrairement aux
apparences, notre raisonnement mathématique « essentiellement » combina-
toire ; essentiellement au sens logique (cf. B, § 3) que la validité de nos conclu-
sions, dés que formulables combinatoirement, s’établit aussi combinatoirement.

L’unité ainsi conférée aux raisonnements mathématiques serait d’autant
plus surprenante qu’elle les raménerait tous a des mathématiques du type
scolaire, puisque celles-ci sont des raisonnements combinatoires par excellence.

Les deux sortes de fondements séparent les problémes mathématiques de
toutes les questions ontologiques portant sur d’autres notions et objets abs-
traits que les fondements considérés. (En d’autres termes, la solution des
problémes mathématiques est rendue indépendante de I’existence, c’est-a-dire de
Pobjectivité de ces autres notions et objets.) Mais comme elles tracent la
séparation de manitre toute différente on ne saurait déduire du succes d’une
séparation celui de I’autre.

Entre notions ensemblistes et structures intuitives classiques, la séparation
résulte des conditions d’adéquation ES et U¥s (A, § 1a) : si E¥s est vérifiée,
une conclusion purement ensembliste (c’est-a-dire formulée dans ZLr avec
8. . t. pour réalisation) découle aussi de principes ensemblistes — A savoir
ceux utilisés pour dériver E¥s — Jog quelle découle des propriétés intuitives
& sde S ; side plus U“s est vérifiée, cela vaut méme dans le cas d’'usage d’autres
propriétés intuitives (formulées dans le méme langage de S), pourvu que la
conception intuitive S soit cohérente. (Enla discussion du § la de B, il a déja
été précisé que dans le cadre ensembliste on ne peut pas formuler pourquoi les
conditions d’adéquation sont correctes ; ainsi le probléme d’obtenir ces condi-
tions d’une fagon rigoureuse appartient-il en propre aux fondements, bien
qu’il ait été presque toujours résolu par des mathématiciens ; cf. fin de I’intro-
duction.)

Dans les fondements combinatoires, on a, pour I’essentiel, les mémes con-
clusions de séparations, avec les conditions d’adéquations de B,§ 1c et B, § 14 a
la place respectivement de E¥s et U“s,

On a vu, Partie A, § la) et § 2a), que les conditions d’adéquations sont
satisfaites dans le cas des structures classiques, par exemple le cas de nos concep-
tions géométriques (continu), ou sur le hasard (probabilité) ; satisfaites en
un sens plus faible pour les ordinaux ; non satisfaites dans I’état de nos con-
naissances par la notion (iii) du § 2a).

Par contre, dans les fondements combinatoires, la part des mathématiques jus-
qu'a présent séparée des notions ensemblistes s’avére congrue, bien que pas
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du tout triviale, comme il est montré dans B, § 1lc) ; et ne va pas au-dela de
I’arithmétique du premier ordre au sens de Yexercice 2, chapitre 3, si 'on
admet la caractérisation des preuves combinatoires mentionnée en B, § 3.

Tl va sans dire que les deux fondements sont au mieux des auxiliaires pour
Pétude des objets abstraits dont ils éliminent 'usage !

b) Les fondements doctrinaires, par définition, soutiennent leur réponse 2
la question : « Que sont les mathématiques ? », principalement en critiquant
les notions de base des théories des fondements rivales ; en particulier, cela les
autorise 2 ne pas reconnaitre les défauts de leur position, quand méme la for-
mulation de ces défauts est impossible sans sortir des fondements visés. De tels
défauts existent pour chacun des types de fondements [par exemple, dans le
cas des fondements combinatoires, la non-définissabilité de la relation de
conséquence au second ordre]. Cf. discussion du § 1, @), Partie B. (Il n’est
donc pas surprenant qu’un intérét pour les fondements combinatoires soit
souvent associé avec une attitude critique envers les notions ensemblistes et
d’ailleurs, un intérét pour les fondements ensemblistes avec une critique de
notions comme celles de propriété dans A, § 2a ou celle de construction
intuitionniste dans B, § 3.)

Si I’'on adopte ce point de vue doctrinaire, Pimportance du théoréme de
Godel (Th. 4, Partie A), est précisément que I'inadéquation des fondements
combinatoires peut y étre exprimée en termes combinatoires. Mais d’un point
de vue moins légaliste, une conception des fondements est défectueuse si elle
n’a pas ses propres explications (théoriques) de faits expliqués par une autre
conception, 'un des buts des fondements, comme de toute théorie, étant d’élar-
gir le domaine de compréhension théorique. De ce point de vue, le Théoreme 5
de 1a Partie A constitue déja un défaut des fondements combinatoires : on peut
donner de bonnes raisons, en termes ensemblistes, pour le choix de régles
formelles, alors qu’elles doivent étre considérées comme données dans les
fondements combinatoires (cf. discussion de B, § 1a)).

Un autre défaut (cf. dernier alinéa de B, § 2) est que, dans le cadre combina-
toire; on ne peut définir le domaine des mathématiques combinatoires, alors
qu’on peut au moins essayer, dans un cadre (constructif) élargi (cf. B, § 3).

Dans Iétat présent des connaissances, il n’y a pas de notions permettant
de résoudre ou méme de formuler, la question correspondante pour Pensemble
des mathématiques : y a-t-il des notions suffisamment abstraites, et néanmoins
précises, pour caractériser I'extension de I’ensemble des mathématiques ?

¢) Le formalisme grossier, mentionné a la fin de Pintroduction, est une
glorieuse doctrine, qui a le bonheur de répondre 2 cette question. Cette doctrine
n’accepte pas les notions de base combinatoires, et affirme que les mathémati-
ques consistent en assertions de la forme : une configuration donnée concréte-
ment a &té construite en appliquant une régle mécanique donnée (avec la
terminologie de la partie B, §0 b) : seules les formules closes d’un langage
combinatoire sont admises). Aucune affirmation générale sur ces configurations
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n’appartenant aux mathématiques, les conditions d’adéquation minimales du
§ 1 b (probléme de Hilbert de la non-contradiction) ne sont pas formulables,
puisqu’elles comportent une variable x. Cette doctrine est certainement sans
defaut au sens Iégaliste de b), simplement parce que ce qu’elle retient des
mathématiques ne permet de formuler a peu prés rien ! Evidemment ce culte
de 'impuissance est basé sur la conviction qu’il n’y a pas d’explication (théo-
rique) possible de propriétés fondamentales de Pexpérience mathématique
comme la validité des conséquences combinatoires des propriétés de concepts
intuitifs abstraits (%).

Le lecteur est sans doute frappé de ce que dans cette doctrine I’essentiel
des mathématiques réside dans les manipulations mécaniques, alors qu’il a
appris a I’école qu’elles sont ’antithése des mathématiques : « une démonstra-
tion ne s’apprend pas par ceeur, il faut la comprendre ». (Et méme, le lec-
teur se rappelle probablement que déja il comprenait la différence entre les
deux.)

La doctrine ne parait donc pas trés sensée ; par ailleurs elle contredit Ia
pratique. Mais le plus sérieux reproche qu’elle encourt est d’avoir conduit
certains & croire, ou au moins 2 affirmer P'impossibilité d’explications théoriques
12 ou, en fait, on en dispose déja, comme dans le cas particulier du programme
de Hilbert décrit dans le § 1¢; ce qui réfute déja la theése générale négative
de la doctrine.

Les problémes principaux des deux théories des fondements ici considérées
sont la recherche de nouveaux axiomes (propriétés) des notions de base ensem-
blistes, c’est-a-dire de la s. c. t., respectivement ’analyse fine des notions de
base combinatoires et la recherche des limites exactes du cadre combinatoire.
En profitant de ces recherches, on développe de nouvelles théories.

On notera que les échecs du programme originel de Hilbert n’excluent pas
la possibilité d’autres fondements « idéalistes », satisfaisant des conditions
d’adéquations analogues & B, § 1) ; cela est mentionné dansle § 3, qui contient
une tentative dépassant le cadre proposé par Hilbert.

(5) Bourbaki flirte avec cette doctrine et propose une explication « empirique » invoquant Pexpé-
rimentation qu’ont subie les systémes formels. Ceci n’est pas bien pesé ; 'on ne dit rien sur les
principes (statistiques) pour évaluer cette expérimentation, et comme ceux-ci utiliseraient au moins
les mathématiques combinatoires, ’on serait renvoyé a des problémes trés semblables A ceux de
la partie B. En fait on peut sans doute appliquer ici les derniéres lignes de la partie A.



C. COMPARAISON ENTRE L’INTRODUCTION SEMANTIQUE
ET L’INTRODUCTION SYNTAXIQUE (COMBINATOIRE)
A LA LOGIQUE MATHEMATIQUE

N. B. « Sémantique » signifie, comme il est d’usage, « sémantique
ensembliste » ; bien que, dans l’analyse syntaxique, il faille aussi
comprendre les notions de bases (combinatoires : celles de B, § 0).

1° L’analyse sémantique présente les avantages suivants :

a) D’aprés B, § 1a), et § 4, 'analyse syntaxique ou la théorie des démons-
trations part de données fournies par 'analyse sémantique : le choix d’axiomes,
de la relation de conséquence logique.

b) Certaines parties des mathématiques courantes qui ont un fondement
sémantique reposant sur la s. c. t. (cf. A, § 2) n’ont pas de fondement combina-
toire (cf. B, § 3) (et on n’en connait pas de fondements constructifs).

[c) Plusieurs résultats de base du calcul des prédicats du premier
ordre (classique) ont une formulation et une démonstration combi-
natoire, mais une démonstration utilisant le lemme 3 (complétude des
régles) est plus facile. Cf. B, § 1c).

20 La faiblesse de ’analyse sémantique est que plusieurs résultats
du § 1¢) ci-dessus sont valables non seulement pour des régles séman-
tiquement complétes et correctes, mais aussi pour une vaste classe de
régles, satisfaisant a des conditions formulées en termes combina-
toires remarquablement simples, comme le lemme d’interpolation :
l’analyse sémantique masque donc la généralité de ces résultats.]
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