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SoitL un espace de Banach reticule (“Banach lattice”) sur R. Si x1 ,..., xk EL 
on definit (x1” + ..’ + Xk2)1/2 = sup(‘ylxl + ... + c+& ; OLr ,..., CQ E R, a12 + 
... + 01~~ = 1) (cette borne superieure existe dans L; voir [3] ou [4], oh on 
donne une technique gentrale pour definir des fonctions sur les espaces de 
Banach reticules). Bien entendu, pour tous les espaces de Banach reticules 
usuels, qui sont des espaces de fonctions (espaces L”, espaces d’orlicz,...) 
on retrouve la definition Cvidente de (xl2 + ... + xlc2)tj2. 

On peut done definir le “complexifie” Lc de l’espace de Banach reticule L, 
qui est un espace de Banach sur @: c’est L x L, oh on pose (u + ib)(x, y) = 
(ax - by, bx + UY) et 11(x, y)II = 11(x2 + y2)l12 IL (a, b E R, x, Y EL). 

Soient U: L --+ M un operateur borne entre espaces de Banach reticules, 
et Uc: Lc -+ MC le “complexifie” de U, defini de facon Cvidente. On se pose 
le probleme de majorer I/ Uc 11 connaissant I\ U I/, done de trouver le plus petit 
reel C > 0 tel que 11 UC I/ < C 11 U (I quels que soient l’operateur U et les 
espaces L, M. On le note K,(2): c’est done le plus petit reel C > 0 tel que 
II?)> ( Uy)2)1’2 I\ < C (I U 11 \l(xz + y2)li2 I/ pour x, y EL, quels que soient 

,>. 
Plus generalement, on designe par I&(k) (constante de Grothendieck 

d’ordre k) le plus petit reel C > 0 tel que l’on ait 

I(( u-Q2 + ‘.. + ( u‘%)2)1’2 II < c II u II 11(x1” + ... + Xk2Y2 II (1) 

pour x1 ,..., xg EL, quels que soient les espaces de Banach reticules L, M et 
l’optrateur U: L -+ M. 

On montre sans difficult6 (voir [3] ou [4]) que, dans cette definition, on 
peut se borner au cas oti L est un espace Lm, et M un espace L1; on peut mCme 
les supposer de dimension finie. En particulier, K,(2) est le plus petit reel 
C > 0 tel que II UC I/ < C II U I( quel que soit l’operateur U: Znm + Z,l (et 
quel que soit 12 E N). 

I1 est evident que K,(k) est une suite croissante, K,(k) 6 k. Grothendieck 
[l] a montre qu’elle est major&e par Sh(rrl2) = 2,301... . Sa limite est notee Ko 
(constante de Grothendieck). Ce resultat permet done d’ecrire 1’inCgalitC (1) 
uniformement en K. On peut alors en deduire des theoremes de factorisation 
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CONSTANTES ET FONCTIONS SUR LES SPHERES 17 

d’optrateurs (voir [5, 31) dont le plus cfassique est le theoreme suivant de 

Grothendieck [l]: tout operateur borne U: Lm --+ L1 se factorise par un espace 
de Hilbert; on a done U = W 0 V, avec V: Lo5 -+ H, W: H---f L1, H etant 
un espace de Hilbert, et de plus 11 V 11 I/ WI/ < KG /I U 11. 

On definit aussi (mais nous ne nous en occuperons pas ici) les constantes 

de Grothendieck complexes: Ko’(fz) est le plus petit reel C > 0 tel que l’on ait 

tl(l Ufl 12 + ... + I ufk IW II1 G C II u I/ il(lfi 12 t ... + lfk I?)@ IL 
quel que soit l’operateur U: L;(X) + Lk(Q, CL) (Lz et Li &ant des espaces 

de fonctions complexes) et fi ,..., fk E L:(X). KG’ est defini comme sup, K,‘(k). 
On voit aisement, d’aprb la definition, que K,@(k) < K,(k) pour tout k > 2: 
il suffit en effet de considerer L;(C) et Lk(Q, /3, p) comme espaces de Banach 
re’ticulh SW IL?, en definissant (f + ig) u ( f’ + $) = f u f ’ + i(g u g’); 

puis d’appliquer l’inegalite (1) a ces deux espaces et a l’operateur U. On a 

done KG’ < KG. En fait, on a KG’ < KG car KG >, rrr/2 [I] et KG@ < 
el-7 < T/Z (Pisier [6]; y  est la constante d’Euler). 

Notons que l’on a K,(2) 2 21j2: il suffit, pour le voir, d’appliquer l’inegalite 

(1) avec k = 2, a l’operateur U: Z2” + 121, defini par Ue, = $(e, f e,); 
Ue, = g(e, - es) (e 1 , e2 designe la base canonique de Z2” et aussi celle de Z,l). 
U est une isometric, done I/ U 11 = 1; dans (1) on prend x1 = e, , x.) = e2 

d’oh le r&&at. 
Notons enfin que Rietz [7] a ameliore la majoration de Grothendieck en 

montrant que KG < 2,261. 
On se propose ici de donner de nouvelles methodes pour majorer les K,(k); 

les principaux resultats en sont les suivants: 

K,(2) = 2112, K,(4) < 7712, KG < 42 log(l + 21i2) = 1,782... 

(c’est, tres vraisemblablement, la valeur exacte de KG).l Pour les autres valeurs 
de k, on n’a que des resultats numeriques, comme, par exemple, K,(3) < 1,517. 

Nous allons d’abord donner une autre interpretation des constantes K,(k) 
en termes de normes dans des produits tensoriels. 

Soient X, Y deux espaces compacts; U(X) @F(Y) s’identifie (comme 
Walgtbre) au sous-espace de U(X x Y) forme des combinaisons lineaires des 
f(x) g(y) (f E q(X), g E U(Y); cette fonction est notee f  @g). Si FE %‘(x) @ 
U(Y), on definit sa norme (notee ]I F Ilv~),~,r(~) ou 11 F Ijo): 

IIFII. = inf i llfillllgill 
i=l 

pour toutes les representations de F(x, y) sous la forme CL1 fi(x) gi(y). Le 
complete de W(X) @ U(Y) pour cette norme est note 5?(X) B g(Y) (et appele 
produit tensoriel projectif de g(X), U(Y)). Son dual s’identifie (en tant qu’espace 

1 L’auteur a montd que Kc > 71/2 (non encore publik). 
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de Banach) a I’espace des operateurs born& de ‘2?(X) dans g(Y)*, un tel 
operateur U dkfinissant la forme lineaire T, telle que (T, , f @ g) = (Uf, g), 
pour fE%?(X),gEV(Y). 

Soient f: X + R et A C X. Notons f,, la restriction de f a A. On montre 
alors la 

PROPOSITION 1. Soit FE SF?(X) B g(Y), X, Y &nt deux espaces compacts. 

Alors II~II~x~w) = SUP{II~~,B Il~~~uc~~ ; 4 B emedes Jinis contenus 
respectivement dans X, Y}. 

Soit Sk la sphere unite de W (definie par xl2 + ... + xk2 = 1); pri est la 
fonction definie sur S, par pr,(x, ,..., xk) = xi . On a (prJ2 + ... + (prk)2 = 1 
sur S, . 

PROPOSITION 2. K,(k) est la norme dans V(S,) @ V(S,) de la fbnction 
(x, y> d@nie SW S, x S, . 

Soit C = 11 prl @ prl + ... + pr, @ prk /lo la norme de (x, y) dans g(S,) @ 
V(S,) (Cvidemment C < k); soient A, B finis CS, tels que I/ prr @ pr, + ... + 
prk @ prk ll~(~)~w(s) >, C - l (proposition 1); soit U: %(A) + V(B)* un 
operateur lineaire, I/ U // = 1 tel que (U pr, , prI) + “. + (Upr, , pr,) = 

II prl 0 prl + ... + prr @ prk /)s(~)~QQ) 2 C - E (il en existe, car d’aprb 
la remarque ci-dessus sur le dual d’un produit tensoriel, cela revient a chercher 
T E [%(A) @V(B)]* telle que (I T I( = 1 et T(prI @J pr, + ... + prk 0 prk) = 
II prl 0 prl + ... + prk 0 m I/QL-ww~). Comme @VI* = -W, PL) (CL Ctant 
formee d’une masse unite en chaque point de B) on a 

C--E < f (Upri,pri) 
i=l 

= SC k ( u prd(t) Pri(O /-4dt) B is1 

< 1, (C I U pri(5)12)1’2 dd5) (puisque i Pri2 = 1) 
i=l 

= l[i I U pri 18)li2 II1 
t=l 

,( K,(k) /I U]/ Il( i (pri)2)1’2 Ilrn 
i=l 

(par definition de K,(k)) 

< K,(k) car /( U (( = 1 et i pri2 = 1. 
i=l 

Comme E est arbitraire on a done C < K,(k). 
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Inversement, soit U: L”(X) + P(B, p), 11 U 11 = 1, et jr ,...,fk ELOO(X). On 

cherche a montrer que il((Uf)” + ... + ( Ufk)2)1’2 l/r < C Il(fr” + ... + fk2)rj2 /I,,,. 
On peut supposer que X, B sont finis (voir definition de K,(k)) et que 
Il(fia + ... +fka)rla Ijrn < 1. Soit X’ (resp. B’) la reunion des supports de 

Ujk). On definit Jr: L”(X) + La(X) en posant X(y) = 
J2: L1(B, p) --+ Ll(B’, p) en posant J2(cp) = tp . IBe . On 

p) par V = J2 0 U 0 J1 ; on pose vi = fJ(fi2 + 
... +fk2)rjz. 11 est clair que 11 J1 I/, II J2 II < 1, done II V/I < Ij U II = 1 et 
Vcpi = Ufi ; de plus IJTJ~~ + ... + yk2 = 1; on a done 

ll((UfJ” + ... + (ufJJ2y2 Ill = II((~v,)” + ... + v%)2>“2 Ill 

= B, [(Vcpd” + ... + (~,pi~)~l~‘~ dp s 

avec #r ,..., & EL~(B’, p), #i” + ... + &” = 1 (on prend 

?h = V,,/(( V%)” + ... + (vpc>2)1’2). 

Or P(B’, p) = V(B’)* et done V: %‘(X’) -+ V(E)*; d’oh 

Or 11 VII < 1; par ailleurs, comme ?i2 + ... + vk2 = 1, 4r2 + ... + #k2 = 1, 

on a 

(en effet toute identite de la forme xryr + ... + x,y, = Cj”=rfj(xl ,..., xk) 

gdY1 ,**-7 Yk) valable sur Sk x Sk, avec fi , gj E %?(A’,), permet d’ecrire 

Iii”=, ~~(4 MY) = ~:j”=~f~hlW~~~ 44) hhb9~~~~~ QUY))). On a done finale- 
merit ll(Ufi)" + ... + (ufkj2Y2 /II < C. C.Q.F.D. 

On montre de la m&me facon que A&c(k) est la norme de la fonction (x, y> 
definie sur X, x X, , dans %Tc(X,J @ %‘c(X,), X, Ctant la sphere unite de C” 

(X, = ((x1 ,..., x/J E a?; I xi 12 + ... + / xk I2 = I}) et Vc(X,) l’espace des 
fonctions continues complexes sur X, . 

On va s’interesser tout d’abord a K,(2). On a 
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PROPOSITION 3. K,(2) at la norm de lafonction cos(x - y) duns %Zl----rr, T] a 
q-?r,T]. 

On peut trouver fi , gi continues sur S, telles que 

et 

xlyl + x,y, = if&G 1 x2) &(Yl Y Y2) 
Ll 

Done on a 

(Xl2 + x22 = Y12 + Ya2 = 1). 

cos(x -y) = ifi( cos x, sin x) gi(cos y, siny), 
i=l 

d’oti /I co+ - y)llo < K,(2) + E. Done 11 cos(x - y)!I@ < K,(2). 
Inversement, on a une reprksentation de cos(x - y) sous la forme Cy=l vi(x) * 

#i(y) avec Cy=l /I vi /Im I\ #i IL < I/ COS(X - y)llo + E. Si s E S, , soit soit 01(s) E 
j--r, T] tel que s = (cos (Y(S), sin a(s)). 0 n a alors (s, t) = cos(a(t) - d(s)) = 

CL1 cpi(4~)) Iti(4>) ce 9 ui montre que Il(s, t)ljo < 1) cos(x - y)\lo + B (noter 
qu’il faut utiliser ici la proposition 1, car vi 0 oz, & 0 a ne sont pas continues). 

Done &(2) < II co+ - r)llo + 6. C.Q.F.D. 

THBOE&ME 1. K,(2) = 2112. 

On a A dkmontrer que /( cos(x - y)\\@ < 2112. Soient f,  g des fonctions 
bornkes sur R, pkriodiques de pCriode 21~ et posons F = f  *g. On a done 

F(x - y) = Jznf(x - t) g(t - y)(dt/2a), ce qui montre que 11 F(x - y)ljo < 

llfllm II g II00 ; on a en fait I/ F(nx - ny)llo < llfll, /Ig Ilrn pour tout n 3 1. 
Dans la suite, on prendra 

m (-I)” 
g(x) = sgn(cos x) = + C ___ cos(2k + 1)x 

0 =+1 

et f(x) sera continue, paire, et telle que f(7r + x) = -f(x). On a done 

a2k+l cos(2k + l)x 
0 

et 

avec 
2 (-1)” 

a2k+l = - ’ - 
rr 2k + 1 (Y2k+1 . 
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Supposons que l’on ait choisi f de facon que 0~~ > [ (~a //3 + 1 01~ l/5 + .... 
On a alors a,>la,/+Ia,/+~~~. Al ors la serie de Dirichlet D(s) = 
a, + CZ,/~~ + ... + (a,,+,)/(2K + 1)” + ... converge absolument pour s 3 0 
et on a l/D(s) = b, + b3/3S + ... + (b,,+J(2k + 1)” + .“; c’est une serie 
de Dirichlet absolument convergente pour s 2 0, dont les coefficients sont 
donnes par u& = 1; ulb, + a,b, = O;.. . ; Cdjn adb,ld = 0 pour n impair > 1. 
On a done la relation de recurrence 

b, = - $ d; @n/d pour n>l. 

d#l 

Par ailleurs, la fonction F Ctant bornee sur IL!, on a 

5 b,,+PW + 114 = C a,,+,b,,+l cos(2k + 1X22 + 1)~ 
0 k,l>O 

= f. 42r + 1)~ 1 d(,,+,),, = ~0s x 
dlZr+l 

(les regroupements de termes sont justifies par le fait que la serie 

double a21+lb2k+l est absolument convergente). On a done cos(x - y) = 

22: b2k+lW~ + 1Xx - 9) et en prenant les normes dans %Y[--w, T] B 
U[--T, T], on a done 

(4 &i(2) < Ilf Ml 6, I + lb I + ... + I b,,+l I + ...). 

Posons x(2K + 1) = 21i2 cos(2k + l)(w/4) (= f 1); on a done x(mn) = x(m) x(n) 
si m, n sont entiers impairs. 

Supposons que f ait et6 choisie de facon que ask+l soit du signe de 
-(- l)k x(2k + 1) pour R 3 1 (011 &ant >0 d’apres la condition precedemment 
imposee a f). Alors uI > 0 et a 
On montre par recurrence que bz’+l 

est du signe de --x(212 + 1) si k > 1. 
2h+l est du signe de x(2k + 1) pour k > 0: 

si k = 0, $ = l/u, > 0; si k 3 1, on a 

b -1 
2k+l = - c 

'1 djZk+l 
udb(2k+I)/d ;, 

or --a,b~,,+,),, est du signe de x(d) x((2rZ + 1)/d) (d’aprb l’hypothbe d’induc- 
tion appliquee a (2k + 1)/d < 2k + 1) c-a-d x(2k + 1); c’est done le signe 
de b2k+l . 

D’apres (i) on a done 

f&i(2) < llfllm f b,,+,xP + I>, 
0 
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Comme les series de Dirichlet 

sent inverses l’une de l’autre, et que x(mn) = x(m) x(n) pour m, n impairs, 
on a Cvidemment Cr b,,+,x(2k + 1) = l/C,” ~,,+~~(2k + 1) = 1/21i2F(rr/4). 
On a done K,(2) < llfj1,/21/2F(.rr/4). On a 

F(a) =(f*d($) =&J;f(t)g(+t)dt. II 

Org(t) = sgn(cos t), doncg(n/4 - t) = 1 si t E [-7~/4,3~/4],g(77/4 - t) = -1 
si t E [-‘rr, -7r/4] u [37~/4, T]. Done 

mais comme f(t) = f(-t) = -f(7r + t) on trouve 

F(+) =;[;f(t)dt. 

Supposons enfin quef(t) = II& p our t E [0, r/4]. On a alors F(n/4) = 4 llfljrn , 
d’oh K,(2) < \lf\1,/21/2F(~/4) = 21/2, ce qui est le resultat cherche. 

11 reste a trouver une fonction f continue paire sur R, telle que f(t) = 
-f(t + T) et satisfaisant les conditions imposees, a savoir 

(1) f(t) = llfllm pour t E [0, n/4], 

(4 a1 > 0, sgn a2k+l = -(-- 1)” x(2K + 1) pour k> 1, 

(3) a1 > I as II3 + I a5 l/5 + ... + I a2kfl l/(Z + 1) + ‘-*, les a2k+l km 
les coefficients de la serie de Fourier: 

f(t) = f %k+l co42k + l)t. 

I1 suffit Cvidemment de definir f sur [0,7r/2]. On pose f(t) = 6(~/4)” si 
t E [O, p/4]; f(t) = (~/4)~(n/2 - t) - ;(~/2 - t)3 si t E [w/4, w/2]; f est alors 
continue, et m&me derivable sur IR; on a Ij f Ijrn = $(~/4)~ d’oti la propriete (1): 

4 
s 

rl2 
OL2k+l = ; f(t) cos(2k + 1)t dt o 

4(2”“) 
= 7r(2k-t1) 3 xw + 1) (& - (-1)” +). 
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Comme on a 1 > 7r/4 > + , on en deduit la propriete (2). Enfin la propriM (3) 
s’ecrit 

( 
7T (-Ilk 
TIP-. 2k + 1 1 

Or n/4 - (- 1)“/(2k + 1) < 77/4 + Q ; comme 

kzl (2k:l)4 -i& 

il suffit de verifier que 1 - a/4 > (~14 + &)(n4/96 - 1) ce qui est immediat. 
C.Q.F.D. 

Une norme tfquivalente SW V(S) B U(T) 

Soient S, T deux espaces compacts et &(S, T) I’ensemble des fonctions 
F: S x T--f R qui ont une representation de la forme F(s, t) = (X, , Yt> 
oh s-+x,, t -+ Y, sont des applications continues de S, T respectivement 
dans un espace de Hilbert H, telles que 11 X, 11 = /j Y, 11 = p quels que soient 
s E S, t E T. On definit alors Ij F]j, comme la borne inferieure des p2 pour 
toutes ces representations de F. On a Cvidemment 11 F Ifrn < Ij F I/.+ . 

&(S, T) munie de 11 II* est une R-algt%re nortie 

Si F(s, t) = (X,, Y,>, on a hF(s, t) = (sgn A j h lljz X, , I X 11j2 Yt), ce qui 
montre que AFE b(S, T) et que II W II* < 1 A / 11 F II.+ ; pour I’inCgalitC inverse, 
changer h en l/h et F en AF. 

Soient F, F’ E &(S, T); on a done li’(s, t) = (X, , Y,), F’(s, t) = (Xi , Y,‘) 
avec 11 X, 11 = Ij Yt I[ = p, j/ Xi // = Ij Yl II = p’. On peut Cvidemment supposer 
que X, , Yt E H et Xi , Yi E H’ pour s E S, t E T, H et H’ Ctant deux sous- 
espaces orthogonaux d’un espace de Hilbert 8. Dans ce cas, on a 

et 
F(s, t) + W, t) = (X, + X:. , Yt + Y;) 

II x, + x II2 = II Yt + Yt’l12 = p2 + p. 

Cela montre que F+F’Ec?(S, T) et que ljF+F’ll, < j[FIj* + IIF’II,. On 
pouvait supposer de plus que A? est un espace de Hilbert de variables aleatoires 
gaussiennes. Dans ce cas, toute variable de H est independante de toute variable 
de H’. On a done 

(X,X;, YtY;) = E(X,Y, . X;Y;) = E(X,Y,) E(X;Y;) = F(s, t) F’(s, t). 

Or II X2G II2 = II Y,Yl II2 = P P’ 2 2. 11 en resulte que FF’ E b(S, T) et que 
IIFWI, < llFIIz+c IIF’L. 
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PROPOSITION 4. Soit F: S x T -+ R, F(s, t) = (X, , Y,), s + X, , t -+ Yt 
&ant continues SW S, T d valeurs dan.s un espace de Hilbert H. Alors /j F II.+ < 

SUPS II XS II SUPt II y, I/* 

On peut supposer que sups /I X, /I sup, 11 Yt I[ = 1 et on a done 11 X, [III Y, II < 1 
quels que soient s, t. Posons M = Sups 11 X, 11, Xi = X,/M, Yi = MY, . 
Alors 11 Xl 11, (1 Yi I\ < 1 quels que soient s, t: en effet soit s,, E S tel que 
I/ X8, 1) = M, on a jl XsO 11 I[ Y, 11 < 1 done II Yt II < l/M pour tout t. 

Soient e, , es deux vecteurs de norme 1, orthogonaux entre eux et ?I H. Posons 
XY: = Xl + q(s) e, , Y; = Yl + t)(t) e2 avec q(s) = (1 - 11 Xi j12)1/2, #(t) = 
(1 - II Yt’ l/2)1/2. 0 n a alors F(s, t) = (X,” , Yl> et II X: II = 11 Y: II = 1. Done 
IIFL < 1. 

PROPOSITION 5. Soit FE &‘(S, T), II F I/* < 1. Alors il existe deux applica- 
tions continues: s --+ X, , t --f Yt de S, T respectivement duns un espace de Hilbert H 
telles que F(s, t) = (X, , Yt) et jl X,/I = 11 Yt II = 1. 

On a en effet F(s, t) = (X, , Y,) avec 11 X, I/ = Ij Yt 11 = p < 1 et il suffit 
d’appliquer la demonstration precedente. 

E”(S, T) est complet pour la norme 11 II* 

Soit (F&N une suite dans 8(S, T), telle que 11 F,, /j* < 2-“. On cherche 
F~~(S,T)telqueIIF,+...+F,-FF/[,~Oquandn-+co.Pourchaquen, 
on a Fn(s, t) = 1/2”(X,“, Ye”), les fonctions s -+ Xsn, t -+ Ytn Ctant continues 
sur S, T, a valeurs dans un espace de Hilbert H, 11 Xsn 11, II Yt” 11 < 1. On 
peut Cvidemment supposer que les H, sont des sous-espaces deux-a-deux 
orthogonaux d’un espace de Hilbert H. Posons X, = EL, 2-n/2X,n; Y, = 
Cr==, 2-%12Ytn. 11 est clair que X, , Y, sont des fonctions continues de s, t 
(somme de series normalement convergentes de fonctions continues). Posons 
F(s, t) = (X, , Y&; on a done F E b(S, T), F - (F,,+ . ..+F.,) = (Cz+,, 2-k/2X,k, 
C;+l 2-k12Y,k); d’ou 

IIF - V’o + ... + Fn)lI, < s”,p (1 ii 2-k’2X,” (1 s;p (( -$ 2-‘@‘ytk (( < & . 

C.Q.F.D. 

THI?O&ME 2. &(S, T) = q(S) @G?(T) et la norme II I[* est Lquivalente d 
celle du produit tensoriel. Plus prkishent, si FE%(S) @V(T) on a IIF I[* 4 

IIFllcg < llFllz+c 77/Z log(l + 21’2). 

Si f E WS), g E ‘V”) ah f (4 &> 6 W% T) et Ilf (s)&)ll* Q llf IL II g Ilm 
(on applique la proposition 4 avec H = R). Par combinaison lineaire, il en 
resulte que V?(S) @V(T) C 8(S, T) et que (1 F I(* < \lF Ijo pour toute F G 
%7(S) @ V?(T). Pour l’autre inegalite, on utilisera le 
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LEMME 1. Soient FE d(S, T) et a > 0 tels que 11 F Ijm < 42~ et 

11 sin aF]l, < 1. Alors I/ F Ilo < 77/2a. 

Noter que sin(uF) E b(S, T) puisque b(S, T) est une algebre de Banach. 
Soit (X, Y) un couple de variables gaussiennes normales (11 X /Ia = ]I Y j/s = 1). 
Un caicul aise montre que 

E(sgn X . sgn Y) = (2/n) arc sin E(XY). 

Comme /I sin(aF)jl, < 1, on a d’apres la proposition 5: 

sin aF(s, t) = (X, , Y,), 

X, , Yt &ant fonctions continues de s, t a valeurs dans un espace de Hilbert H, 
II X, IJ = 11 Yt /I = 1. On peut Cvidemment supposer que H est un espace de 
variables aleatoires gaussiennes sur I’espace de probabilitc (&I, 3’, P). D’aprb 
la remarque precedente, on a alors 

E(sgn X, . sgn Yt) = ?I- arc sin(X, , Yt) = 2TF(s, t). 
?T 7r 

Done 

F(s, t) = 5 1 sgn X,(w) sgn Y,(w) P(dw). 
R 

Cette formule montre immediatement que si S’, T’ sont des parties finies 
de S, T alors I[ F(s, t)lJg(S~)OV(T~) < 742~. D’oli le rtsultat par la proposition 1. 

C.Q.F.D. 

Soit alors FE b(S, T). On a 

II sin(aF = 11 z (--lY c~~~~! II < SWIIFII,) * 

puisque b(S, T) est une algebre de Banach. Posons a = [log(l + 29 - e]/ll$‘j\.+., 
0 < c < log(1 + 29. Alors Sh(a II F I[*) < 1 done II sin(uF < 1, et 
d’apres le lemme 1, on a 

IIFII, < +a = IIFII, 4WogU + 21’2) - 6). 

D’oh le resultat en faisant tendre E vers 0. 

COROLLAIRE. KG < 742 log( 1 + 219. 

On a vu que K,(k) est la norme de (s, t) dans V(S,) @%7(&J. On a done 
K,(k) < Il(s, t)ll.+ 42 log(l + 29. Mais, Cvidemment, par definition de 

II II* > on a IIts, Oil* < 1 (en fait KS, t>ll* = 1 car II IL 3 II IL). On a done 
K&5) ,< 42 log(1 + 29 pour tout R E N. C.Q.F.D. 
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On se propose maintenant de majorer K,(k) = Il(s, t)llo(sk)ae(s,) en utilisant 
le lemme 1. On est done amen6 a calculer jl sin a(s, t)\l* dans b(S, , SJ; en 
appelant a, la borne supkrieure des a < 42 tels que (1 sin a(s, t)ll* < 1, on 
aura K,(k) < 7~/2a,. On va, plus ghkalement, calculer \IP((s, 2))11* pour 
F:[-l,l]+R. 

Fonctions de type positif SW les spht%es 

S &ant un ensemble quelconque, une fonctionF: S x S + [w est dite de type 
positif si F(s, t) = F(t, s) pour s, t E S et C l~t.~~, wP(si , 4 >, 0 quels que 
soient s1 ,..., s, E S et a, ,..., a, E R. Cela Cquivaut a dire qu’il existe une famille 
(XJsss dans un espace de Hilbert H telle que F(s, t) = (X, , X,). 

PROPOSITION 6. Soient S un espme compact et F continue SW S x S et 
de type 20. AlorsF~ g(S) G%?(S) et IIF\lx = llF\lm. 

On a F(s, t) = (X, , X,) et done II X, - XsO II2 = F(s, s) + F(s, , s,,) - 
2F(s, s,,) + 0 quand s ---f s,, puisque F est continue. Done X, est fonction 
continue sur S et F E a(S, S). On a 

IIFIL < SUP II X, II S;P II & II = SUP II X, II; = supF(s, 4 < IlFllm , s s s 

d’oh 1’CgalitC. 

PROPOSITION 7. Soit F E U(S) 8 %T( S), syme’trique et constunte sur la diagonule 

de S x S. Alors pour tout E > 0 il existe deux fonctions G, G’ continues de type 
positif sur S x S telles que F = G - G’ et 11 F I/* 3 1) G \I* + II G’ I\* - E. 

Supposons II F II.+ = 1 - E; d’aprks la proposition 5 on a F(s, t) = (X8 , Yt> 

IIXSII = II Ytll = 1, x’s, Yt fonctions continues A valeurs dans l’espace de 
Hilbert H. On a done (X, , Yt) = (X, , Y,) et (X, , Y,) est constant sur S. 
Posons G(s, t) = i(X, + Y, , X, + Y,); G’(s, t) = &(X, - Y, , X, - Y,). 
G et G’ sont done continues de type 30 sur S x S et on a bien F(s, t) = 
G(s, t) - G’(s, t). D’autre part: 11 G )I.+ = sups $11 X, + Y, (I2 = t I\ X, + Y, )I2 
quel que soit s E S, car I/ X, \I2 = /I Y, (I2 = 1 et (X, , Y,) ne dCpend pas de s. 
De m&me I/ G’ II* = t II X, - Y, 112. 11 en rCsulte que 

II G/I* + II G’ II* = t(ll Xs II2 + II Y, II”) = 1 < IIFIL + E. C.Q.F.D. 

PROPOSITION 8. Soit F: [ - 1, l] -+ R me fonction continue telle que F((s, t)) E 
%‘(S,) a V(S,). Pour tout E > 0, il existe deux fonctions continues G, G’: 
[-I, l] -+ R, telles que G((s, t)), G’((s, t)) soient de type positif sur S, X Sk 
telles que F = G - G’ et (I FII+ 2 G(1) + G’(1) - E. 

D’aprks la proposition prCcCdente, il existe deux fonctions G,,(s, t), G,(s, t) 
continues de type 20 sur Sk x Sk telles que F((s, t)) = G,,(s, t) - G1(s, t) et 
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IIF((s, t))lL+ 3 II Go IL+ + II Gl II* - 6 = II Go IL + II GI lib, - E. Soit rle grow 
des rotations de S, , P la probabilite de Haar sur l7 On a done 

us, ut)) P(du) = s, G,,(us, ut) P(do) - s, Gl(us, ut) P(du). 

Les fonctions Jr Gi(us, ut) P(du) (; = 0, 1) sont continues sur S, x S, et 
de type 20. Comme elles sont invariantes par rotation, elles sont de la forme 
Gi((s, t)) (i = 0, 1) Gi &ant une fonction continue de [-1, l] dans [w. Par 
ailleurs G;(l) < II Gi lIrn = II Gi I]* d’oh llFll.+ >, G,(l) + G,(l) - E. C.Q.F.D. 

11 faut bien entendu noter que si G((s, t)) est de type 30 SW Sk x Sk , 
on a 

II WCs, t>)ll* = II G llm = Wh 

(puisque II G IL 6 II G((s, t>)ll* = sups G(<s, 9) = G(1) < II GIL). 

Rappelons quelques resultats sur la sphere unite Sk de W (voir, par exemple, 
[2]). Soit p la probabilite invariante par rotation sur Sk . 

Designons par H, l’espace des polynomes a K variables, homogenes de 
degre n et harmoniques sur W. H,, est de dimension 

N(n) = (k + 2n - 2)(k + It - 3)!/n!(k - 2)!, 

et on a la decomposition en sous-espaces orthogonaux: L2(Sk, p) = Ho @ 
Hl@...@H,@.... Soit d,,(s) (1 <j < N(n)) une base orthonormee 
de H, . Alors z?cF’ Aasj(s) Ansj(t) est une fonction sur Sk x S, qui ne depend 
que de (s, t); elle s’ecrit done P,((s, t)), P,(x) Ctant un polynome de degre n 
a une variable. D’aprb sa definition, il est clair que P,((s, t)) est une fonction 
de type 2-0 sur Sk x Sk . On a done I P,(x)1 < P,(l) pour x E C-1, 11. 

Sur [--I, I], on definit la probabilite 

r(W) 
rk(dx) = &Pr((k - 1)/z) 

(1 - 4(~-3)/3 dx. 

Pour toute fonction continue F: [-I, l] + [w on a alors: 

(noter que le second membre ne depend pas de t, parce que p est invariante 
par rotation). 

La suite P,(x) (n = 0, l,...) forme un systeme orthogonal complet dans 
L2([- 1, 11, 7rk), et on a la fonction generatrice: 

co 

c rlaP&) = (1 - T2)( 1 - 2YX + ry+. 
0 
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Enfin P,(x) est identique, au produit pres par un reel >O, au polynome 
(-l)“(l - ~~)-~(d”/dC”)(l - x~)%+~, avec 01 = (k - 3)/2. 

THBO&ME 3. Pour qu’une fonction continue Fz [- 1, l] + iR soit telle qu 
F((s, t)) est de type 30 SUT S, x S, , il faut et il sufit qm F(x) = xr a,P,(x) 
awec a, 3 0 et C,” a,P,(l) < +co. 

La condition est Cvidemment suffisante. Pour voir qu’elle est necessaire, 
on Ccrit F(x) = C,” a,P,(x) (d &composition de F dans L2([- 1, 11, x,)). Alors 
a, est du signe de 

/~lFo P&> Tcw = 1‘, xs F((s, 9) Pn((s, t>) /W @t) 
k k 

F(<s, 9) 4.d~) 4At) cL(4 /44 3 0 

puisque F((s, t)) est de type 30 sur S, x Sk . On a done a, > 0 pour tout n. 
Comme il existe une suite d’entiers 71, telle que Cp anP,(x) + F(x) presque 

partout sur [-1, I] ( convergence d’une serie dans L2), en faisant tendre x 
vers 1 on voit que C,” a,P,( 1) < + 00. 

TH~OR~SME 4. Soit F we fonctim continue rkelle SW [-I, 11. Pour que 
F((s, t)) E V(S,) @ %?(S,) il faut et il su.t que F(x) = C,” a,P,(x) avec a, E R, 

C,” I a.P,(l)l < +a. b a ah IIF(<s, t>>ll* = IX: I anPnU)l- 

Ce rtsultat est immediat d’aprb le theoreme precedent et la proposition 8. 
Noter que, dans ce theoreme, on peut prendre pour P,, n’importe quelle 

suite de polynomes orthogonaux sur [ - I, l] pour la mesure (1 - x2)(k-3)/2 dx, 
P, &ant de degre 7t (en effet, le theoreme ne change pas si on change P,, en 

M, , &a f 0). 

PROPOSITION 9. SoitFEL2([-1, l],~& F =x.,“anPn. Alors, si jr/ < 1, 
on a 

f a/P,(l) = (1 - r2) /:IF(x)(l - 2rx + ~a)-~/~ m,(dx). 
0 

I1 suffit de le verifier pour F = P, . Le second membre est alors 

1 n,(dx) = Y” j-l P,“(x) p,(dx) 
-1 

=Y 91 
J 
s, P,,~(s, u) p(du) = rnP,(l). C.Q.F.D. 



CONSTANTES ET FONCTIONS SUE LES SPHERES 29 

PROPOSITION 10. Soit F une fonction kelle continue impaire SW [- 1, l] 
telle que F((s, t j) E V(S,) @ g(S,). On krit F(x) = C,” azn+J’z,+l(x). On a alors 

i2 t-1)” a2n+lP2n+l(l) ” 
W/2) 

s 
’ 

= 21-k'2 nl/2q(k - 1)/q!? 
F(x)( 1 - ~2)(k-~)/2(~ - ix)-k/2 dx. 

-1 

Le polynome P, ttant de la paritt: de n, l’ecriture de F dans la base orthogonale 
P, ne comporte que les termes d’ordre impair. D’aprb la proposition precedente, 
on a 

if (-1)” a 2n+lP2n+l(l) 
0 

= liz (1 - r”) /:IF(x)(l - 2m + r2)-‘j2 rk(dx) 

ce qui donne aisement le resultat CnoncC. C.Q.F.D. 

Or, en prenant F(x) = xZn+l, on peut calculer explicitement le second membre; 
on trouve: 

214w(K/2) lim l 
#r((k - 1)/2) <-to s 

(1 -x2)(k-3)/2(E _ &-k/2 ~2n+l dx 
-1 

(k - 4)(k - 8) ..- (k - 4n) = +-l)” 
(k + 2)(k + 6) ... (k 

n 
+ 472 - 2) 

(pour > 1) 

=2 (pour n = 0). 

I1 en resulte immediatement: 

PROPOSITION 11. Soit F: [- 1, l] --+ R teZZe que 

F(x) = f  b2n+lx2n+1 avec f  I b2n+l I < 00 
0 0 > 

Alors 

$ C-1)” a2n+lP2n+1(l) = t (--l)n b2n+lA2n+ly 

02 A, = 1; 
(k-4)(k-8)~~~(k--4n) 

A2n+1= (k+2)@+6)...@+4n-2) * 
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En particulier, pour k = 4, on a 

$ C-1)” a2c+lf’2n+l(l) = ha 

Prenons maintenantF(x) = sin ax; lorsqu’on Ccrit sin ux = C,” a2n+IP2n+l(x), 
TV,, a le signe de Sk1 sin(a) J’s,+I(x)(l - x2)0: dx (a = (k - 3)/2) done le 
signe de 

I 
1 d2n+l 

- sin(ax) .- 
-1 

(dx)2n+1 (1 - .z2)2n+1+ar dx. 

En intkgrant 2n + 1 fois par parties, on trouve que cette intkgrale vaut 
(-1)n a2n+l St1 cos(ax)(l - x2)a dx. Si 0 < a < 7r/2, cos ax est 20 sur [- 1, l] 
et done (- 1)” a2n+l , > 0. On a done alors z,” (- I>” a2n+lP2n+l( 1) = 

CIY I a 211+IP2n+l(l)l = 11 sin(a(s, t))ll* . On a ainsi montrk 

PROPOSITION 12. Si 0 < a < 42, la ~orme 11 sin a(s, t)ll* (dam Z’espme 

w%) 63 %%N 2.m ZJ G42n+llP~ + I)!) azn+l. En particulier si k = 4, on a 
I( sin a(s, t)ll* = a; si k = 3,II sin a(s, till* = zr (-l)“(a2”+‘/(2n + 1)!(4n + 1)). 

On choisit alors a tel que /I sin a(s, t)ll* = 1 et on a vu que K,(k) < n/2a. 
Cela donne une majoration de K,(k) pour chaque k 3 2. En particulier 
K,(4) < T/2; K,(3) < 1,517. 
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