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Constantes de Grothendieck et fonctions de type
positif sur les sphéres
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Soit L un espace de Banach réticulé (‘‘Banach lattice”) sur R. Si «, ,..., x, €L
on définit (%% 4+ - + %202 = supfogxy + 4 o e R ER, ¢+
-+ =4 og% = 1} (cette borne supérieure existe dans L; voir [3] ou [4], ou on
donne une technique générale pour définir des fonctions sur les espaces de
Banach réticulés). Bien entendu, pour tous les espaces de Banach réticulés
usuels, qui sont des espaces de fonctions (espaces L?, espaces d’Orlicz,...)
on retrouve la définition évidente de (x% - - - x2)L/2

On peut donc définir le “‘complexifié” L¢ de 1'espace de Banach réticulé L,
qui est un espace de Banach sur C: ¢’est L X L, ou on pose (a + b)(x, y) =
(ax — by, bx + ay) et |(x, ) = (= + )2, (@, beR, x,y <L),

Soient U:L — M un opérateur borné entre espaces de Banach réticulés,
et Ug: Le — M le “‘complexifié” de U, défini de fagon évidente. On se pose
le probléme de majorer || U || connaissant || U ||, donc de trouver le plus petit
réel C > 0 tel que || Ug|l < C||U|| quels que soient P'opérateur U et les
espaces L, M. On le note Kg(2): c’est donc le plus petit réel C > 0 tel que
(U + (U2 ] < C1 U2 + 312 pour x, yeL, quels que soient
UL, M.

Plus généralement, on désigne par Kg(k) (constante de Grothendieck
d’ordre k) le plus petit réel C > 0 tel que I'on ait

MUz 4 -+ (U2 | < CRUY N + o + w22 )

pour xy,..., X, €L, quels que soient les espaces de Banach réticulés L, M et
Popérateur U: L — M.

On montre sans difficulté (voir [3] ou [4]) que, dans cette définition, on
peut se borner au cas ou L est un espace L*®, et M un espace L!; on peut méme
les supposer de dimension finie. En particulier, Kg(2) est le plus petit réel
C >0 tel que || Uc|| < C|| U\ quel que soit lopérateur U: [,® — I! (et
quel que soit ne N).

11 est évident que K(k) est une suite croissante, Kg(k) <C k. Grothendieck
[1] a montré qu’elle est majorée par Sh(n/2) = 2,301... . Sa limite est notée K
(constante de Grothendieck). Ce résultat permet donc d’écrire I'inégalité (1)
uniformément en k. On peut alors en déduire des théorémes de factorisation
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CONSTANTES ET FONCTIONS SUR LES SPHERES 17

d’opérateurs (voir [5, 3]) dont le plus classique est le théoréme suivant de
Grothendieck [1]: tout opérateur borné U: L® -» L* se factorise par un espace
de Hilbert; on a donc U = Wo V, avec V:L* — H, W: H— L, H étant
un espace de Hilbert, et de plus | V||| W| < Kgl| U

On définit aussi (mais nous ne nous en occuperons pas ici) les constantes
de Grothendieck complexes: K (k) est le plus petit réel C > 0 tel que on ait

UL+ -+ TUA P < CHUTAE+ -+ 1 DY

quel que soit I'opérateur U: LX) — L&(€, i) (L et L¢ étant des espaces
de fonctions complexes) et f, ,..., fr € LE(X). K;® est défini comme sup;, K (k).
On voit aisément, d’aprés la définition, que Kg“(k) <X Kg(k) pour tout k& > 2:
il suffit en effet de considérer LE(C) et LY, B, 1) comme espaces de Banach
réticulés sur R, en définissant (f+ i)V (f +ig)Y=fUf +i(gUg);
puis d’appliquer l'inégalité (1) & ces deux espaces et a Uopérateur U. On a
donc K < K. En fait, on a Kg® < Kg car Kg > 72 [1] et K€ <
e < 7|2 (Pisier [6]; y est la constante d’Euler).

Notons que I'on a K5(2) > 21/2: il suffit, pour le voir, d’appliquer I'inégalité
(1) avec k=2, a lopératear U: L= -> L}, défini par Ue = Le; + &,);
Ue, = (e, — €3) (e, , e, désigne la base canonique de L,* et aussi celle de 1,).
U est une isométrie, donc || U|| = 1; dans (1) on prend x;, = ¢, &, = ¢,
d’ou le résultat.

Notons enfin que Rietz [7] a amélioré la majoration de Grothendieck en
montrant que K < 2,261.

On se propose ici de donner de nouvelles méthodes pour majorer les K¢ (k);
les principaux résultats en sont les suivants:

Ko(2) = 212, Kg(d) <72, K < /2 log(l + 2112) = 1,782...

(C’est, trés vraisemblablement, la valeur exacte de K;).! Pour les autres valeurs
de k, on n’a que des résultats numériques, comme, par exemple, K5(3) < 1,517.
Nous allons d’abord donner une autre interprétation des constantes Kq(k)
en termes de normes dans des produits tensoriels.
Soient X, Y deux espaces compacts; €(X) ® €(Y) s’identifie (comme
R-algebre) au sous-espace de #(X x Y) formé des combinaisons linéaires des

F(%) g(y) (feB(X), geb(Y); cette fonction est notée f X g). Si Fe F(X) ®
#(Y), on définit sa norme (notée || F ll¢ e r) ou || Fllg):

| Fllg =inf Y 1 f;illl gl
i=1

pour toutes les représentations de F(x, y) sous la forme ¥, f;(¥) 2i(»). Le
complété de €(X) ® €(Y) pour cette norme est noté €(X) ® €(Y) (et appelé
produit tensoriel projectif de €(X), €(Y)). Son dual s’identifie (en tant qu’espace

! L’auteur a montré que Kg > /2 (non encore publié).
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de Banach) a I'espace des opérateurs bornés de #(X) dans €(Y)*, un tel
opérateur U définissant la forme linéaire T, telle que (Ty,f ® g> = (Uf, &,
pour fe€(X), ge€(Y).

Soient f: X —> R et 4 C X. Notons f, la restriction de f 4 4. On montre
alors la

ProposiTioN 1. Soit Fe4(X) R €(Y), X, Y étant deux espaces compacts.
Alors | Fllexsem = supll|Faxs leneew ; A, B ensembles finis contenus
respectivement dans X, Y}.

Soit Sy, la sphére unité de R* (définie par x,2 4 - + x;,2 = 1); pr; est la
fonction définie sur Sy, par pr{x, ,..., %) = x; . Ona (pr,)2 + -+ + (pr)? =1
sur S .

PrOPOSITION 2. Kg(k) est la norme dans %(S,) ® €(Sy) de la fonction
{x, vy définie sur S, X Sy .

Soit C = || pr; @ pr; + *** + pri ® pry g la norme de (x, y> dans €(S,) ®
%(S;) (évidemment C < k); soient 4, B finis CSj, tels que || pry @ pry + -+ +
Pt @ Prillecnoem = C — € (proposition 1); soit U: €(4) —€(B)* un
opérateur linéaire, || U =1 tel que <Upr ,pry + -+ {Upr, pryy =
[l pry ® pry + = + pre @ prilleneem = C — € (il en existe, car d’aprés
la remarque ci-dessus sur le dual d’un produit tensoriel, cela revient 4 chercher
T e[€(4) @€ (B)]* telle que || T|l =1 et T(pr; @ pry + = + pr Q pry) =
lpr @ pry + - + pri ® Prilleoew). Comme F(B)* = LYB, u) (u étant
formée d’une masse unité en chaque point de B) on a

k
C—e< Z <Uprivpri>
=1

= [ 3. (Upril&) pr®) wia8)

B =1

< L (Z [U pri(f)l2)1!2 w(d€) (puisque zk: pri = 1)

Kf|UmmfﬂL

=1

< KR

(Zk: (prz.)z)ll2 'L (par définition de Kg(k))

k
< Kg(kycar | Ul =1et ) pr?=1.

i=1

Comme e est arbitraire on a donc C < Kg(k).
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Inversement, soit U: L*(X) — LYB, p), | Ul =1, et f; ,..., fr eL*(X). On
cherche a montrer que [[((Uf,)* + - + (URP 2l < CIA® +  + i) |lo.
On peut supposer que X, B sont finis (voir définition de K(%)) et que
I(f2+ = + fil2|lo < 1. Soit X’ (resp. B’) la réunion des supports de
J1 oo fro (resp. Ufy ..., Ufy). On défimit Ji: L2(X") — L=(X) en posant Ji(p) =
e(fi® + o S5 Jor LB, p) —> LY(B', p) en posant Jy(p) = ¢ 1p'. On
définit V:L*(X') — LYB', u) par V = J,0 Uo J;; on pose ¢, = f,[(fi% +
e R I est clair que || il 1ol <1, done [V K| U=1 et
Vo, = Uf;; de plus .2 4+ - 4 ¢,2 = 1; on a donc

ICUAY + - + (URPP 2L = (Ve)® 4 -+ + (Vo)) 2

= [ 107+ (Vg1 d
k
= f(z Ve, "/’z’) dy,
B \i=1
avec iy e, Y LB, ), 12 + - + 32 = 1 (on prend

i = Vol (Ve + -+ + (Vo))

Or LYB', p) = €(B)* et donc V: €(X') — €(B)*; d’o

fB' (Zé Vo, - ‘/’z’)d# = §<V% by <V

_Z,‘Pi@'w[’i

lex) oe(8)

Or | V| < 1; par ailleurs, comme @2 + - + @2 = 1, ;2 + - + 2 = 1,

on a

= C.
€(S) (S

%
Z pr; ® pr;

i=1

<
€ R¥(B)

Zl‘Pi@‘/‘i

(en effet toute identité de la forme x;y; -+ + #,7, :2;;1 T3y ooy &7)
g/ Y1+ yx) valable sur S, X S, avec f;,g;€%(S;), permet d’écrire

i1 i) $i9) = it SHP(0)senr 2®)) &5(Ea(3)s--os $(3)))- On a done finale-
ment [[(Uf,)2 + - + (Uf)?) 2], < C. C.Q.F.D.

On montre de la méme fagon que K*(k) est la norme de la fonction (x, )
définie sur X, X X, dans €¢(X,) ® Fc(X;), X, étant la sphére unité de C*
(X ={(xg ooy 2 ) € CF; |2y P+ -+ % |2 =1}) et €¢(Xi) Pespace des
fonctions continues complexes sur X, .

On va s’intéresser tout d’abord 4 K5(2). On a
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ProPOSITION 3. Kg(2) est la norme de la fonction cos(x — y) dans €[—=, 7] @
EC[—m, 7).

On peut trouver f;, g; continues sur S, telles que

Yl fillol g lle < Kof2) 4 ¢
im1

et

XY+ Xyy = Zfz(’ﬁ ) %) X1, ¥2) (%2 + %2 = & + 3,7 = 1).
i=1

Donc on a

cos(x —y) = Y ficos x, sin x) g(cos y, sin y),
i-1

d’ou || cos(x — Ylig < Kg(2) + €. Donc || cos(x — y)lg < Kg(2).

Inversement, on a une représentation de cos(x — ) sous la forme ¥;_; () -
Pu(y) avee i1 1l @ llo | #: ke < || cos(x — )l + €. Si seS,, soit soit ofs) e
1--m, 7] tel que s = (cos «fs), sin a(s)). On a alors s, t) = cos(aft) — ofs)) =
31 oi(ls)) ¥i{a(t)) ce qui montre que [I(s, tHllg < || cos(x — y)llg + ¢ (noter
qu’il faut utiliser ici la proposition 1, car g; o &, ; o « ne sont pas continues).
Donc Kg(2) < ([ cos(x — y)lig + - C.Q.F.D.

THEOREME 1. Kg(2) = 212

On a 2 démontrer que | cos(x — y)llg << 212, Soient f, g des fonctions
bornées sur R, périodiques de période 27 et posons F = fxg. On a donc
F(x — y) = |7, f(x — 1) g(t — 9)dt[2n), ce qui montre que | F(x — Yo <
1flloll g1l ; on 2 en fait | F(nx — ny)lig < [ llo |l & I poUF tout n > 1.

Dans la suite, on prendra

g(x) = sgn(cos x) = —4—§: (1" cos(2k + 1)x
TS 2k 41

et f{x) sera continue, paire, et telle que f(r + x) = —f(»). On a donc

F(8) = 3 o cos(2k -+ 1)

et
F(x) = (f * g)(x) = a, cos x + azcos 3x 4 -

avee

2
Aoyl = o : 2k + 1 Koty -
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Supposons que lon ait choisi f de fagon que oy > [ |/3 -+ | [/S + .
On a alors g > |ay|+ |az |+ ~--. Alors la série de Dirichlet D(s) =
a; + af3° + 4 (g2.41)/(2k + 1)* + *-+ converge absolument pour s =0
et on a 1/D(s) = by + byf3° + -~ + (bprn)/(2k 4 1)°* + --+; c’est une série
de Dirichlet absolument convergente pour s > 0, dont les coeflicients sont
donnés par a6, = 1; a;by + azb, = 0;...; D 4in asby,e = 0 pour n impair >1.
On a donc la relation de récurrence

b, = _ L Y agb,;  pour n>1.
ik

Par ailleurs, la fonction F' étant bornée sur R, on a

Y by iF((2k + 1)x) = Y @gy41bgpsq cOS(2k + 1)(21 + 1)x
0

k10

=Y cos(2r + 1)x Y agberig)a = cosx

r=0 d|2r+1

(les regroupements de termes sont justifiés par le fait que la série
double ay;,,b5;,, est absolument convergente). On a donc cos(x — y) =
Yo boniF((2k + 1)(x — ¥)) et en prenant les normes dans €[—m, 7] &

€[—m, =], on a donc

(i) KG(Z) < Hf“oo(i byl +1bg |+ - F | bgeys | + 7).

Posons x(2k + 1) = 2172 cos(2k - 1)(m/4) (= 4-1); on a donc x(mn) = x(m) x(n)
st m, 7 sont entiers impairs.

Supposons que f ait été choisie de fagon que oy, soit du signe de
—(—1)* x(2k + 1) pour k& = 1 (o étant >0 d’aprés la condition précédemment
imposée a f). Alors @, > 0 et ay,; est du signe de —y(2k+ 1) si &2 > 1.
On montre par récurrence que by, est du signe de x(2k + 1) pour & > O:
sik=0,b=1fa, >0;sik>1,ona

—1
byrrs = —— Z agb i) ra 5
1 d|2k+1

or —agh(sr. 1)/ est du signe de x{d) x((2k + 1)/d) (d’aprés I’hypothése d’induc-
tion appliquée a (2k + 1)/d << 2k + 1) c-a-d y(2k 4- 1); c’est donc le signe
de by -

D’apreés (i) on a donc

Ko@) <If oY b2k + 1).
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Comime les séries de Dirichlet

Dox+1 bop1
Z(2k+l)8 et z(2k TIr

sont inverses I'une de Pautre, et que y(mn) = x(m) y(n) pour m, n impairs,
on a évidemment Yy byax(28 + 1) = 1/Y @orax(2% + 1) = 1/212F(n[4).
On a donc Kg(2) < || fllof2'?F(/4). On a

()0 3) - 2 [sos(5 e

Or g(t) = sgn(cos t), donc g(n/4 — t) = | site€[—n[4, 3n/4], g(n]d — 1) = —1
si t € [—m, —n/4] U [3n/4, 7]. Donc

P = roa—["rwa-[ joa,
mais comme f(t) = f(—t) = —f(7 4 ¢) on trouve
F(Z) = 2 jo "ty a.

Supposons enfin que f(¢) = || f ||, pour ¢ € [0, 7/4]. On a alors F(m/4) = 1|/ fll ,
d’ot K(2) < || fllof2V2F (wr[4) = 21/2, ce qui est le résultat cherché.

Il reste & trouver une fonction f continue paire sur R, telle que f(f) =
—f(t + ) et satisfaisant les conditions imposées, & savoir

(1) f@ =Iflo pour te[0,n/4],
(2) o >0, sgnagy = —(=1) x(2k+1)  pour k2>1,
() o >logl3+TaglfS+ - + | ogpey /(28 4 1) 4 -, les oy, étant

les coefficients de la série de Fourier:
o) = Z Oopq COS(2R 4 1)t
0

Il suffit évidemment de définir f sur [0, #/2]. On pose f(t) = &(=[4)® si
t [0, w/4]; f(¢) = (w/4)2(7]2 — t) — ¥(mw[2 — £)® si te[n/4,w[2]; f est alors

continue, et méme dérivable sur R; on a || f|lo, = %(7/4)® d’ott la propriété (1):

4 /2
s = — L £(2) cos(2k - 1)t dt

42412 -
= ok T ¥+ D (g — D)
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Comme onal > 7/4 > §, on en déduit la propriété (2). Enfin la propriété (3)
§’écrit

- 1 7 (=1F
1= >“(2k+1)4( "T)

Or n/4 — (—1)*/(2k 4+ 1) < 7/4 + } ; comme

< 1 t
—— =,
121 2k 41 96
il suffit de vérifier que 1 — w/4 > (7/4 + 4)(=*/96 — 1) ce qui est immédiat.
C.Q.F.D.

Une norme équivalente sur 6(S) & €(T)

Soient S, T deux espaces compacts et &(S, T') ’ensemble des fonctions
F: S X T—R qui ont une représentation de la forme F(s, ) = (X, , ¥,>
ou s — X, t — Y, sont des applications continues de S, T' respectivement
dans un espace de Hilbert A, telles que || X, | = || Y, || = p quels que soient
se S, teT. On définit alors || F'||y comme la borne inférieure des p? pour
toutes ces représentations de F. On a évidemment || F|l, < || F .

&(S, T) munie de || ||y est une R-algébre normée

SiF(s,t) =<(X,,Y,>, on a AF(s, ) = {sgnA | A2 X, [A[}2Y,>, ce qui
montre que AF e &(S, T) et que [[AF|, < |A]]F|; pour I'inégalité inverse,
changer A en 1/A et F en AF.

Soient F, F'e &£(S, T); on a donc F(s,t) = <X, , YD, F'(s,t) = (X, , Y
avec || X, || = || Vil = p, | Xi|| = || Y;|| = p’- On peut évidemment supposer
que X,, V;eHet X,, Y,eH pour seS, teT, H et H étant deux sous-
espaces orthogonaux d’un espace de Hilbert 5. Dans ce cas, on a

Fls, 1) +F(s,t) =<X;+ X, Y, + Y>

et
I X, + X{UP = 1Y, + Vi = p* + p™.

Cela montre que F - F' € &(S, T) et que |[F+F'|l, <[ Fllsx + | F |-
pouvait supposer de plus que 5 est un espace de Hilbert de variables aleatmres
gaussiennes. Dans ce cas, toute variable de H est indépendante de toute variable

de H’. On a donc
XX, VYD = E(XY, - XY)) = E(X,Y,) E(X[Y;) = F(s, {) F'(s, t).

Or | X X;|E =] Y, Y|P =p%?2 Il en résulte que FF' e&(S, T) et que
NFF |l <HUF s 1F Y]y
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ProrosiTION 4. Soit F: S X T — R, F(s,t) = (X,, Y, s> X,, t > Y,
étant continues sur S, T & valeurs dans un espace de Hilbert H. Alors | F |, <

sup, || X || sup; [} Ve [l

On peut supposer que sup, || X, || sup;|| Y;|| = l etonadonc| X,|||| Y. || <1
quels que soient s, . Posons M = sup,|| X,|, X; = X,/M, Y, = MY,.
Alors || X, | Y7l <1 quels que soient s, t: en effet soit s,€ S tel que
I XSOH = M; on a | Xso Yl <1 donc | Y,| < 1/M pour tout £

Soient ¢, , e, deux vecteurs de norme 1, orthogonaux entre eux et 4 H. Posons
X=X, +o(de, Y{ =Y+ (e avec os) = (I — || X [PV d(t) =
(1— 1| Y;[12. On a alors F(s, 1) = (X7, ¥!> et | X[ = ¥/ || = 1. Donc
IF e < 1.

ProrosiTiON 5. Soit Fe&(S, T), || Fllx < 1. Alors il existe deux applica-
tions continues: s — X, t — Y, de S, T respectivement dans un espace de Hilbert H
telles que F(s,t) = <(X,, Yo et | X, || = | V|| = 1.

On a en effet F(s, 1) = (X,, Y,y avec | X,|| =1 Y| =p <1 et il suffit
d’appliquer la démonstration précédente.

&(S, T) est complet pour la norme || ||,

Soit (Fy)aen une suite dans &(S, T), telle que || F, |, << 27" On cherche
Feé(S, T)tel que || Fy + - + F, — F|, — 0 quand 5 — oo. Pour chaque #,
on a F,(s, 1) = 1/2<X,», Y,>, les fonctions s - X *, t — Y,* étant continues
sur S, T, a valeurs dans un espace de Hilbert H, | X,*|, | Y,*| < 1. On
peut évidemment supposer que les H, sont des sous-espaces deux-a-deux
orthogonaux d’un espace de Hilbert H. Posons X, =3 ,2-%2X 1" V, =
3 027 n2Y . 1 est clair que X,, Y, sont des fonctions continues de s, t
(somme de séries normalement convergentes de fonctions continues). Posons
F(s, 1) = (X, , Y;>;onadonc F e &(S, T),F — (Fyt+F,) = (i1 272X,
T2 2BV ; dlot

IF—(Fo+ - 4 Fp)lx < sup

8

i 27k2X F ” sup

n+1 t

o] b

n+l

C.QF.D.

TutorEME 2. &(S, T) = €(S) ® €(T) et la norme | |4 est équivalente a
celle du produit tensoriel. Plus précisément, si F e €(S) R €(T) on a ||F|, <
I Flle <IIFlx /2 log(1 + 2/%).

Si fe€(S), ge€(T) alors f(5)g(1) e (S, T) et | f(5) 8Wlx < fllwllgllw
(on applique la proposition 4 avec H = R). Par combinaison linéaire, il en
résulte que €(S) RE(T)CE(S, T) et que ||Fi <||Fllg pour toute Fe
%(S) @ €(T). Pour l'autre inégalité, on utilisera le
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LemMmE 1. Sotent Fe&(S,T) et a>0 tels que |Fl|,<w/2a et
|sinaF|l, < 1. Alors||F|g < =/2a.
Noter que sin(aF)e &(S, T) puisque (S, T') est une algébre de Banach.

Soit (X, Y) un couple de variables gaussiennes normales (| X |, = || Y|l = 1).
Un calcul aisé montre que

E(sgn X - sgn Y) = (2/m) arc sin E(XY).
Comme || sin(a¢F)||, < 1, on a d’aprés la proposition 5:
sin aF(s, 1) = <{X,, Y,

X, , Y, étant fonctions continues de s, t 4 valeurs dans un espace de Hilbert H,
| X;ll =] Y;|| = 1. On peut évidemment supposer que H est un espace de
variables aléatoires gaussiennes sur 'espace de probabilité (2, &, P). D’aprés
la remarque précédente, on a alors

E(sgn X, sgn Y,) = 727— arcsindX,, Y =2_n_iF(s, t).
Donc

F(s,t) = — f sgn X (w) sgn Y(w) P(dw).

Cette formule montre immédiatement que si S’, T’ sont des parties finies
de S, T alors || F(s, t)gshee@) < m/2a. Dol le résultat par la proposition 1.
C.QF.D.

Soit alors Fe&(S, T). On a

(a Fyenil

| sin(aF)l = HZ( —1r T

| <Sh(al|FIl)

puisque £(.S, T) est une algtbre de Banach. Posons @ = [log(1 -+ 24/2) — €]/[| F ||s,
0 < e <log(l 4 2172). Alors Sh(a|F|y) <1 donc | sin(aF)|, <1, et
d’apreés le lemme 1, on a

1 Flle < 7/2a = | Flly 7/2(log(1 4- 2'/2) — «).

D’ou le résultat en faisant tendre e vers Q.

CoRrOLLAIRE. K < /2 log(1 + 2172),

On a vu que Kg(k) est la norme de (s, t> dans €(S,) ® €(S,). On a donc
KRy <|I<s, D4 w2 log(1 + 21/2). Mais, évidemment, par définition de
Il s> on a [Ks, £l <1 (en fait [[<s, 2]l = 1 car || |l 2| [lo)- On a donc
Ks(k)y < 7j2 log{1 - 2'/2) pour tout ke N. C.Q.F.D.
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On se propose maintenant de majorer Kg(k) = [IKs, Dle(sp@#(s, en utilisant
le lemme 1. On est donc amené 2 calculer || sin ads, £, dans &(Sy, Si); en
appelant g, la borne supérieure des a <C 72 tels que | sin ads, 1|, < 1, on
aura Kg(R} < 7f2ay. On va, plus généralement, calculer ||F((s, D), pour
F:[-1,1]->R.

Fonctions de type positif sur les sphéres

S étant un ensemble quelconque, une fonction F: S x S — R est dite de type
positif si F(s, t) = F(t,5) pour s,1€.S et X< j<n @ F(s; , 8;) = 0 quels que
soient §; ,..., s, € S et ay ,..., @, € R. Cela équivaut a dire qu’il existe une famille

(X4)ses dans un espace de Hilbert H telle que F(s, t) = (X, , X;>.

ProposiTioN 6. Soient S un espace compact et F continue sur S X S et
de type >0. Alors Fe €(S) R €(S) et || Flly = || Flwo -

On a F(s,t) = {X,, X;> et donc [|X,— X, [P =F(s,s) + F(sy, ) —
2F(s,sp) > 0 quand s — s, puisque F est continue. Donc X, est fonction
continue sur S et Fe £(S, S). On a

[l < sup || X, |} sup I Xl = sup || X, |; = sup F(s, s) <1 Fll,
d’ou Iégalité.

ProPOSITION 7. Soit F e €(S) ® %(S), symétrique et constante sur la diagonale
de S x 8. Alors pour tout € > Q il existe deux fonctions G, G’ continues de type
posttif sur S x S telles que F = G — G et |Fl, Z|Glls + G |« — e

Supposons || F ||, = 1 — ¢; d’aprés la proposition 5 on a F(s, t) = (X, Y,
| Xl =Yl =1, X, Y; fonctions continues a valeurs dans I'espace de
Hilbert H. On a donc (X, , ¥V, = (X;, Y et (X, ¥,> est constant sur S.
Posons G(s,1) = X, + Y, X, + Y, G(s,t) = KX — Y, X, — Y.
G et G' sont donc continues de type =0 sur S X S et on a bien F(s, 1) =
G5, t) — G'(5, t). Dautre part: || Gl = sup, } | X, + Y, [P = 3| X, + ¥, I
quel que soit s€ S, car | X |2 = {| Y |2 = 1 et (X, Y,> ne dépend pas de s.
De méme | G' ||« = || X; — Y, |2 Il en résulte que

Gl +11G s = HI X P+ Y,[F) =1 <|Flx+e C.QFD.

ProposITION 8. Soit F: [—1, 1] — R une fonction continue telle que F(<s, t)) €
#(S,) ® B(S;). Pour tout ¢ >0, il existe deux fonctions continues G, G':
[—1, 11 = R, telles que G(<s, 1)), G'({s, t>) sotent de type positif sur S; X S,
telles que F = G — G’ et | F|l. = G(1) + G'(1) — .

D’apreés la proposition précédente, il existe deux fonctions Gs, t), Gy(s, t)
continues de type >0 sur S; X Sy telles que F((s, 1)) == Gfs, t) — Gy(s, t) et
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1EEs, Dlls 211Gy lx + 11 Gille — € = || Ggllo + | Gy [l — €. Soit I'le groupe
des rotations de .S, , P la probabilité de Haar sur I'". On a donc

F((s, t5) = LF(@;, ot) P(do) = L Gy(os, ot) P(do) — L Gy(os, ot) P(do).

Les fonctions [r Gy(os, ot) P(do) (i = 0, 1) sont continues sur S, X S, et
de type 0. Comme elles sont invariantes par rotation, elles sont de la forme
Gi(<s,£>) (i =0, 1) G; étant une fonction continue de [—I, 1] dans R. Par
ailleurs G{(1) < | Gy I, = || G Il dou [ Fl, = Gy(1) + Gy(1) — e. C.Q.F.D.

Il faut bien entendu noter que si G({s, 1)) est de type >0 sur S X S,
ona

1 G({s, HNls =11 G llo = G(1),

(puisque | Gl < | (s, DYlw = sup, G(<s, ) = G(1) <[ G ).
Rappelons quelques résultats sur la sphére unité .S;, de R* (voir, par exemple,
[2]). Soit p la probabilité invariante par rotation sur S, .
Désignons par H, l'espace des polynémes & k variables, homogénes de
degré n et harmoniques sur R*. H, est de dimension

N(m) = (k4 2n — 2)(k + n — 3)!/nl(k — 2)1,

et on a la décomposition en sous-espaces orthogonaux: L3S, ) = Hy @
H® - @H, @ . Soit 4,,5) (1 <j< N(n) une base orthonormée
de H, . Alors Z;: (1" ) 4, {s) 4, 4t} est une fonction sur S X S qui ne dépend
que de s, t); elle s’écrit donc P,({s, £>), P,(x) étant un polynéme de degré =
a une variable. D’aprés sa définition, il est clair que P,({s, t>) est une fonction
de type =0 sur S, X S;. On a donc | P,(x)] < P, (1) pour xe[—1,1].

Sur [—1, 1], on définit la probabilité

my(d) = —— L C2) (1 — B s,

w20 ((k — 1)/2
Pour toute fonction continue F: [—1, 1] — R on a alors:
1
[ Py man) = [ F(¢s ) ()
-1 S
(noter que le second membre ne dépend pas de ¢, parce que p est invariante
par rotation).

La suite P,(x) (n =0, 1,..) forme un systtme orthogonal complet dans
L[ —1, 1], m), et on a la fonction génératrice:

é""l’n(_x) = (1 —r2)(1 — 2rx + r2)~*72,
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Enfin P,(x) est identique, au produit prés par un réel >0, au polyndéme
(=1 — a¥~=(d*[dx™)(1 — a?)r+e, avec a = (k — 3)/2.

TutOREME 3. Pour qu'une fonction continue F: [—1,1] — R soit telle que
F((s, £)) est de type =0 sur S, X S, , il faut et il suffit que F(x) = ¥y a,P(x)
avec a, > 0 et Z;o a, P (1) < 4c0.

La condition est évidemment suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire,
on écrit F(x) = Yy a,P,(x) (décomposition de F dans L¥([—1, 1], m,)). Alors
a, est du signe de

J P Pt malds) = [P 19) Pols ) ) i)

- SiX S

N(n)

= Y [ F( 1) 40(9) A1) (@) (dt) > 0

d=1 ¥ SeX 8

puisque F(s, t)) est de type >0 sur S X Sy . On a donc a,, > 0 pour tout n.

Comme il existe une suite d’entiers 7, telle que Y'3” @, P,(x) — F(x) presque
partout sur [—1, 1] (convergence d’une série dans L?), en faisant tendre x
vers | on voit que Yy a,P,(1) < -+oo.

TueorREME 4. Soit F une fonction continue réelle sur [—1,1]. Pour gque
F(s, 1) € €(Sy) ® B(Sy) il faut et il suffit que F(x) =¥ a,P(x) avec a, € R,
Yo | @Po()] < +00. On a alors || F(Cs, £))llx = Zg | xPa(1))

Ce résultat est immédiat d’aprés le théoréme précédent et la proposition 8.

Noter que, dans ce théoréme, on peut prendre pour P, n’importe quelle
suite de polyndmes orthogonaux sur [—1, 1] pour la mesure (1 — x2)%~3/2 dy,

P, étant de degré n (en effet, le théoréme ne change pas si on change P, en
MNP, A, 5 0).

ProposITION 9. Soit Fe L(([—1,1],m), F = Y5 a,P, . Alors, st |r| < 1,
on a

@ 1
Y a,r"P,(1) = (1 —72) f F(e)(1 — 2rx + r2)*12 m (dx).
] -1

Il suffit de le vérifier pour F = P, . Le second membre est alors

[ o) [ £ ropute)] mtan) = 7 [ Pty maie)

e m=0

= f P,2(s, u> u(du) = r"P,(1). C.Q.F.D.
Sge
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PropoSITION 10. Soit F une fonction réelle continue impaire sur [—1, 1]
telle que F((s, t)) € 6(S;) © €(S,). On écrit F(x) = S GonsaPania(%). On a alors

i Z (—1 2 41P2n1(1)
0

= 3 im f F(a)(1 — 23)-9/2(e — ix)+/2 d.

. Q12
PRIk — 1)

Le polyndéme P, étant de la parité de #, écriture de F dans la base orthogonale
P, ne comporte que les termes d’ordre impair. D’apres la proposition précédente,
ona

Y (—1)" GyuaPonial) = lim (1 — 7% [ F()(1 — 27 + 782 my(ds)
0 r-1 -1

ce qui donne aisément le résultat énoncé. C.Q.F.D.

Or, en prenant F(x) = x2**1, on peut calculer explicitement le second membre;
on trouve: '

2-FRIR2) 2V(k-3)/2( — 7x)K/2 y2n1
AR — 1)) lgg f—1(1 — %) (e — fx)y~*/2 x2n+1 dy

(k — 4)(k — 8) - (k — 4n)
(& +2)k £ 6) (& +4n —2)

=1 (pour n = 0).

=i(—1) (pour z = 1)

Il en résulte immédiatement:

ProrosiTioN 11. Soit F: [—1, 1] — R telle que

F(x) = Z SR (avec Z Fbany | < 00)
0 0

w

= Z @11 Pon11(%)-
0

Alors
Z (—1)" agni1Pansa(l) = Z (—1)" byni14ons1 5
0 0

(A —4)k —8) - (k —4n)

R R R R R T
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En particulier, pour k = 4, on a

z (—1)" agy 1 Pania(1) = by .
)

Prenons maintenant F (x) = sin ax; lorsqu’on écrit sin ax = ¥y g1 Pons1(%)s
@yn,1 2 le signe de f 1 sin(ax) Py, 4(x)(1 — x®)*dx (« = (k — 3)/2) donc le
signe de

+1

Y de 2)2n+1
——f_l sin(ax) - @ (1 — x?2)Entlte gy,
En lntegrant 2n + 1 fois par parties, on trouve que cette intégrale vaut
(—=1)» a2"+1f 1 cos(ax)(1 — a?y dx. Si 0 < a < 72, cos ax est >0 sur [—1, 1]
et donc (—1)"dgeyy =0. On a donc alors Yo (—1) @1 Ponia(l) =
Yo | @gni1Panss(1)] = [l sin(als, t))|lx . On a ainsi montré

ProposiTION 12. S7 0 < a < #/2, la norme | sin als, t)|, (dans Despace
€(S;) QD €(Sy)) vaut Yy (Agnia/(2n + 1)) @1 En particulier si k = 4, on a
I sin ads, £y = a3 5i & = 3, | sin ads, £y, = S5 (—1)"(@3(2n + 1)l(d4n + 1).

On choisit alors a tel que || sin als, t)|ly = | et on a vu que Kg(k) < =/2a.
Cela donne une majoration de Kg(k) pour chaque k > 2. En particulier
Kg(4) < 7j2; Kg(3) < 1,517,
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