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Algebre homologique/Homological Algebra

Lambda-opérations et homologie des matrices

Philippe GAUCHER

Résumé — On étend les A-opérations sur I’homologie cyclique de A a I’homologie de I'algébre de
Lie gl (A) & I'aide des puissances extérieures de matrices. On exhibe une formule exprimant le
comportement de celles-ci par rapport 4 la somme directe des matrices. Cette formule fait intervenir
le coproduit ainsi que le surproduit induit par le produit tensoriel de matrices [3].

Lambda-operations and homology of matrices

Abstract — One extends h-operations from the cyclic homology of A to the homology of the Lie
algebra gl (A) using exterior powers of matrices. One shows a formula giving their behavior with
respect to the direct sum of matrices. It uses the coproduct and the “overproduct” induced by the
tensor product of matrices [3).

0. InTRODUCTION. — Les A-opérations de ’homologie cyclique d’une k-algebre commu-
tative et unitaire A (k un corps de caractéristique 0) [7] s’étendent a 1’algebre de Hopf
F=H, (gl (A), k), le produit étant induit par la somme directe des matrices. On a
montré dans [3] que le produit de Loday-Quillen s’étend en le surproduit induit par le
produit tensoriel de matrices. On va donner des formules exprimant le comportement de
ces A-opérations avec le produit et le surproduit. Dans la quatriéme partie, on montre le

lien avec les formules classiques sur les A-opérations. On notera (Z)=n Yk!(n—k)!) le

coefficient binomial.

1. ArceBre DE HopF AVEC SURPRODUIT (AHS). — Une algébre de Hopf avec surproduit
X est une algébre de Hopf ((co)unitaire et (co)commutative) munie d’un produit supple-
mentaire noté & compatible avec le coproduit et tel que

X @ (J’z)=z(x) (x(l) @J’) (x(z) @ z),
x®y=S(x)®S(),
x®1=1& x=uc(x),

ot A(x)=2Zx,,® X, est le coproduit, u P'unité, ¢ la cotinité et S I'antipode. On posera
u(x ® y)=xy (le produit de x et y). L’AHS sera dite unitaire si son surproduit I’'est. On
sait que le produit tensoriel de matrices induit sur % un surproduit non unitaire [3]
étendant le produit de Loday-Quillen de HC, _, (A). Deux autres exemples d’AHS sont
donnés par les algébres de Hopf k[(R, +)] et k[(R, +)]" (complété par I'idéal d’augmen-
tation) ou le surproduit est induit par le produit de R qui est ici un anneau commutatif,
Si f et g sont dans End, . (o) (i.e. les endomorphismes k-linéaires d’'une AHS 5¢), on
note f@g=p(fQg)A et fQg=&® (f®g)A. On rappelle que (End,_;, (5¢), +, @) est
une k-algébre de neutre uc et que (End, ., (), @, @) (i.e. les endomorphismes de
cogebres) est un anneau [3].

2. LES A-OPERATIONS SUR .. — Sur I’homologie de gl (A) a coefficients triviaux [1],
on définit des A-opérations de la fagon suivante. Le foncteur algébre extérieure k fois,
noté A¥, permet de construire des morphismes d’algébres de Lie A de gl, (A) dans gl (A)
en associant a a de gl (A) I'élément de gl(A*A") qui envoie v; A...A 7 sur
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Y vy A...AQv; A...A v eten plongeant gl (A*¥ A™) dans gl (A) par choix d’une
i=1,...,k

base. Le morphisme de cogébres induit (A}), de H, (gl,(A), k) dans H, (gl (A), k) est
indépendant de ce choix. A partir de [7] et en utilisant le construction 8 de [3], on
montre :

PROPOSITION 2.1. — On considére les morphismes de cogébres de H, (gl,(A), k) dans
Cy:H*(gIcn (A)3 k) i e("__:l_+i) " i @(n_'l_},i)
aﬁ= @iimpair-(k(An ),i," ! et bn= @ipair<k(An ),; '

(f€» désignant f@ . ..@[f(n fois)). Alors a“Qb% est compatible avec le systéme inductif

convergeant vers . En passant a la limite inductive, on obtient un morphisme de cogébres
noté \*. M
Remarque. — La restriction a la partie primitive redonne les A-opérations sur I’homolo-

gie cyclique [7].

3. COMPORTEMENT DES A-OPERATIONS SUR .. — On va €lucider maintenant le comporte-
ment de ces A-opérations avec le produit et le surproduit ainsi que la fagon dont elles se|
composent entre elles. On fera le lien avec les A-anneaux au paragraphe suivant. |

THEOREME 3.1. — Soient x et y deux éléments de £ =H, (gl (A), k), fet g deux
éléements de End, _ . (). Alors on a :

A" (xy)= 2(;\:) ( (! (xu)) @ A (.Vu)))- .- (kk_1 (x(k—— 1))® Al (J’(k— 1))) AX (x(k)) A (J’(k)),
Af (f@g)=7&"f@ lkg D @i+j=k, i#0,j#0 7\vif@ ?\.jg. H
THEOREME 3.2. — Avec les mémes hypotheéses, on a :
M ®y)=P, (A, ..., i A, L ML) (e ® ),
M@g=P,A'f, ..., NS Mg, .., W),
ou P, est le polynéme universel classique apparaissant dans la définition des h-anneaux [5]
et ou iy (X®y;...¥,)=0 (les y; étant primitifs et g21), i, (x@1)=x, i,(x®@y)=i, (¥ @ X)

et ou, dans P,, la somme est remplacée par @. et le produit par ® (des produits de
convolution de fonctions allant de ¥ ® £ dans ). W1

THEOREME 3.3. — Avec les mémes hypotheses, on a :
A’k (;“k' (X)) =Pk, k' (A‘la R R )"kk’) (JC),
MAS=P o A f, - W),

ou P, . est le polynéme universel apparaissant dans la définition des h-anneaux [5] et oi,
dans P, ,., la somme est remplacée par @ et le produit par @. W

4. COMPARAISON AVEC LES FORMULES CLASSIQUES SUR LES A-QPERATIONS. — L’AHS.¥
considérée precédemment n’est pas unitaire. Introduisons ’AHS suivante notée %, : en
tant qu’algebre de Hopf c’est k[Z]® £ ; le surproduit de [m]® x et [n]® y vaut

Z(x) (y) [m”/]®(x(1)- X Y1y - - Yom Knt 1)@ Yms 1))
pour m et n_>__0,(,
T [ ® Xty - Xy Sy - - - S (Vemy) Kt 1y @S (M= ms 1))
pour m<0 et n=0,
2 Mm@ (S (x1))- - - Sx—m) Viay- - - Yimy (S (X—n+ 11)®J’(m+ 1))
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pour m=0 et n<0,
E(x)(y) [mn] & (S (x(n)- - .S(x(_,,))S(y(l)). . -S(J’(—m)) (S (x(—n+1))®S(Y(—m+ 1))))

pour m et n<0.

Soit ¢ la surjection canonique de £, dans £ qui a [m]® x associe x et T I'injection
canonique qui a x associe [0] ® x (morphismes d’algebres de Hopf seulement). Alors &,
est une AHS unitaire de neutre [1]® 1=¢e([0]&® 1 reste le neutre du produit). On est
alors en mesure d’énoncer le

LeEMME 4.1. — Soient (1.1");(g o €l (Vk)kgo deux familles de morphismes de cogeéebres
définies respectivement sur £ et sur £ . telles que
Vem=eW,  vemx=x, [T W &vi(xe.y),
i+j=k

V)= (x) (k>0), V'(x)=[1]®n° )
pour tout x dans ¥ dé longueur 21, et
() =0ov* 1t (x)
pour tout x dans L.
Alors les (W), 5 o vérifient les formules du théoréme (3.1) si et seulement si

V¥ (xy)= Z(x) () (v° (x(1)) ® V¢ (J’(1))) oV (x(k+ 1))® vO (J’(H 1)))
pour tout x et y dans & . . *-\ |

THEOREME 4.2. — En prenant pour (MW= 0o la famille des h-opérations définies ci-dessus
sur ¥, et en posant V*=ML\* omn obtient que l'opération N(f)=N\'f munit I'anneau
(End, . (£ ), @, ®) dune structure de Ah-anneau spécial. Sur & ., on a de plus les

formules suivantes :

(1) AF (xy)=z(x) (¥) (A° (x(l)) & A (J’(1))) L (AF (x(k+ 1)) ®A° (.V(k+ 1))):
(2) Mx®y)=P Ay, ..., M My, o M) (@),
3) M =Py M1, ..., M) (x),

xetyétantdans &,.. W
L’AHS £[R] introduite au paragraphe 1 est unitaire et on a le

THEOREME 4.3. — Si R est un A-anneau spécial, k [R] est une AHS munie de
A-opérations de wmaniére évidente et [opération N (f)=Af fait de [Ianneau
(End, . (k[R])), ®, ®) un A-anneau spécial. Les formules (1) (2) et (3) sont également
vraies sur k[R]. 1

Remarque. — Les formules (1) (2) et (3) sur £[R] appliquées a des éléments « group-
like » (I.e. s1 A(x)=x® x) redonnent les formules classiques sur les A-anneaux. Par
exemple (1) devient pour des ¢léments « group-like » x et y de K[R] (qui sont dans R
car k est intégre) :

MOp)=R0 (@A (3). . . A ()RR ().

On peut aussi remarquer que tout ce qui a été dit sur k[R] peut étre dit pour k[R]" (le
complété de k£[R] pour la topologie m-adique, m étant ’idéal d’augmentation). II suffit
pour cela de vérifier que les A-opérations sont continues pour cette topologie.

5. EXTENSION DES THEOREMES PRECEDENTS. — Tous les résultats ci-dessus sont encore
valables si I’on remplace ’homologie de gl (A) par son homologie non-commutative [6].
L’homologie cyclique de A est alors remplacée par I’homologie de Hochschild de A [2]
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et les A-opérations induites coincident avec celles déja connues [6]. De méme, on peut
remplacer ’homologie de gl (A) par celle du groupe GL_(A) et alors ’homologie
cyclique de A devient la K-théorie algébrique de A munie de ses A-operations usuelles [4].

Note remise le 15 juin 1991, acceptee le 19 juillet 1991.
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