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Algébre homologique/Homological Algebra

Produit tensoriel de matrices et homologie cyclique

Philippe (GAUCHER
Résumé — Si A est upe (-algébre unitaire associative et commutative, le produit tensoriel de
matrices permet de définir sur H, (gl (A), @) un produit qui, avec la somme usuclle, en fait un
anneau gradué commutatif. On donne une formule explicite de ce produit 4 partir de sa restriction
4 la partie primitive €t on montre que cette restriction coincide avec le produit de Loday-Quillen
sur "homologie cyclique.
Tensor product of matrices and cyclic homology

Abstract — If A is an associative and commutative Q-algebra with unit, the tensor product of
matrices enables us to define on H,(gl,{(A), Q) a product which gives it with the usual sum a graded
ring structure which is commutative. One gives an explicit formula for this product. After restriction
to the primitive part, this product coincides with the Loday-Quillen’s product on cyclic homology.

0. INTRODUCTION. — On se place en caractéristique 0 et A et A’ désignent des
Q-algebres associatives avec unité. Dans le cas ol p= oo, H, (g1, (A)), ot gl (A) désigne
I’algébre de Lie des matrices carrées de taille p a coefficients dans A, posséde usuellement
une structure d’algébre de Hopf, le produit étant induit par la somme par bloc des
matrices et la comultiplication &tant induite par la diagonale. Sa partie primitive est
isomorphe a ’homologie cyclique de A notée HC, _, (A) [1].

Par analogie avec le produit en K-théorie algébrique défini par J.-L. Loday [2], on
construit, a partir du produit tensoriel de matrices, un produit sur ’homologie de I’algébre
de Lie des matrices. Pour cela, il est nécessaire, comme on le verra, d’avoir un @, dans
le sens suivant :

Levme 0.1. — Si g est une algébre de Lie et f et g sont deux morphismes d’algébres de
Lie de g dans gl (A), alors le morphisme d’algébres de Lie de g dans gl (A) noté f@g
défini par : | h

f®g: g—al,(A)
ou @ est la somme par bloc des matrices, vérifie la propriété suivante :
pour tout x de H,(g), (fOL), (%)= (s X)) (@) (X)) 08 le produit est ici le produit
usuel sur H, (gl (A)) avec A(X)=ZyX;,®Xq ou A est la comultiplication usuelle sur
H,(g). U - - - | - :

Remarque. — On notera dans la suite (f©g),=(/),D,(g), (lire « convolée »). La
convolée est encore définie méme si {f), et (g), sont directement définis sur les groupes
d’homologie sans provenir nécessairement de morphismes d’algebres de Lie.

Dans un premier temps, on donnera la description du produit sur H, (gl,, (A)) induit
par le produit tensoriel de matrices, ct on en donnera une formulation explicite 4 partir
de sa restriction sur les primitifs. La description nécessitera I'existence d’'un ©,, « Oppose »
du @, dont la construction sera reportée 4 la fin de la Note. Dans un troisiéme temps,
on démontrera la cohérence de la restriction de ce produit a la partie primitive de
H, (gl (A)) avec le produit de Loday-Quillen sur homologie cyclique [1].

1. CoNSTRUCTION DU PRODUIT SUR H, (gl (A)). — Le principe de la construction
consiste 4 trouver un premier morphisme d’algébres de Lie, noté f, ,, qui jouera le rdle
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d’une « différentielle » du morphisme de groupe de GL,(A) X GL (A’) dans GL , (A®A’)
qui a (o, B) associe a®P, puis un second morphisme d’algébres de Lie, noté g, o de
gl, (A) x gl  (A) dans gl (A®A’) qui permettra de rendre compatible £, , avec le systéme
inductif, indexé par (p, q), convergeant vers gl (A) % gl (A").

LemME 1.1. — (1) Les applications définies par : |
Joat 8L A)Xgl (A) - gl (AB®A"),  f, (0, B)=(a®id)+({d,®p)
8p.q° LAY XL (A) gl (ARA'), g, ,(a B)=(®id)D>d,®p)

sont deux morphismes d algébres de Lie.
(11) Pour tout entier p, q, h, k (supérieur ou égal a 1),

fp,q(u's B)G-)gp-lrh, g+k (d@oh, B®Ok) est conjugué dfp+h,q+k(a@0h3 B@Ok)®gp,q(u‘s B)

par une matrice qui ne dépend que des entiers p, q, h et k mais pas de o, ni de p. O

LemME 1.2. — Il existe une application Q-linéaire (h, ), et une seule de
H, (g1, (A) xgl, (A")) dans H,(gl, (A®A")) de degré 0, naturelle par rapport a A et A’
Ielle que

(N, )5 D x (85, 5= (fo, s

Preuve. — Cf. la derniére section. [

On considere alors le morphisme (%, ), =(f,, q)*@ (8. s €€ qui permet de définir
(avec le lemme 0.1) un morphisme de systétme inductif du systéme inductif
(H, (al,(A) x gl (A")),, , vers le systeme inductif constant H, (gl (A)).

Les deux lemmes qui précédent permettent donc de poser la définition suivante :

DeFmNiTioN 1.2, — (A), =lim.ind., , (%, ).
On en déduit le |

THEOREME 1.1. — Si A est commutative, | homomorphzsme (h)* permet de définir sur
H, (gl (A)) un produit, naturel par rapport a A, qui munit ces groupes d’homologie
dune structure d'anneau gradué commutatif. De plus, ce produit est compatible avec la
comultiplication et ne posséde pas d'unité. [ |

Remarque. — Ce produit n’est pas le méme que le produit venant de la structure
d’algebre de Hopf. Il est défini par la composition :

H, (gl (A)®H, (g, (A))(-g) H, gl (A) X gl, (A) 5 H, (I, (A®A)) 5 H, (al, (A),

ou (kiin), est le morphisme de Kiinneth et p la multiplication de I’anneau.

2. LE LIEN AVEC LA RESTRICTION SUR LA PARTIE PRIMITIVE. — Le produit qui vient d’étre
construit est noté « ® ». H, (gl , (A)) étant une algébre de Hopf primitivement engendrée,
il est naturel d’essayer de donner une expression de (x;...x,)«®@»(y;...y,) ou
X1y «oos Xps V15 - - .5 ¥, sont des éléments primitifs (21 et g=1) en fonction des
(x;«@»y,):

THEOREME 2.1. — Le produit « & » vérifie les propriétés suivantes :
(i) les (x;« ® » y;) sont primitifs.
(i) (x;...x)«®»(yy...y,)=0sip#q.
(i) (x;. .. x)«@» Q1. .. ¥) =) (0) (Xg 1y K@ » Y1) . . (Xo (n « @M y,) 00 & décrit S,
et €(0) désigne le signe tel que Xg 1y . . Xg Y1+ - Yp=€(C) Xg () V1- - - Xg(pVpr U

CoroLLAIRE. — Sur H, (gl (Q)), le produit « ® » est trivial. O
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3. COHERENCE DES DEUX PRODUITS SUR LA PARTIE PRIMITIVE. — Sur ’homologie cyclique
en caractéristique 0 le produit de Loday-Quillen [1] est défini de la fagon suivante :
C, (A) désigne le complexe de Hochschild et

blag, -« s a)=y.(—D'(ag, ..., ;a4 1, ..., a)+(—1)"(a,ae, ..., a,_-y)

désigne sa différentielle. Soit ¢ lopérateur cyclique donné par #(aq, ..., ay)=(—1)"
(a,, ag, - - -, a,_1). On sait qu’en caracteristique 0 on a HC,(A)=H, (C,(A)/(1 —1), b).
Soit B lopérateur de Connes de C,(A) dans C,,,(A) donne par
B=(1-0)s({(1+t+...+1) ou s(ay, ..., a,)=(, aqy, ..., a,). L’homologie de Hochs-
child est munie d’une structure d’algeébre associative sur A, strictement graduée, avec le
shuffle-produit :

(@, ay, ..., a,).(d,ay, ...,a)=) sgn(0)(ad’, a,-14y, - - -, Gg=1p+q)

ou la somme s’étend a tous les (p, g)-shuffles c de &, . Le produit de Loday-Quillen
est donné par la formule suivante : a x et y dans C,_(A), on associe x.By et on peut
démontrer que cela a un sens sur HC_ (A).

L’isomorphisme entre homologie cyclique et partie primitive est induit par ’application
qui 4 (aq, ..., a,) associe aoE; , A ... A a,E, ; ; [00E, ;estla matrice quiaun I en
position (i, ) et 0 ailleurs]. Elle envoie HC, (A) sur H,, ; (gl (A)) (remarquer le décalage
des indices).

THEOREME 3.1. — La restriction a la partie primitive du produit « @ » défini a la
section 1 coincide avec le produit de Loday-Quillen sur I'lhomologie cyclique.

Esquisse de preuve. — On remarque d’abord que
| Prim ((h,, ), @ (8, »)4) =Prim ((f, ,),)
implique que _
Prim ((h,, ,),) + Prim (g, ,),)=Prim ((f, ,),) (lemme 0.1).

Puis on remarque que Prim ((g, ,),)=0 car les éléments de Im Prim({(g, ,),) sont des
produits (au sens de la structure d’algebre de Hopf) d’au moins 2 éléments primitifs. Il

suffit donc de considérer Prim ((f,, ,),)-

La suite de la démonstration consiste a réécrire Prim ((f,, ,),) en utilisant 'expression de
I’homologie cyclique a 'aide des groupes symétriques (c¢f. la proposition 6.6 de [1]). [

4. CONSTRUCTION DU &.

ProrosiTiON 4.1. — Si gl, et gl désignent les deux foncteurs classiques allant de la
catégorie des Q-algebres associatives non nécessairement unitaires dans la catégorie des
algébres de Lie, si f et g sont deux morphismes de foncteurs de gl, vers gl alors il existe
un unique morphisme de foncteur (k), de H, (gl,) vers H (gl,,) tel que (k) @ ()= (&)

Remarque. — 1l y a un résultat identique si on considére le foncteur gl x g, au lieu
de gl,. C’est en fait ce dernier résultat qui nous sert pour la construction du produit.

LEMME 4.1. — La proposition ci-dessus est vraie si p= oo (de facon fonctorielle).

Preuve du lemme 4.1. — Cela tient essenticllement au fait que

H, (gl (A))=U (Prim H, (g, (A))),

ou U est le foncteur « algébre enveloppante » pour les algébres de Lie graduées (théoréme
de Milnor-Moore). On fait alors une démonstration de I’existence et de l'unicité par
recurrence sur la « longueur » des ¢léments de H, (gl (A)). O



16 C. R. Acad. Sci. Paris, t. 312, Série 1, p. 13-16, 1991

Preuve de la proposition 4.1. — Tout le probleéme est que H, (gl,(A)) ne posséde pas
en général de structure d’algébre de Hopf, car il n’y a pas un nombre infini d’indices.
La technique consiste a se ramener au cas favorable (lemme 4. 1) en considérant ’annean
non unttaire M (A)=Ilim.ind., M, (A) et Pinjection i, naturelle par rapport a A, de A
dans M, (A) définie par : i(x) est la matrice infinie qui a x en premiére ligne et premiére
colonne et zéro partout ailleurs. C’est un morphisme d’anneaux non unitaires.

On considere alors le diagramme suivant, qui est commutatif a cause de la naturalité

de fetg:

I Muo, ng
al, () T T aly (i)
gl,(A) —— gl (A)
.9

gl (i) induisant un isomorphisme en homologie [2].

On demontre alors en s'mspirant de [2] que H, (g, (M, (A))=H_ (gl (A)) par un
isomorphisme naturel par rapport 4 A. Alors, d’aprés le lemme 4.1, il existe (f™M«),
vérifiant

(kM=) @ (fV), = (87,

Puis on pose (k),=(k"=), ° (g, (), (toute la construction est naturelle par rapport a

A). On remarque alors que (gl (7)), est un morphisme de cogebres : il en découle que
I’on a bien

(£) D (/) =(8)4-
Pour I'unicité, si &' est un deuxiéme foncteur solution, alors le lemme 4.1 implique que
(k™M) = (kM)

puis, par naturalité, on obtient :

(k) = (k") (gl (),

(k)= (k™) ° (81, D)y
d’ou k'=k. O

Ainsi donc, pour achever la construction du produit, il suffit de démontrer la proposi-

tion suivante :

ProposiTiON 4.2. — Les morphismes d'algebres de Lie f, , et g, , sont naturels par
rapport a A et A'. [
On peut déduire de ce qui précéde le

CoROLLAIRE [3]. — Avec les notations de [3], les (AL), sont naturels, et on obtient donc
sur H, (gl (A)) des lambda-opérations, dont la restriction a la partie primitive redonne la
structure de lambda-anneau usuelle sur I’homologie cyclique. [

Note remise le 13 septembre 1990, acceptée le 9 octobre 1990.
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