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Résune. Onétend les lambda-@pations de I’homologie cyclique déa I’homologie de 'algbre

de Liegl_(A) al'aide des puissances éxeures de matrices. On exhibe une formule exprimant le
comportement de celles-ci par rappara somme directe des matrices. Cette formule fait intervenir
le coproduit ainsi que le surproduit induit par le produit tensoriel de matrices.

Abstract. One extends lambda operations from the cyclic homology tuf the homology of the Lie
algebragl__ (A) using exterior powers of matrices. One shows a formula giving their behavior with
respect to the direct sum of matrices. It uses the coproduct and the structure of ring objet induced by
the tensor product of matrices.
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0. Introduction

Le propos de cet article est déefihir des orations\* pourk > 0 sur ’homologie
de l'algebre de Ligyl,,(A) a coefficients triviaux, née H. (gl (A)), a l'aide des
puissances e&tieures de matrices] étant uneK-algebre commutative sur un
corps K de caradiristique 0, et d’eretudier les propétes. En particulier, leur
restrictiona la partie primitive redonnera les @ations de Loday—Procesi sur
I'hnomologie cyclique ded, note HC,_1(A).

Dans toute la suite, tous les produits qui apfierat seront supp@&s étre
commutatifs et sauf mention du contraif€,sera un anneau commutatif unitaire
quelconque. Soiv" un K-module et §V') l'algebre syngtrique del surK, i.e.

@ vor

S(V) = n>0 .
V) rQyeYe, z,y eV

On sait que $<) est un foncteur allant de la &gorie deg<-modules vers celle
des algbres de Hopf avec surproduit (AHS) [Ga] (les AHS sont en fait des objets
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en anneau de la &orie des cogpres cocommutatives [H]) . Dans une ebtg,
on note

A(z) = Zx(l) ® z(2),
(=)

le comultiplie dez,

Ao(z) = (id® A)A(z) = (A@id)A(r) = Y 21 @ 25 @ 73
(@)

et, par ecurrence sut > 1,

Ap(z) = (i[d*P D @ A)A, 1(z) =Y m(1) @ w2 @+ @ T(41)-
(2)

C’est une notation classique qui permet de manés facilement les axiomes de
cogebres [Ab].

Supposons qu’un& -algebre libre uniéreV soit munie d’une famille d’appli-
cations lireaires(\*);o. Alors il existe une et une seule famille de morphismes
de cogbres(\¥),-0 sur S(V) caincidant apes restrictiora V avec celle que I'on
s’est donee surV telle que

Ne(zy) = > Wz @Xyam))- .
(z)(y)

N g ) @ (- )N (@) N (k) (1)

pour toutk > 1 et telle que\® = 1 (1 désignant ici le neutre de la AHS(8)) et
telle que! = id, ® désignant le surproduit de la AHS [Ga], etety étant des
élementsde ). Dans le caswV estI’homologie cycliquéZC,._1(A) d'uneK-
algebreA (K étant maintenant un corps de cagidtique £ro) munie du produit
de Loday—Quillen, alors les épations\* de Loday—Procesi induisent sur la AHS
gradiee §,(HC.-1(A)), S (&) désignant le foncteur adgpre syndtrique gradée
[Ta], des o@rations\¥.

Lisomorphisme de AHS grades H (gl (A4)) = Sy (HC«-1(A)) (cf [Ga]
pour la cemonstration de ce faitant compatible avec les egtions\*, on
en ceduit la formule (1) sur Hgl..(A)). On obtient aussi des formules analogues
qui explicitent\ (z ® i) et \F(A¥'(z)) (cf. le theome (3.5)) pour tout et touty
dans §V) et toutk > O.

Voici le plan de l'article: d'abord, on expose quelques lemmes relatifs
structure des polydmes universels intervenant dans &idition des\-anneaux;
puis, orétudie le cas de I'akgpre synetrique d’une algbrel” et on montre comment
construire des dgrations\* sur celle-ci ; on applique tout ce quigmde au cas de
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I’'homologie cyclique (c’est la &ritable motivation de I'article) ; oBvoque enfin
guelques gréeralisations possibles dessultats pecedents.
1. LesX-anneaux etles AHS

DEFINITIONS. Soient les familles d'iretermireesX = (X;);>1, Y = (Yi)i>1
etT = (T;);>1. Supposons qué; soit lai-eme fonction syratriqueélementaire

en les in@termireesly, . .., Uy, etY] la j-eme fonction syratriqueélementaire
en les in@étermireesVy, ..., V, (m > k > 1 etn > k > 1). Soient le€lements
suivants d&Z[ X, Y] :

Qr(X,Y) = > XY+ Xg + Yy,

i+j=Fk, 170, j#0

YR YT = [ @+UVT),

k>0 1<i<m,1<j<n

ZPkrth = H (1+U11UlhT)

k>0 1< ..<lp,

Il est clair queQy, et P, sont dansZ[Xy, ..., Xy, Y1,...,Y;] et quep’; , est dans
Z[X31,...,Xgn]. On notera dans la suite

Q(Xa Y) = (Ql(Xa Y)a QZ(Xa Y)a .. ')a
P(X,Y)=(Pi(X,Y), P(X,Y),...),
Py (X) = (Bpa(X), Pr2(X),...).
Un X-anneauR est un anneau muni d’@pations\* pour toutk > 0 vérifiant (avec
Mz) = (W(z), N2 (2),...) :
N(@) = 1,A = id, Az + ) = Q(A(2), A1), Mzy) = P(\(2), A(»)),
Ne(A(2)) = P, (A(2)),
pour toutz et touty appartenard R et toutk > 0.

(
(

Notation. Si f et g sont deux morphismes dans uneégptrie donie, fg
déesignera la compée def etg. On notera

WLENZE ) = ML (AL S0 = N (Q1f, Qaf,-..) = QF,

etc...

EXEMPLES. (1) On prend I'anneaudes entiers relatifs avec pouré&ations

= (1) = o
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pour toutn. > 0 et toutk > 0.

(2) Il existe un et un sew-anneau tel que 'anneau sous-jacent 8¢k | et tel
que)(X1) = X, pour toutk > 1 : c’est, par éfinition, le \-anneau engendipar
Xi.

(3) SiR etS sontdeuwxr-anneaux, I&-moduleR®7 S est muni canoniquement
d’une structure de-anneau [Kn] [LF].

PROPOSITION 1.1Aveck > 1etk’ > 1.

() OnaP(X,Y) = P(Y, X).
(ii) Le seul terme de deg® qui apparaisse dan®), est(<1)¥1£X,Y;.
(i) Le seul terme de degrl deP; s est(<1) D =D x; ..

Preuve On se place dans ke-annea[ X, Y] produit tensoriel dea-anneaux
Z[X] etz[Y]. On sait que

k-1
Z (<:>1)k_1_h1/)k_h(X1Y1)>\h (X111) = EXF (X1Y1),
h=0

ou les morphismes d’anneay¥ sont les oprations d’Adams. Donc

k—1
3 ()RR (X ) pE (V)N (X1 Y1) = kAP (X1 YY),
h=0

soit

kf(@1)’“*1*%’“*’"”(Xl)w’“*h(Yl)Ph(X,Y) = kPy(X,Y).
h=0

Par écurrence suk > 1 (le cask = 1 estévident), on peut alors dire que le terme
du second degrdeP, est

Y
(@1)'6*1(@1)'@*%)(,6(@1)’6*%?’6 carg®(X1) = (1) e\F(Xy) + Ry
ou R; ne contient que des termes de degugerieur ai égal 2.
De la méme facon, partant dg¢“*" = **" pour toutk, k¥’ > 1, on obtient
PFH (X1) = ¥ (Xy), soit
(e)¥ k' y* (X4) + Ry = (1) 6k X110 + Ra,
ou R, et R3 ne contiennent que des termes de desgnrieur @i égal 2 donc

(D) 1 (1) kN (X ) = (€)' 2%k X + Ra,
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ou R4 ne contient que des termes de degu@rieur ai égal 2 d’ai la conclusion
attendue vu que (X ) = Py (X). O

On introduit pour la proposition suivante la famille d'&t@érmireesT” = (7;);>o.

PROPOSITION 1.2.0n travaille dans lex-anneauz|[X,Y, Z, T engende par
Xl,Yl,Zl et1y.

(1) Ona(Q(X,Y),Z) = Q(X,Q(Y, Z)). On notera ce polypmeQ (X, Y, 7).
On cefinit de fagon analogu@(X,Y, Z,T).

(2) OnaP(Q(X,Y),Q(Z,T)) = Q(P(X, Z), P(X,T), P(Y, Z), P(Y,T)).

(3) Il existe un polydmeRy, 5+ et un seul qui &rifie pour toutk > 1 ettoutk’ > 1

P (Q(X,Y)) = R g (Pr,(X), P i (Y)).

De pIust,k/ (X,Y) estdan<[Xy,..., Xy, Y1,..., Yi].
Preuve.On a

AX1+Y1+Z1) = QM(X1+ Y1), Z) = Q(Q(X,Y), Z),
AMX1+ Y1+ Z1) = Q(X, A\(Y1 + Z1)) = Q(X, Q(Y, Z))
d'ou (1). Ona
(X1 + Y1) (Z1 + Th))
= P(A(X1+ Y1), \(Y1 + Z1))
= P(Q(X,Y),Q(2,T))
et
(X1 + Y1) (Z1 + 1))
= >\(X]_Z]_ + X1Th + Y121+ Y]_Tl)
= QM X121), \(X1T1), A\(Y121), A\(Y1T1))
=Q(P(X,Z),P(X,T),P(Y,Z),P(Y,T)),
d’'ou (2). Enfinon a
NAF(X +Y) = Popw(AX +Y)) = P (Q(X,Y))
MR (X +Y) = MQu(X,Y) = Ry (A X, NFY)
= Ry (Pr,(X), P, (Y)),

d’ou (3). O
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2. Le cas de l'algbre synetrique d'un K-moduleV

Soit H une AHS de produif:, de surproduity et de coproduith et soitC une
cogebre de coproduil\. Si f et g sont deux morphismes Baires deC dansH,
on posef @ g = u(f ® g)A (convoke additive) ef ® g = ®(f ® g)A (convoke
multiplicative). Sih est un morphisme d’aébres de{ vers une algbre?’, alors
onah(feg) = (hfdhg) eth(f ®g) = (hf ® hg). Si h est un morphisme de
cogebres d’'une cogpreC’ vers la cogbreC, alors on & f ® g)h = (fh & gh)
et(f®g)h = (fh®gh). Il est facile de @montrer (cf [Ga] pour plus deéthils)
que I'ensemble des morphismes de €oges deC' dans?, no# w(C, #), muni
de I'addition® et de la multiplicationp est un anneau commutatif avee pour
neutre de I'addition« étant le neutre d@{ ete étant la canite deC). De plus, si
‘H estde la forme §) ('algebre syratrique d’'une algbreV’) et siK contientQ
alorsw(#) := J(H, H) est uneQ-algebre.

DEFINITIONS. SoitH une AHS. SIE = {a,...,b} C {1,...,n} oun estun
entier sugrieur ai égala 1, on peut éfinir le morphisme de cagpres suivant allant
deH®\ dansi* (#E désignant le cardinal de 'ensembi :

b, p(T1®...®xy) = H €(x)xTe ® ... ® xyp.
ieE

Si f est un morphismé& -linéaire allant d'une cagbreC' vers une algbreA et si
danskK, tous lesn! sont inversibles, on pose ekpf) = 3,50 f2"/n! qui estun
morphismeK -linéaire allant d&' dansA. Par cfinition, 7 est la projection suv’
paralklement §(V) & @;.,S' (V).

LEMME 2.1. On aexp®(r) = id.

Preuve. Il faut demontrer que eXp(r)(z) = = siz € S(V). On peut paik -
linéarie se restreindréz = z1. ..z, ol lesz; sont dand/. Alors 72" (z) = 0
sin # metr®"(z) = (n!)z sin = m. O

LEMME 2.2. Soientf etg deuxelements de)(#). Alorson afii @ gio = u(f®g)

et fi1® giz = ®(f ® g).
Preuve.On a,z ety étant dewelements déH,

(fir® gi)(z @y) = > firlza) @ yw)gi2(z2) @ y2),
(z)(y)

par cefinition du produit tensoriel de cebres. Donc

(fir@gi)(z@y) = D elya)el@)f(zw)9ye)
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De la meme facon, on a

(fir®@gi2)(z®@y) = Y firlza) @ ya) @ giz(z2) @ y(2)

(fir®giz)(z®@y) = > (elz@)f(zw)) @ ((ya)9y@))

= (ue® f)(2)@(ue @ g)(y)- O

THEOREME 2.3. Consicerons une famillg\¥)o de w(S(V)) et lesénonés
suivants:

(1) ‘pour toute cogbre C, pour tout f,g € w(C,§V)), on aX(fdg) =
QA Ag)

(1) A\p = Q(Niq, Aip)’

(2) Siz,...,y sont deeléments primitifs de(¥") alors

o\ (z. . y) = Z A(2)® ... QN (y)'
i+.tji=k
(3) Siz ety sontdans §/) alors

Me(zy) = > (Mza) @M Hya)) -
(7)(y)

(M 1) @ A (Y n)) A (@) A (Y

ou

Ag_1(x) = Zx(l) ® ... Q) et Ax_1(y) = Zy(l) ® ... QY-
(2) (v)

Alors(1) <= (3) <= (1') et(3) = (2). SiK D Qalors(2) = (3).

Preuve.A partir deAp = Q(Xi1, Aiz), on composa droite par le morphisme de
cogebres(f ® g) A, ce qui donne\(f & g) = Q(Aix, Niz)(f @ g) doncA(f @ g) =
Q(Ni1(f @ g), Ni2(f ®¢g)). Un calcul facile montre qué(f & g)A = f et que
i2(f®g)A = g donc(1l') = (1). La formule (1) avee” = S(V) @ S(V) et
(f,9) = (i1,12) évallee enz ® y donne (3) ef1’). D'ou (1) <= (1'). Puis (3) se
reécrit

Mp=a(eX hHe.. .o tor)aou o), 4)
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On obtient (1) en composaatdroite par(f ® g)A. D’'ou (1) < (3). La pro-
jection de (3) sur la partie primitive donne (2). Donc ) (2). Soit I'énon&
suivant: (4) Siz ety sont de longueur s@pieure otegalea un alorsr\* (zy) =
it jok TA(z) @ TN (y)'. Alors (2) = (4). En effet, en se ramenaats =
z1...xp €ty =y1...y, OU lesz; et lesy; sont dand/, par bilinéarie on a

w\F (zy) = Z >\i($l)®---®>‘j(yq)a

it ti=k
donc
N (@y) = D wN (@)D (y),
i+j=k
donc
X (zy) = D A (@)X (y) + n (A (2) A (y)), (5)
i+j=k

le dernier termedtant nul. On constate alors que (5) est vrai pour foet touty
quelle que soit leur longueur respective (par exemplg si 1 alors ) (y) = 0
pour toutj et doncr A (y) = 0). La formule (2) peut donc &trire

p= Y @@ N) +ru(\F @A), (6)
i+j=k,i#0,j#0

Si K D Q, tous lesn! sont inversibles danK et on peut utiliser I'exponentielle.
On applique alors exp(<) a (6) et on obtient (3). Donc (& (3). O

THEOREME 2.4.0n suppose dor@e une famille d’'endomorphismk&slinéaires
(A*)k=1 d’'une K -algebre libreV. Alors il existe une et une seule famil&®) o
dew(§(V')) caincidant apes restrictiora V' avec celle que I'on s’est doge sur
V telle que pour touff et pour toutg dew(S(V')), on aitA(f & g) = Q(Af, Ag),
telle queX® = 1 (I'unité de $V)) et telle quer = id.

Preuve Soient (\¥);s0 et (A*)50 deux familles dew(S(V)) solution du
probleme. SoitT,, I'énoné&: ‘pour toutz de longueur irdrieure ouegala m,
A(z) = XN (x)'. Par cEfinition, sif € w(S(V)) alorsf(1) = 1 doncTp est vrai.T;
est vrai par hypotbse. Siz est unelement dé/ et siy est de longueum (m > 1)
alors (compte tenu dedguivalence (1x (3))

Tm = Q(Azla AZZ) (ZE ® y) = Q(Alila A,iz) (ZE ® y)a

puisque le coproduit est compatible avec la filtration par la longueur. Donc, avec
le theome peccdent,T,,, => T,+1 d’oU l'unicité de la famille(A\*) 0.



LAMBDA-OPERATIONS SUR 'HOMOLOGIE D'UNE ALGEBRE DE LIE DE MATRICES 159

Soit B une K-base dé&/, B" I'ensemble des produits dan$i8) d’au plusn
élements dé3 (par convention3® = 1).
Posons\(1) = 1 et pour tout: € B™ et touty € B,

A(zy) = Q(Nig, Miz)(z ® y).
Il est clair queRy et Ry sont vrais. Soit € B et supposong,,, vrai. Alors
AMzyz) = Q(Xig, Miz)((zy) ® 2)
= Q()\i]_, )\iz)(,tl, & Zd) (ZE RY & z)
= Q(Nia(p ®id), M2(p ®id))(z ® y ® 2)

caru® id est un morphisme de céefres. Un calcul facile montre qugy ® id) =
pit2 et queiz(p ® id) = 43. Ainsi

Mzyz) = Q(Apir2, Mi3)(z ® y ® 2),
soit,a cause de I'hypottse de&currenceR,,,,
AMzyz) = Q(Q(Ni1, Aiz)iz2, Ni3)(z ® y ® 2),
d’ou, puisque; » est un morphisme de cefres et quéyii o = i etiqii» = i1,
Mzyz) = Q(Q(Ni1, M), Ni3)(z ® y ® 2)
Deiyip3 = 1o €t de’iz’iz,g, = 43, on ceduit
Mzyz) = Q(Ni1, Q(Niriz3, Mi2in3))(z @y ® 2)
= Q(Ni1, Q(Ni1, Mi2)iz3)(z @y ® 2)
= Q(Xig, \pio3)(z @y ®2) (par Ry).
Dei1(id ® p) = i1 et deia(id @ pu) = piz 3, on ceduit
AMzyz) = Q(Ni1(id ® p), Miz(id @ p))(r @y ® 2)
= Q(Nig, Mi2)([d @ p)(z @ y ® 2)
= Q(Nin, Ai2) (7 ® (y2))

d’ou R,,.1 et I'existence. ]

THEOREME 2.5. On se place dans le cadre duétbreme (2.4). Si su¥ la
famille (\F)>1 vérifie \F(z®y) = (&1)F kM ()@ (y) pour toutz et touty
appartenan& V alors on a pour touff etg dansw(S(V)): A(f ® g) = P(\f, \g).
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Preuve. On noterau(z ® ... ® y) = x...y pour un nombre quelconque
d’argumentse, . .., y. Par une rathode analogua celle d’'un raisonnemenég
fait, on dmontre que

A® = P(Xig, \ip) (1)

si et seulement si pour toiitet toutg dansw(S(V)), on ar(f ® g) = P(\g, Ag).
D’apres la proposition (1.1), le polgme P, est de la forme

P, = (D" XY + ) a(XaY)™ L (XY™,

m+---+n > 2. Alors (1) est vrai si on value erc ® y ou z ety sont primitifs
a cause des hypatkes faites ou si ondvalue ez ® y ou 1 € {z,y} (dans ce
dernier cas, les deux membres deghli€ (1) sont nuls). Puis ogcrit (z, y, z ett
étant dans §))

P(Xig, Xiz)((zy) ® (2t))

=P(Aig, Mi2)(p @ p)(z @y 2zt)

P(Apiz2, Apiza)(p @ p)(z @y ® 2 ® 1)
(Q(Ni, Nig)in 2, Q(Ni1, Niz)iza)(z @y ® 2 ® 1)
(P(Xig, Aig), P(Xi1, ia), P(Xiz, Mig), P(Xiz, Mig))(z @y ® 2 @ 1)
(
(

= P(Q
Q
= Q(P(\i1, Niz)i13, P(Xi1, Nip)iya,
P(Xig, Mip)iz 3, P(Nig, Mi2)iza)(z @y @ 2 ® ),
donc on obtient
P(Xig, M) ((zy) © (2))
= Q(P()\’il, )x’iz)i173, P()\il, )x’iz)’il,4,
P()\i]_, )\752)75273, P()\il, )\iz)iz,4) (33 RYR2z® t). (2)
Soit U,,, I'énoné&: ‘(1) est vrai pour toutz de longueur 1 et touy de longueur
inférieure ouegaleam’. On sait teja quely et Uz sont vrais. SU,,, est vrai, on
consicere (2) avea ett de longueur 1y = 1 etz de longueurn et on obtient
P(Xig, Xi2)((zy)®(=t))
= QA ®i13, A®i14, A®i23, A ®i24) (TR YD 2 D t)

= Y Mz @ 21)(#) @) (Y @22) (e @)
(z)(y)(2)(t)

= M(zy) ® (2t)),
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doncU,,, 1 estvrai. SoiV/,,, I'énoné&: ‘(1) est vrai pour tout de longueur irérieure
ou égaleam et pour touty’. On sait teja quely et V7 sont vrais. SV, est vrai,
on consi@re (2) avee¢ = 1, y de longueur 1z de longueur quelconque etde
longueurm. Le calcul ci-dessous implique qiig, 1 est vrai. O

THEOREME 2.6.0n se place dans le cadre dietbreme (2.4). Si suv” la famille
(AF) >0 Verifie NeAF () = (<1)B-DE =D AR (1) pour toutz appartenant V
alors on a pour toutf dansw(S(V')): A*AF' f = Py, i (Af).

Preuve. Il est clair que leenon@s ‘pour toutf et toutg dansw(S(V')), on a
NeXE' £ = Py (AN f) et ‘pour toutz € S(V), on arkA¥ (z) = Py, (A) () sont
équivalents pour tout et toutk’ donrésa I'avance. Soit/,,, I' énon&: ‘pour toutz
de longueur irrieure owegaleam, NeA\* (x) = Py (A) (). Il est clair quely
est vrai. D’apes le lemme (1.1), le polyime P, ;» est de la forme

Pk:,k’ = (<:>1)(k_1>(k’_1)ka/ + ZG(X m
ce qui impliquel/; compte tenu de I'hypotise. On a alors
MO (@y) = MA¥ u(z @ y)
= )\kal(Ail, )\iz) (ZE &
= Ry (A i, A io) (z @ ). (1)
Si on supposé,, vrai et si dans (1), on prendde longueurn ety de longueur
1, on obtient
(A (zy)) = Ry
= Ry
= P (Q(Nig, Niz))(z ® y)
= Py (M) (z @ y)
= Py (M) (7y),

Py« (N)ix, P« (N)i2) (z ® y)

(
(Pr,(Ni1), Pr«(Ni2)) (7 @ y)

doncU,,,1 est vrai. O

3. Des oferations A¥ sur 'homologie de I'algébre de Lieglo(A)

Dans ce chapitreg est un corps de caramsistique £ro. En utilisant les @thodes
de [LP], on va @finir des ogrations\* sur 'nomologie deyl,(A) a coefficients
triviaux o A est uneK-algebre commutative et unitaire. On verra alors qu’en
restreignant la partie primitive (qui est exactement ’homologie cycligtie=
HC,_1(A) de A), on retrouve les ogrations)\* usuelles sui/. Les ©sultats du
chapitre pecedent permettront alors @ucider le comportement de celles-ci par
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rapport au produit et au surproduit de ¢i,.(A) (provenant respectivement de la
somme par bloc et du produit tensoriel de matrices [Ga]).

On note/\’fhn le morphisme d’algbres de Lie, fonctoriel par rappartA de
l'algebre de Ligyl(A™) des endomorphismes éaires ded™ dans I'algzbre de Lie
al(\F A™) des endomorphismes éaires de\* A” (on suppose fige une fois pour
toute une injection dgi(A* A™) dansgl, (A) par choix d’une base, ce qui ne pose
aucun prok®me car la conjugaison induit I'ider#ien homologie) tel que

k
k
(/\+n(a)(U1A...Avk) :ZUlf\.../\avi/\.../\vk>
’ i=1

(lesw; étant dansi™).C’est la version additive du morphisme de groupes
k
/\*n(a)(vl/\.../\vk) =aviA... Nav; A... Aoy

LEMME 3.1. [LP]

() Sia estune matrice de

a 0
g[n(A)v/\:nJrl((O 01>>

est conjugé a

AE (@) O
0 (@)

par une matrice de permutation.
(i) Soient les morphismes d’alres de Lie

gl, & gl
k. )
a, . . Y
"o @ A
i impair<k
et
gl &= gl
bki » @(r-iti
"laor @ AT
i pair<k

(k) = mersmr
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Alors

al (a) 0
( 0 bfﬁ-l(a ® 01) >

est conjugé a

( ak (a®0) 0 >
0 by ()

par une matrice de permutation négendant que des entigtetn. O
LEMME 3.2. |l existe des endomorphisma$ de cogbres de Hgl. (A) qui

redonnent sur la partie primitive les épations de Loday—Procesi.
Preuve. Il suffit de poser

ggkk gg © (bh)s).

Pour cemontrer la compatibile avec la limite inductive, on fait un&chonstration
analoguea celle du teoeme (1.6) de [Ga]. [Btude de la restrictioa la partie
primitive est @ja faite dans [LP]. O

La AHS S, (HC.1(A)) est munie d’'oprations)\* en utilisant une versioni-
gradiee du teokme (2.4) et les dgations\¥ de Loday—Procesi St C,_1(A)).

THEOREME 3.3. L'isomorphisme de AHS Hgl,,(A))=S;, (HC._1(A)) est

compatible avec les @pations\* construites des deuxtés.
Preuve.On part de I'isomorphisme naturel suivant enfrenodules

N (4P @ A7) = @/\ APy \" " (49).

On obtient alors pour les matriceggjali€é suivante, vrai@ conjugaison @s par
une matrice de permutation :

a 0 -r
Novwol(5 ) = @A @) ey AL

r=0

k r k—r
- gf(f):(kir) <A+,p(a)’/\+,q (ﬁ)) ’
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donc, avec (1.5) de [Ga], ags application du foncteur k=)
k . k r k—r
</\+,p+q> . p= Qé <f(£)’(k-gr)>* </\+,p’ /\+,q > .
r=

donc, avec les notations de [Ga], on obtient dap&H, (A))
k k r k—r
T </\+,p+q> *M - gw (f(f)’(lcgr ) > * </\+J” /\Jﬁq > *

) é”(f(f),(kaﬁ*(K(f),(ka))_l..,

(L) 2 (N5).)

donc dans (gl (A)), on obtient

k

T(Npea) 10503 = Zw<f(f),(k$)>*(K(’;),(kir)>_l x

r=0

<((A%) = (A).):

Soient alorsz et y des éléements primitifs respectivement de,Hi, (A4) et

H, gl (A) provenant (par construction de la limite inductive) respectivement
d’élements de K (gl,(A)),. .., Ha(al,(A)) pour un certainp et un certaing.
Alors d’'apes [Ga], en posant = p + ¢, on obtient

k -1
m </\+,p+q> *MKM (z@y)

_ ;k%wh*Koo}oo ((Aip) ® (/\]:D ) (z®y)

dans H (gl (A)). Ainsi

(N ) stieen =3 (N,) @05 (AL, 0

r=0

On sait aussi avec [L] et (1.5) de [Ga] que
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Donc, en projetant sur la partie primitive,

_ k<1 _
A He o)+t (F T ek, e o )

- v (7" m) <’“:”" ‘:’j> X (2) BN (1). (3.3.1)

0K rgk,0<igr p q
0<jgk—r

Onaalors le

LEMME 3.4. SoitiW unQ-espace vectoriel et soietf, . . . , v deselements dé’
qui convergent dan® respectivement quand — oo versvs,. .. ,vg. Supposons
que pourn > h(h étant un entier naturel s@gieur ouégala 1)n" vy + --- +
n*uv = 0ou lesa; sont des entiers relatifs deadeux distincts. Alors pour tout
i dans{l Jk}, v =0.

Preuve. Supposons par exemple que < -+ < ag. Alors n® =%y + ... 4
n®* =%y = 0 pourn > h. Avecn tendant vers I infini, on obtient;,, = 0 Pws on
prooede par écurrence descendante gur O

Dans (3.3.1), en faisant alors tendre= p + ¢ vers l'infini, on obtient avec le
lemmeuvg = 0, soit

¥ (zy) Z N (z)@N(y
r+s=k

On demontre de fagon analogue (mais c’est plus lar&grire) que, pour toute
famille finie d’eléments primitifse, ... ,y, on a

w\F(z = > N(@)®...0)(y).
r+s=k

Comme les\* sont des morphismes de cédges, le thoeme est @monté d’apes
(2.3) et (2.4). O

THEOREME 3.5. Les ogerations \¥ sur H, (gl (A)) définies au ébut de ce
chapitrea l'aide des puissances @xteures de matrices sont réks au produit
(provenant de la somme par bloc des matrices) et au surproduit (provenant du
produit tensoriel de matrices) par les deux formules suivantes: @ty sont des

élements de Hgl(A)) et zy = EL()Y(1) - - - w(k—l)y(k—l)w(k)y(k)):

Ne(my) = D e(W ) @M Hy)) - -
(z)(y)

N N @ 1) @A 1) A (@) N (),

M (2Qy) = Py(\ig, Mi2)(z @ 1).
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De plus elles se composent selon la formule suivante:
MO () = P (V) (@).

Preuve Il suffit pour montrer ce thoeme de se rappeler que sur la partie
primitive, qui est 'homologie cyclique dd, les ogerations\* définies ci-dessus
vérifient les hypotbses des toremes (2.5) et (2.6) du psent article [L], i.e. que
pour toutz ety primitifs, on a

Ni(2®y) = (&1)F TR (2)N (y),
MK () = (1) B DD \FE () O

Le résultat suivant donne le comportement deirapions\* degl. (A) par rapport
a la filtration provenant de la notion de longueur.

COROLLAIRE 3.6.Etant donié unélement de longueurdeH gl (A), la partie
primitive de longueut] de \*(z) estégala

(T (1)) - . (TN) (20)
(zx; €Y ~ @)

Siz=wu...v0Uu,...,v sontn €lements primitifs alors

> () (z() - (TN (2(q) _ 0,

I
) d!

pourd > n et

3 (TAF) (1)) - - - (AR (2 ()

!
Preuve. Cela provient de la formule e&gr\F) = \*. O

4. Extension des esultats precedents

Les theoremes (3.5) et (3.6) étendent sans diffic@taux groupes d’homologie
suivant (A étant toujours uné-algebre sur un corp& de caradtristique £ro) :
H. (500 (A)), Hi(sps (A)), Hi(s000(A4)), Hi(000(A4)), etc. ..

C'est di a la stabilie du produit tensoriel de matrices et des puissances
exterieures de matricea lintérieur des familles d’'akpres de Lie(sl,),>0,
(5pn)n201 (5071,)71,201 (Un)n>01 etc. ..

Il faut juste adapter la@monstration du #oeme (3.5) en @montrant directe-
ment les prop@étes exiges sur la partie primitive gcea des propgétes standards
des puissances @tteures de matrices.
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On étendégalement sans prairhe les tkoremes (3.5) et (3.63 I'hnomologie
des groupes correspondants. Dans le cas de I'homologie du groépédinon
retrouve sur la partie primitive, qui est alors isomorpHa K -théorie alg@brique
de Quillen de l'algbreA, les ogerations\* définies par Kratzer et Scail
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