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Résuḿe. On étend les lambda-opérations de l’homologie cyclique deA à l’homologie de l’alg̀ebre
de Liegl

1

(A) à l’aide des puissances extérieures de matrices. On exhibe une formule exprimant le
comportement de celles-ci par rapportà la somme directe des matrices. Cette formule fait intervenir
le coproduit ainsi que le surproduit induit par le produit tensoriel de matrices.

Abstract. One extends lambda operations from the cyclic homology ofA to the homology of the Lie
algebragl

1

(A) using exterior powers of matrices. One shows a formula giving their behavior with
respect to the direct sum of matrices. It uses the coproduct and the structure of ring objet induced by
the tensor product of matrices.
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0. Introduction

Le propos de cet article est de définir des oṕerations�k pourk > 0 sur l’homologie
de l’algèbre de Liegl1(A) à coefficients triviaux, notée H�(gl1(A)), à l’aide des
puissances extérieures de matrices,A étant uneK-algèbre commutative sur un
corpsK de caract́eristique 0, et d’eńetudier les propriét́es. En particulier, leur
restriction à la partie primitive redonnera les opérations de Loday–Procesi sur
l’homologie cyclique deA, not́eeHC��1(A).

Dans toute la suite, tous les produits qui apparaîtront seront supposés être
commutatifs et sauf mention du contraire,K sera un anneau commutatif unitaire
quelconque. SoitV unK-module et S(V ) l’algèbre syḿetrique deV surK, i.e.

S(V ) �=

L
n>0

V 
n

x
 y � y 
 x; x; y 2 V
:

On sait que S(�) est un foncteur allant de la catégorie desK-modules vers celle
des alg̀ebres de Hopf avec surproduit (AHS) [Ga] (les AHS sont en fait des objets
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152 PHILIPPE GAUCHER

en anneau de la catégorie des cog̀ebres cocommutatives [H]) . Dans une cogèbre,
on note

�(x) =
X
(x)

x(1) 
 x(2);

le comultiplíe dex,

�2(x) = (id
�)�(x) = (�
 id)�(x) =
X
(x)

x(1) 
 x(2) 
 x(3)

et, par ŕecurrence surh > 1,

�h(x) = (id
(h�1)

�)�h�1(x) =

X
(x)

x(1) 
 x(2) 
 � � � 
 x(h+1):

C’est une notation classique qui permet de manier très facilement les axiomes de
cog̀ebres [Ab].

Supposons qu’uneK-algèbre libre unif̀ereV soit munie d’une famille d’appli-
cations lińeaires(�k)k>0. Alors il existe une et une seule famille de morphismes
de cog̀ebres(�k)k>0 sur S(V ) cöincidant apr̀es restrictioǹaV avec celle que l’on
s’est donńee surV telle que

�
k(xy) =

X
(x)(y)

(�1(x(1))e
�k�1(y(1))) : : :

: : : (�k�1(x(k�1))e
�1(y(k�1)))�
k(x(k))�

k(y(k)); (1)

pour toutk > 1 et telle que�0 = 1 (1 d́esignant ici le neutre de la AHS S(V )) et
telle que�1 = id, e
 désignant le surproduit de la AHS [Ga], etx et y étant des
éléments de S(V ). Dans le cas òuV est l’homologie cycliqueHC��1(A) d’uneK-
algèbreA (K étant maintenant un corps de caractéristique źero) munie du produit
de Loday–Quillen, alors les opérations�k de Loday–Procesi induisent sur la AHS
gradúee S�gr(HC��1(A)), S�gr(�) désignant le foncteur algèbre syḿetrique gradúee
[Ta], des oṕerations�k.

L’isomorphisme de AHS graduées H�(gl1(A))�=S�gr(HC��1(A)) (cf [Ga]
pour la d́emonstration de ce fait)́etant compatible avec les opérations�k, on
en d́eduit la formule (1) sur H�(gl1(A)). On obtient aussi des formules analogues
qui explicitent�k(x e
 y) et�k(�k

0

(x)) (cf. le théor̀eme (3.5)) pour toutx et touty
dans S(V ) et toutk > 0.

Voici le plan de l’article: d’abord, on expose quelques lemmes relatifsà la
structure des polyn̂omes universels intervenant dans la définition des�-anneaux;
puis, ońetudie le cas de l’alg̀ebre syḿetrique d’une alg̀ebreV et on montre comment
construire des oṕerations�k sur celle-ci ; on applique tout ce qui préc̀ede au cas de
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l’homologie cyclique (c’est la v́eritable motivation de l’article) ; ońevoque enfin
quelques ǵeńeralisations possibles des résultats pŕećedents.

1. Les�-anneaux et les AHS

DEFINITIONS. Soient les familles d’ind́etermińeesX = (Xi)i>1, Y = (Yi)i>1

etT = (Ti)i>1. Supposons queXi soit la i-ème fonction syḿetriqueélémentaire
en les ind́etermińeesU1; : : : ; Um et Yj la j-ème fonction syḿetriqueélémentaire
en les ind́etermińeesV1; : : : ; Vn (m > k > 1 etn > k > 1). Soient leśeléments
suivants deZ[X;Y ] :

Qk(X;Y ) =
X

i+j=k; i6=0; j 6=0

XiYj +Xk + Yk;

X
k>0

Pk(X;Y )T
k =

Y
16i6m;16j6n

(1+ UiVjT );

X
k>0

Pk;hT
k =

Y
i16:::6ih

(1+ Ui1 : : : UihT ):

Il est clair queQk etPk sont dansZ[X1; : : : ;Xk; Y1; : : : ; Yk] et quePk;h est dans
Z[X1; : : : ;Xkh]. On notera dans la suite

Q(X;Y ) = (Q1(X;Y ); Q2(X;Y ); : : :);

P (X;Y ) = (P1(X;Y ); P2(X;Y ); : : :);

Pk;(X) = (Pk;1(X); Pk;2(X); : : :):

Un�-anneauR est un anneau muni d’opérations�k pour toutk > 0 vérifiant (avec
�(x) = (�1(x); �2(x); : : :) :

�0(x) = 1; �1 = id; �(x+ y) = Q(�(x); �(y)); �(xy) = P (�(x); �(y));

�k(�(x)) = Pk;(�(x));

pour toutx et touty appartenant̀aR et toutk > 0.

Notation. Si f et g sont deux morphismes dans une catégorie donńee,fg
désignera la composée def etg. On notera

(�1
f; �

2
f; : : :) = �f; (f�1

; f�
2
; : : :) = f�; (Q1f;Q2f; : : :) = Qf;

etc...

EXEMPLES. (1) On prend l’anneauZ des entiers relatifs avec pour opérations

�
k(n) =

�
n

k

�
=

n!
k!(n� k)!

kthe295.tex; 5/02/1998; 14:11; v.7; p.3



154 PHILIPPE GAUCHER

pour toutn > 0 et toutk > 0.
(2) Il existe un et un seul�-anneau tel que l’anneau sous-jacent soitZ[X] et tel

que�k(X1) = Xk pour toutk > 1 : c’est, par d́efinition, le�-anneau engendré par
X1.

(3) SiR etS sont deux�-anneaux, leZ-moduleR
ZS est muni canoniquement
d’une structure de�-anneau [Kn] [LF].

PROPOSITION 1.1.Aveck > 1 etk0 > 1.

(i) On aP (X;Y ) = P (Y;X).
(ii) Le seul terme de degré2 qui apparaisse dansPk est(�1)k�1kXkYk.
(iii) Le seul terme de degré 1 dePk;k0 est(�1)(k�1)(k0�1)Xkk0 .

Preuve.On se place dans le�-anneauZ[X;Y ] produit tensoriel des�-anneaux
Z[X] etZ[Y ]. On sait que

k�1X
h=0

(�1)k�1�h
 
k�h(X1Y1)�

h(X1Y1) = k�
k(X1Y1);

où les morphismes d’anneaux k sont les oṕerations d’Adams. Donc

k�1X
h=0

(�1)k�1�h
 
k�h(X1) 

k�h(Y1)�
h(X1Y1) = k�

k(X1Y1);

soit

k�1X
h=0

(�1)k�1�h
 
k�h(X1) 

k�h(Y1)Ph(X;Y ) = kPk(X;Y ):

Par ŕecurrence surk > 1 (le cask = 1 estévident), on peut alors dire que le terme
du second degré dePk est

(�1)k�1(�1)k�1
kXk(�1)k�1

k
Yk

k
car k(X1) = (�1)k�1

k�
k(X1) +R1

oùR1 ne contient que des termes de degré suṕerieur òu égal 2.
De la m̂eme façon, partant de k k0 =  kk0 pour toutk; k0 > 1, on obtient

 k k0(X1) =  kk0(X1), soit

(�1)k
0�1
k
0
 
k(Xk0) +R2 = (�1)kk

0�1
kk

0
Xkk0 +R3;

oùR2 etR3 ne contiennent que des termes de degré suṕerieur òu égal 2 donc

(�1)k
0�1
k
0(�1)k�1

k�
k(Xk0) = (�1)kk

0�1
kk

0
Xkk0 +R4;
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oùR4 ne contient que des termes de degré suṕerieur òu égal 2 d’òu la conclusion
attendue vu que�k(Xk0) = Pk;k0(X). 2

On introduit pour la proposition suivante la famille d’indétermińeesT = (Ti)i>0.

PROPOSITION 1.2.On travaille dans le�-anneauZ[X;Y;Z; T ] engendŕe par
X1,Y1,Z1 etT1.

(1) On aQ(Q(X;Y ); Z) = Q(X;Q(Y;Z)). On notera ce polyn̂omeQ(X;Y;Z).
On d́efinit de façon analogueQ(X;Y;Z; T ).

(2) On aP (Q(X;Y ); Q(Z; T )) = Q(P (X;Z); P (X;T ); P (Y;Z); P (Y; T )).
(3) Il existe un polyn̂omeRk;k0 et un seul qui v́erifie pour toutk > 1 et toutk0 > 1

Pk;k0(Q(X;Y )) = Rk;k0(Pk;(X); Pk;�(Y )):

De plusRk;k0(X;Y ) est dansZ[X1; : : : ;Xk0 ; Y1; : : : ; Yk0 ].
Preuve.On a

�(X1 + Y1 + Z1) = Q(�(X1 + Y1); Z) = Q(Q(X;Y ); Z);

�(X1 + Y1 + Z1) = Q(X;�(Y1 + Z1)) = Q(X;Q(Y;Z))

d’où (1). On a

�((X1 + Y1)(Z1 + T1))

= P (�(X1 + Y1); �(Y1 + Z1))

= P (Q(X;Y ); Q(Z; T ))

et

�((X1 + Y1)(Z1 + T1))

= �(X1Z1 +X1T1 + Y1Z1 + Y1T1)

= Q(�(X1Z1); �(X1T1); �(Y1Z1); �(Y1T1))

= Q(P (X;Z); P (X;T ); P (Y;Z); P (Y; T ));

d’où (2). Enfin on a

�k�k
0

(X + Y ) = Pk;k0(�(X + Y )) = Pk;k0(Q(X;Y ))

�k�k
0

(X + Y ) = �kQk0(X;Y ) = Rk;k0(�
kX;�kY )

= Rk;k0(Pk;(X); Pk;(Y ));

d’où (3). 2
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2. Le cas de l’alg̀ebre syḿetrique d’un K-moduleV

SoitH une AHS de produit�, de surproduite
 et de coproduit� et soitC une
cog̀ebre de coproduit�. Si f et g sont deux morphismes linéaires deC dansH,
on posef � g = �(f 
 g)� (convoĺee additive) etf 
 g = e
(f 
 g)� (convoĺee
multiplicative). Sih est un morphisme d’alg̀ebres deH vers une alg̀ebreH0, alors
on ah(f � g) = (hf �hg) et h(f 
 g) = (hf 
hg). Si h est un morphisme de
cog̀ebres d’une cog̀ebreC 0 vers la cog̀ebreC, alors on a(f � g)h = (fh� gh)
et (f 
 g)h = (fh
 gh). Il est facile de d́emontrer (cf [Ga] pour plus de détails)
que l’ensemble des morphismes de cogèbres deC dansH, not́ew(C;H), muni
de l’addition� et de la multiplication
 est un anneau commutatif avecu� pour
neutre de l’addition (u étant le neutre deH et � étant la cöunité deC). De plus, si
H est de la forme S(V ) (l’algèbre syḿetrique d’une alg̀ebreV ) et siK contientQ
alorsw(H) := w(H;H) est uneQ-algèbre.

DEFINITIONS. SoitH une AHS. SiE = fa; : : : ; bg � f1; : : : ; ng où n est un
entier suṕerieur òu égalà 1, on peut d́efinir le morphisme de cogèbres suivant allant
deH
n dansH#E (#E désignant le cardinal de l’ensembleE) :

ia;:::;b(x1
 : : :
 xn) =
Y
i62E

�(xi)xa 
 : : :
 xb:

Si f est un morphismeK-linéaire allant d’une cog̀ebreC vers une alg̀ebreA et si
dansK, tous lesn! sont inversibles, on pose exp�(f) =

P
n>0 f

�n=n! qui est un
morphismeK-linéaire allant deC dansA. Par d́efinition,� est la projection surV
parall̀element S0(V )�

L
i>2 Si(V ).

LEMME 2.1. On aexp�(�) = id.
Preuve. Il faut démontrer que exp�(�)(x) = x si x 2 S(V ). On peut parK-

linéarit́e se restreindrèax = x1 : : : xm où lesxi sont dansV . Alors ��n(x) = 0
sin 6= m et��n(x) = (n!)x si n = m. 2

LEMME 2.2. Soientf etg deuxéléments dew(H). Alors on afi1� gi2 = �(f
g)
etfi1
 gi2 = e
(f 
 g).

Preuve.On a,x ety étant deux́eléments deH,

(fi1�� gi2)(x
 y) =
X
(x)(y)

fi1(x(1) 
 y(1))gi2(x(2) 
 y(2));

par d́efinition du produit tensoriel de cogèbres. Donc

(fi1� gi2)(x
 y) =
X
(x)(y)

�(y(1))�(x(2))f(x(1))g(y(2))

= (u�� f)(x)(u�� g)(y):
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De la m̂eme façon, on a

(fi1
 gi2)(x
 y) =
X
(x)(y)

fi1(x(1) 
 y(1)) e
 gi2(x(2) 
 y(2))
=

X
(x)(y)

(�(y(1))f(x(1))) e
 (�(x(2))g(y(2))):

Donc parK-bilinéarit́e du surproduit,

(fi1
 gi2)(x
 y) =
X
(x)(y)

(�(x(2))f(x(1))) e
 (�(y(1))g(y(2)))

= (u�� f)(x)e
(u�� g)(y): 2

THEOREME 2.3. Consid́erons une famille(�k)k>0 dew(S(V )) et lesénonćes
suivants:

(1) ‘pour toute cog̀ebre C, pour tout f; g 2 w(C;S(V )), on a �(f � g) =
Q(�f; �g)

(10) �� = Q(�i1; �i2)’
(2) Six,: : : ,y sont deśeléments primitifs de S(V ) alors

��
k(x : : : y) =

X
i+:::+j=k

�
i(x)e
 : : : e
�j(y)0

(3) Six ety sont dans S(V ) alors

�k(xy) =
X
(x)(y)

(�1(x(1)) e
�k�1(y(1))) : : :

: : : (�k�1(x(k�1)) e
�1(y(k�1)))�
k(x(k))�

k(y(k))

où

�k�1(x) =
X
(x)

x(1) 
 : : :
 x(k) et �k�1(y) =
X
(y)

y(1) 
 : : : 
 y(k):

Alors (1)() (3)() (10) et (3) =) (2). SiK � Q alors(2) =) (3).
Preuve.A partir de�� = Q(�i1; �i2), on composèa droite par le morphisme de

cog̀ebres(f 
g)�, ce qui donne�(f � g) = Q(�i1; �i2)(f � g) donc�(f � g) =
Q(�i1(f � g); �i2(f � g)). Un calcul facile montre quei1(f � g)� = f et que
i2(f � g)� = g donc (10) =) (1). La formule (1) avecC = S(V ) 
 S(V ) et
(f; g) = (i1; i2) évalúee enx
 y donne (3) et(10). D’où (1)() (10). Puis (3) se
réécrit

�
k
� = e
(�1


 �
k�1)� : : :� e
(�k�1


 �
1)��(�k 
 �k): (4)
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On obtient (1) en composantà droite par(f 
 g)�. D’où (1)() (3). La pro-
jection de (3) sur la partie primitive donne (2). Donc (3)=) (2). Soit l’énonće
suivant: (4)0 Si x et y sont de longueur supérieure oúegaleà un alors��k(xy) =P

i+j=k ��
i(x) e
��j(y)0. Alors (2) =) (4). En effet, en se ramenantà x =

x1 : : : xp ety = y1 : : : yq où lesxi et lesyj sont dansV , par bilińearit́e on a

��
k(xy) =

X
i+:::+j=k

�
i(x1) e
 : : : e
�j(yq);

donc

��
k(xy) =

X
i+j=k

��
i(x)e
�j(y);

donc

��
k(xy) =

X
i+j=k

��
i(x)e
��j(y) + �(�k(x)�k(y)); (5)

le dernier terméetant nul. On constate alors que (5) est vrai pour toutx et touty
quelle que soit leur longueur respective (par exemple siy = 1 alors�j(y) = 0
pour toutj et donc��j(y) = 0). La formule (2) peut donc s’écrire

��
k
� =

X
i+j=k;i 6=0;j 6=0

e
(�i 
 �j) + ��(�k 
 �k): (6)

SiK � Q, tous lesn! sont inversibles dansK et on peut utiliser l’exponentielle.
On applique alors exp�(�) à (6) et on obtient (3). Donc (2)) (3). 2

THEOREME 2.4.On suppose donnée une famille d’endomorphismesK-linéaires
(�k)k>1 d’uneK-algèbre libreV . Alors il existe une et une seule famille(�k)k>0

dew(S(V )) cöincidant apr̀es restrictionà V avec celle que l’on s’est donnée sur
V telle que pour toutf et pour toutg dew(S(V )), on ait�(f � g) = Q(�f; �g),
telle que�0 = 1 (l’unit é de S(V )) et telle que�1 = id.

PreuveSoient (�k)k>0 et (�0k)k>0 deux familles dew(S(V )) solution du
probl̀eme. SoitTm l’ énonće: ‘pour toutx de longueur inf́erieure ouégal à m,
�(x) = �0(x)’. Par d́efinition, sif 2 w(S(V )) alorsf(1) = 1 doncT0 est vrai.T1

est vrai par hypoth̀ese. Six est unélément deV et siy est de longueurm (m > 1)
alors (compte tenu de l’équivalence (1), (3))

Tm ) Q(�i1; �i2)(x
 y) = Q(�0i1; �
0
i2)(x
 y);

puisque le coproduit est compatible avec la filtration par la longueur. Donc, avec
le théor̀eme pŕećedent,Tm =) Tm+1 d’où l’unicité de la famille(�k)k>0.
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Soit B uneK-base deV , Bn l’ensemble des produits dans S(V ) d’au plusn
éléments deB (par convention,B0 = 1).

Posons�(1) = 1 et pour toutx 2 Bn et touty 2 B,

�(xy) = Q(�i1; �i2)(x
 y):

Il est clair queR0 etR1 sont vrais. Soitz 2 B et supposonsRm vrai. Alors

�(xyz) = Q(�i1; �i2)((xy) 
 z)

= Q(�i1; �i2)(�
 id)(x
 y 
 z)

= Q(�i1(�
 id); �i2(�
 id))(x
 y 
 z)

car�
 id est un morphisme de cogèbres. Un calcul facile montre quei1(�
 id) =
�i1;2 et quei2(�
 id) = i3. Ainsi

�(xyz) = Q(��i1;2; �i3)(x
 y 
 z);

soit, à cause de l’hypoth̀ese de ŕecurrenceRm,

�(xyz) = Q(Q(�i1; �i2)i1;2; �i3)(x
 y 
 z);

d’où, puisquei1;2 est un morphisme de cogèbres et quei2i1;2 = i2 et i1i1;2 = i1,

�(xyz) = Q(Q(�i1; �i2); �i3)(x
 y 
 z)

= Q(�i1; Q(�i2; �i3))(x
 y 
 z):

De i1i2;3 = i2 et dei2i2;3 = i3, on d́eduit

�(xyz) = Q(�i1; Q(�i1i2;3; �i2i2;3))(x
 y 
 z)

= Q(�i1; Q(�i1; �i2)i2;3)(x
 y 
 z)

= Q(�i1; ��i2;3)(x
 y 
 z) (par R1):

De i1(id
 �) = i1 et dei2(id
 �) = �i2;3, on d́eduit

�(xyz) = Q(�i1(id
 �); �i2(id
 �))(x
 y 
 z)

= Q(�i1; �i2)(id
 �)(x
 y 
 z)

= Q(�i1; �i2)(x
 (yz))

d’oùRm+1 et l’existence. 2

THEOREME 2.5. On se place dans le cadre du théor̀eme (2.4). Si surV la
famille (�k)k>1 vérifie�k(xe
y) = (�1)k�1k�k(x)e
�k(y) pour toutx et touty
appartenant̀aV alors on a pour toutf etg dansw(S(V )): �(f 
 g) = P (�f; �g).
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Preuve. On notera�(x 
 : : : 
 y) = x : : : y pour un nombre quelconque
d’argumentsx; : : : ; y. Par une ḿethode analoguèa celle d’un raisonnement déjà
fait, on d́emontre que

�e
 = P (�i1; �i2) (1)

si et seulement si pour toutf et toutg dansw(S(V )), on a�(f 
 g) = P (�g; �g).
D’après la proposition (1.1), le polynômePk est de la forme

Pk = (�1)k�1
kXkYk +

X
a(X1Y1)

m
: : : (XkYk)

n
;

m+ � � �+ n > 2. Alors (1) est vrai si on l’́evalue enx
 y où x ety sont primitifs
à cause des hypothèses faites ou si on l’évalue enx 
 y où 1 2 fx; yg (dans ce
dernier cas, les deux membres de l’égalit́e (1) sont nuls). Puis ońecrit (x, y, z et t
étant dans S(V ))

P (�i1; �i2)((xy)
 (zt))

= P (�i1; �i2)(�
 �)(x
 y 
 z 
 t)

= P (��i1;2; ��i3;4)(�
 �)(x
 y 
 z 
 t)

= P (Q(�i1; �i2)i1;2; Q(�i1; �i2)i3;4)(x
 y 
 z 
 t)

= Q(P (�i1; �i3); P (�i1; �i4); P (�i2; �i3); P (�i2; �i4))(x
 y 
 z 
 t)

= Q(P (�i1; �i2)i1;3; P (�i1; �i2)i1;4;

P (�i1; �i2)i2;3; P (�i1; �i2)i2;4)(x
 y 
 z 
 t);

donc on obtient

P (�i1; �i2)((xy)
 (zt))

= Q(P (�i1; �i2)i1;3; P (�i1; �i2)i1;4;

P (�i1; �i2)i2;3; P (�i1; �i2)i2;4)(x
 y 
 z 
 t): (2)

Soit Um l’ énonće: ‘(1) est vrai pour toutx de longueur 1 et touty de longueur
inférieure oúegaleàm’. On sait d́ejà queU0 etU1 sont vrais. SiUm est vrai, on
consid̀ere (2) avecx et t de longueur 1,y = 1 etz de longueurm et on obtient

P (�i1; �i2)((xy)e
(zt))
= Q(� e
 i1;3; � e
 i1;4; � e
 i2;3; � e
 i2;4)(x e
 y e
 z e
 t)
=

X
(x)(y)(z)(t)

�((x(1) e
 z(1))(x(2) e
 t(1))(y(1) e
 z(2))(y(2) e
 t(2)))
= �((xy) e
 (zt));

kthe295.tex; 5/02/1998; 14:11; v.7; p.10
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doncUm+1 est vrai. SoitVm l’ énonće: ‘(1) est vrai pour toutxde longueur inf́erieure
ou égaleàm et pour touty’. On sait d́ejà queV0 etV1 sont vrais. SiVm est vrai,
on consid̀ere (2) avect = 1, y de longueur 1,z de longueur quelconque etx de
longueurm. Le calcul ci-dessous implique queVm+1 est vrai. 2

THEOREME 2.6.On se place dans le cadre du théor̀eme (2.4). Si surV la famille
(�k)k>0 vérifie�k�k

0

(x) = (�1)(k�1)(k0�1)�kk
0

(x) pour toutx appartenant̀a V
alors on a pour toutf dansw(S(V )): �k�k

0

f = Pk;k0(�f).
Preuve. Il est clair que leśenonćes ‘pour toutf et toutg dansw(S(V )), on a

�k�k
0

f = Pk;k0(�f)’ et ‘pour toutx 2 S(V ), on a�k�k
0

(x) = Pk;k0(�)(x)’ sont
équivalents pour toutk et toutk0 donńesà l’avance. SoitUm l’ énonće: ‘pour toutx
de longueur inf́erieure oúegaleàm, �k�k

0

(x) = Pk;k0(�)(x)’. Il est clair queU0

est vrai. D’apr̀es le lemme (1.1), le polynômePk;k0 est de la forme

Pk;k0 = (�1)(k�1)(k0�1)
Xkk0 +

X
a(Xi)

m

ce qui impliqueU1 compte tenu de l’hypoth̀ese. On a alors

�
k(�k

0

(xy)) = �
k
�
k0
�(x
 y)

= �
k
Qk0(�i1; �i2)(x


= Rk;k0(�
k
�i1; �

k
�i2)(x
 y): (1)

Si on supposeUm vrai et si dans (1), on prendx de longueurm et y de longueur
1, on obtient

�k(�k
0

(xy)) = Rk;k0(Pk;�(�)i1; Pk;�(�)i2)(x
 y)

= Rk;k0(Pk;�(�i1); Pk;�(�i2))(x
 y)

= Pk;k0(Q(�i1; �i2))(x 
 y)

= Pk;k0(��)(x
 y)

= Pk;k0(�)(xy);

doncUm+1 est vrai. 2

3. Des oṕerations�k sur l’homologie de l’algèbre de Liegl1(A)

Dans ce chapitre,K est un corps de caractéristique źero. En utilisant les ḿethodes
de [LP], on va d́efinir des oṕerations�k sur l’homologie degl1(A) à coefficients
triviaux où A est uneK-algèbre commutative et unitaire. On verra alors qu’en
restreignant̀a la partie primitive (qui est exactement l’homologie cycliqueV =
HC��1(A) deA), on retrouve les oṕerations�k usuelles surV . Les ŕesultats du
chapitre pŕećedent permettront alors d’élucider le comportement de celles-ci par
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rapport au produit et au surproduit de H� gl1(A) (provenant respectivement de la
somme par bloc et du produit tensoriel de matrices [Ga]).

On note
Vk
+;n le morphisme d’alg̀ebres de Lie, fonctoriel par rapportàA de

l’algèbre de Liegl(An) des endomorphismes linéaires deAn dans l’alg̀ebre de Lie
gl(
Vk

An) des endomorphismes linéaires de
Vk

An (on suppose fix́ee une fois pour
toute une injection degl(

Vk
An) dansgl1(A) par choix d’une base, ce qui ne pose

aucun probl̀eme car la conjugaison induit l’identité en homologie) tel que

 ^k

+;n
(�)(v1 ^ : : : ^ vk) =

kX
i=1

v1 ^ : : : ^ �vi ^ : : : ^ vk

!

(lesvi étant dansAn).C’est la version additive du morphisme de groupes

^k

�;n
(�)(v1 ^ : : : ^ vk) = �v1 ^ : : : ^ �vi ^ : : : ^ �vk:

LEMME 3.1. [LP]

(i) Si� est une matrice de

gln(A);
^k

+;n+1

  
� 0

0 01

!!

est conjugúe à0
@
V
k
+;n(�) 0

0
Vk�1
+;n (�)

1
A

par une matrice de permutation.
(ii) Soient les morphismes d’algèbres de Lie

a
k
n :

8><
>:

gln �! gl1

� 7�!
L

i impair<k

Vk�i
+;n(�)

�
�
n�1+i

i

�

et

b
k
n :

8><
>:

gln �! gl1

� 7�!
L

i pair<k

Vk�i
+;n(�)

�
�
n�1+i

i

�

où �
n

k

�
=

n!
k!(n� k)!

:
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Alors

 
akn(�) 0

0 bkn+1(�� 01)

!

est conjugúe à

 
akn+1(�� 01) 0

0 bkn(�)

!

par une matrice de permutation ne dépendant que des entiersk etn. 2

LEMME 3.2. Il existe des endomorphismes�k de cog̀ebres de H� gl1(A) qui
redonnent sur la partie primitive les opérations de Loday–Procesi.

Preuve. Il suffit de poser

�
k = lim

�!
n

�
k
n = lim

�!
n

((akn)� 	� (bkn)�):

Pour d́emontrer la compatibilit́e avec la limite inductive, on fait une démonstration
analoguèa celle du th́eor̀eme (1.6) de [Ga]. L’́etude de la restrictioǹa la partie
primitive est d́ejà faite dans [LP]. 2

La AHS S�gr(HC��1(A)) est munie d’oṕerations�k en utilisant une versionN-
gradúee du th́eor̀eme (2.4) et les oṕerations�k de Loday–Procesi surHC��1(A)).

THEOREME 3.3. L’isomorphisme de AHS H�(gl1(A))�=S�gr(HC��1(A)) est
compatible avec les opérations�k construites des deux côtés.

Preuve.On part de l’isomorphisme naturel suivant entreA-modules

^k
(Ap

�A
q) �=

kM
r=0

^r
(Ap)


^k�r
(Aq):

On obtient alors pour les matrices l’égalit́e suivante, vraièa conjugaison près par
une matrice de permutation :

^k

+;p+q

  
� 0

0 �

!!
=

kM
r=0

^r

+;p
(�) 
 id� q

k�r

� + id( pr ) 

^k�r

+;q
(�)

=
kM

r=0

f(pr );
�

q
k�r

� �^r

+;p
(�);

^k�r

+;q
(�)

�
;
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donc, avec (1.5) de [Ga], après application du foncteur H�(�)

�^k

+;p+q

�
�

� =
kM

r=0

�
f(pr );

�
q

k�r

��
�

�^r

+;p
;
^k�r

+;q

�
�

donc, avec les notations de [Ga], on obtient dans H�(gl1(A))

�

�^k

+;p+q

�
�

� =
kX

r=0

�

�
f(pr );

�
q

k�r

��
�

�^r

+;p
;
^k�r

+;q

�
�

=
kX

r=0

�

�
f(pr );

�
q

k�r

��
�

�
K(pr );

�
q

k�r

���1

� � �

� � �

��^r

+;p

�
�




�^k�r

+;q

�
�

�
Kp;q;

donc dans H�(gl1(A)), on obtient

�

�^k

+;p+q

�
�

�K
�1
p;q =

kX
r=0

�

�
f(pr );

�
q

k�r

��
�

�
K(pr );

�
q

k�r

���1

�

�

��^r

+;p

�
�




�^k�r

+;q

�
�

�
:

Soient alorsx et y des éléments primitifs respectivement de Hm gl1(A) et
Hn gl1(A) provenant (par construction de la limite inductive) respectivement
d’éléments de Hm(glp(A)),: : : , Hn(glq(A)) pour un certainp et un certainq.
Alors d’apr̀es [Ga], en posantn = p+ q, on obtient

�

�^k

+;p+q

�
�

�K
�1
p;q (x
 y)

=
kX

r=0

�h�K
�1
1;1

��^r

+;p

�
�




�^k�r

+;q

�
�

�
(x
 y)

dans H�(gl1(A)). Ainsi

�

�^k

+;p+q

�
�

�K
�1
p;q (x
 y) =

kX
r=0

�^r

+;p

�
�

(x)e
�^k�r

+;q

�
�

(y):

On sait aussi avec [L] et (1.5) de [Ga] que

^k

+;n
= �

k
n ��

: : :�
�
(�1

n)
�
�

�
k�1
n

�
:
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Donc, en projetant sur la partie primitive,

��
k
n(�K

�1
p;q (x
 y)) + � � �+

�
k � 1
n

�
��

1
n(�K

�1
p;q (x
 y))

=
X

06r6k;06i6r
06j6k�r

�
r � i

p

��
k � r � j

q

�
�
i
p(x)e
�jq(y): (3.3.1)

On a alors le

LEMME 3.4. SoitW unQ-espace vectoriel et soientvn1 , : : : , vn
k

deséléments deW
qui convergent dansW respectivement quandn ! 1 versv1,: : : ,vk. Supposons
que pourn > h(h étant un entier naturel supérieur ouégal à 1),na1vn1 + � � � +
nakvn

k
= 0 où lesai sont des entiers relatifs deuxà deux distincts. Alors pour tout

i dansf1; : : : ; kg, vi = 0.
Preuve. Supposons par exemple quea1 < � � � < ak. Alors na1�akvn1 + � � � +

nak�akvnk = 0 pourn > h. Avecn tendant vers l’infini, on obtientvk = 0. Puis on
proc̀ede par ŕecurrence descendante surk. 2

Dans (3.3.1), en faisant alors tendren = p+ q vers l’infini, on obtient avec le
lemmev0 = 0, soit

��
k(xy) =

X
r+s=k

�
r(x)e
�s(y):

On d́emontre de façon analogue (mais c’est plus longà écrire) que, pour toute
famille finie d’éléments primitifsx; : : : ; y, on a

��
k(x : : : y) =

X
r+s=k

�
r(x)e
 : : : e
�s(y):

Comme les�k sont des morphismes de cogèbres, le th́eor̀eme est d́emontŕe d’apr̀es
(2.3) et (2.4). 2

THEOREME 3.5. Les oṕerations�k sur H�(gl1(A)) définies au d́ebut de ce
chapitreà l’aide des puissances extérieures de matrices sont reliées au produit
(provenant de la somme par bloc des matrices) et au surproduit (provenant du
produit tensoriel de matrices) par les deux formules suivantes (où x et y sont des
éléments de H�(gl1(A)) et où xy = �x(1)y(1) : : : x(k�1)y(k�1)x(k)y(k)):

�
k(xy) =

X
(x)(y)

�(�1(x(1))e
�k�1(y(1))) : : :

: : : (�k�1(x(k�1))e
�1(y(k�1)))�
k(x(k))�

k(y(k));

�
k(xe
y) = Pk(�i1; �i2)(x
 y):
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De plus elles se composent selon la formule suivante:

�
k(�k

0

(x)) = Pk;k0(�)(x):

Preuve. Il suffit pour d́emontrer ce th́eor̀eme de se rappeler que sur la partie
primitive, qui est l’homologie cyclique deA, les oṕerations�k définies ci-dessus
vérifient les hypoth̀eses des th́eor̀emes (2.5) et (2.6) du présent article [L], i.e. que
pour toutx ety primitifs, on a

�
k(xe
y) = (�1)k�1

k�
k(x)e
�k(y);

�
k
�
k0(x) = (�1)(k�1)(k0�1)

�
kk0(x): 2

Le résultat suivant donne le comportement des opérations�k degl1(A) par rapport
à la filtration provenant de la notion de longueur.

COROLLAIRE 3.6.Étant donńe unélément de longueurx deH�gl1(A), la partie
primitive de longueurd de�k(x) estégalà

X
(x)

(��k)(x(1)) : : : (��
k)(x(d))

d!
:

Six = u : : : v où u; : : : ; v sontn éléments primitifs alors

X
(x)

(��k)(x(1)) : : : (��
k)(x(d))

d!
= 0;

pourd > n et

X
(x)

(��k)(x(1)) : : : (��
k)(x(n))

n!
= �

k(u) : : : �k(v):

Preuve.Cela provient de la formule exp�(��k) = �k. 2

4. Extension des ŕesultats pŕećedents

Les th́eor̀emes (3.5) et (3.6) s’étendent sans difficulté aux groupes d’homologie
suivant (A étant toujours uneK-algèbre sur un corpsK de caract́eristique źero) :
H�(sl1(A)), H�(sp1(A)), H�(so1(A)), H�(o1(A)), etc: : :

C’est d̂u à la stabilit́e du produit tensoriel de matrices et des puissances
ext́erieures de matrices̀a l’intérieur des familles d’alg̀ebres de Lie(sln)n>0,
(spn)n>0, (son)n>0, (on)n>0, etc: : :

Il faut juste adapter la d́emonstration du th́eor̀eme (3.5) en d́emontrant directe-
ment les propríet́es exiǵees sur la partie primitive grâceà des propríet́es standards
des puissances extérieures de matrices.
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On étendégalement sans problème les th́eor̀emes (3.5) et (3.6)̀a l’homologie
des groupes correspondants. Dans le cas de l’homologie du groupe linéaire, on
retrouve sur la partie primitive, qui est alors isomorpheà laK-théorie alǵebrique
de Quillen de l’alg̀ebreA, les oṕerations�k définies par Kratzer et Soulé.
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