Le systeme T

Pascal MANOURY

7 décembre 2011

Donner une présentation du systéme T de Godel et de sa preuve de normalisation.

1 Un langage pour des fonctions calculables
Le langage =z représente les variables.
| hat | (£ 1)

)

n=
| ({t) [ m |
| 0]St|(recttt)

Les régles de calcul réduction (gauche)

(tw) —  (t' u) sit—t

(v u) — (vu) si u < u' et v non réductible
Azt u) —  tlu/z]

(t, u) —  (t',u) sit—t

(v, u) —  (v,u) si u <= ' et v non réductible
71 (t, u) — ¢

o (t, u) = u

St — St/ sit—t

(rec 0 to ts) — 1o

(rec St tg ts) < (tst (rect tg ts))

On note <% la cloture transitive et réflexive de —.

Un terme ¢ est en forme normale lorsqu’il n’existe plus de ¢’ tel que ¢ < ¢'. On appellera valeur un terme
en forme normale.

Un terme t est normalisable lorsqu’il existe une valeur v telle que t <5wv.

Commentaire: en reformulant les deuxieme et cinquieme regles de réduction sans leur restriction sur v

(tu) — (tv) siu—=u
(t,uy — (tu') siu—=u
on obtient une relation de réduction non déterministe mais pour laquelle on a le résultat suivant :

THEOREME: (confluence) si ¢ est normalisable et si ¢ <%#; et si t <%ty alors, il existe w tel que t; S w et
t2 S w.

Pratique du langage

Addition
add = Axy.(rec x y AxAh.Sh)



(add SSO «) (rec SSO o AzAh.Sh)

(AzAh.Sh SO (rec SO v AxAh.Sh))
S(rec SO a Ax\h.Sh)

S(AzAh.Sh 0 (rec 0 ac AxAh.Sh))
SS(rec 0 a AxAh.Sh)

SS«

USSR

LEMME : (add S™0 S™0) <%S"t™0

Preuve: on montre par induction sur n que (rec S™0 S™0 AzAh.Sh) < S™70
— sin =0 alors S°0 =0 et (rec 0 S™0 AzAh.Sh) — S™0 = S*T™0.
— sin = n+1, par HR, (rec S"0 S™0 AzAh.Sh)) < S™T™0; alors S0 = S5™0 et (rec SS™0 S™0 AzAh.Sh) <
(AzAh.Sh S™0 (rec S™0 S™0 AzAh.Sh)) < S(rec S"0 S™0 AzAh.Sh) < g g) SS™T™0 = ST Hm

Multiplication
mul = AzAy.(rec x 0 AzAh.(add y h))

(mul SSO «) (rec SSO 0 AzAh.(add o h))

(AxAh.(add o k) SO (rec SO 0 AzAh.(add « h)))

(add o (rec SO 0 AxAh.(add o h)))

(add o (AzAh.(add o h) 0 (rec 0 0 AzAh.(add « h))))
(add o (add « (rec 0 0 AzAh.Sh)))

( (

add «a (add « 0))

USRS

LEMME : (mul S0 S™0) <5S™™0

Preuve: en exercice

Prédécesseur
pred = Az.(rec x 0 Axz.Ah.x)
(pred Sa) —  (rec Sa 0 Az.\h.x)
—  (Az.Ah.x o (rec a 0 Az Ah.x)
= «
Soustraction

sub = Axy.(rec y x A\xAh.(pred h)

Alternative 0 est <faux>, le reste est <vrai>.

if = Ax. A1 Ata.(rec x to AxzAh.ty)

Fonctions booléennes
not = Ax.(if z 0 x)

or =Xz y.(if x x y)
and = Xz y.(if x y x)
Comparaisons
It = Ax)hy.(suby x)
eq = Az Ay.(not (or (It z y) (It y x)))

etc.



Itérations (fold)
iter = Axdy\f.(rec z y AxAh.(f = h))

On en tire la somme et le produit finis
Sigma = Az f.(iter © 0 AzAy.(add (f x) y))
Pi = XxAf.(iter x SO AxAy.(mul (f z) y))

Extensions
En rajoutant deux constantes au langage, on peut simuler des listes :
t = ...
| (| (recpt tt)
Avec les régles de réduction

(recp () t1 t2) = 4
(recp (u1,ug) t1 t2) < (t2 up ug (recp ug ty t2))

Exemple :

map = AxAf.(recp z () Ax1 Az b {(f ), h))

2 Types et terminaison

Le langage de types (pour le langage sans extension)

T = IN|T—>7|7AT

Les reégles de typage une assignation de type s’écrit ¢t : 7. I' est un contexte de typage de la forme
T1:Tl,...,%py : Tn OU les x; sont des variables. On écrit ',z : 7 pour 1 : 71,...,Tn : Tn, T : 7. Un contexte
de typage I' peut étre vide. L’ordre d’apparition des assignations de type dans I' n’est pas significatif. Un
jugement de typage s’écrit I' ¢ : 7. Lorsque I" est vide, on écrit ¢ : 7.

—_ Az
z:tkax:7
I'bHt:m > m I'Fu:m Tx:mbt:m
—e —i
Lk (tu):m I'Xzt:m — 7
I'Ft:mi AT I'Ht:m Am
— el —— Ae2
I'bFmt:m DEmt:m

F"tliTl F"tQITQ
F"<t1,t2>l7’1/\7’2

,  ITren
-0V THSt:IN

I'bt:IN I'kty:7 FI—tS:]N—>T—>TN
Tk (recttots): T

THEOREME: (conservation du type par réduction) si ¢ : 7 et si ¢t <5¢' alors F ¢ : 7.



Le théoréme de normalisation On définit une interprétation des types notée ||7|| par induction sur la
formation de 7 :

— [[IN][ = {t [ £ =S"0}

- HTl /\TQH = {t | Htl S H7’1||.3t2 S HTQHt ‘i><t1,t2>}

—In =l ={t | Vu e l[n]|.(t u) € [Ir[]}

REMARQUE: sit € ||N|| alors St € ||N||
LEMME 1: (adéquation) si t € ||7]| alors ¢ est normalisable.

Preuve: par induction sur 7
Si 7 = IN. alors t est normalisable par définition de || N]|.

Si T =71 A Ta, alors, par définition de ||71 A 72||, il existe ¢1 € ||71]| et t2 € ||T2|| tels que ¢ < (t1,t2). Par
hypotheése d’induction, t; et t5 sont normalisables. Il existe donc deux valeurs vy et vy telles ¢ < (tq,ta) <5
(v1,t2) <5 (v1,v2). Comme (v1,v2) est une valeur, ¢ est normalisable.

Si T =T — T, alors, par définition de ||y — 7»||, pour tout u € ||m||, (t u) € ||m2||. Par hypothese
d’induction il existe v tel que (¢ u) <5v. Par définition de la réduction (gauche) il existe nécessairement une
valeur vy telle que t <5v.

LEMME 2: (saturation) sit <%’ et sit’ € ||7|| alors t € ||7]|.

Preuve: par induction sur 7.
SiT=IN.Sit <5t et t' €||IN]| alors t <5t' <5S™0. D’ou t € ||N||.
SiT=m AT ett €]lm ATl alors il existe t1 € ||T1]| et t2 € ||72]| tels que t <t <5 (t1,12). Dol
te HTI /\7'2||.

SiT =7 — 72. On suppose t <5’ et ¢’ € |71 — 72||. Par définition de la réduction, on a (¢t u) <5 (¢’ u) et,
par définition de ||y — 72]|, on a que pour tout u € |||, (¢’ u) € ||72]|. Donc, par hypothése d’induction :
te HTI —>7'2|| .

LEMME 3: sixy :Tq,...,2Tp : Tn E t: 7 alors, pour tout uy € ||71|, ..., un € ||7al], on a tfus /a1, ..., up/xy,] €
Il

Preuve: par induction sur la dérivation de typage. On pose I' = z1 : 71,...,2, : Ts. On note t[a/Z] =
tlur/x1, ..., un/x,] pour tout uy € ||71||, ..., un € ||Tn]|. On raisonne sur la derniére régle appliquée.

Regle Az. Le terme ¢ est une variable dans x1,...,z,, disons z;. On a
Ax
T1 Tl T i Ty X5 1 Ty

Comme z;[ui/x1, ..., Un/Tn] = uj, le résultat est immédiat par hypothese.

Regle —;. La dérivation a la forme

Fz:rhkt:7

%

FEXet:T— 71
On veut (Az.t)[a/z] € ||[7 — 7'||. Clest-a-dire, que pour tout u € ||7||, ((Az.t)[a/Z] u) € ||7’|]. Et, comme
x & {x1,...,2n}, on veut, en fait : (Az.t[t/Z] u) € ||7|| (on peut toujours supposer z non libre dans «).
Or (Az.tlu/z] u) — t[u/Z,u/z] et, par hypothese d’induction, ¢[a/Z, u/x] € ||7'||. D’oli, par le lemme de
saturation : ((Az.t)[@/Z] u) € ||7'|].

Regle —.. La dérivation a la forme

FFt:T-lﬁTg FFﬁ:n
FF({tu):m

e



Par hypothese d’induction, ¢[@/Z] € ||11 — 72||. Cest-a-dire que pour tout w € |||, (¢[a/Z] w) € ||72]l.
Comme, par hypothese d’induction, u[a/Z] € ||11]], on a en particulier que (t[a/Z] u[a/Z]) € ||72||. Et, comme
(tla/z] u[a/z]) = (t w)[a/z], on a (t u)[u/Z] € ||2|| c’est ce que I'on veut.

Regle A;. La dérivation est de la forme

I‘Ft-l:'rl FFt.gzﬁ
74\
F|—<t1,t2> T /\7'2

Par hypothese d’induction ¢, [a/Z] € ||11]| et t2[a/Z] € ||72]|. D’on, par définition, (t1[a/Z], t2[a/Z]) € ||T1AT2]].
Et, comme (t1[@/Z], t2[0/T]) = (t1,t2)[@/Z], on a (t1,t2)[a/Z] € ||71 A T2|| qui est ce que l'on veut.

Regle A¢p. La dérivation a la forme

I'Ht: :7'1 A T2
——— el
'k Tl'1t LT
Par hypothese d’induction t[a/Z] € ||11 A 72||. Par définition, il existe t1 € [|m1]] et t2 € ||72|| tels que
tu/Z] <5 (t1,t2). D’ou (mt)[a/T] = mit[a/T] <Smi(ti, ta) — t1 € ||71]] qui est ce que nous voulons.
Regle Ago. Similaire au cas précédent.

Regle Ny. La dérivation est

LFO:IN
Alors t[u/z] = 0 € ||IN]).
Regle N;. La dérivation a la forme
THt:IN
— N,
'ESt: IN

Par hypothese d’induction t[a/Z] € ||IN||. Dot (St)[a/Z] = St[a/z] <*+SS"0. Et comme S""'0 € ||IN]| par
définition, on a, par le lemme de saturation, que (St)[a/Z] € ||N|| qui est ce que nous voulons.

Regle IN,. La dérivation est de la forme

FFt.:ﬂV FFt.()ZT FFtSZN*)T*}T
Ik (recttots): T

Par hypothese d’induction

L. tlu/z] € [|IN]]

2. tolu/z] € ||7]|

3. ts[a/z] € ||IN = 7 — 7|
Avec 'hypothése 1. on obtient (rec t g ts)[a/Z] = (rec t[u/Z] to[a/T] ts[u/Z]) < (rec S0 to[a/T] ts[u/T]).
On montre alors par induction sur n que (rec S"0 to[a/z] ts[u/z]) € ||7]].

Sin = 0, alors (rec 0 to[a/Z] ts[u/Z]) — to[a/Z] € ||7|| par hypothese 2. Et donc, par saturation,
(rec 0 to ts)[a/z] € ||7]|.

Sin =mn+1, (rec S" tola/z] to[u/z]) — (ts[u/T] S™0 (rec S™0 to[u/z] ts[u/F])). Par hypothese
d’induction sur n : (rec S"0 to[u/Z] ts[u/Z])) € ||7]|. Par définition, S"0 € ||N||. Et done, par définition de
||IN — 7 — 7|| et par hypothese 3., (ts[a/z] S"0 (rec S0 to[a/Z] ts[u/z])) € ||7||. Ce qui nous donne, par
saturation que (rec S to[a/z] ts[a/z]) € ||7]|.



On conclut le cas de la régle IN, ainsi : puisque (rec t to ts)[a/Z] < (rec S™0 to[a/Z] ts[a/Z]) et que
(rec S"0 to[u/Z] ts[u/Z]) € 7, le lemme de saturation nous donne que (rec t tg ts)[u/Z] € T qui est ce que

nous voulons.
THEOREME: (normalisation) si b ¢ : 7 est dérivable alors ¢ est normalisable.

Preuve: par le lemme ci-dessus, si F ¢ : 7 est dérivable alors t € ||7||. Et, par le lemme d’adéquation, ¢ est

normalisable.



