
Université Paris 7 - Denis DiderotUFR d'informatique
Quanti�ation du seond ordreen sémantique des jeuxAppliation aux isomorphismes de types

Thèse de dotoratSpéialité InformatiqueJoahim de LatailladeThèse supervisée parPierre-Louis CURIENOlivier LAURENTSoutenue publiquement le 21 novembre 2007JuryRoberto DI COSMO PrésidentPierre-Louis CURIEN Direteur de thèseOlivier LAURENT Co-direteur de thèsePhilip SCOTTSamson ABRAMSKY RapporteurMarelo FIORE Rapporteur





À ma famille,Qu'elle ontinue à s'élargir ave bonheurÀ Krishnouille





5RemeriementsMes premiers remeriements vont à Olivier Laurent, qui a enadré ette thèse avebeauoup de patiene et d'intelligene. C'est lui qui m'a fait déouvrir l'univers de lareherhe, me laissant gagner progressivement mon autonomie tout en m'apportant unsoutien sans faille, d'une terrible e�aité, dans les moments où j'en avais le plus besoin.Je n'oublierai pas sa on�ane et ses onseils préieux.Meri à Pierre-Louis Curien, d'abord pour avoir aepté d'être le direteur o�ielde ette thèse, mais surtout pour sa présene et sa disponibilité, pour parler de sieneomme de sujets plus divers. Sa personnalité ouverte et haleureuse y sont à mon avispour beauoup dans la réussite du laboratoire PPS.Meri à Samson Abramsky pour avoir aepté d'être rapporteur de ette thèse, ainsique pour les nombreuses disussions que nous avons pu avoir sur le sujet de e mémoireet pour m'avoir aueilli à Oxford à deux reprises, pour des séjours qui m'ont été trèspro�tables.Meri à Marelo Fiore pour avoir aepté de mettre son expertise au servie de laleture de e mémoire dont il a bien voulu être rapporteur.Philip Sott est mon prinipal enadrant à Ottawa. Je le remerie beauoup dem'avoir o�ert ette opportunité de venir travailler au sein du LFC, pour les nombreuxservies qu'il m'a rendus, et pour avoir aepté de faire partie de mon jury de thèse.Meri à Roberto Di Cosmo d'avoir aepté de présider e jury de thèse : lui qui m'avu déouvrir dès mon année de DEA un sujet qu'il onnaît bien m'a toujours témoignéune on�ane que j'ai beauoup appréiée.Je remerie toute l'équipe de PPS pour son dynamisme et sa gentillesse. Les nom-breuses disussions que j'ai pu avoir ave ses membres m'ont énormément apporté surle plan sienti�que : je pense tout partiulièrement à Paul-André Mélliès, mais aussià Vinent Balat, Giuseppe Castagna, Juliusz Chrobozek, Russ Harmer, Delia Kesner,Jean-Louis Krivine et Alexandre Miquel. Meri aussi à Jean-Marie Ri�et, direteur del'UFR, pour son aide et sa disponibilité dans le adre de mon monitorat.Meri aux thésards de PPS et du LIAFA pour l'ambiane qu'ils apportent aux deuxlaboratoires. Des mots roisés aux disussions sienti�ques, es trois années leur doiventbeauoup de bonne humeur. Meri don à François, Benjamin, Raphaël, Emmanuel,Mihel, Anne-Gwenn, Samuel H, Fabien, Stéphane, Pierre M, Caroline, Sylvain, Marie,Samuel M, Niolas, Grégoire, Pierre C, Séverine, Christine, Mehdi et tous les autres.Puissent le rap et l'esprit Cérisy ouler enore longtemps dans les veines de PPS.Meri à Odile Ainardi pour son e�aité et son soutien permanent, elle est unehane pour PPS. Meri aussi à Noëlle Delgado et à Mihelle Wasse pour leur aide etleur patiene.Cette thèse a aussi beauoup pro�té de disussions ave des herheurs extérieursau laboratoire, au premier rang desquels Domini Hughes et Andrzej Murawski. Meriaussi à Bob Coeke, Martin Hyland, Luke Ong et Glynn Winskel.



6 Bien qu'étrangère au monde de la reherhe, ma famille m'a aidé et soutenu toutau long de es trois années. Je lui en suis très reonnaissant et lui témoigne toute mona�etion.Mes amis ont aussi été d'une importane immense sur le plan personnel : meri donaux Rémis qui n'ont pas lésiné sur les points trip, meri aux aniens de Saint-Jean et àeux de Normale, meri aux gros lourds du CEA, aux soios, aux théâtreux, et à touseux que j'oublie.Meri en�n à Sabine pour m'avoir supporté aussi vaillamment, partiulièrement lorsdes moments les plus di�iles de ma rédation de thèse, où elle m'a ébloui par saon�ane et sa patiene.



Table des matières
1 Introdution 112 Système F et isomorphismes de types 172.1 Système F à la Churh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Système F à la Curry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.3 Système F ave disjontion lassique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.4 Modèles du système F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.5 Isomorphismes de types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273 Sémantique des jeux 313.1 Notations sur les ensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.2 Arènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.2.1 Construtions sur les arènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.2.2 Forêts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.3 Stratégies, innoene, omposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.4 Isomorphismes de types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.5 Capture de la notion de ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.6 Vers le seond ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 454 Sémantique des jeux sur une grammaire 494.1 Grammaires de mots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494.2 Parties et stratégies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504.3 Composition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.3.1 Format . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.3.2 Restrition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.3.3 Interation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 525 Système F à la Churh 555.1 Arènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 555.1.1 Interprétation d'une formule, arène du seond ordre . . . . . . . 555.1.2 Interprétation alternative, indutive, d'une formule . . . . . . . . 575.2 Jeux du seond ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 585.2.1 Coups, parties et stratégies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 585.2.2 Catégorie des jeux du seond ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . 607



8 TABLE DES MATIÈRES5.2.3 Tradution fontorielle vers les jeux HO . . . . . . . . . . . . . . 625.3 Uniformité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 625.3.1 Extension opyat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 635.3.2 Stratégie uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 645.3.3 Catégorie des jeux uniformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 655.4 Modélisation du système F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 685.4.1 Hyperdotrine des jeux du seond ordre . . . . . . . . . . . . . . 685.4.2 Complétude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 715.5 Hyperforêts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 755.5.1 Dé�nition d'une hyperforêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 765.5.2 Des ordres partiels aux forêts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.5.3 Des arènes aux hyperforêts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.6 Isomorphismes de types à la Churh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 795.6.1 Parties zig-zag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 795.6.2 Régularité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.6.3 Constrution de la bijetion entre forêts . . . . . . . . . . . . . . 825.6.4 Conservation de la struture d'hyperforêt . . . . . . . . . . . . . 855.6.5 Caratérisation des isomorphismes de types . . . . . . . . . . . . 886 Système F à la Curry 936.1 Approhe intuitive des isomorphismes à la Curry . . . . . . . . . . . . . 946.2 Présentation générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.3 Interprétation du λ-alul pur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.3.1 Un alul on�uent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 976.3.2 Stratégies non typées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 986.3.3 Hyperuniformité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 996.3.4 Interprétation du λ-alul non typé ave produits . . . . . . . . . 1006.4 Arènes et oups à la Curry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1016.5 Typage des stratégies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1026.5.1 Réalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1036.5.2 Corretion du typage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1036.6 Isomorphismes de types à la Curry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1056.6.1 Constrution de la bijetion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1066.6.2 Constrution d'une partie typée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1106.6.3 Isomorphisme à la Curry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1116.6.4 Caratérisation des isomorphismes de types . . . . . . . . . . . . 1137 Système F lassique 1177.1 Hyperdotrines de ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1177.1.1 Dé�nition d'une hyperdotrine de ontr�le . . . . . . . . . . . . . 1187.1.2 Interprétation atégorique de λµ2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1227.2 Modèle de jeux de λµ2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1397.2.1 Grammaires arboresentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1397.2.2 Arènes de ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140



TABLE DES MATIÈRES 97.2.3 Coups, parties et stratégies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1467.2.4 Catégorie des jeux de ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1487.2.5 Uniformité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1507.2.6 Constrution d'une hyperdotrine de ontr�le . . . . . . . . . . . 1527.2.7 Hyperforêts de ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1587.3 Caratérisation des isomorphismes de types de λµ2 . . . . . . . . . . . . 1597.3.1 Parties zig-zag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1597.3.2 Régularité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1607.3.3 Constrution de la bijetion entre forêts . . . . . . . . . . . . . . 1617.3.4 Conservation de la struture d'hyperforêt de ontr�le . . . . . . . 1617.3.5 Caratérisation des isomorphismes de types . . . . . . . . . . . . 1638 Extensions et perspetives 1698.1 Extensions triviales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1698.2 Extension vers ML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1708.3 Autour de l'uniformité : liens ave l'innoene . . . . . . . . . . . . . . . 1718.4 Système F à la Curry et type ⊤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1728.5 Rétrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1738.6 Paramétriité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174Bibliographie 177Index 183



10 TABLE DES MATIÈRES



Chapitre 1IntrodutionLa sémantique, à quoi ça sert ? Cette question - légitime - est tellement réurrentehez les néophytes qu'elle �nit parfois par lasser des herheurs plus passionnés par equ'ils déouvrent que par les appliations que l'on peut en tirer. Heureusement pour eux,la sémantique a largement fait la preuve de ses apports onrets en informatique : ellea permis d'inventer de nouveaux langages, de nouvelles logiques et même de nouveauxparadigmes de alul, de développer des tehniques de véri�ation e�aes et originales,de donner des outils formels pour raisonner sur des langages omplexes, et �nalementde mieux omprendre les méanismes à la base de la programmation.Mais l'ambition originelle de la sémantique était d'apporter des outils mathématiquespour raisonner sur les programmes. L'approhe est élégante : à partir d'une interprétationdes programmes, fournir par des raisonnements mathématiques des preuves de résultatsportant sur la syntaxe. Dans ette thèse, partant d'un travail d'Olivier Laurent [Lau05℄on va renouer ave ette vision des hoses : plus préisément, on va onstruire desmodèles de jeux pour les di�érentes formulations du système F, et utiliser es modèlespour aratériser les isomorphismes de types dans es di�érentes variantes.Système F. La orrespondane de Curry-Howard est une relation entrale en théoriedes langages de programmation, qui lie de façon bijetive les preuves mathématiques auxprogrammes informatiques. Initialement inventée pour relier le λ-alul simplement typéà la logique minimale, ette orrespondane a été très largement exploitée par la suite,que e soit pour y inorporer d'autres méanismes logiques ou informatiques [Par92,Rey97, Mil84℄ ou pour donner naissane à de nouveaux paradigmes de alul [ML84℄.Le système F, inventé simultanément par John Reynolds [Rey74℄ et Jean-Yves Gi-rard [Gir72℄, onsiste à étendre ette orrespondane à la quanti�ation du seond ordre,'est-à-dire la quanti�ation (logique) sur les propositions. Le versant informatique deette quanti�ation orrespond préisément à un méanisme entral : le polymorphisme.Ce terme désigne la apaité d'une fontion à être de plusieurs types à la fois : ainsi, sion onsidère la fontion append qui ajoute un élément à une liste, ette fontion est detype append : ∀X.X ×X⋆ → X⋆11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONoù X⋆ est le type des listes d'éléments de type X. Cela peut signi�er deux hoses :� soit que ette fontion peut être instaniée de type B ×B⋆ → B⋆ pour tout type
B� soit qu'elle est elle-même de type B ×B⋆ → B⋆ pour tout B.Ces deux options onstituent les deux prinipaux paradigmes d'expression du systèmeF : le système F à la Churh dans le premier as, le système F à la Curry dans le seondas. Dans ette thèse, on se penhera sur haun de es deux paradigmes, ainsi que surl'extension vers la logique lassique du système F à la Churh.Une propriété intrigante du système F saute immédiatement aux yeux : étant donnéun programme (ou terme) t de type ∀X.A, il est possible d'instanier la variable X dee terme ave n'importe quel type, y ompris le type ∀X.A lui-même. Pour peu que Xapparaisse au moins une fois dans A, il n'y aura alors pas de déroissane du type le longde l'instantiation, et on peut même se retrouver ave le type dont on est parti ! Cettepropriété est appelée imprédiativité. Elle pose des di�ultés au niveau des langages deprogrammation, ar elle rend le typage d'un terme indéidable ; en pratique, les langagespolymorphes doivent souvent se restreindre à une version prédiative du polymorphisme.L'imprédiativité est aussi un obstale à surmonter au moment de la onstrution demodèles de e alul, ar on doit être apable de quanti�er sur tous les types, e quirequiert de la �plae� dans le modèle. Ainsi, Reynolds a montré dans [Rey84℄ qu'il nepeut exister de modèle du système F basé sur la atégorie des ensembles et fontions.Les premiers modèles du système F [Gir72℄ apparaissent dès la preuve de sa nor-malisation et sont basés sur la réalisabilité. Girard a aussi développé des modèles plusexpliites, surmontant les pièges de l'imprédiativité via les domaines qualitatifs [Gir86℄.Par la suite, Seely [See87℄ et Pitts [Pit88℄ ont donné une interprétation atégorique desmodèles du système F, à partir de la notion d'hyperdotrine due à Lawvere [Law70℄.Isomorphismes de types. La motivation première de ette thèse, et son prinipalapport, est l'utilisation d'un modèle du système F pour aratériser les isomorphismesde types au seond ordre.Un isomorphisme de type dans un langage de programmation est une relation d'équi-valene, donnée par la syntaxe, entre les types de e langage. Elle dit la hose suivante :lorsque deux types A et B sont isomorphes, alors tout terme de type A a le mêmeontenu alulatoire qu'un terme de type B, et réiproquement.Caratériser les isomorphismes de types est un problème simple à formuler, mais quipeut se révéler déliat à résoudre. Ainsi, dans le as du système F à la Churh, le systèmeéquationnel qui aratérise les isomorphismes de types ne ontient que des équationsauxquelles on pouvait failement s'attendre ; pour autant, la preuve de la omplétude dee système ('est-à-dire la preuve qu'il n'y a pas d'autre équation à ajouter) fournie parRoberto Di Cosmo [DC95℄ est loin d'être élémentaire.Cette thèse propose d'aborder ette question, dans le as du polymorphisme, à tra-vers le prisme de la sémantique. Les preuves n'en seront pas plus simples, mais plusgéométriques et plus failes à étendre à de nouveaux langages. En partiulier, on mon-trera pour haque langage étudié que l'existene d'un isomorphisme se ramène à une



13invariane géométrique.Sémantique des jeux. La sémantique utilisée pour montrer es résultats se doit d'êtreprohe de la syntaxe et aessible aux aluls. Comme dans [Lau05℄, 'est bien évidem-ment vers la sémantique des jeux que l'on va se tourner, ar elle remplit parfaitemente ahier des harges.La sémantique des jeux est basée sur l'opposition entre deux adversaires de toujours,
P et O, qui s'éhangent des oups sur une arène. Ces deux sigles proviennent des déno-minations anglo-saxonnes Player et Opponent , mais je préfère y voir une réminisenede l'opposition post-troyenne entre Oreste et Pyrrhus dont témoignent es vers deRaine1 : [. . .℄ Quoi ? Pyrrhus, je te renontre enore ?Trouverai-je partout un rival que j'abhorre ?Peré de tant de oups, omment t'es-tu sauvé ?Tiens, tiens ! Voilà le oup que je t'ai réservé !On se ontentera sobrement dans ette thèse de désigner O par Opposant et Ppar Joueur. Intuitivement, le Joueur représente le programme en train de s'exéuter,tandis que l'Opposant est l'environnement de e programme (par exemple les valeursde ses paramètres) : on s'intéresse don à la stratégie suivie par Joueur, 'est-à-dire auxoups qu'il joue en réponse aux oups joués par Opposant. Arènes et stratégies sontrespetivement les objets et les morphismes d'un modèle de jeu, et interprètent donrespetivement les types et les termes du langage.Le méanisme fondamental de la sémantique des jeux, dû à Abramsky et Jagadee-san [AJ94℄, est l'interation entre stratégies : partant de deux stratégies ayant une partiede leur arène en ommun, on en génère une nouvelle en onsidérant que, sur l'arène om-mune, l'une des stratégies agit omme le Joueur, et l'autre stratégie omme l'Opposant.Au niveau de la syntaxe, ela revient à fournir un terme en argument d'un autre termeet à onsidérer le résultat de ette appliation.Autour de la notion dynamique d'interation, la sémantique des jeux s'est onstruiteomme un modèle élégant, géométrique et robuste (beauoup de variations dans la syn-taxe peuvent être intégrées dans la sémantique). Elle est apable d'interpréter beauoupde langages ave une grande préision, mais aussi de fournir des outils pour une approhenouvelle de la véri�ation de programmes, la sémantique des jeux algorithmique [Abr01℄.Jeux et système F. Grâe à l'interprétation des types sous forme d'arènes, qui sontgénéralement de simples ordres partiels, la sémantique des jeux n'est pas mise en di�-ulté par la propriété d'imprédiativité.Une première modélisation du polymorphisme dans les jeux a été donnée par SamsonAbramsky dans [Abr97℄. Y �gure déjà la notion d'uniformité, qui sera très largementreprise par la suite.1Si l'on en roit la teneur de ses vers, on peut penser que Pyrrhus est en train de jouer la stratégiepoint �xe, partiulièrement frustrante pour Oreste ar elle onsiste à rejouer sans arrêt le même oup. . .



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONDomini Hughes a formulé dans sa thèse [Hug00℄ un modèle de jeux du système F (àla Churh) dont il a prouvé qu'il était omplet, 'est-à-dire en bijetion ave la syntaxe.Cependant, l'algorithme d'interation entre stratégies est assez omplexe à dé�nir dans emodèle, or il joue un r�le entral dans le travail qu'on va présenter dans e mémoire ; 'estpourquoi on réutilisera surtout du travail de Hughes la notion d'hyperforêts, struturearboresente utilisée pour interpréter les types.Andrzej Murawski et Luke Ong ont aussi proposé un modèle du seond ordre [MO01℄,a�n d'interpréter la logique linéaire a�ne du seond ordre. Ils y introduisent la notionde jeu évolutif : l'idée de base est qu'un oup de type ∀X.A se déompose en la donnéed'un type B suivi d'un oup dans A[B/X].Samson Abramsky et Radha Jagadesaan ont onçu un modèle très di�érent [AJ03℄,dans l'esprit des jeux AJM. Les oups y sont d'abord onstruits de façon très générale,en tenant à peine ompte des quanti�ateurs du seond ordre, puis des onditions sup-plémentaires sont imposées aux stratégies. Les spéi�ités de e modèle s'expliquent enpartie par le fait qu'il ait été onçu pour aborder la génériité : dans un langage poly-morphe, un type T est dit générique si, dès que u{T} = t{T} pour u et t de type ∀X.A,alors u = t. Le travail d'Abramsky et Jagadesaan fournit un exemple de modèle ave denombreux types génériques.En�n, Juliusz Chrobozek a onstruit un modèle de jeux du sous-typage [Chr03℄ ausein duquel la quanti�ation du seond ordre est interprétée par une borne inférieure.Chrobozek dé�nit par ailleurs une sémantique des jeux pour le λ-alul non typé, quisera réutilisée au moment où on étudiera le système F à la Curry.C'est don à partir de es di�érents travaux qu'est onstruit le modèle du polymor-phisme présenté dans e mémoire, et qui se veut plus souple et mieux adapté aux alulsexpliites.Présentation du modèle. Il est ourant, lorsqu'on dé�nit un modèle du système F,d'interpréter la quanti�ation du seond ordre omme une intersetion, ou une borneinférieure omme dans le travail de Chrobozek :
∀X.A =

∧

B∈G

A[B/X]où G est l'ensemble des arènes. Cependant, dans l'esprit de ette thèse qui est de ernerau plus près le fontionnement de la syntaxe, e hoix ne nous onvient pas ar il aordetrop de liberté au omportement de Joueur2.Ainsi, même lorsqu'on traitera le système F à la Curry, pour lequel l'interprétationpar une intersetion est usuelle, on préférera voir la quanti�ation omme un produitgénéralisé :
∀X.A =

∏

B∈G

A[B/X]2Par exemple, dans l'arène (∀X.X) → ⊥, il n'y a auune restrition imposée à Joueur, alors quedans la syntaxe à la Churh, un terme de e type instanie néessairement le quanti�ateur ∀X, et selonl'instantiation O sera éventuellement apable de répondre.



15En pratique, ela signi�e qu'un oup dans ∀X.A orrespondra, omme hez Murawskiet Ong, à la donnée d'un type B suivi d'un oup dans A[B/X].Mais ette desription se révélera elle aussi trop libérale par rapport à la syntaxe :plus préisément, elle dérit bien le omportement de Joueur, mais mal elui d'Opposant.On devra don imposer une ondition d'uniformité pour retrouver des stratégies auomportement plus prohe de elui de la syntaxe.Le prinipal apport oneptuel de ette thèse onernant le modèle lui-même est derelier la desription des oups, basée sur l'idée de Murawski et Ong donnée i-dessus,ave une desription direte des formules basée sur le modèle d'Abramsky et Jagadesaan.Cette orrespondane permettra d'une part de travailler plus aisément sur les oups quedans les autres modèles, d'autre part de les relier à l'hyperforêt de Hughes orrespon-dant à la formule. Or 'est justement à partir de ette struture d'hyperforêt que l'ontravaillera sur notre modèle et en tirer nos résultats sur les isomorphismes de types.Appliations. La sémantique des jeux va don être utilisée pour aratériser les iso-morphismes de types dans di�érents aluls polymorphes. La démarhe adoptée est lasuivante : un isomorphisme de la syntaxe nous génère un isomorphisme dans le modèle,dont on prouve qu'il peut être aratérisé géométriquement. Il reste alors à traduiresyntaxiquement ette aratérisation géométrique pour obtenir notre résultat sur lesisomorphismes de types.On va tout d'abord appliquer ette idée au système F à la Churh : le modèle estonstruit à partir des onepts dérits i-dessus, et la preuve de aratérisation onsisteà montrer que les hyperforêts de Hughes sont les invariants géométriques des isomor-phismes. On retrouvera alors les résultats de Di Cosmo [DC95℄.On s'intéresse ensuite au système F à la Curry. Pour ela, on ne va pas onstruire denouveau modèle, mais utiliser la sémantique de Chrobozek pour le λ-alul non typé,et la relier à notre modèle à la Churh, pour obtenir une interprétation des termes à laCurry. Cette interprétation nous su�ra à trouver une aratérisation des isomorphismessous forme d'invariants géométriques, là enore via les hyperforêts. La aratérisationsyntaxique orrespondante est un enrihissement des équations de Di Cosmo par unenouvelle équation, inédite et non-triviale :
∀X.A ≃Cu A[∀Y.Y/X] si X /∈ NegAoù NegA est l'ensemble des variables apparaissant au niveau d'une ourrene négativede A ('est-à-dire au niveau d'un oup de Joueur).En�n, on va s'intéresser à une extension du système F à la Churh vers la logique las-sique. En e�et, le système F tel qu'on la présenté jusqu'ii était intuitionniste, 'est-à-direque la logique à laquelle il orrespond n'aepte pas la règle du tiers-exlu3 A∨(¬A). Pourréintroduire ette règle syntaxiquement, on s'inspirera de l'extension lassique usuelledu λ-alul, le λµ-alul, pour obtenir un nouveau alul polymorphe qu'on appellera3Supprimer et axiome permet d'obtenir une logique onstrutive : par exemple, une preuve de A∨Bfournit une preuve de A ou une preuve de B.
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λµ2. Au niveau du modèle, on va là enore utiliser des tehniques onnues pour intro-duire une disjontion lassique dans les jeux. La aratérisation des isomorphismes dansle modèle s'e�etuera de façon très similaire à elle des isomorphismes à la Churh, etnous donnera une aratérisation syntaxique ette fois-i sans surprise.Plan de la thèse. Le prohain hapitre est un rappel sur le système F, ses di�érentessyntaxes et ses modèles, mais permet aussi de �xer la syntaxe du langage λµ2, extensionlassique du système F à la Churh, et de présenter le problème des isomorphismes detypes.Le hapitre 3 porte sur la sémantique des jeux HO, mais il n'est pas qu'un hapitrede rappels : il présente aussi la preuve de aratérisation de [Lau05℄ des isomorphismesdu λ-alul simplement typé, et introduit ertaines des idées qui seront développées pluspréisément par la suite.Le hapitre 4 est une ourte introdution à la grammaire des oups qui sera utiliséetout au long de notre travail.Le hapitre 5 traite le as du système F à la Churh : après avoir introduit le mo-dèle et montré qu'on obtient bien une hyperdotrine, on prouve la aratérisation desisomorphismes de types via les hyperforêts, et on en déduit le système équationnel déjàdonné par Roberto Di Cosmo.Le hapitre 6 expose le modèle du système F à la Curry : partant d'un modèle du
λ-alul non typé d'une part, et du modèle du système F à la Churh d'autre part, ononstruit le modèle diretement, sans passer par une struture atégorique. On prouveensuite la aratérisation des isomorphismes dans e as, via un ritère plus subtil surles hyperforêts.Dans le hapitre 7, on traite l'extension au as lassique du système F à la Churh,'est-à-dire le langage λµ2. On ommene par donner une interprétation atégorique de
λµ2, l'hyperdotrine de ontr�le, et par montrer la orretion de ette interprétation.Ensuite, on onstruit une sémantique de jeux, basée sur une nouvelle grammaire, eton montre que ela nous donne bien une hyperdotrine de ontr�le. En�n, on donne laaratérisation des isomorphismes dans e adre, en étendant la preuve du hapitre 5.En�n, le hapitre 8 présentera les extensions et ouvertures de e travail, ertainesétant immédiates et ne demandant auun travail partiulier pour des raisons que l'onexpliitera, d'autres onstituant des axes de reherhe de plus long terme.



Chapitre 2Système F et isomorphismes detypesLe système F est un prototype de langage de programmation fontionnelle ave destypes polymorphes. Il en existe essentiellement deux variantes :� le système F à la Churh, dans lequel les termes portent des indiations de typeexpliites� le système F à la Curry, dans lequel il n'y a pas de types expliites dans lestermes : la grammaire des termes est alors simplement elle du λ-alul non typé.2.1 Système F à la ChurhLe système F à la Churh est elui qui prolonge le plus naturellement l'isomorphismede Curry-Howard au seond ordre : omme dans le as du λ-alul simplement typé, unedérivation de typage va orrespondre exatement à une preuve en dédution naturelle,et le terme porte la trae des règles logiques utilisées dans la preuve.Il faut don introduire deux nouvelles onstrutions sur les termes, qui orrespondentaux règles logiques d'introdution et d'élimination du quanti�ateur universel : e sontles onstrution t 7→ ΛX.t et t 7→ t{B}.Grammaire des typesOn se donne un ensemble dénombrable de variables de types V = {X,Y, . . .}.
A = ⊤ | ⊥ | X | A×A | A→ A | ∀X.A (X ∈ V )Les formules1 sont onsidérées modulo α-renommage des variables vis-à-vis du lieur

∀. L'ensemble des variables de types libres dans une formule A sera noté FTV (A).1Ii omme dans la suite de ette thèse, on s'autorise, grâe à l'isomorphisme de Curry-Howard, àutiliser indi�érents les mots type et formule. 17



18 CHAPITRE 2. SYSTÈME F ET ISOMORPHISMES DE TYPESNotons que la présene du type ⊥ n'est pas standard dans le système F, mais étantdonné qu'on n'y perd rien et qu'on en aura besoin au moment de l'extension lassique,on l'a ajouté ii.Grammaire des termesOn se donne un ensemble dénombrable de variables de types V = {x, y, . . .}.
t ::= x | ⋆ | 〈t, t〉 | π1(t) | π2(t) | tt | λx

A.t | ΛX.t | t{A} (x ∈ V)Les formules sont onsidérées modulo α-renommage des variables vis-à-vis du lieur
λ. L'ensemble des variables de termes libres dans un terme t sera noté FV (t).SéquentsLes séquents de notre alul sont de la forme

~X; Γ ⊢ t : Aoù t est un terme, A est un type, Γ est un ontexte de typage (i.e. une suite d'expressionsde la forme xi : Ai, où Ai est un type et xi une variable qui apparaît au plus une foisdans Γ) et ~X est un ensemble de variables de type. On note FTV (Γ) l'ensemble desvariables de type apparaissant librement dans un des types Ai de Γ et FV (t) l'ensembledes variables de terme apparaissant librement dans t.A�n de ontr�ler les variables libres apparaissant dans un séquent, on introduit larelation ~X  A : ette relation exprime le fait que les variables libres du type A sonthoisies parmi X1, . . . ,Xn, et elle est dé�nie par les règles d'inférene suivantes :
X ∈ ~X
~X  X ~X  ⊤ ~X  ⊥

~X  A ~X  B
~X  A→ B

~X  A ~X  B
~X  A×B

~X,X  A

~X  ∀X.ARègles de typage
~X  A1 . . . ~X  An(ax)

~X ;x1 : A1, . . . , xn : An ⊢ xi : Ai

~X  Γ(⊤)
~X ; Γ ⊢ ⋆ : ⊤

~X ; Γ, x : A ⊢ t : B(→ I)
~X; Γ ⊢ λxA.t : A→ B

~X ; Γ ⊢ t : A→ B ~X; Γ ⊢ u : A(→ E)
~X; Γ ⊢ tu : B
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~X; Γ ⊢ t : A ~X ; Γ ⊢ u : B(×I)

~X ; Γ ⊢ 〈t, u〉 : A×B

~X ; Γ ⊢ t : A×B(×E1)
~X; Γ ⊢ π1(t) : A

~X ; Γ ⊢ t : A×B(×E2)
~X; Γ ⊢ π2(t) : B

~X,X; Γ ⊢ t : A(∀I)
~X; Γ ⊢ ΛX.t : ∀X.A

si X /∈ FTV (Γ)

~X; Γ ⊢ t : ∀X.A ~X  B(∀E)
~X; Γ ⊢ t{B} : A[B/X]ÉgalitésLes égalités du langage sont dé�nies par des séquents de la forme ~X; Γ ⊢ t = u : A(ave ~X ; Γ ⊢ t : A et ~X ; Γ ⊢ u : A) générés par des relations de ongruene dé�niesomme suit :

λ-alul :
(λxA.t)u = t[u/x] : B (β)

λxA.tx = t : A→ B si x /∈ FV (t) (η)Produits :
t = ⋆ : ⊤ (⊤)

π1(〈u, v〉) = u : A (π1)
π2(〈u, v〉) = v : B (π2)

〈π1(u), π2(u)〉 = u : A×B (×)Quanti�ation du seond ordre :
(ΛX.t){B} = t[B/X] : A[B/X] (β2)

ΛX.t{X} = t : ∀X.A if X /∈ FTV (t) (η2)2.2 Système F à la CurryLe système F à la Curry étend lui aussi le λ-alul simplement typé à la logique duseond ordre, mais en prenant le parti de ne pas modi�er le langage des termes, qui restedon limité au λ-alul pur. En onséquene, il n'y a plus strito sensu de orrespondanede Curry-Howard : un même terme peut orrespondre à plusieurs preuves di�érentes.Bien que e système semble moins pertinent que le système F à la Churh dans ledomaine de la théorie de la preuve, il est en réalité plus adéquat lorsqu'on onsidèreles langages de programmation. En e�et, dans le système F à la Churh, un terme t de



20 CHAPITRE 2. SYSTÈME F ET ISOMORPHISMES DE TYPEStype ∀X.A n'aura pas le type A[B/X] : 'est le terme t{B} qui aura e type ; tandis quedans le système F à la Curry, un terme t de type ∀X.A aura tous les types A[B/X], et'est bien l'idée sous-jaente à la notion de polymorphisme : la même fontion peut êtreutilisée ave di�érents types.Le système F à la Curry, tel qu'on le onsidérera dans ette thèse, omporte dans sagrammaire de types le produit A×B mais pas de type ⊤.Cela est du à la forme de l'égalité assoiée à e dernier :
Γ ⊢ t = ⋆ : ⊤ (⊤)Cette égalité dépend fortement du fait que le terme t puisse être typé par ⊤. Or, étantdonné que la grammaire des termes est basée sur le λ-alul pur, on voudrait que leséquations du langage puissent s'exprimer diretement entre termes, indépendamment detoute struture de typage.Il y a don un phénomène d'hétérogénéité entre la règle (⊤) et les autres règles dualul. C'est pourquoi on s'autorise dans ette thèse à onsidérer un système F à laCurry sans type ⊤.Grammaire des types

A = ⊥ | X | A×A | A→ A | ∀X.A (X ∈ V )Grammaire des termes
t ::= x | 〈t, t〉 | π1(t) | π2(t) | tt | λx.t (x ∈ V)SéquentsLes séquents sont de la forme

~X; Γ ⊢ t : Aoù t est un terme, A un type et Γ un ontexte de typage. La relation ~X  A est dé�nieomme préédemment.Règles de typage
~X  A1 . . . ~X  An(ax)

~X ;x1 : A1, . . . , xn : An ⊢ xi : Ai

~X ; Γ, x : A ⊢ t : B(→ I)
~X ; Γ ⊢ λx.t : A→ B

~X ; Γ ⊢ t : A→ B ~X; Γ ⊢ u : A(→ E)
~X; Γ ⊢ tu : B
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~X; Γ ⊢ t : A ~X ; Γ ⊢ u : B(×I)

~X ; Γ ⊢ 〈t, u〉 : A×B

~X ; Γ ⊢ t : A×B(×E1)
~X; Γ ⊢ π1(t) : A

~X ; Γ ⊢ t : A×B(×E2)
~X; Γ ⊢ π2(t) : B

~X,X; Γ ⊢ t : A(∀I)
~X ; Γ ⊢ t : ∀X.A

si X /∈ FTV (Γ)

~X; Γ ⊢ t : ∀X.A ~X  B(∀E)
~X; Γ ⊢ t : A[B/X]ÉgalitésLes égalités entre termes sont données diretement, indépendamment de tout sé-quent :

(λx.t)u = t[u/x] (β)
λx.tx = t si x /∈ FV (t) (η)

π1(〈u, v〉) = u (π1)
π2(〈u, v〉) = v (π2)

〈π1(u), π2(u)〉 = u (×)Comme on l'a dit, une règle pour le type ⊤ apparaîtrait peu homogène vis-à-vis deségalités i-dessus. Cela n'empêhe qu'il est possible de dé�nir un système à la Currydans lequel e type apparaît : il faut alors simplement que toute égalité entre les termessoit sujette à un ontexte de typage, omme 'est le as pour le système F à la Churh :on aurait alors des règles de la forme
Γ ⊢ t = u : AMais une telle règle n'est pas très �dèle à l'esprit du système F à la Curry. En partiu-lier, il n'est pas sûr que la transitivité de l'égalité soit diretement assurée dans etteformulation. L'étude d'un tel système, plus omplet mais nettement moins homogène,n'est pas l'objet de ette thèse.2.3 Système F ave disjontion lassiqueL'extension à la logique lassique de la orrespondane de Curry-Howard a onduitMihel Parigot à dé�nir le λµ-alul [Par92℄ en ajoutant de nouveaux opérateurs au

λ-alul, e qui lui permet de apturer la notion de ontr�le. Ce alul permet d'utiliserle résultat du alul omme s'il était envoyé sur plusieurs sorties : ela orrespond aufait que les séquents de la logique lassique ontiennent plusieurs onlusions. La élèbreommande de ontr�le all/ peut notamment être enodée dans le λµ-alul, et son



22 CHAPITRE 2. SYSTÈME F ET ISOMORPHISMES DE TYPEStype est la formule de Piere ((A → B) → A) → A, qui est vraie en logique lassiquemais pas en logique intuitionniste.Il existe deux paradigmes di�érents pour e alul, qui di�èrent au niveau des règlesde rédution des opérateurs de ontr�le : le λµ-alul ave appel par nom et le λµ-alulave appel par valeur. Peter Selinger a démontré dans [Sel01℄ que es deux aluls étaientduaux.On va onsidérer ii l'extension au seond ordre de e alul, dans un paradigme enappel par nom, et ave l'opérateur de disjontion sur les types introduit par David Pymet Eike Ritter [PR01℄ et adopté par Selinger [Sel01℄. Ce système sera par la suite appelé
λµ2.Grammaire des types

A = ⊤ | ⊥ | X | A×A | A→ A | A`A | ∀X.AGrammaire des termesEn plus de l'ensemble V des variables de termes, on se donne un ensemble dénom-brable N = {α, β, . . .} de noms.
t ::= x | ⋆ | 〈t, t〉 | π1(t) | π2(t) | tt | λx

A.t | [α]t | µαA.t
| [α, β]t | µ(αA, βB).t | ΛX.t | t{A}Les formules sont onsidérées modulo α-renommage des variables de termes vis-à-visdu lieur λ, et des noms vis-à-vis du lieur µ. L'ensemble des noms libres dans un termes

t sera noté FN(t).SéquentsLes séquents sont de la forme
~X ; Γ ⊢ t : A | ∆où t est un terme, A un type, Γ un ontexte de typage pour les variables, ∆ un ontextede nommage (i.e. une suite d'expressions de la forme αi : Ai où Ai est un type et αi unnom apparaissant au plus une fois dans ∆) et ~X un ensemble de variables de type.On redé�nit la relation ~X  A :

X ∈ ~X
~X  X ~X  ⊤ ~X  ⊥

~X  A ~X  B
~X  A→ B

~X  A ~X  B
~X  A×B

~X  A ~X  B
~X  A`B

~X,X  A

~X  ∀X.A
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~X  A1 . . . ~X  An ~X  B1 . . . ~X  Bp(ax)

~X ;x1 : A1, . . . , xn : An ⊢ xi : Ai | α1 : B1, . . . , αp : Bp

~X  Γ ~X  ∆(⊤)
~X ; Γ ⊢ ⋆ : ⊤ | ∆

~X; Γ, x : A ⊢ t : B | ∆(→ I)
~X ; Γ ⊢ λxA.t : A→ B | ∆

~X; Γ ⊢ t : A→ B | ∆ ~X; Γ ⊢ u : A | ∆(→ E)
~X ; Γ ⊢ tu : B | ∆

~X ; Γ ⊢ t : A | ∆ ~X ; Γ ⊢ u : B | ∆(×I)
~X; Γ ⊢ 〈t, u〉 : A×B | ∆

~X; Γ ⊢ t : A×B | ∆(×E1)
~X ; Γ ⊢ π1(t) : A | ∆

~X ; Γ ⊢ t : A×B | ∆(×E2)
~X; Γ ⊢ π2(t) : B | ∆

~X; Γ ⊢ t : A | ∆(nommage)
~X ; Γ ⊢ [α]t : ⊥ | ∆

si α : A ∈ ∆

~X; Γ ⊢ t : ⊥ | α : A,∆(µ-abstration)
~X; Γ ⊢ µαA.t : A | ∆

~X ; Γ ⊢ t : A`B | ∆(double nommage)
~X ; Γ ⊢ [α, β]t : ⊥ | ∆

si α : A, β : B ∈ ∆

~X ; Γ ⊢ t : ⊥ | α : A, β : B,∆(double µ-abstration)
~X; Γ ⊢ µ(αA, βB).t : A`B | ∆

~X,X; Γ ⊢ t : A | ∆(∀I)
~X ; Γ ⊢ ΛX.t : ∀X.A | ∆

si X /∈ FTV (Γ) ∪ FTV (∆)

~X ; Γ ⊢ t : ∀X.A | ∆ ~X  B(∀E)
~X; Γ ⊢ t{B} : A[B/X] | ∆ÉgalitésLa théorie équationnelle de λµ2 est donnée par les séquents ~X; Γ ⊢ t = u : A | ∆(ave ~X ; Γ ⊢ t : A | ∆ et ~X; Γ ⊢ u : A | ∆) générés par les relations de ongruenesuivantes :
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λ-alul ave produits :

t = ⋆ : ⊤ (⊤)
π1(〈t, u〉) = u : A (π1)
π2(〈t, u〉) = v : B (π2)

〈π1(u), π2(u)〉 = u : A×B (×)
(λxA.t)u = t[u/x] : B (β)

λxA.tx = t : A→ B si x /∈ FV (t) (η)Quanti�ation du seond ordre :
(ΛX.t){B} = t[B/X] : A[B/X] (β2)

ΛX.t{X} = t : ∀X.A si X /∈ FTV (t) (η2)
λµ-alul ave disjontion :

(µαA→B.t)u = µβB .t[[β](−)u/[α](−)] : B si β /∈ FN(t, u) (µ→)
πi(µα

A1×A2 .t) = µβAi .t[[β]πi(−)/[α](−)] : Ai si β /∈ FN(t) (µ×)
[β, γ](µαA`B .t) = t[[β, γ](−)/[α](−)] : ⊥ (µ`)

(µα∀X.A.t){B} = µβA[B/X].t[[β](−){B}/[α](−)] : A[B/X] si β /∈ FN(t) (µ∀)
[α′]µαA.t = t[α′/α] : ⊥ (ρµ)

[α′, β′]µ(αA, βB).t = t[α′/α, β′/β] : ⊥ (ρ`)
[ξ]t = t : ⊥ si ξ : ⊥ ∈ ∆ (ρ⊥)

µαA.[α]t = t : A si α /∈ FN(t) (θµ)
µ(αA, βB).[α, β]t = t : A`B si α, β /∈ FN(t) (θ`)Dans les équations i-dessus, la substitution ontextuelle sα,C(M) = M [C(−)/[α](−)]où M est un terme, t 7→ C(t) une opération sur les termes et α : A apparaît dans leontexte de nommage, est dé�nie par indution sur M :� sα,C([α]M) = C([α]sα,C(M))� sα,C([α, β]M) = C(µαA.[α, β]sα,C (M))� sα,C([β, α]M) = C(µαA.[β, α]sα,C (M))� sα,C ommute ave toutes les autres opérations de base sur les termes (ave laondition d'éviter les aptures de variable).2.4 Modèles du système FLes premiers modèles du système F apparaissent en fait dès la thèse de Girard [Gir72℄,au moment de la preuve de normalisation forte du alul : en e�et, la tehnique des an-didats de rédutibilité est un as partiulier de la réalisabilité, qui onstruit des modèles à



2.4. MODÈLES DU SYSTÈME F 25partir de la syntaxe. Girard a aussi proposé par la suite dans [Gir86℄ un modèle ohérentdu système F.On sait depuis [Rey84℄ qu'il est par ontre impossible, à ause de l'imprédiativité, deonstruire un modèle du système F dans la atégorie des ensembles et des fontions. C'estpourquoi on préférera l'approhe plus générale des atégories. La desription atégoriquedes modèles du système F sera largement utilisée dans ette thèse : elle est basée sur lanotion d'hyperdotrine, introduite par Lawvere [Law70℄.Dans la dé�nition suivante, CCC est la atégorie des atégories artésiennes loses etdes fonteurs strits de s (G : C → D est un fonteur strit si l'image de la strutureartésienne lose hoisie pour C est la struture artésienne lose hoisie pour D).Dé�nition 1 (hyperdotrine) Une hyperdotrine H est dé�nie par :� une atégorie de base |H| munie d'une struture artésienne, 'est-à-dire d'un objetterminal 1 et du produit binaire2� un objet distingué U dans |H| tel que, pour tout I ∈ |H|, il existe n ∈ N tel que
I = Un (ave la onvention U0 = 1) ; on note P in : Un → U la projetion sur la
ième omposante, et Pn+1 = 〈P 1

n+1, . . . , P
n
n+1〉 : Un+1 → Un� un fonteur F : |H|op → CCC tel que, si on ompose F ave le fonteur d'oubli�f : CCC → Set, on obtient le fonteur |H|(−, U)� pour tout I ∈ |H|, un fonteur ΠI : F (I × U) → F (I) tel que :� ΠI est adjoint à droite au fonteur GI : F (I) → F (I × U) dé�ni par GI =

F (Pn+1) pour I = Un� ΠI est naturel en I : pour tout α : I → J , F (α) ◦ ΠJ = ΠI ◦ F (α× idU )� pour tout α : I → J , pour tout objet A de F (J × U), le morphisme (F (α) ◦
ΠJ)(A) → (ΠI ◦ F (α× idU ))(A) généré par l'adjontion est une identité.On note

κ : F (I × U)(GI(A), B) → F (I)(A,ΠI (B))la bijetion liée à l'adjontion entre ΠI et GI . Dans la dé�nition i-dessus, le morphisme
f : (F (α) ◦ ΠJ)(A) → (ΠI ◦ F (α × idU ))(A) est donné par :

f = κ(F (α × id)(κ−1(idΠJ (A))))et la dernière propriété stipule que f = id(F (α)◦ΠJ )(A).Soit H une hyperdotrine, aratérisée par sa atégorie de base |H| et son fonteur
F : |H|op → CCC. On onstruit une atégorie W(H) omme suit :� les objets sont les ouples (I,A) où I est un objet de |H| et A un objet de F (I)� un morphismes de (I,A) vers (J,B) véri�e I = J , 'est un morphisme de A vers

B dans F (I).2Dans la syntaxe omme dans les modèles, l'élément terminal, la paire et la �èhe seront notésrespetivement ⊤, 〈t, u〉 et A → B. Dans les atégories, on utilise les notations plus lassiques 1, (f, g)et BA.



26 CHAPITRE 2. SYSTÈME F ET ISOMORPHISMES DE TYPESCette onstrution est prohe de la onstrution de Grothendiek (f. [Pit88℄), maisomme l'interprétation du système F à la Churh n'utilisera que les morphismes (I,A) →
(J,B) pour lesquels I = J , on n'a pas jugé utile de présenter une onstrution plusgénérale.Seely [See87℄ puis Pitts [Pit88℄ ont montré que les hyperdotrines apturaient bienle polymorphisme :Proposition 1 Pour toute hyperdotrine H, W(H) est un modèle du système F à laChurh.On ne donnera pas la preuve de e résultat, mais simplement la façon dont sontinterprétés types et termes dans ette struture.Considérons don notre hyperdotrine H, et notons − 7→ −[Un, B] le fonteur
F (idUn ×B) : F (Un+1) → F (Un) pour B : Un 7→ U morphisme de |H|.On adopte les notations suivantes pour une atégorie artésienne fermée : ⋄A : A→ 1est la �èhe terminale, π1 et π2 sont les projetions, (f, g) : A→ (B×C) indique la pairedes deux morphismes f : A → B et g : A → C, ǫA,B : BA × A → B est l'évaluation, et
Λ(f) : B → CA est la urry�ation du morphisme f : A × B → C. On notera parfois
ccc
−−→ les isomorphismes triviaux dans une .Interprétation des types

J⊤K = 1

JXiK = P in

JA×BK = JAK × JBK

JA→ BK = JBKJAK

J∀Xn+1.AK = ΠUn(JAK)On note que l'interprétation de Xi est un morphisme P in : Un → U dans la atégoriede base |H| : on utilise en réalité le fait que la omposition de F ave le fonteurd'oubli �f : CCC → Set génère le fonteur |H|(−, U). Il est don équivalent de dé�nirl'interprétation d'un type omme un objet dans F (Un) ou omme un morphisme de Unvers U dans |H|.Interprétation des termesDans e qui suit, par soui de simpliité on érira simplement A à la plae de JAK,et on note πi : B1 × · · · × Bm → Bi la projetion sur Bi (obtenue en omposant π1 et
π2 un ertain nombre de fois).
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J ~X; Γ ⊢ xi : BiK = Γ

πi−→ Bi
J ~X; Γ ⊢ ⋆ : ⊤K = Γ

⋄
−→ 1

J ~X; Γ ⊢ 〈t, u〉 : A×BK = Γ
(JtK,JuK)
−−−−−→ A×B

J ~X; Γ ⊢ π1(t) : AK = Γ
JtK
−→ A×B

π1−→ A

J ~X; Γ ⊢ π2(t) : BK = Γ
JtK
−→ A×B

π2−→ B

J ~X; Γ ⊢ tu : BK = Γ
(JtK,JuK)
−−−−−→ BA ×A

ǫ
−→ B

J ~X; Γ ⊢ λxA.t : A→ BK = Γ
Λ(JtK)
−−−→ BA

J ~X; Γ ⊢ ΛX.t : ∀X.AK = Γ
κ(JtK)
−−−→ ΠUn(A)

J ~X; Γ ⊢ t{B} : A[B/X]K = Γ
κ−1(JtK)[Un,B]
−−−−−−−−−→ A[Un, B]Dans le as du système F à la Curry, l'interprétation par une hyperdotrine n'est passu�sante ar on doit avoir plus d'égalités entre les morphismes. Comme souligné parPhil Sott [So00℄, il n'existe pas à e jour de travail atégorique sur les rapports entresystème F à la Curry et système F à la Churh.Une façon simple de onstruire un modèle du système F à la Curry est de donner unmodèle du λ-alul non typé, muni d'une relation de typage qui oïnide ave les juge-ments de typage du système F à la Curry. Dans ette thèse, on ne onstruira ependantpas un véritable modèle à la Curry, ar l'interprétation que l'on donnera sera un modèlede la rédution et non de l'égalité.En�n, le hapitre 7 donnera une interprétation atégorique des modèles de λµ2 etprouvera la orretion de ette interprétation.2.5 Isomorphismes de typesOn onlut ette setion introdutive par la question des isomorphismes de types,dont l'étude dans le adre du système F a onstitué le point de départ et la motivationde ette thèse.Le problème des isomorphismes de types est une question purement syntaxique :deux types A et B sont isomorphes si et seulement si il existe deux termes f : A → Bet g : B → A tels que f ◦ g = idB et g ◦ f = idA. Plus formellement :Dé�nition 2 (isomorphisme de types) Considérons un langage ontenant le λ-alulsimplement typé.Un isomorphisme de types dans e langage entre A et B est un ouple de termes

(t, u) tel que :� ⊢ t : A→ B� ⊢ u : B → A



28 CHAPITRE 2. SYSTÈME F ET ISOMORPHISMES DE TYPES� ⊢ λx.t(ux) = λx.x : B → B� ⊢ λy.u(ty) = λy.y : A→ ADu point-de-vue de la programmation, ette relation d'équivalene sur les types dedonnées permet de traduire un programme d'un type à un autre sans modi�er le sensalulatoire de e programme. Ainsi, herher un programme modulo isomorphisme detypes permet à un programmeur de herher toutes les fontions qui peuvent potentiel-lement remplir les spéi�ations qu'il reherhe, et de réutiliser es fontions dans unnouveau ontexte de typage [Rit91℄. Ce proédé est partiulièrement intéressant lors-qu'il s'agit de programmation fontionnelle, ar dans e as le type peut réellement êtrevu omme une spéi�ation partielle du programme : un tel outil de reherhe moduloisomorphisme a ainsi été implémenté en Caml par Jér�me Vouillon. Cela peut aussiêtre utilisé dans les assistants à la preuve, a�n d'aider à retrouver des preuves et à lesréutiliser [BP01℄ (pour plus d'exemples sur l'utilisation des isomorphismes de types eninformatique, voir [DC95℄).D'un point-de-vue plus général, les isomorphismes de types sont la réponse la plusnaturelle à la question de l'équivalene entre deux types dans un langage de program-mation. En e�et, si on onsidère deux types A et B que l'on souhaite identi�er, il fautnon seulement que es deux types soient équiprouvables, et don qu'il existe t et u telsque ⊢ t : A → B et ⊢ u : B → A, mais aussi que l'identi�ation entre A et B ne génèrepas d'autre terme anonique que l'identité ; et don que les omposées t◦u et u◦ t soientégales à l'identité.Caratériser les types isomorphes (don équivalents) semble dès lors une questionsimple et pertinente. Elle a été résolue pour le λ-alul simplement typé par Solo-viev [Sol83℄. Mais ette résolution est souvent non triviale, en partiulier en présenede polymorphisme. Roberto Di Cosmo [DC95℄ a résolu ette question syntaxiquementpour le système F à la Churh, en donnant un système équationnel sur les types quiaratérise omplètement les isomorphismes.Cette thèse propose une nouvelle approhe, plus géométrique, de ette question,ainsi que de nouveaux résultats de aratérisation. Suivant l'approhe d'Olivier Laurentdans [Lau05℄, on va utiliser la sémantique des jeux omme outil fondamental dans notretravail.Au risque de briser dé�nitivement le suspens, on va donner ii les aratérisationséquationnelles des isomorphismes de types pour les di�érents aluls ave polymorphismeintroduits préédemment. Le leteur rétif au Verfremdungse�ekt aura intérêt à passerdiretement au hapitre suivant.Pour le système F à la Churh, on retrouvera la même aratérisation que Di Cosmo



2.5. ISOMORPHISMES DE TYPES 29dans [DC95℄, à savoir :
A×⊤ ≃ε A
∀X.⊤ ≃ε ⊤

⊤ → A ≃ε A
A→ ⊤ ≃ε ⊤
A×B ≃ε B ×A

A× (B × C) ≃ε (A×B) × C
A→ (B → C) ≃ε (A×B) → C
A→ (B × C) ≃ε (A→ B) × (A→ C)

∀X.∀Y.A ≃ε ∀Y.∀X.A
∀X.(A×B) ≃ε ∀X.A× ∀X.B
A→ ∀X.B ≃ε ∀X.(A→ B) si X /∈ FTV (A)Comme on le verra au hapitre 5, e système d'équations est lié de façon direte à unepropriété de nature géométrique.Pour le système F à la Curry, on donnera au hapitre 6 une aratérisation par unsystème équationnel inédit, qui prolonge le système préédent (mais privé des règles liéesau type ⊤) :
A×B ≃Cu B ×A

A× (B × C) ≃Cu (A×B) × C
A→ (B → C) ≃Cu (A×B) → C
A→ (B × C) ≃Cu (A→ B) × (A→ C)

∀X.∀Y.A ≃Cu ∀Y.∀X.A
A→ ∀X.B ≃Cu ∀X.(A→ B) si X /∈ FTV (A)
∀X.(A×B) ≃Cu ∀X.A× ∀X.B

∀X.A ≃Cu A[∀Y.Y/X] si X /∈ NegAoù NegA et PosA sont dé�nis par indution sur A :� PosX = {X} , NegX = ∅� Pos⊥ = Neg⊥ = ∅� PosA×B = PosA ∪ PosB , NegA×B = NegA ∪ NegB� PosA→B = NegA ∪ PosB , NegA→B = PosA ∪NegB� Pos∀X.A = PosA \ {X} , Neg∀X.A = NegA \ {X}En�n, on montrera au hapitre 7 que les isomorphismes dans le langage λµ2 sont



30 CHAPITRE 2. SYSTÈME F ET ISOMORPHISMES DE TYPESbien eux auxquels on pouvait s'attendre :
A×⊤ ≃` A
∀X.⊤ ≃` ⊤

⊤ → A ≃` A
A→ ⊤ ≃` ⊤
⊤`A ≃` ⊤
⊥`A ≃` A
A×B ≃` B ×A
A`B ≃` B `A

A× (B × C) ≃` (A×B) × C
A` (B ` C) ≃` (A`B)` C

A→ (B → C) ≃` (A×B) → C
(A→ B)` C ≃` A→ (B ` C)
(A×B)` C ≃` (A` C) × (B ` C)

∀X.∀Y.A ≃` ∀Y.∀X.A
∀X.(A×B) ≃` ∀X.A× ∀X.B
(∀X.A)`B ≃` ∀X.(A`B) si X /∈ FTV (B)



Chapitre 3Sémantique des jeuxLes idées de la sémantique des jeux remontent aux années 1950, ave les travauxde Lorenzen, poursuivis par Lorenz, sur la logique de dialogue1 (f. [Fel86℄). Il ne s'agitpas enore d'une sémantique à part entière, mais d'une ompréhension très préise de lasyntaxe. Blass propose plus tard, à travers le onept de jeux polarisés [Bla72, Bla92℄,une véritable interprétation de la syntaxe, mais qui s'avère non atégorique ar la loi deomposition sur es jeux n'est pas assoiative (f. [Abr03℄).Cette di�ulté a été surmontée d'une part par Joyal [Joy77℄, en utilisant les jeuxde Conway, et d'autre part par Abramsky et Jagadeesan [AJ94℄ qui, sans s'éloigner desintuitions des jeux polarisés, onstruisent un modèle de la Logique Linéaire Multipliative(MLL) et prouvent un résultat de omplétude2 pour e modèle : toute stratégie σ :
A → B est l'interprétation d'un terme de la syntaxe (pourvu que A et B soient lesinterprétations de deux formules). Ces jeux sont à la base de la oneption moderne dela sémantique des jeux. Ils se trouvent par ailleurs en orrespondane ave une autresémantique de premier plan de la Logique Linéaire, la Géométrie de l'Interation (GoI)de Girard [Gir88℄ : en e�et, omme indiqué dans [AJ94℄, si l'on se restreint à la sous-atégorie des jeux sans histoire, alors la loi de omposition peut être vue omme uneformule d'exéution.La di�ulté suivante était d'intégrer à es jeux une interprétation des modalitésexponentielles de la logique. Deux réponses di�érentes sont apparues pour répondre à eproblème : d'une part le modèle AJM d'Abramsky, Jagadeesan et Malaaria [AJM00℄, etd'autre part le modèle HO de Hyland et Ong [HO00℄ (aussi inventé indépendamment parNikau [Ni94℄), qui réintègre ertaines onditions struturelles proposées par Lorenzen.Ces deux modèles ont onnu un suès immédiat ar ils ont permis de franhir uneétape déisive dans la reherhe de sémantique omplètement adéquates pour le langagePCF, quête initiée par les travaux de Robin Milner [Mil77℄ et Gordon Plotkin [Plo77℄et très suivie par les herheurs en sémantique des langages de programmation. Uneonnetion est d'ailleurs établie dans [Lai98℄ entre les algorithmes séquentiels de Berryet Curien [BC82℄, autre struture issue de ette quête d'une sémantique omplètement1Aussi appelée logique dialogique.2Dans ette thèse, l'expression full ompleteness sera simplement traduite par omplétude.31



32 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUXadéquate, et ertaines idées de la sémantique des jeux.On va dérire dans e hapitre les jeux standards (sans seond ordre) dans la formu-lation d'Hyland et Ong. Par la suite, on se référera à ette desription sous l'appellationde jeux HO.Mais e hapitre n'est pas, loin s'en faut, un tutoriel préis de la sémantique des jeuxd'Hyland et Ong : le leteur qui herherait une introdution de e genre pourra parexemple se référer à la thèse de Guy MCusker [MC96℄, qui a formalisé la présentationaujourd'hui la plus standard de es jeux, ou à elle de Russ Harmer [Har99℄. Le but iiest simplement d'introduire les notions lés de la sémantique des jeux de telle manièreque le passage au seond ordre, et au formalisme très préis qu'on en a donné, ait étépréparé en amont. La plupart des onstrutions que l'on va introduire dans e hapitreseront d'ailleurs reprises au hapitre suivant, dans notre nouveau formalisme.3.1 Notations sur les ensemblesÉtant donné un ensemble E, on note Card(E) son ardinal, P(E) l'ensemble de sessous-ensembles et E∗ l'ensemble des mots �nis onstruits à partir de E (aussi appeléslistes d'éléments de E).On note E + F l'union disjointe entre deux ensembles E et F . Si f : E ⇀ G et
g : F ⇀ G sont des fontions partielles alors [f, g] : E + F ⇀ G est dé�ni par :

[f, g](x) =

{

f(x) si x ∈ E et f(x) est dé�ni
g(x) si x ∈ F et g(x) est dé�niEn�n, on onsidérera l'ensemble des variables de type X,Y, . . . omme étant enbijetion ave N\{0}, et on notera et ensemble X = {Xj | j > 0}.3.2 ArènesDé�nition 3 (arène) Une arène A = (EA, λ,⊢,D) est un ensemble EA muni d'unefontion de polarité λ : EA → {O,P}, d'une fontion partielle de déoration D :

EA ⇀ X et d'une relation de justi�ation ⊢ ⊆ EA + (EA × EA), ave les propriétéssuivantes :� il n'existe pas de yle x ⊢ x1 ⊢ · · · ⊢ xn ⊢ x� si ⊢ x alors λ(x) = O� si x ⊢ y alors λ(x) 6= λ(y).Cette dé�nition rejoint elle que l'on peut trouver dans [Har99℄, mais on y ajoutela notion non standard de déoration : l'idée de déorer les oups par des variablesest logique dans l'optique d'ajouter une notion de quanti�ation sur es variables, onl'introduit don dès maintenant pour l'utiliser plus tard.



3.2. ARÈNES 33Pour une arène A, donnée, on peut dé�nir un ensemble de oups initiaux IA ⊆ EApar :
IA = {x ∈ EA | ⊢ x}et un ordre partiel ≤ par :

x ≤ y ⇔ (x = y) ∨ ∃z1, . . . , zn, x ⊢ z1 ⊢ · · · ⊢ zn ⊢ yOn peut d'ailleurs retrouver la relation de justi�ation à partir de la donnée de I et
≤ : � ⊢ x ssi x ∈ I� x ⊢ y ssi x < y et x ≤ z ≤ y ⇒ (z = x ∨ z = y).3.2.1 Construtions sur les arènesOn appelle arènes atomiques les arènes suivantes :� ⊤ = (∅, ∅, ∅, ∅)� ⊥ = ({0}, 0 7→ O, ∅, ∅)� Xi = ({i}, i 7→ O, ∅, i 7→ i).Étant données deux arènes A = (EA, λA,⊢A,DA) et B = (EB , λB ,⊢B,DB), ondé�nit l'arène produit A×B = (EA×B , λA×B ,⊢A×B ,DA×B) par :� EA×B = EA + EB� λA×B = [λA, λB ]� ⊢A×B = ⊢A + ⊢B� DA×B = [DA,DB ]et l'arène �èhe A→ B = (EA→B, λA→B ,⊢A→B,DA→B)) par :� EA→B = EA + EB� λA→B = [λ̄A, λB ]� ⊢A→B = ⊢A + ⊢B + (IB × IA)� DA×B = [DA,DB ]où λ̄(x) =

{

O si λ(x) = P

P si λ(x) = O3.2.2 ForêtsDé�nition 4 (forêt) Une forêt est un ensemble ordonné (F ,≤) tel que, pour tout ydans F , l'ensemble {x ∈ F | x ≤ y} est �ni et totalement ordonné.Une forêt déorée (F ,≤,D) est une forêt (F ,≤) munie d'une fontion partielle
D : F ⇀ X .Dans la présentation la plus ourante des jeux HO, les types sont généralementinterprétés par des forêts déorées : par exemple, l'interprétation du type X → (X ×Y )sera la forêt i-dessous :



34 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUX
Il existe en fait une manière très simple de passer d'une arène à une forêt déo-rée. Cette onstrution est d'une ertaine importane, ar les strutures arboresentesonstitueront la base de notre travail sur les isomorphismes.Soit A = (EA, λ,⊢,D) une arène. On note Chem(A) l'ensemble des hemins dans

A, 'est-à-dire l'ensemble des suites x1x2 . . . xn d'éléments de EA tels que : ⊢ x1 et pourtout i ∈ [1, n − 1], xi ⊢ xi+1.Si on onsidère l'ordre pré�xe � sur Chem(A), dé�ni par
x1 . . . xn � x1 . . . xnx

′
1 . . . x

′
pet qu'on pose

D(x1, . . . xn) = D(xn)alors (Chem(A),�,D) est une forêt déorée, qui sera notée FA.On dé�nit aussi l'opération or : Chem(A) → EA par : or(f) = xn si f = x1 . . . xn.On notera que si f, g ∈ Chem(A), alors
f � g ⇔ or(f) ≤ or(g)or(f) est appelée l'origine de f : l'idée est que le n÷ud f est en fait le oup or(f)de l'arène auquel on ajouté une histoire, 'est-à-dire une liste de oups qui le justi�ent.Appliquer or revient alors à oublier ette histoire et à revenir au oup dont on est parti.En�n, on donne la dé�nition d'un isomorphisme entre deux forêts déorées, ar ettenotion sera utilisée à la setion 3.4 :Dé�nition 5 (isomorphisme de forêts déorées) Un isomorphisme entre les forêtsdéorées FA = (FA,≤A,DA) et FB = (FB ,≤B ,DB) est une bijetion g : FA → FB quirespete la struture de forêt déorée, 'est-à-dire telle que :� x ≤A y ssi f(x) ≤B f(y)� DB ◦ f = DA.3.3 Stratégies, innoene, ompositionDé�nition 6 (suite justi�ée, partie) Une suite justi�ée sur une arène A = (EA, λ,⊢

,D) est la donnée d'une suite s = x1 . . . xn d'éléments de EA et d'une fontion partielle
f : {1, . . . , n} ⇀ {1, . . . , n} telle que : si f(i) n'est pas dé�ni alors ⊢ xi, et si f(i) = jalors j < i et xj ⊢ xi (on dit alors que xi justi�e xj).Une partie est une suite justi�ée s = x1 . . . xn telle que : pour tout 1 ≤ i ≤ n,� si λ(xi) = P alors λ(xi+1) = O� λ(xi) = O alors λ(xi+1) = P et : D(xi+1) = D(xi) si D(xi) est dé�ni, D(xi+1)n'est pas dé�ni sinon.



3.3. STRATÉGIES, INNOCENCE, COMPOSITION 35On note PA (resp. EA) l'ensemble des parties (resp. l'ensemble des parties de longueurpaire) sur A.Soient s et t deux suites justi�ées sur une arène A, on érit t � s si t est un pré�xede s.Dé�nition 7 (stratégie) Une stratégie σ sur une arène A = (EA, λ,⊢,D) est unensemble non vide de parties sur A de longueur paire, los par pré�xe de longueur paireet déterministe : si sx et sy sont deux parties de σ alors sx = sy.On note alors σ : A.Dé�nition 8 (stratégie totale) Une stratégie σ : A est dite totale si, pour toutepartie s ∈ σ si sx ∈ PA alors il existe un oup y tel que sxy ∈ σ.Dé�nition 9 (vue, innoene) Soit s une partie, on dé�nit sa vue psq par :� pǫq = ǫ� psxq = psqx si λ(x) = P� psxq = x si ⊢ x� psxtyq = psqxy si λ(y) = O et x justi�e y.Une stratégie σ : A est dite innoente si, pour toute partie sx de σ, le oup quijusti�e x est dans psq, et si on a : pour tout sxy ∈ σ, t ∈ σ, si tx est une partie sur Aet psxq = ptxq alors txy ∈ σ.Dé�nition 10 (restrition) Soit s une suite justi�ée sur une arène A = (EA, λA,⊢A
,DA), et soit B = (EB , λB ,⊢B ,DB) une arène telle que EB ⊆ EA, ≤B ⊆ ≤A et λA(resp. DA) oïnide ave λB (resp. DB) sur EB.Alors on note s↾B la restrition de s à B, 'est-à-dire la sous-suite justi�ée de sobtenue en ne gardant que les oups de A, ave les pointeurs assoiés tant qu'on restedans A.Cela nous permet de dé�nir la stratégie identité :idA = {s ∈ EA1→A2 | ∀t ∈ EA1→A2, t � s⇒ t↾A1= t↾A2}où A1 (resp. A2) est la opie gauhe (resp. droite) de A dans l'union disjointe A + A.Comme prouvé dans [Har99℄, 'est bien une stratégie sur A→ A.En�n, on dé�nit la omposition entre deux stratégies de la manière suivante :Dé�nition 11 (séquene d'interation, omposition) Une séquene d'intera-tion entre A, B et C est une suite justi�ée s sur (A → B) → C telle que s↾A,B, s↾B,Cet s↾A,C soient des parties. L'ensemble des suites d'interation entre A, B et C est notéInt(A,B,C).Soient σ et τ deux stratégies. On appelle omposition de σ et τ l'ensemble

σ; τ = {u↾A,C | u ∈ Int(A,B,C), u↾B,C ∈ τ et u↾A,B ∈ σ}



36 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUXUn lemme utile, appelé lemme de zipping, nous est fourni dans [Har99℄ et [Lau05℄ :Lemme 1 Soient σ : A → B, τ : B → C et s ∈ σ; τ ave s 6= ǫ. Il existe une uniqueséquene d'interation u ∈ Int(A,B,C) se terminant par un oup dans A ou C telleque : u↾A→B ∈ σ, u↾B→C ∈ τ et u↾A→C = s.On se référera à [Har99℄ pour la démonstration des résultats suivants :� σ; τ est une stratégie sur A→ C� σ; τ est innoente si σ et τ sont innoentes� la omposition est assoiative� l'identité est élément neutre pour la omposition.On obtient alors une atégorie des jeux HO dé�nie de la manière suivante :� les objets sont les arènes� un morphisme de A vers B est une stratégie innoente σ : A→ B� l'identité sur A est idA : A→ A� la omposée de σ : A→ B et τ : B → C est σ; τ : A→ C.On munit ette atégorie des morphismes suivants :� stratégie triviale :
⋄ = {ǫ} : A→ ⊤� projetions :

πA = {s ∈ EA×B1→B2 | ∀t ∈ EA×B1→B2 , t � s⇒ t↾B1= t↾B2} : A×B → B

πB = {s ∈ EA1×B→A2 | ∀t ∈ EA1×B→A2 , t � s⇒ t↾A1= t↾A2} : A×B → A� paire : si σ : A→ B et τ : A→ C,
〈σ, τ〉 = {s ∈ EA→(B×C) | s↾A→B ∈ σ et s↾A→C ∈ τ} : A→ (B × C)� évaluation :eval = {s ∈ E(A1→B1)×A2→B2

| ∀t ∈ E(A→B)×A→B ,

t � s⇒ t↾A1= t↾A2 ∧t↾B1= t↾B2} : (A→ B) × A→ B� abstration : si σ : A × B → C, Λ(σ) est la stratégie sur A → (B → C) dontles parties sont les mêmes que elles de σ mais vues omme des parties sur A →
(B → C).qui en font une atégorie artésienne fermée, omme prouvé dans [Har99℄.Cette atégorie des jeux HO nous donne don un modèle du λ-alul simplementtypé ave produits.



3.4. ISOMORPHISMES DE TYPES 373.4 Isomorphismes de typesLa motivation première de notre travail sur les isomorphismes de types provient d'unrésultat d'Olivier Laurent [Lau05℄, dans le as du modèle de jeux HO. On va redonnere résultat et sa démonstration ii, ar la tehnique de preuve est fondamentale et seraréutilisée dans le adre des jeux du seond ordre.Le travail d'Olivier Laurent porte sur la aratérisation, par des moyens sémantiques,des isomorphismes de types dans le λ-alul simplement typé ave produits (quelquesextensions de e alul sont aussi traitées dans [Lau05℄). Il s'agit de retrouver par emoyen les résultats de Soloviev [Sol83℄, qui a prouvé que les isomorphismes de typesétaient aratérisés par le système équationnel suivant :
A× (B × C) ≃λ (A×B) × C

A×B ≃λ B ×A
A→ (B × C) ≃λ (A→ B) × (A→ C)
A→ (B → C) ≃λ (A×B) → C

A×⊤ ≃λ A
A→ ⊤ ≃λ ⊤
⊤ → A ≃λ AL'idée de base est de se plonger dans le modèle de jeux : un isomorphisme de typesy est alors interprété omme un ouple de stratégies onstituant un isomorphisme dejeux :Dé�nition 12 Soient A et B deux arènes, un isomorphisme de jeux entre A et Best un ouple de stratégies innoentes σ : A → B et τ : B → A tel que σ; τ = idA et

τ ;σ = idB.La première étape du travail est de montrer que les stratégies d'un isomorphisme dejeux se omportent d'une façon très similaire à la stratégie identité. Cette similarité estformalisée par la notion de partie zig-zag :Dé�nition 13 (partie zig-zag) Une partie s ∈ PA→B est appelée zig-zag si� haque oup Joueur qui suit un oup Opposant dans A (resp. dans B) est jouédans B (resp. dans A)� haque oup Joueur qui suit un oup Opposant initial est justi�é par e dernier� s↾A et s↾B ont les mêmes pointeurs.Si s est une partie zig-zag de longueur paire dans A → B, on note s̆ l'unique partiezig-zag dans B → A telle que s̆↾A= s↾A et s̆↾B= s↾B.Le premier résultat à démontrer est don le suivant :Lemme 2 Si (σ, τ) est un isomorphisme de jeux entre A et B, alors toutes les partiesde σ sont zig-zag et τ = {s̆ | s ∈ σ}. De plus, σ et τ sont totales.



38 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUXDémonstration : Soit s ∈ σ de longueur k, on va montrer par indution sur k que
s est zig-zag et s̆ ∈ τ .Si k = 0 alors s = ǫ et le résultat est immédiat.Si k = k′+2, s = tmn ave t ∈ σ, don par hypothèse d'indution t est zig-zag et t̆ ∈
τ . On peut alors onstruire indutivement une séquene d'interation u ∈ Int(B,A,B)telle que u↾A→B= t et u↾B→A= t̆.Supposons que m soit un oup dans B (le as où m est un oup dans A est similaire).Il est alors impossible que n soit un oup dans B : on aurait umn ∈ Int(B,A,B) ave
umn↾A→B= s ∈ σ et umn↾B→A= t̆ ∈ τ , d'où umn↾B→B∈ idB . Ce qui est impossiblear umn↾B→B ontient dans e as deux oups suessifs dans le même B.Considérons les parties I1 = u ↾B→B et I2 = I1mm ∈ idB . Comme τ ;σ = idB , ilexiste w ∈ Int(B,A,B) tel que w↾B→B= I2, w↾A→B∈ σ et w↾B→A∈ τ . On peut érire
w = w0mn1 . . . npm où n1, . . . , np sont des oups dans A et w0↾B→B= I1. Par le lemmede zipping, on a w0 = u. Par ailleurs, w0↾B→A= t̆n1 . . . npm ∈ τ . La même preuve quei-dessus nous assure que, si t̆n1m

′ ∈ τ ave n1 joué dans A, alors m′ est joué dans B.D'où p = 1, et w = umn1m. Comme par ailleurs w↾A→B∈ σ, ela nous donne n1 = n.Si m est initial, on en déduit que n pointe sur m (sinon w↾B→B /∈ idB). Sinon, parinnoene de σ, le oup qui justi�e n dans s doit se trouver avant le justi�ateur de m,et e doit être le oup juste avant ar sinon le justi�ateur de m dans w↾B→A= t̆nm ∈ τne sera pas dans pt̆nq, e qui ontredirait la ondition d'innoene pour τ . Don s estzig-zag, et par ailleurs s̆ = t̆nm ∈ τ .On montre par le même raisonnement que si t ∈ τ alors t est zig-zag et t̆ ∈ σ. D'où
τ = {s̆ | s ∈ σ}.Il reste à montrer que σ est totale. Soit s ∈ σ et sm ∈ PA→B ave m oup dans B(le as où m est un oup dans A est similaire). On onstruit la séquene d'interation
u ∈ Int(B,A,B) telle que u ↾A→B= s et u ↾B→A= s̆, et la partie v ∈ idB telle que
v ↾B= sm ↾B . Comme τ ;σ = idB , il existe w ∈ Int(B,A,B) tel que w ↾B→B= v,
w ↾A→B∈ σ et w ↾B→A∈ τ . Comme on n'a que des parties zig-zag dans σ et τ , elanous donne w = w0mnm, et par le lemme de zipping on montre que w0 = u. D'où
w↾A→B= smn ∈ σ. σ est don totale, et τ aussi. �Une fois e résultat préliminaire établi, on peut démontrer qu'un isomorphisme dejeu implique l'existene d'un isomorphisme de forêts déorées :Proposition 2 Si il existe un isomorphisme de jeux (σ, τ) entre deux arènes A et B,alors FA et FB sont isomorphes.Démonstration : Soit c un n÷ud de FA, et c1, . . . , cp la suite des anêtres de c,ave ci � cj pour i ≤ j.On va onstruire, par indution sur p, une bijetion f : EA → EB telle que : si
ai = or(ci) et bi = or(f(ci)) alors b1a1a2b2b3a3 · · · ∈ σ.Si p = 1, on regarde l'unique partie dans τ de la forme a1m (elle existe par totalité)et on pose f(c1) = m.



3.4. ISOMORPHISMES DE TYPES 39Si p = p′+1 ave p′ pair et non nul, on a par hypothèse d'indution a1b1b2a2 . . . bp′ap′ ∈
τ , et par totalité il existe m tel que a1b1b2a2 . . . bp′ap′apm ∈ τ . On pose alors f(cp) =
f(c1) . . . f(cp′)m.Si p = p′ + 1 ave p′ impair, on a par hypothèse d'indution b1a1a2b2 . . . bp′ap′ ∈ σ,et par totalité il existe m tel que b1a1a2b2 . . . bp′ap′apm ∈ σ. On pose alors f(cp) =
f(c1) . . . f(cp′)m.On peut assoier de la même façon une fontion g à la stratégie τ , et on véri�eaisément que f ◦ g et g ◦ f sont des identités, don f est une bijetion. Par ailleurs, si
cA ≤ dA (resp cB ≤ dB) alors f(cA) ≤ f(dA) (resp. f(cB) ≤ f(dB)) par dé�nition desparties zig-zag, et DB(f(ap)) = DA(ap) par dé�nition d'une partie. �Pour revenir aux isomorphismes de types du langage, on onsidère les formes a-noniques dé�nies omme suit :Dé�nition 14 (forme anonique) On onsidère les types du λ-alul simplement typéave produits �nis, qu'on équipe d'un produit n-aire : n∏

i=1
Mi = ((M1 ×M2)× . . . )×Mn.Un type A est appelé forme anonique non triviale s'il s'érit :

A =
n∏

i=1

Niave n > 0, où haque Ni est soit de la forme αi ∈ X ∪ {⊥}, soit de la forme Ai → αiave Ai forme anonique non triviale et αi ∈ X ∪ {⊥}.Une forme anonique est soit le type ⊤, soit une forme anonique non triviale.Lemme 3 Pour tout type A, il existe une forme anonique A′ telle que A ≃λ A
′ (où lesystème équationnel ≃λ est dé�ni à la �gure 3.4).Démonstration : Les formes anoniques sont les formes normales du système derédution suivant :

A× (B ×C) ⇒ (A×B) × C
A→ (B × C) ⇒ (A→ B) × (A→ C)

A→ (B → C) ⇒ (A×B) → C
A×⊤ ⇒ A
⊤×A⇒ A
A→ ⊤ ⇒ ⊤
⊤ → A⇒ ACes règles de rédution sont ompatibles ave le système équationnel ≃λ : si A ⇒ A′alors A ≃λ A

′. De plus ⇒ termine : si on pose
ψ(A×B) = ψ(A) + 2ψ(B) + 1

ψ(A→ B) = ψ(A)ψ(B) + 1

ψ(⊤) = ψ(⊥) = ψ(Y ) = 4on a ψ(A) > ψ(A′) si A⇒ A′. �On est maintenant apable de montrer qu'une égalité sur les forêts déorées se ramèneà une égalité sur les types :



40 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUXProposition 3 Soient A et B deux types du λ-alul simplement typé ave produits�nis, interprétés respetivement dans notre modèle de jeux par les arènes A∗ et B∗. Si
FA∗ et FB∗ sont isomorphes, alors A ≃λ B.Démonstration : On onsidère que A et B sont sous forme anonique, et on note
g la bijetion entre les deux forêts. On raisonne par indution sur la struture de FA :� si FA est vide, alors FB est vide et A ≃λ B.� si FA est un arbre, alors A est de la forme α ou A′ → α ave α ∈ X ∪ {⊥} et FA′non vide : en e�et, si A = A1 ×A2 alors FA ontient au moins deux raines ; don

B = β (dans le as où A = α) ou B = B′ → β ave FB′ non vide (dans le as où
A = A′ → α), et le fait que g préserve l'ordre et les déorations nous assure que
β = α. Par ailleurs, dans le as où A = A′ → α, on peut onstruire à partir de gune bijetion entre FA′ et FB′ qui respete le struture de forêt déorée, d'où parhypothèse d'indution A′ ≃λ B

′, don A ≃λ B� si FA ontient k ≥ 2 arbres, alors A = ((A1 × A2) × · · · × Ak−1) × Ak ave FAiarbre pour 1 ≤ i ≤ k : en e�et, si A = ((A1 × A2) × · · · × An−1) × An ave FAiarbre alors FA ontient n raines, d'où n = k. On a don aussi B = ((B1 ×B2) ×
· · · ×Bk−1)×Bk. L'isomorphisme entre FA et FB nous assure qu'on peut trouverune permutation φ : [1, k] → [1, k] telle que, pour tout 1 ≤ i ≤ k, FAφ(i)

et FBisoient isomorphes. Par hypothèse d'indution, ela implique Aφ(i) ≃λ Bi, don parommutativité du produit on a A ≃λ B.
�On peut �nalement onlure par la aratérisation des isomorphismes dans e lan-gage :Théorème 1 (Soloviev, Laurent) Dans le λ-alul simplement typé ave produits �-nis, les types A et B sont isomorphes si et seulement si A ≃λ B.Démonstration : Supposons qu'il existe une isomorphisme entre A et B, alorsdans le modèle de jeu il existe un ouple de stratégies (σ, τ) qui réalise un isomorphismede jeux entre les arènes A∗ et B∗, interprétations respetives de a et B dans le modèle.La proposition 2 nous permet alors de dire que FA∗ et FB∗ sont isomorphes, e quiimplique A ≃λ B grâe à la proposition 3.Pour montrer la réiproque, on véri�e que pour haque équation de ≃λ on peutonstruire un ouple de termes qui réalise l'isomorphisme (f. par exemple [DC95℄). �Le shéma général de la preuve est résumé sur la �gure 3.1. Ce shéma sera réutilisédans nos di�érents modèles pour parvenir à des aratérisations d'isomorphisme de typesau seond ordre.3.5 Capture de la notion de ontr�leL'étude des isomorphismes de types pour λµ2 nous onduira dans ette thèse àétudier l'extension de la sémantique des jeux à un alul ave ontr�le. On va donnerii les grandes idées de ette extension, sans détailler la onstrution du modèle, en



3.5. CAPTURE DE LA NOTION DE CONTRÔLE 41modèle de jeux
σt : A∗ → B∗

σu : B∗ → A∗iso dans le λ-alul σu;σt = idB∗

t : A→ B σt;σu = idA∗ aratérisation géométrique
u : B → A A∗ et B∗ isomorphes
t ◦ u = idB
u ◦ t = idA

A ≃λ BFig. 3.1 � Preuve de aratérisation des isomorphismes de typespréambule à e qui sera fait au hapitre 7 dans le adre plus omplexe des jeux duseond ordre ave ontr�le.Les deux grandes nouveautés à prendre en ompte dans un adre ave ontr�le sont :� le fait que l'on interprète des séquents ave plusieurs onlusions à droite, 'est-à-dire de la forme Γ ⊢ t : A | ∆, et non plus Γ ⊢ t : A� l'interprétation de termes tels que all/ qui n'existent pas en logique intuition-niste.Le premier point va être résolu en introduisant un nouveau onneteur sur les types,la disjontion `.La onstrution A ` B est habituelle en sémantique des jeux, elle onsiste à relierdeux à deux les oups initiaux de A et de B. Mais, si on réunit deux oups, la déorationdu nouveau oup obtenu doit ontenir les déorations des deux oups dont on est parti.La fontion de déoration nous génère don des listes de déorations3 pour haque oup.On a don une nouvelle dé�nition des arènes :Dé�nition 15 (`-arène) Une `-arène A = (EA, λ,⊢,D) est un ensemble EA munid'une fontion de polarité λ : EA → {O,P}, d'une fontion partielle de déoration
D : EA ⇀ X ∗ et d'une relation de justi�ation ⊢ ⊆ EA + (EA × EA) véri�ant lespropriétés suivantes :� il n'existe pas de yle x ⊢ x1 ⊢ · · · ⊢ xn ⊢ x� si ⊢ x alors λ(x) = O� si x ⊢ y alors λ(x) 6= λ(y).Les arènes atomiques, ainsi que les opérations produit et �èhe, sont dé�nies ommepréédemment, modulo la transformation de D en une fontion de EA vers X ∗. Laonstrution ` est dé�nie omme suit : siA = (EA, λA,⊢A,DA) etB = (EB , λB ,⊢B ,DB),on dé�nit A`B = (EA`B, λA`B ,⊢A`B ,DA`B) par :3Au hapitre 7 on préférera parler de multi-ensembles, mais ii il est plus simple de raisonner avedes listes.



42 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUX� EA`B = (IA × IB) + (EA\IA) + (EB\IB)� λA`B(x) =

{

O si x ∈ IA × IB

[λA, λB ](x) sinon� x ⊢A`B y ssi x = (a, b) ∧ a ⊢A y ou x = (a, b) ∧ b ⊢B y ou x ⊢A y ou x ⊢B y� DA`B((a, b)) = DA(a) · DB(b)
DA`B(a) = DA(a) si a ∈ EA\IA
DA`B(b) = DB(b) si b ∈ EB\IBSur le deuxième point, l'approhe que l'on va hoisir a été suggérée par OlivierLaurent, dans un travail enore en ours d'ériture, à partir d'une ré�exion sur lestehniques de réalisabilité lassique de Jean-Louis Krivine [Kri01℄. Ce travail est aussien lien ave elui de Jim Laird dans [Lai97℄ (les pointeurs de Laurent sont des aspartiuliers de eux de Laird).Le terme all/ est de type ((X → Y ) → X) → X, 'est-à-dire qu'il réalisepréisément la loi de Piere qui permet de passer de la logique intuitionniste à la logiquelassique. Comment devrait se omporter la stratégie σcc orrespondant à all/ ?Dans les modèles de jeux usuels, ette stratégie est essentiellement dérite par la vuesuivante :

((X // Y ) // X) // X

x

x

00

y

00

x

00Si on regarde pourquoi ette stratégie σcc n'existe pas dans le modèle dé�ni à lasetion 3.3, on se rend ompte que ela est lié à la dé�nition d'une partie : en e�et, étantdonnée une partie s = x1 . . . xn, la ondition :si λ(xi) = O et que D(xi) est dé�ni, alors D(xi) = D(xi+1)n'est pas ompatible ave e qu'on veut donner omme dé�nition à σcc. Non pas pare quela fontion D a maintenant X ∗ pour odomaine : d'ailleurs, dans l'arène orrespondantà ((X → Y ) → X) → X, tous les oups e sont tels que D(e) se réduit à un seul élément.Mais pare que la partie viole réellement ette règle.La démarhe la plus naturelle onsisterait à se débarrasser totalement de ette règle :'est e qui est fait usuellement (f. par exemple [Har99℄), et ela onduit à di�érenierles stratégies intuitionnistes des stratégies lassiques par une ondition plus sophistiquée,le bon parenthésage. L'idée est de onsidérer que les types de base sont omposés d'unequestion et d'une ou plusieurs réponses, et que les stratégies intuitionnistes seront ellesqui répondent toujours à la dernière question pendante.Mais e n'est pas l'optique qui sera adoptée ii, ar elle a le défaut d'imposer desonditions sur les types de base, e qui ne nous onvient pas forément (en partiulier



3.5. CAPTURE DE LA NOTION DE CONTRÔLE 43dans l'optique du seond ordre, où les variables de type seront amenées à être substi-tuées). L'idée qu'on privilégiera est la suivante : si on onsidère type A = ((Z → Y ) →
X) → X, un terme de la logique lassique (un λµ-terme par exemple) ne peut existerque dans les as Z = Y ('est le terme λx.x(λy.y)) et Z = X ('est all/). Ce quisigni�e que le dernier oup de la stratégie σcc fait forément référene à un autre oup,qui porte la même déoration.Plus préisément, si un oup x joué par P porte la liste de déorations D(x) =
Xi1 · Xi2 · · · · · Xin , il existe un pointeur pour haque j ∈ [1, n], appelé pointeur deontr�le, qui relie la j-ème variable de la liste D(x) à une ourrene de Xij dans D(y),où y est un oup O joué avant x.Ainsi, on ne proède pas à une suppression, mais à un ra�nement, de la règle portantsur les déorations. Formellement, on dé�nit de nouvelles suites justi�ées et parties dela manière suivante :Dé�nition 16 (`-suite justi�ée, `-partie) Une `-suite justi�ée sur une `-arène
A = (EA, λ,⊢,D) est la donnée d'une suite s = x1 . . . xn de oups de EA et de deuxfontions partielles f : {1, . . . , n}⇀ {1, . . . , n} et f` : {1, . . . , n} × N ⇀ {1, . . . , n} × Ntelles que :� si f(i) n'est pas dé�ni alors ⊢ xi� si f(i) = j alors j < i, xj ⊢ xi� si f`(i, t) est dé�ni alors t ≤ n où n est la taille de la liste D(xi)� si f`(i, t) = (j, u) alors j < i et D(xi)〈t〉 = D(xj)〈u〉 où L〈t〉 représente le k-ièmeélément de la liste L.Une `-partie sur A est une suite justi�ée s = x1 . . . xn sur A telle que, pour tout
1 ≤ i ≤ n :� si λ(xi) = P alors λ(xi+1) = O et, pour tout t ∈ [1, n] où n est la taille de la liste

D(xi), f`(i, t) = (j, u) ave λ(xj) = O� si λ(xi) = O alors λ(xi+1) = P et, pour tout t ∈ N, f`(i, t) n'est pas dé�ni.La fontion f sera appelée pointeur de justi�ation, tandis que f` sera le poin-teur de ontr�le.On remarque que, si les pointeurs de ontr�le sont onçus pour aller des oups P auxoups O, ette ondition est imposée aux parties mais pas aux suites justi�ées. Cela estlié au fait qu'on va utiliser les suites justi�ées pour dé�nir la omposition de stratégies,et que dans e as la polarité des oups n'aura pas vraiment de sens, en partiulier àl'endroit où se déroule l'interation.On dé�nit la restrition s ↾B d'une partie s à l'arène B sur le même modèle quepréédemment, 'est-à-dire omme la sous-suite justi�ée de s obtenue en ne gardant queles oups de B, ave les pointeurs de justi�ation et de ontr�le assoiés tant qu'on restedans B. De même, la restrition s↾A,B est la sous-suite de s obtenue en ne gardant queles oups de A ou B, ave les pointeurs de justi�ation et de ontr�le héréditairementassoiés : ela signi�e que x est justi�é par y dans s ↾A,B (via l'un des deux types depointeur) si et seulement si x est héréditairement justi�ée par y dans s et qu'il n'existepas de oup z dans A ou B, joué après y dans s, et qui justi�e héréditairement x.



44 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUXDé�nition 17 (`-séquene d'interation, omposition) Une `-séquene d'in-teration entre A, B et C est une `-suite justi�ée s sur (A→ B) → C, sans pointeurde ontr�le entre A et C et telle que s↾A,B, s↾B,C et s↾A,C soient des `-parties. L'en-semble des `-suites d'interation entre A, B et C est noté Int`(A,B,C).Soient σ et τ deux `-stratégies. On appelle omposition de σ et τ l'ensemble
σ; τ = {u↾A,C | u ∈ Int`(A,B,C), u↾B,C∈ τ et u↾A,B∈ σ}On n'étendra pas plus loin le développement de es idées, et on ne présentera pasla onstrution omplète du modèle, étant donné que toutes es idées seront reprises auhapitre 7 dans un ontexte ave seond ordre.On va simplement présenter informellement omment un terme los du λµ-alulsimplement typé (sans les produits) peut être interprété dans e adre. Un terme los

βµρ-réduit et orretement ηθ-expansé s'érit sous la forme suivante :
t = λx1 . . . λxn µα.[β] y t1 . . . tp : A1 → · · · → An → XOn remarque tout d'abord que la onstrution ` n'intervient pas dans le type : elleest indispensable pour onstruire un modèle du λµ-alul, mais pas pour interpréter lestermes los.Les vues de la stratégie σt interprétant e terme peuvent être représentées de la façonsuivante :

A1
// . . . // An // X

x

x

//...où les pointeurs noirs sont les pointeurs de justi�ation et les pointeurs bleus les pointeursde ontr�le.Le premier oup joué par O orrespond à la partie λx1 . . . λxn µα du terme : les
xi orrespondront aux di�érents �ls de la raine, et le α indiquera une ible potentiellepour un pointeur de ontr�le. Le oup de P en réponse orrespond à la partie [β] y : le yindique quel n÷ud est hoisi et donne le pointeur de justi�ation, tandis que le [β] nousdonne le pointeur de ontr�le, dont la ible sera le n÷ud où O a joué µβ (si β est detype ⊥, ela orrespond à l'absene de pointeur). Le oup suivant d'O onsiste à hoisirun des ti et à reommener le même proessus...Ainsi, le terme all/, dé�ni en λµ-alul parall/ = λx(X→Y )→X .µαX .[α]x(λyXµβY .[α]y)



3.6. VERS LE SECOND ORDRE 45est maintenant dérit par la vue suivante :
((X // Y ) // X) // X

x

x

00

y

00

x

00Les pointeurs de ontr�le ont don un équivalent très naturel dans la syntaxe, àsavoir la liaison entre µα et [α]. Ils seront par ailleurs un exellent outil dans le adredu polymorphisme, ar ils permettront de généraliser très failement la notion entraled'extension opyat.3.6 Vers le seond ordreAvant de passer, dans les hapitres suivants, à la desription formelle d'une séman-tique des jeux du seond ordre, on va tenter dans ette setion d'expliquer et de motiverles hoix qui ont été faits pour dérire e modèle.Intéressons-nous tout d'abord à l'interprétation des types. L'utilisation d'un ordrepartiel, omme dans le présent hapitre, plut�t qu'une struture de forêt, peut déjàamener à de légitimes interrogations. Après tout, Domini Hughes [Hug00℄ a bien hoisid'interpréter les types par des hyperforêts, strutures qui seront d'ailleurs réintroduitesdans la présente thèse ar elles se révèlent primordiales pour l'étude des isomorphismes.Considérons don le type X → (X×Y ), dont on a déjà dérit préédemment la forêtassoiée :
Pourquoi e type, omposé à partir de trois types simples, est-il interprété par uneforêt à quatre n÷uds ? Pare que l'interprétation par des forêts revient en fait à onsidérerles formules du langage modulo un ertain nombre d'égalités, telles que A→ (B×C) ≃

(A → B) × (A → C) dans le as présent, ou enore A → (B → C) ≃ (A × B) → C.Ces égalités paraissent ino�ensives, puisqu'elles orrespondent à des isomorphismes dansle langage. Mais lorsqu'on herhera, dans la onstrution de modèles du seond ordre,à dé�nir une notion de substitution, on se heurtera à ette interprétation des formulesmodulo isomorphismes.En e�et, la substitution doit préserver les onneteurs, au sens où on devra avoir parexemple :
(A×B)[C/X] = A[C/X] ×B[C/X]



46 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUX
(A→ B)[C/X] = A[C/X] → B[C/X]Il s'agit ii d'égalités, et non d'isomorphismes ! Par onséquent, onsidérer les formulesmodulo isomorphisme, autrement dit les mettre sous une forme anonique de forêt, risquede nous faire perdre ette égalité : si les forêts seront semblables sur le plan géométrique,les noms des oups qui les omposent ne seront probablement pas identiques.En fait, pour arriver à une véritable préservation des onneteurs par substitution,la meilleure solution est de faire en sorte que l'arène qui interprète un type porte en ellel'historique des onneteurs qui omposent e type. C'est pourquoi notre ordre partielsera en fait dé�ni sur la grammaire suivante :

a ::= ↑a | ↓a | ra | la | ⋆a | i (i ∈ N)L'ensemble onstruit à partir de ette grammaire est notée A.Intuitivement, le symbole ↑ (resp. ↓) orrespond à la partie gauhe (resp. droite) dutype �èhe, l (resp. r) orrespond à la partie gauhe (resp. droite) du produit, le symbole
⋆ orrespond à la quanti�ation du seond ordre les indies j ∈ N\{0} orrespondentaux variables de type libres et l'indie 0 orrespond soit à une variable de type liée, soitau type ⊥.Cette grammaire permet de ne plus utiliser d'union disjointe pour nos onstrutionsd'arènes : ainsi, pour dé�nir par exemple A → B, au lieu de onstruire une uniondisjointe entre les éléments de A et eux de B, on va expliitement ajouter un symbole
↑ devant les éléments de B, et un symbole ↓ devant les éléments de A.Cette desription a un autre avantage immédiat : on va être apable d'en tirer di-retement la fontion de polarité et la relation de justi�ation : ainsi, puisque 'est lepassage à gauhe de la �èhe qui inverse la polarité, λ(a) = O (resp. λ(a) = P) si lenombre de symboles ↓ dans a est pair (resp. impair). De même, 'est la �èhe qui génèrela struture d'ordre entre les oups : ⊢ a si a ne omporte auun symbole ↓, et a ⊢ bsi a = k1 . . . kn↑p1 . . . pm et a = k1 . . . kn↓q1 . . . qm′ où les ki, les pi et les qi sont dessymboles quelonques.Mais si l'on se ontente d'interpréter un type par un ensemble OA, muni de l'ordrepartiel dé�ni i-dessus, on va perdre beauoup d'information : les variables liées sontindi�éreniables du type ⊥, et surtout indi�éreniables les unes des autres. Il nous fautajouter un pointeur pour indiquer si une variable est liée, et si oui à quel endroit. Onva don dé�nir une fontion LA qui, à haque élément de OA, assoie soit une valeurneutre † si e n÷ud ne orrespond pas à une variable liée, soit un élément de A quiorrespond à l'endroit où est liée la variable. Dans e dernier as, il s'agit de relierl'élément à une ourrene du symbole ⋆. Le fait que la variable soit liée dans la portéede son quanti�ateur orrespond au fait que LA(c) soit un pré�xe de c.Ainsi, une arène sera la donnée d'un ordre partiel OA sur la grammaire dé�nie i-dessus, et d'une fontion LA de OA dans A ∪ {†}.Maintenant qu'on a expliqué omment onstruire les arènes, la question est d'arriverà jouer dans elles-i : un oup ne sera plus simplement un élément de OA, mais unestruture plus omplexe. Considérons en e�et un terme du système F à la Churh : les



3.6. VERS LE SECOND ORDRE 47substitutions t{B} vont être interprétées par des symboles ⋆B où B est une arène, auxendroits ou se trouvaient les symboles ⋆.Par ailleurs, onsidérons les termes suivants :
λx∀X.X .π1(x{A ×B}) : (∀X.X) → A

λx∀X.X .x{∀Y.Y }{A} : (∀X.X) → ACes deux exemples ont en ommun que la façon dont le terme est onstruit n'est pasliée à la struture du type : dans le premier as on a l'opérateur π1 alors que le type neontient pas de produit ; dans le deuxième as on a deux symboles de substitution alorsqu'on a une seule quanti�ation dans le type.Dans le modèle, ela va se traduire par la desription des oups en plusieurs ouhes :l'une orrespond à un élément de OA, modulo le remplaement des symboles ⋆ pardes symboles ⋆B où B est une arène. L'autre ouhe est un oup joué dans une arènesubstituée, 'est-à-dire une arène B qui apparaît sur un symbole ⋆B . Ainsi, les deuxtermes dérits i-dessus peuvent se réérire en
λx∀X.X .π1(x{A×B}) : (∀X.X) → A

λx∀X.X .x{∀Y.Y }{A} : (∀X.X) → Aoù la partie bleue orrespond à la première ouhe et la partie rouge à la deuxièmeouhe (la partie noire orrespond à un oup préédemment joué par O).Lorsqu'on joue un oup orrespondant à une variable libre ou à ⊥, le oup se réduiraà la première ouhe (omme dans les jeux HO habituels) ; dans le as ontraire, lesdeux ouhes sont jouées et l'arène dans laquelle on joue la deuxième ouhe peut êtredéterminée à partir de la première ouhe. Plus préisément, si on note A est la fontionqui remplae les symboles ⋆B par ⋆, et m1[m2] un oup onstitué de deux ouhes m1et m2, un oup dans une arène aura une des deux formes suivantes :� soit m1 ave A(m1) ∈ OA� soit m1[m2] ave A(m1) ∈ OA et m2 est un oup joué dans l'arène B, où B estdéterminé par m1 et LA.Cette idée se retrouve de façons diverses dans les modèles de jeu déjà existants (saufelui de Chrobozek où le seond ordre n'existe qu'au niveau des types, pas au niveaudes oups) :� dans le modèle de Hughes, l'idée est que la deuxième ouhe est jouée dans unnouveau terrain de jeu : les deux joueurs jouent sur plusieurs plateaux di�érents,et un mouvement sur un plateau peut générer de nouveaux plateaux sur lesquelsse prolonge le oup : un oup est don une suite de mouvements suessifs sur desplateaux di�érents� dans le modèle de Murawski et Ong, un oup fait évoluer l'arène dans laquelle onjoue : ainsi, on ne divise pas un oup en di�érentes parties, mais on a une suited'évolutions� le modèle d'Abramsky et Jagadesaan est le plus prohe du n�tre au niveau dela desription des oups ; il y a bien deux ouhes, mais il n'y est pas possible



48 CHAPITRE 3. SÉMANTIQUE DES JEUXde déterminer l'arène dans laquelle est joué le oup orrespondant à la deuxièmeouhe : n'importe quel oup peut y être joué a priori, les ontraintes ne sontimposées que dans la dé�nition des parties et ne sont pas les mêmes que dansnotre modèle.Notre desription aura le double avantage d'être simple à manipuler et d'établir unlien préis entre les oups et l'arène où ils sont joués.La struture de seond ordre étant omplètement odée dans les oups, les dé�nitionsde suite justi�ée, de partie, de stratégie, et, seront exatement les mêmes que dans leas des jeux HO.



Chapitre 4Sémantique des jeux sur unegrammaireDans e hapitre, on va introduire le formalisme entral qui sera utilisé tout au longde la thèse. Il onsiste en une grammaire à partir de laquelle peuvent être dé�nis :� un ordre partiel et une polarité, pour dé�nir des arènes qui seront les objets de nosmodèles� une notion de stratégie et de omposition, e qui permettra de dé�nir les mor-phismes de nos modèles et leur omposition.4.1 Grammaires de motsAu ours de ette thèse, nous utiliserons plusieurs grammaires de la forme suivante :
µ ::= ↑µ | ↓µ | αiµ | j (i ∈ I, j ∈ N)où I est un ensemble (dénombrable) quelonque. De telles grammaires seront appeléesgrammaires de mots. On notera par la suite M l'ensemble des mots (aussi appelésoups) dé�nis par ette grammaire.Intuitivement, le symbole ↑ (resp. ↓) orrespond à la partie gauhe (resp. droite)d'une impliation, les αi orrespondent aux onneteurs ovariants (produit artésien,quanti�ation...), les indies j ∈ N\{0} orrespondent aux variables de type libres etl'indie 0 orrespond soit à une variable de type liée, soit au type ⊥.Sur une telle grammaire est dé�nie automatiquement une fontion de polarité λ, àvaleurs dans {O,P} :� λ(j) = O� λ(↑µ) = λ(αiµ) = λ(µ)� λ(↓µ) = λ(µ)ave O = P et P = O.On donne aussi sur M une relation de justi�ation ⊢ ⊆ M∪ (M×M) :49



50 CHAPITRE 4. SÉMANTIQUE DES JEUX SUR UNE GRAMMAIRE� ⊢ j� si ⊢ µ alors ⊢ αiµ, ⊢ ↑µ et ↑µ ⊢ ↓µ� si µ ⊢ µ′ alors αiµ ⊢ αiµ
′, ↑µ ⊢ ↑µ′ et ↓µ ⊢ ↓µ′.qui induit un ordre partiel ≤ sur ette grammaire par fermeture ré�exive et transitive.Si ⊢ µ on dit que µ est initial.En�n, on dé�nit la fontion ♯ de déoration :� ♯(j) = j� ♯(↑µ) = ♯(↓µ) = ♯(αiµ) = ♯(µ).On remarque que la donnée un ensemble E ⊆ M, ave la polarité λ, l'ordre partiel

⊢ et la fontion de déoration ♯ nous permettent de dé�nir une arène au sens des jeuxHO. La dé�nition d'une arène du seond ordre requiert ependant plus de données, ellesera expliitée au hapitre suivant.On dé�nit aussi l'opération de substitution µ[µ′], qui s'avérera utile pour traiter lepolymorphisme :� j[µ′] = µ′� ↑µ[µ′] = ↑(µ[µ′]), ↓µ[µ′] = ↓(µ[µ′]) et αiµ[µ′] = αi(µ[µ′]).On dit que µ1 est un pré�xe de µ2 si il existe µ′ ∈ M tel que µ2 = µ1[µ
′]. On notealors µ1 ⊑p µ24.2 Parties et stratégiesLes grammaires de mots ont su�samment de struture pour nous permettre d'intro-duire les notions élémentaires de la sémantique des jeux : parties, stratégies, innoene,et, dans un deuxième temps, omposition.Dé�nition 18 (suite justi�ée, partie) Une suite justi�ée sur une grammaire demots est la donnée d'une suite s = µ1 . . . µn de oups et d'une fontion partielle f :

{1, . . . , n}⇀ {1, . . . , n} telle que : si f(i) n'est pas dé�ni alors ⊢ µi, et si f(i) = j alors
j < i et µj ⊢ µi (on dit alors que mj justi�e mi).Une partie sur une grammaire donnée est une suite justi�ée s = µ1 . . . µn telle que :pour tout 1 ≤ i ≤ n, si λ(µi) = P alors λ(µi+1) = O et si λ(µi) = O alors λ(µi+1) = Pet ♯(µi) = ♯(µi+1).On note E l'ensemble des suites justi�ées de longueur paire. Soient s et s′ deux suitesjusti�ées, on note t � s si t est un pré�xe de s. En�n, étant donnés deux oups m et nd'une suite justi�ée s, on dit que m justi�e héréditairement n s'il existe des oups
m1, . . . ,mp ave p > 1 tels que : m = m1, mp = n et mi justi�e mi+1 pour 1 ≤ i < p.Dé�nition 19 (stratégie) Une stratégie σ sur une grammaire donnée est un en-semble non vide de parties de longueur paire, los par pré�xe de longueur paire et déter-ministe : si sµ et sν sont deux parties de σ alors sµ = sν.Dé�nition 20 (vue, innoene) Soit s une partie, on dé�nit sa vue psq par :



4.3. COMPOSITION 51� pǫq = ǫ� psµq = psqµ si λ(µ) = P� psµq = µ si ⊢ µ� psµtνq = psqµν si λ(ν) = O et µ justi�e ν.Une stratégie σ est dite innoente si, pour toute partie sn de σ, le oup qui justi�e nest dans psq, et si on a : pour tout smn ∈ σ, t ∈ σ, si tm est une partie et psmq = ptmqalors tmn ∈ σ.Dé�nition 21 (bi-vue) Une bi-vue est une suite justi�ée telle que haque oup de lasuite est justi�é par son prédéesseur.4.3 CompositionLa omposition entre deux stratégies est habituellement dé�nie à partir de troisarènes A, B et C. Ii les arènes n'apparaissent pas expliitement, mais grâe aux sym-boles ↑ et ↓ on va pouvoir les rendre impliites, et don dé�nir la omposition.4.3.1 FormatSoit ζ ∈ ({↑, ↓}∪{αi}i∈I)
∗, un oup µ est dit de format ζ si µ = ζµ′ pour un ertainoup µ′.Soit Σ un ensemble �ni d'éléments ζj ∈ ({↑, ↓} ∪ {αi}i∈I)

∗. Une suite justi�ée estdite de format Σ si haun de ses oups est de format ζj pour un ertain j. Une stratégieest de format Σ si haune de ses parties est de format Σ.Dans le as où Σ = {↑, ↓}, on dit que la suite justi�ée (ou la stratégie) est de format�èhe.4.3.2 RestritionConsidérons une suite justi�ée s = µ1 . . . µn, on dé�nit la suite justi�ée s↾ζ ommela restrition de s aux oups de format ζ où le pré�xe ζ a été e�aé, et les pointeurssont dé�nis par : si µi = ζµ′i est justi�ée par µj = ζµ′j dans s, alors l'ourreneorrespondante de µ′i dans s↾ζ est justi�ée par µ′j .Soit ζ, ξ ∈ {↑, ↓, r, l}∗, onsidérons la restrition s′ de s aux oups de format ζ et auxoups de format ξ héréditairement justi�és par un oup de format ζ. La suite justi�ée
s↾ζ,ξ est alors dé�nie omme la suite s′ où haque pré�xe ζ (resp. ξ) est remplaé par ↑(resp. ↓), et où les pointeurs sont dé�nis omme suit :� si µi = ζµ′i (resp. µi = ξµ′i) est justi�é par µj = ζµ′j (resp. µj = ξµ′j) dans s,alors l'ourrene orrespondante de ↑µ′i (resp. ↓µ′i) dans s↾ζ,ξ est justi�ée par ↑µ′j(resp. ↓µ′j)� si µi = ξµ′i est héréditairement justi�é par un oup µj = ζµ′j dans s ave ⊢ µ′iet ⊢ µ′j (µ′j est alors néessairement unique), alors l'ourrene orrespondante de

↓µ′i est justi�ée par l'ourrene orrespondante de ↑µ′j .



52 CHAPITRE 4. SÉMANTIQUE DES JEUX SUR UNE GRAMMAIREOn remarque à travers ette dé�nition qu'il est souvent utile de onsidérer une partiemodulo renommage de ses oups. De façon générale, étant donnés une suite justi�ée set des formats γ1, . . . , γn tels que : si γi pré�xe de γj alors i = j, on notera
s{δ1(−)/γ1(−), . . . , δn(−)/γn(−)}la suite obtenue à partir de s en remplaçant les oups de la forme γ1µ par δ1µ, les oupsde la forme γ2µ par δ2µ, et. à ondition qu'il n'y ait pas d'ambiguïté sur les pointeurs.On notera aussi parfois µ{δ(−)/γ(−)} le oup δν si µ = γν.4.3.3 InterationUne fois la restrition dé�nie, il est possible de dé�nir l'interation omme dans lesjeux HO :Dé�nition 22 (séquene d'interation, omposition) Une séquene d'intera-tion s = µ1 . . . µn est une suite justi�ée de format {↑, ↓↑, ↓↓} telle que s↾↑,↓↑, s↾↓↑,↓↓ et

s↾↑,↓↓ sont des parties. L'ensemble des suites d'interation est noté Int.Soient σ et τ deux stratégies. On appelle omposition de σ et τ l'ensemble
σ; τ = {u↾↑,↓↓| u ∈ Int, u↾↑,↓↑∈ τ et u↾↓↑,↓↓∈ σ}Proposition 4 σ; τ est une stratégie, de format �èhe. De plus, si σ et τ sont innoentesalors σ; τ est innoente. En�n, la omposition est assoiative :

(σ; τ); ρ = σ; (τ ; ρ)Démonstration : On va introduire ii une idée qui sera réutilisée à plusieurs re-prises dans ette thèse : omme la démonstration peut se faire de la même manière quedans le as des jeux HO (f. [Har99℄), on propose, non pas de la réérire, mais d'e�etuerune tradution vers le as des jeux HO.Remarquons tout d'abord que la dé�nition de la omposition n'utilise que les partiesde σ et τ de format �èhe. On peut don onsidérer sans perte de généralité que les deuxstratégies sont de format �èhe.On onsidère alors trois opies de M : M1, M2 et M3, vues omme des arènes eton va identi�er les n÷uds de format ↑ ave M3, les n÷uds de format ↓↑ ave M2 etn÷uds de format ↓↓ ave M1. On peut alors onsidérer σ omme une stratégie HO sur
M1 → M2, moyennant un renommage des oups de format ↓↑ en oups de format ↑ etdes oups de format ↓↓ en oups de format ↓ : on notera σHO la partie ainsi renommée.De même, on peut onsidérer τ omme une stratégie HO sur M2 → M3 moyennant unrenommage des oups de format ↓↑ en oups de format ↓, et σ; τ omme un ensemble departies HO sur M1 → M3 moyennant un renommage des oups de format ↓↓ en oupsde format ↓. Or es renommages sont préisément eux impliqués par les restritions
s 7→ s↾↓↑,↓↓, s 7→ s↾↑,↓↑ et s 7→ s↾↑,↓↓ respetivement.



4.3. COMPOSITION 53On a don Int = Int(M1,M2,M3) et :
(σ; τ)HO = {u↾M1,M3| u ∈ Int(M1,M2,M3), u↾M2,M3∈ τHO et u↾M1,M2∈ σHO}

= σHO; τHOoù σHO, τHO et (σ; τ)HO sont les ensembles de parties HO onsidérées après renommage.
(σ; τ)HO est don une stratégie HO, don un ensemble non vide de parties de longueurpaire, los par pré�xe pair et déterministe. Don σ; τ est bien une stratégie sur M.Par ailleurs (σHO; τHO); ρHO = σHO; (τHO; ρHO) don (σ; τ); ρ = σ; (τ ; ρ).En�n, σHO est une stratégie HO innoente si et seulement si σ est une stratégieinnoente sur M, don σ; τ est innoente si σ et τ le sont. �La tradution σ 7→ σHO vers les jeux HO que l'on a utilisée dans ette preuve véri�eles propriétés suivantes, qui seront réutilisées par la suite :� (σ; τ)HO = σHO; τHO� si σHO = τho alors σ = τ� σHO est innoente si et seulement si σ est innoente.Le statut formel de ette tradution sera préisé à la setion 5.2.3.



54 CHAPITRE 4. SÉMANTIQUE DES JEUX SUR UNE GRAMMAIRE



Chapitre 5Système F à la Churh5.1 ArènesDans ette setion on va introduire la notion d'arène, qui servira à interpréter lestypes. Nous n'utilisons pas diretement la notion d'hyperforêt, développée par Hughesdans [Hug00℄, ar les di�érentes opérations requises, notamment la substitution, sontdéliates à dé�nir dans le ontexte des hyperforêts, alors que dans notre adre e serapresque immédiat. Cependant, la struture très géométrique des hyperforêts étant utileà nos démonstrations, on les retrouvera de manière indirete.La dé�nition d'une arène sera à première vue relativement similaire à la notion d'en-semble d'ourrenes introduite par Abramsky [AJ03℄, et 'est pourquoi nous avons gardéette terminologie pour désigner la grammaire. Mais elle s'en distingue par quelques ap-ports importants :� une arène ontient toute l'information néessaire pour retrouver la formule à la-quelle elle orrespond ; en partiulier, on sera apable, à partir de l'arène, deonstruire de façon géométrique l'hyperforêt orrespondant à la formule� surtout, la notion d'arène permettra de dé�nir de façon très simple les oups jouésdans ette arène : eux-i orrespondront à la notion de jeu évolutif proposée parMurawski et Ong [MO01℄, mais dans notre ontexte la notion d'évolution n'aurapas besoin d'être expliitée� en�n, il existe une manière direte, non indutive, de onstruire l'interprétationd'une formule à partir de son arbre syntaxique.On dé�nit la grammaire des ourrenes :
a ::= ↑a | ↓a | ra | la | ⋆a | i (i ∈ N)L'ensemble de toutes les ourrenes est noté A.5.1.1 Interprétation d'une formule, arène du seond ordreUn arbre syntaxique est un arbre, étiqueté au niveau des n÷uds et des arêtes, etéquipé de �èhes liant ertaines feuille à ertains n÷ud. Soit A une formule, son arbre55



56 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHsyntaxique TA est dé�ni omme suit :� T⊤ est l'arbre vide� T⊥ est réduit à une feuille étiquetée par 0� TXi
est réduit à une feuille étiquetée par i� TA→B est onstitué d'une raine→ ave pour �ls deux sous-arbres TA et TB ; l'arêteentre → et TA (resp. TB) est étiquetée par ↑ (resp. ↓) ; si l'un des sous-arbres estvide, l'arête étiquetée n'a pas lieu d'être� TA×B est onstitué d'une raine × ave pour �ls deux sous-arbres TA et TB ; l'arêteentre × et TA (resp. TB) est étiquetée par l (resp. r) ; si l'un des sous-arbres estvide, l'arête étiquetée n'a pas lieu d'être� T∀Xi.A est onstitué d'une raine ∀ ave un unique �ls T , qui est obtenu à partirde TA en reliant haque feuille étiquetée par i à la raine de TA, et en réétiquetanthaune de es feuilles par 0 ; l'arête entre ∀ et T est étiquetée par ⋆ ; si T est vide,l'arête étiquetée n'a pas lieu d'être.Une branhe de et arbre allant de la raine à une feuille est appelée branhemaximale, et sera dérite par la liste des étiquettes de ses arêtes, ave l'étiquette dela feuille plaée au bout de la liste. Une branhe maximale est don dérite par uneourrene.L'ensemble OA des ourrenes d'une formule A est l'ensemble des branhes maxi-males de TA. On dé�nit une fontion de onnexion LA : OA → A ∪ {†} omme suit :si la feuille atteinte par la branhe maximale a est reliée par une �èhe au n÷ud c,alors LA(a) est la liste des étiquettes des arêtes présentes sur le hemin depuis la rainejusqu'à c, ave un 0 plaé au bout de la liste ; sinon, LA(a) = †.La struture (OA,LA) est appelée une arène du seond ordre. Par la suite, on noteraette arène diretement A, sans risque de onfusion.Exemple : À la formule A = ∀X1.(X1 → ((∀X2.X2) → (X3 ×⊥))) est assoié l'arbresyntaxique suivant :

∀

⋆

��
→

↓

~~}}
}}

}}
}} ↑

!!C
CC

CC
CC

C

0 →
↓

~~||
||

||
|| ↑

  A
AA

AA
AA

A

∀

⋆

��

×
l

~~}}
}}

}}
}} r

��?
??

??
??

?

0 3 0



5.1. ARÈNES 57Son ensemble d'ourrenes est don :
OA = {⋆↓0 , ⋆↑↓ ⋆ 0 , ⋆↑↑l3 , ⋆↑↑r0}Et sa fontion de onnexion est donnée par :







LA(⋆↓0) = ⋆0

LA(⋆↑↓ ⋆ 0) = ⋆↑↓ ⋆ 0

LA(⋆↑↑l3) = †

LA(⋆↑↑r0) = †Dé�nition 23 (arène) Une arène (du seond ordre) A est dé�nie par un ensemble�ni OA ⊆ A et une fontion de onnexion LA : OA → A ∪ {†}, ave les onditionssuivantes :� OA est non-ambigu : ∀a, a′ ∈ OA, si a ⊑p a′ alors a = a′� LA est valide : pour tout a ∈ OA, soit LA(a) = †, soit LA(a) = a′[⋆0] ⊑p a� LA est liante : pour tout a ∈ OA, si ♯(a) 6= 0 alors LA(a) = †L'ensemble des arènes est noté G.On note FTV (A) = {Xi ∈ X | ∃a ∈ OA, ♯(a) = i}.5.1.2 Interprétation alternative, indutive, d'une formuleOn dé�nit les onstrutions suivantes sur les arènes :(atomes) ⊤ = (∅, ∅) ⊥ = ({0}, 0 7→ †) Xi = ({i}, i 7→ †) pour i > 0(produit) si A,B ∈ G, on dé�nit A×B par :� OA×B = {la | a ∈ OA} ∪ {rb | b ∈ OB}� LA×B(la) =

{

† si LA(a) = †

lLA(a) sinon LA×B(rb) =

{

† si LB(b) = †

rLB(b) sinon(�èhe) si A,B ∈ G, on dé�nit A→ B par :� OA→B = {↓a | a ∈ OA} ∪ {↑b | b ∈ OB}� LA→B(↓a) =

{

† si LA(a) = †

↓LA(a) sinon LA→B(↑b) =

{

† si LB(b) = †

↑LB(b) sinon(quanti�ation) si A ∈ G et i > 0, on dé�nit ∀Xi.A par :� O∀Xi.A = {⋆a[0] | a ∈ A ∧ ♯(a) = i} ∪ {⋆a | a ∈ A ∧ ♯(a) 6= i}� L∀Xi.A(⋆a) =

{

† si LA(a) = †

⋆LA(a) sinon
L∀Xi.A(⋆a[0]) = ⋆0



58 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHCes onstrutions engendrent une interprétation indutive des formules du seondordre : le leteur pourra véri�er, par indution sur l'arbre syntaxique, qu'elle oïnideave la dé�nition préédente.Finalement, on dé�nit une opération de substitution :Dé�nition 24 (substitution) Soient A,B ∈ G. La substitution de Xi par B dans Aest l'arène A[B/Xi] donnée par :� OA[B/Xi] = {a ∈ OA | ♯(a) 6= i} ∪ {a[b] | a ∈ OA ∧ ♯(a) = i ∧ b ∈ OB}� LA[B/Xi](a) = LA(a) LA[B/X](a[b]) =

{

† si LB(b) = †

a[LB(b)] sinonOn peut véri�er par indution sur A que ette opération oïnide ave la substitutionsur les formules.5.2 Jeux du seond ordre5.2.1 Coups, parties et stratégiesOn va maintenant dérire la façon dont O et P peuvent jouer sur une arène donnée.On introduit une grammaire des oups (du seond ordre) :
m ::= ↑m | ↓m | rm | lm | ⋆Bm | i (B ∈ G, i ∈ N)Ces oups forment l'ensemble M.Un lien évident entre oups et ourrenes est donné par l'opération d'anonymité

A : M → A :� A(i) = i pour i ≥ 0� A(⋆Am) = ⋆A(m)� A(αm) = αA(m) pour α ∈ {r, l, ↑, ↓}.On peut étendre la fontion A aux suites justi�ées : A(m1 . . .mn) = A(m1) . . .A(mn).On onsidère aussi une opération d'extration m
a dé�nie partiellement pour m ∈

M, a ∈ A :� ⋆Bm
⋆0 = B� si ma est dé�ni, ⋆Bm

⋆a = βm
βa = m

a si β ∈ {↑, ↓, r, l}.Étant donnée une arène A, on remarque que la propriété de validité de LA impliqueque m1
LA(c) est dé�ni lorsque c = A(m1).On peut maintenant expliquer omment on joue sur une arène :Dé�nition 25 (oup dans une arène) Soit A une arène. Son ensemble de oups MA ⊆

M est donné par la relation m ∈ MA dé�nie par indution sur m :� si A(m) = a ∈ OA et LA(a) = † alors m ∈ MA



5.2. JEUX DU SECOND ORDRE 59� si m = m1[m2], ave A(m1) = a ∈ OA, LA(a) 6= † et m2 ∈ MB où B = m1
LA(a) ,alors m ∈ MA.La relation m ∈ MA est bien dé�nie, ar dans le seond as de la dé�nition on anéessairement au moins un symbole ⋆B dans m1, don la taille de m2 est stritementplus petite que la taille de m1[m2]. On a don bien une dé�nition indutive.Exemple : Reprenons le type A = ∀X1.(X1 → ((∀X2.X2) → (X3 ×⊥))) de l'exemplepréédent. Une des façons de �jouer un oup� dans ette arène1 onsiste à instanier lavariable X1 par un type B (prenons par exemple B = ⊥×X3), d'aller ensuite à gauhede la �èhe et de jouer un oup dans B.Cela donne par exemple le oup m = ⋆B↓r3. On peut véri�er, que e oup appartientbien à MA : m = m1[m2] ave m1 = ⋆B↓0 et m2 = r3. On a bien A(m1) = ⋆↓0 ∈ OA,

LA(⋆↓0) = ⋆0 et ⋆B↓0
⋆0 = B. Par ailleurs, A(m2) = r3 ∈ OB et LB(m2) = † don

m2 ∈ MB (première instane de la dé�nition). D'où m ∈ MB (deuxième instane de ladé�nition).Intuitivement, la situation est la suivante :� m1 est la portion du oup jouée dans A, et c = A(m1) est l'ourrene orrespon-dante� La(c) indique à quel endroit le quanti�ateur assoié à c a été instanié par unearène� m1
LA(c) = B indique par quelle arène il a été instanié� m2 est la portion du oup jouée dans B.Dé�nition 26 (suite justi�ée, partie sur une arène) Soient A une arène et s unepartie (resp. une suite justi�ée) sur la grammaire M. On dit que s est une partie (resp.une suite justi�ée) sur l'arène A si haque oup de s appartient à MA. L'ensemble desparties sur l'arène A est noté PA.Exemple : Considérons la partie s = ⋆B↑↑l3·⋆B↓r3 où B = ⊥×X3, ave pour pointeurla fontion f : {2} → N telle que f(2) = 1 ('est-à-dire que le deuxième oup est justi�épar le premier). s est bien une partie dans A = ∀X1.(X1 → (∀X2.X2) → (X3 ×⊥)).À noter que, si par exemple C = X3 ×⊥, alors la suite s′ = ⋆C↑↑l3 · ⋆B↓r3 n'est pasune partie ar e n'est pas une suite justi�ée : en e�et, on doit avoir B = C si l'on veutque m2 = ⋆B↓r3 soit justi�é par m1 = ⋆C↑↑l3.Plus généralement, pour tout oup m dans une partie s qui ontient le symbole ⋆B ,il existe une suite de oups m1, . . . ,mn qui ontiennent le symbole ⋆B à la même plae,ave mn = m et mi justi�e mi+1 pour 1 ≤ i < n. Si ette suite est hoisie de taillemaximale, alors m1 est le plus petit justi�ateur héréditaire de m qui ontient aussi lesymbole ⋆B : 'est la première fois que e symbole apparaît (à la bonne plae) dans s.On dira que B est joué par λ(m1) au niveau de m1.1C'est préisément l'idée de jeu évolutif introduite par Murawski et Ong [MO01℄ et réutiliséedans [dL07b℄.



60 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHOn peut formaliser ette dé�nition :Dé�nition 27 (niveau) Si un oup m dans une partie s ∈ PA ontient le symbole ⋆B ,alors il peut être érit sous la forme m = m0[⋆
Bm1]. On dit que B est jouée par λ(m0)au niveau de m si m1 ne ontient pas le symbole ↓ (autrement dit ⊢ m1).On notera G(s) l'ensemble des arènes jouées dans une partie s, et FTV (s) = {FTV (A) |

A ∈ G(s)}.Dé�nition 28 (polarité auxiliaire) Soit A une arène et c ∈ OA. On dé�nit sa po-larité auxiliaire omme une fontion partielle pauxA : OA ⇀ {O,P} donnée par :pauxA(c) = λ(LA(c)) si LA(c) 6= †, sinon pauxA(c) n'est pas dé�ni.La polarité auxiliaire a pour intérêt de dé�nir, dès la donnée d'une arène, quel joueurjoue une ertaine arène :Proposition 5 Soit m = m1[m2] un oup dans une partie s ∈ PA, ave A(m1) = c ∈
OA et m1

LA(c) = B. Alors l'arène B est jouée par pauxA(c).Démonstration : Il su�t de regarder le oup m′ = m0[⋆
Bm′

1] dans s qui justi�ehéréditairement m et tel que ⊢ m1. Alors B est joué par λ(m′). Comme m′ justi�ehéréditairement m, on a aussi m = m0[⋆
Bm′′

1 ], et omme m1
LA(c) = B ela implique

LA(c) = A(m0)[⋆0]. D'où pauxA(c) = λ(m0) = λ(m′). �Dé�nition 29 (stratégie sur une arène) Soit σ une stratégie sur la grammaire M,on dit que σ est une stratégie sur A, et on note σ : A, si toute partie de σ est dans PA.Dé�nition 30 (stratégie totale) Soit σ une stratégie sur l'arène A, σ est dite totalesi, pour toute partie s ∈ σ, si sm ∈ PA alors il existe n tel que smn ∈ PA.5.2.2 Catégorie des jeux du seond ordreProposition 6 Si σ : A→ B et τ : B → C alors σ; τ : A→ C.Démonstration : On rappelle que
σ; τ = {u↾↑,↓↓| u ∈ Int, u↾↑,↓↑∈ τ et u↾↓↑,↓↓∈ σ}Pour toute partie s dans σ; τ , et pour tout oup m dans s, m est don de format ↑ ou ↓.Dans le premier as, puisque s = u↾↑,↓↓ ave u↾↑,↓↑∈ τ , on a bien que m est un oup deformat ↑ dans B → C, don m est un oup dans A→ C. Dans le deuxième as, puisque

s = u↾↑,↓↓ ave u↾↓↑,↓↓∈ σ, on a bien que m est un oup de format ↓ dans A→ B, don
m est un oup dans A→ C. �Pour donner une struture atégorique à nos jeux, on a aussi besoin d'une identité.On dé�nit don : idA = {s ∈ PA→A ∩ E | ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓}Et on a bien :



5.2. JEUX DU SECOND ORDRE 61Proposition 7 idA est une stratégie innoente sur A→ A. Si σ : A→ B alors idA;σ =
σ; idB = σ.Démonstration : On va utiliser la méthode de tradution vers les jeux HO. MApeut être vue omme une arène au sens du hapitre 3, et idA omme une stratégie HOsur l'arène MA → MA, moyennant un renommage des oups ↑x en x et ↓x en x. On adon idHOA : MA → MA, et on onstate que idHOA = idMA

.On sait que idMA
est innoente don idA l'est aussi, et si σ : A → B alors onpeut lui assoier σHO : MA → MB , ave idMA

;σHO = σHO; idMB
= σHO donidA;σ = σ; idB = σ. �On note C0 la atégorie dé�nie de la manière suivante :� les objets sont les arènes� un morphisme de A vers B est une stratégie innoente σ : A→ B� l'identité sur A est idA : A→ A� la omposée de σ : A→ B et τ : B → C est σ; τ : A→ C.On notera C0(X1, . . . ,Xn) la sous-atégorie de C0 dont les objets sont les arènes Atelles que

FTV (A) ⊆ {X1, . . . ,Xn}et les morphismes de A vers B sont les stratégies innoentes de C0(A,B) telles que
∀sm ∈ σ, FTV (sm) ⊆ {X1, . . . ,Xn} ∪ FTV (s)Proposition 8 C0 et C0(X1, . . . ,Xn) sont des atégories artésiennes loses.Démonstration : On onstruit expliitement les morphismes assoiés à la strutureartésienne lose :� stratégie triviale :

⋄ = {ǫ} : A→ ⊤� projetions :
πr = {s ∈ PA×B→B ∩ E | ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓r} : A×B → B

πl = {s ∈ PA×B→A ∩ E | ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓l} : A×B → A� paire : si σ : A→ B et τ : A→ C,
〈σ, τ〉 = {s ∈ PA→(B×C) ∩ E | s↾↑l,↓ ∈ σ et s↾↑r,↓ ∈ τ} : A→ (B × C)� évaluation :eval = {s ∈ P(A→B)×A→B∩E | ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓l↑ ∧t↾↓r= t↾↓l↓} : (A→ B) ×A→ B� abstration : si σ : A×B → C,

Λ(σ) = { s{ ↑↑(−)/↑(−) , ↑↓(−)/↓r(−) , ↓(−)/↓l(−) } | s ∈ σ} : A→ (B → C)



62 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHL'uniité requise pour ertains morphismes est assurée par tradution vers les jeuxHO. Par exemple dans le as du produit, on a :
h;πHOl = σHO ∧ h;πHOr = τHO ⇒ h = 〈σHO, τHO〉HOdon :

h;πl = σ ∧ h;πr = τ ⇒ h = 〈σ, τ〉

�5.2.3 Tradution fontorielle vers les jeux HOMaintenant que notre struture atégorique est bien établie, on peut donner unstatut plus formel à notre tradution σ 7→ σHO : il s'agit en fait d'un fonteur des jeuxdu seond ordre vers les jeux HO.On ommene par se restreindre aux jeux HO dont les arènes sont de la forme
A = (EA, λA,⊢A,DA) ave EA ⊆ M, ⊢A = ⊢, λA = λ et DA = ♯. Le produit et la �èhesont alors donnés par :

EA×B = {lm | m ∈ EA} ∪ {rm | m ∈ EB}

EA→B = {↑m | m ∈ EA} ∪ {↓m | m ∈ EB}La omposition entre deux stratégies σ : A → B et τ : B → C doit bien sûr êtreréérite en onséquene, en identi�ant les arènes orrespondant à B dans A → B et
B → C.Soit D la atégorie des jeux HO dans ette formulation. On dé�nit l'opération _HO :
C0 7→ D par :

AHO = MA

σHO = σLes résultats qu'on a déjà donnés sur la tradution σ 7→ σHO se formalisent de lamanière suivante :Proposition 9 _HO est un fonteur strit, plein et �dèle.5.3 UniformitéToutes les onstrutions sur les stratégies dé�nies jusqu'ii sont les mêmes que ellesqui peuvent être dé�nies dans le adre des jeux HO. Pour pouvoir parler de quanti�ationdu seond ordre, il nous faut disposer d'une notion de substitution, dans les arènes (equi a déjà été dé�ni) omme dans les stratégies.La substitution dans les stratégies n'est pas une notion totalement triviale : parexemple, étendre la stratégie idX1 : X1 → X1 en idB : B → B pour B ∈ G revient à



5.3. UNIFORMITÉ 63réaliser une stratégie opyat2 entre les oups ↑1 et ↓1, 'est-à-dire qu'à tout oup dela forme ↓m on répond ↑m, et à tout oup ↑m on répond ↓m. C'est exatement l'idéeinarnée par la notion d'extension opyat dé�nie i-après.Par ailleurs, une stratégie σ : ∀X.A doit, intuitivement, ontenir exatement les in-formations portées par les stratégies σ0[B/X] : A[B/X] ave B ∈ G, pour une ertainestratégie σ0 : A. σ sera don obtenue à partir de σ0 par toutes les extensions opyatpossibles : 'est e que l'on appellera une stratégie uniforme. Pour obtenir une hyper-dotrine, on onsidérera don une sous-atégorie de C0 dans laquelle les morphismes sontdes stratégies uniformes.L'intuition qui sous-tend ette dé�nition est déjà présente dans les travaux de Hu-ghes [Hug00℄ et Murawski-Ong [MO01℄, mais la présentation en est di�érente.Remarque : Dans [dL07b℄, le modèle de base ne fait intervenir auune restritionsur les stratégies. La raison en est qu'une partie est dé�nie dans e modèle de telle sorteque toutes les variables libres sont substituées dès le oup initial. En onséquene, unestratégie du type idX1 : X1 → X1 ressemble déjà beauoup à une stratégie sur ∀X1.X1 →
X1. L'extension opyat n'a don pas de r�le à jouer à e niveau. Cependant, pourretrouver les isomorphismes à la Churh, une propriété d'uniformité (qu'on appellerapar la suite régularité) était néessaire dans le modèle de [dL07b℄. On y reviendra à lasetion 5.6.5.3.1 Extension opyatDans la dé�nition suivante, BV(A) désigne l'ensemble des bi-vues dans un jeu A, et
m[B/j] (resp. s[B/j]) est obtenu à partir du oup m (resp. de la partie s) en remplaçanthaque symbole de la forme ⋆A par ⋆A[B/Xj ]. Notons que s[B/j] est une partie sur lagrammaire M, mais n'appartient pas néessairement à un ensemble de oup MA pourun ertain A : en fait, ette partie n'est qu'une onstrution intermédiaire.Dé�nition 31 (extension opyat) Soient s = m1 . . .mn une partie sur l'arène A,
B ∈ G et j > 0.On dé�nit tout d'abord l'extension plate de s : étant donnée une suite de oupsinitiaux r = (ri)i∈N dans MB, Flsj,B(r) est obtenue à partir de s[B/Xj ] en remplaçanthaque séquene m′

im
′
i+1 telle que m′

i = mi[B/j], m′
i+1 = mi+1[B/j], ♯(mi) = j et

λ(mi) = O par m′
i[ri]m

′
i+1[ri] et, si ♯(mn) = j et λ(mn) = O, en remplaçant m′

n =
mn[B/j] par m′

n[rn].Soit mi un oup Opposant de s tel que ♯(mi) = j. Supposons queFlsj,B(r) = s1m
′
i[ri]m

′
i+1[ri]s2ave m′

i = mi[B/j] et m′
i+1 = mi+1[B/j], et soit v = n1 . . . np ∈ BV(B). L'extensionopyat de s sur B à la position i le long de j (ave paramètres v, r) est la partie

s′ = CCsj,B(i, v, r) dé�nie par :2Cette proédure fait ého à l'η-expansion de la syntaxe, qui permet par exemple de voir l'iden-tité λx.x omme équivalente à une identité expansée telle que λxλy.x(y). La notion de opyat a étéintroduite dans [AJ94℄ pour dé�nir la stratégie identité.



64 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCH� s = s1 si p = 0 (i.e. v = ǫ)� s′ = s1m
′
i[n1]m

′
i+1[n1]s2 si p = 1� s′ = s1m

′
i[n1]m

′
i+1[n1]m

′
i+1[n2]m

′
i[n2] . . .m

′
i+1[np]m

′
i[np] si p pair� s′ = s1m

′
i[n1]m

′
i+1[n1]m

′
i+1[n2]m

′
i[n2] . . .m

′
i[np]m

′
i+1[np] si p > 1 et p impair.En�n, si i = n, Flsj,B(r) = s1m

′
n[rn] et v = n1 . . . np alors

CCsj,B(n, v, r) =

{

s1 si p = 0

s1m
′
n[n1] sinonDé�nition 32 (a�etation) Soient σ une stratégie innoente sur l'arène A et j > 0.L'a�etation de Xj par B dans σ, dénotée σ[B/Xj ] est la plus petite stratégie innoenteontenant toutes les extensions opyat sur B d'une partie de σ suivant l'indie j.Notons que la fermeture par innoene nous assure que l'a�etation donne bien lastratégie attendue. Ainsi, si on veut faire à la suite deux extension opyat sur B suivant

j, la partie obtenue sera ontenue dans σ[B/Xj ] puisque les deux vues qui la onstituentseront elles-mêmes dans σ[B/Xj ].Soient ~X = 〈X1, . . . ,Xn〉 et ~B = 〈B1, . . . , Bn〉. On note :
A[ ~B/ ~X] = (. . . (A[B1/X1])[B2/X2] . . . )[Bn/Xn]

σ[ ~B/ ~X] = (. . . (σ[B1/X1])[B2/X2] . . . )[Bn/Xn]5.3.2 Stratégie uniformeDé�nition 33 (variable de opyat, stratégie symboliques) Soit s = s1m unepartie sur l'arène A ave λ(m) = O, et Xi une arène variable jouée au niveau de m. Xiest appelée variable de opyat de s si Xi /∈ FTV (ps1q) ∩ FTV (A).Une vue s sur l'arène A est dite symbolique si, pour tout oup m de s tel que
λ(m) = O, les arènes jouées au niveau de m sont des variables de opyat Xi1 , . . . ,Xintoutes distintes.Une partie (resp. une stratégie) est dite symbolique si toutes les vues qu'elle ontientsont symboliques.Dé�nition 34 (stratégie uniforme) Soit σ une stratégie sur l'arène A. σ est appeléeuniforme si il existe une stratégie symbolique innoente σ̄ sur A telle que : σ est laplus petite stratégie innoente ontenant σ̄ et stable par extension opyat le long d'unevariable de opyat.Remarques :1. Étant donnée une stratégie symbolique innoente σ̄, la "plus petite stratégie in-noente ontenant σ̄ et stable par extension opyat le long d'une variable deopyat" existe toujours : 'est l'intersetion de toutes les stratégies véri�ant esonditions, e qui nous donne bien une stratégie innoente.



5.3. UNIFORMITÉ 652. Une stratégie uniforme ontient toutes les a�etations des variables de opyat desa stratégie symbolique. Mais elle ontient plus, ar il est possible d'avoir plusieursvues dans une même partie qui orrespondent à des a�etations di�érentes. Si l'onvoyait une stratégie innoente simplement omme un ensemble de vues, alors lastratégie uniforme serait la l�ture de la stratégie symbolique par extension opyatle long d'une variable de opyat.3. Selon la dé�nition, il est a priori possible d'avoir plusieurs stratégies symboliquesgénérant une même stratégie uniforme σ. En fait, es di�érentes stratégies nedi�èrent que par le hoix des variables de opyat : en e�et, omme elles sonttoutes ontenues dans σ, il est possible de les déduire les unes des autres par desextensions opyat. On s'autorisera don, par un léger abus de langage, de parlerde la stratégie symbolique assoiée à une stratégie uniforme.Par la suite, on dira que s′ est une extension de s si elle est obtenue à partir de s parune série d'extensions opyat le long de variables de opyat. Une stratégie uniformeest don stable par extension.Comme on le verra à la setion 5.4.2, l'ensemble des vues de la stratégie symboliqueest la représentation direte de la syntaxe, tandis que la stratégie uniforme assoiéeest l'extension de ette stratégie, onçue pour pouvoir omposer normalement ave lesautres stratégies.5.3.3 Catégorie des jeux uniformesEn se restreignant aux stratégies uniformes, on va obtenir une sous-atégorie de C0.Pour le montrer, le résultat entral est le suivant :Proposition 10 Si σ : A → B et τ : B → C sont deux stratégies uniformes alors
σ; τ : A→ C est uniforme.Démonstration : Considérons la stratégie suivante :

ρ̄ = {u↾↑,↓↓| u ∈ Int ∧ u↾↓↑,↓↓∈ σ ∧ u↾↑,↓↑∈ τ ∧ u↾↑,↓↓ partie symbolique}C'est une stratégie innoente sur A→ C (ar elle restreint σ; τ qui est elle-même inno-ente) et symbolique. On note ρ la stratégie uniforme obtenue à partir de ette stratégiesymbolique, et on veut montrer que ρ = σ; τ .On prouve d'abord que ρ ⊆ σ; τ , 'est-à-dire que σ; τ ontient toutes les extensionopyat de s ∈ ρ̄ le long d'une variable de opyat Xj .Considérons la partie s′ = Flsj,D(r) pour s = m1 . . .mn ∈ ρ̄, D ∈ G et r suite deoups initiaux dans MD. Il existe une suite justi�ée u et deux parties s1 ∈ σ et s2 ∈ τtelles que u ↾↓↑,↓↓= s1, u ↾↑,↓↑= s2 et u ↾↑,↓↓= s. s1 (resp. s2) n'est pas néessairementsymbolique, mais d'une part ses vues sont des extensions opyat de parties symboliques,et d'autre part O joue de façon symbolique pour les oups de format ↓↓ (resp. ↑).



66 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHConsidérons la suite justi�ée U0 obtenue à partir de u en remplaçant haque suitede oups mib1 . . . bqmi+1 ave ♯(mi) = j par mi[ri]b1[ri] . . . bq[ri]mi+1[ri], et posons U =
U0[D/j]. Alors U ↾↓↑,↓↓= s′1 ∈ σ ar toutes les vues de s′1 sont des extensions plates desvues de s1 le long de variables de opyat. De même U ↾↑,↓↑∈ τ , et don U ↾↑,↓↓= s′ ∈ σ; τ .Considérons maintenant un oupmi de s tel que ♯(mi) = j et une bi-vue v = n1 . . . npdans l'arène D, posons S = CCsj,D(i, v, r). Si U = U1m

′
i[ri]b1[ri] . . . bq[ri]m

′
i+1[ri]U2 ave

m′
i = mi[D/j] et m′

i+1 = mi+1[D/j], on onstruit une autre suite justi�ée U ′, dé�nieomme suit :� si p = 1, U ′ = U1m
′
i[n1]b1[n1] . . . bq[n1]m

′
i+1[n1]U2� si p pair,

U ′ = U1m
′
i[n1]b1[n1] . . . bq[n1]m

′
i+1[n1]m

′
i+1[n2]bq[n2] . . . b1[n2]m

′
i[n2]

. . . . . . m′
i+1[np]bq[np] . . . b1[np]m

′
i[np]� si p impair et p > 1,

U ′ = U1m
′
i[n1]b1[n1] . . . bq[n1]m

′
i+1[n1]m

′
i+1[n2]bq[n2] . . . b1[n2]m

′
i[n2]

. . . . . . m′
i[np]b1[np] . . . bq[np]m

′
i+1[np]

U ′↾↓↑,↓↓ est une extension opyat de s1 (s′1 était l'extension plate) don U ′↾↓↑,↓↓∈ σ,et de la même façon U ′↾↑,↓↑∈ τ . U ′↾↑,↓↓ est bien une partie don U ′↾↑,↓↓= S ∈ σ; τ .Il faut maintenant prouver que σ; τ ⊆ ρ. On suppose que σ et τ sont assoiées auxstratégies symboliques σ̄ et τ̄ respetivement. Considérons une vue s ∈ σ; τ , il existeune suite justi�ée U telle que U ↾↓↑,↓↓∈ σ, U ↾↑,↓↑∈ τ et U ↾↑,↓↓= s. On s'autorisera ii àidenti�er un oup de U ave sa projetion suivant {↑, ↓↓}, {↑, ↓↑} ou {↓↑, ↓↓}.Notre but est de prouver que s est obtenue à partir de ρ̄ par un ertain nombred'extensions opyat. On va onstruire oup par oup une suite justi�ée u telle que ssoit une extension de u↾↑,↓↓∈ ρ.Soit une suite justi�ée u pré�xe de U , on va dé�nir par indution une suite justi�ée
u telle que :� u↾↑,↓↓ partie symbolique� pu↾↓↑,↓↓q extension de pu↾↓↑,↓↓q� pu↾↑,↓↑q extension de pu↾↑,↓↑q� u↾↑,↓↓ extension de u↾↑,↓↓.Si u = ǫ, on pose u = ǫ.Si u = u0m, omme le méanisme d'interation est le même que dans les jeux HO,on peut utiliser les résultats liés aux automates d'états (f [Har99℄). On a don trois as :� Cas n�1 : u0 ↾↓↑,↓↓, u0 ↾↑,↓↑ et u0 ↾↑,↓↓ sont de longueur paire. Alors m est deformat ↑ ou ↓↓. Dans le as où m est de format ↑, on a alors pu0 ↾↑,↓↑qmn ∈ τpour un ertain n, et omme τ est uniforme il existe une partie symbolique s2m̄n̄dont pu0↾↑,↓↑qmn est une extension. Comme on a aussi par indution une partie

pu0↾↑,↓↑q dont pu0↾↑,↓↑q est l'extension, ela signi�e que pu0↾↑,↓↑q est une extensionde s2. Appliquons à s2m̄ toutes les extensions opyat néessaires pour passer de
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s2 à pu0q↾↑,↓↑, on obtient alors la partie pu0q↾↑,↓↑ m

′, on pose u = u0m
′ et on peutvéri�er que u véri�e toutes les propriétés demandées. Le as où m est de format

↓↓ est similaire.� Cas n�2 : u0↾↑,↓↑ est de longueur paire, u0↾↓↑,↓↓ et u0↾↑,↓↓ sont de longueur impaire.Alors m est de format ↓↑ ou ↓↓. Dans les deux as, on a u0 = u1n ave u1 ↾↓↑,↓↓
nm ∈ σ pour un ertain n, on pose pu1 ↾↓↑,↓↓ nq = s0n. Comme σ est uniformeil existe une partie symbolique s1m̄ dont s0nm est une extension. Comme on aaussi par indution une partie pu0↾↓↑,↓↓q dont s0n est l'extension, ela signi�e que
pu0↾↓↑,↓↓q est une extension de s1. Appliquons à s1m̄ toutes les extensions opyatnéessaires pour passer de s1 à pu0↾↓↑,↓↓q, on obtient alors la partie pu0↾↓↑,↓↓qm

′,on pose u = u0m
′ et on peut véri�er que u véri�e toutes les propriétés demandées.� Cas n�2 : u0↾↓↑,↓↓ est de longueur paire, u0↾↑,↓↑ et u0↾↑,↓↓ sont de longueur impaire.Alors m est de format ↑ ou ↓↑. Dans les deux as, on a u0 = u1n ave u1 ↾↑,↓↑

nm ∈ τ pour un ertain n, on pose pu1 ↾↑,↓↑ nq = s0n. Comme τ est uniformeil existe une partie symbolique s1m̄ dont s0nm est une extension. Comme on aaussi par indution une partie pu0↾↑,↓↑q dont s0n est l'extension, ela signi�e que
pu0↾↑,↓↑q est une extension de s1. Appliquons à s1m̄ toutes les extensions opyatnéessaires pour passer de s1 à pu0 ↾↑,↓↑q, on obtient alors la partie pu0 ↾↑,↓↑qm

′,on pose u = u0m
′ et on peut véri�er que u véri�e toutes les propriétés demandées.

�Lemme 4 Les stratégies ⋄ : A → ⊤, idA : A → A, πr : A × B → B, πl : A × B → A,et eval : (A → B) × A → B sont uniformes. Si σ : Γ → A et τ : Γ → B sontuniformes alors 〈σ, τ〉 : Γ → (A×B) est uniforme. Si σ : Γ×A→ B est uniforme alors
Λ(σ) : Γ → (A→ B) est uniforme.Démonstration : Si l'on prend par exemple idA, on peut lui assoier la partiesymbolique suivante :

ρ = {s ∈ PA→A ∩ E | s symbolique ∧ ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓}Toute vue de idA peut être obtenue par une série d'extensions opyat à partir de ρ,et par ailleurs idA est stable par extension plate ou opyat le long d'une variable deopyat, don elle est uniforme.Si σ : Γ → A et τ : Γ → B sont uniformes, ave σ̄ et τ̄ pour stratégies symboliquesassoiées, alors 〈σ, τ〉 ontient 〈σ̄, τ̄ 〉 et est stable par extension plate ou opyat le longd'une variable de opyat. En�n, toute vue de 〈σ, τ〉 peut être obtenue par une séried'extensions opyat à partir de 〈σ̄, τ̄〉. Don 〈σ, τ〉 est bien uniforme.De même, si σ : Γ×A→ B est uniforme, ave σ̄ pour stratégie symbolique assoiée,alors Λσ est uniforme ave Λ(σ̄) pour stratégie symbolique assoiée. �En onséquene, on peut dé�nir C(X1, . . . ,Xn), la sous-atégorie de C0(X1, . . . ,Xn)pleine sur les objets et dont les morphismes sont les stratégies innoentes uniformes.Cette atégorie est elle aussi artésienne lose.



68 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHProposition 11 Soient A,B ∈ G et j > 0. Si σ : A est uniforme, alors σ[B/Xj ] :
A[B/Xj ] est uniforme.Démonstration : Soit σ̄ la stratégie symbolique assoiée à σ. Alors σ̄[B/Xj ] estontenue dans σ. De même que toute vue de σ peut être obtenue à partir d'une vue de
σ̄ par un ertain nombre d'extensions opyat, toute vue de σ[B/Xj ] peut être obtenueà partir d'une vue de σ̄[B/Xj ] par les mêmes extensions opyat.Notons que le as où Xj est utilisé omme variable de opyat dans s ∈ σ̄ (e quiimplique en partiulier Xj /∈ FTV (A)) ne pose pas de problème spéi�que. �5.4 Modélisation du système F5.4.1 Hyperdotrine des jeux du seond ordreOn rappelle la dé�nition d'une hyperdotrine :Dé�nition 35 (hyperdotrine) Une hyperdotrine H est dé�nie par :� une atégorie de base |H| munie d'une struture artésienne, 'est-à-dire d'un objetterminal 1 et du produit binaire� un objet distingué U dans |H| tel que, pour tout I ∈ |H|, il existe n ∈ N tel que

I = Un (ave la onvention U0 = 1) ; on note P in : Un → U la projetion sur la
ième omposante, et Pn+1 = 〈P 1

n+1, . . . , P
n
n+1〉 : Un+1 → Un� un fonteur F : |H|op → CCC tel que, si on ompose F ave le fonteur d'oubli�f : CCC → Set, on obtient le fonteur |H|(−, U)� pour tout I ∈ |H|, un fonteur ΠI : F (I × U) → F (I) tel que :� ΠI est adjoint à droite au fonteur GI : F (I) → F (I × U) dé�ni par GI =

F (Pn+1) pour I = Un� ΠI est naturel en I : pour tout α : I → J , F (α) ◦ ΠJ = ΠI ◦ F (α× idU )� pour tout α : I → J , pour tout objet A de F (J × U), le morphisme (F (α) ◦
ΠJ)(A) → (ΠI ◦ F (α× idU ))(A) généré par l'adjontion est une identité.Nous allons à présent nous attaher à mettre en relief une struture d'hyperdotrinedans les jeux du seond ordre.On dé�nit tout d'abord la atégorie de base B dont les objets sont les entiers naturelset les morphismes n → m sont les m-uplets 〈A1, . . . , Am〉 où Ai ∈ G, FTV (Ai) ⊆

{X1, . . . ,Xn}. La omposition dans ette atégorie est la substitution : si
~A = 〈A1, . . . , Am〉 : n→ m

~B = 〈B1, . . . , Bn〉 : k → nalors
~A ◦ ~B = 〈A1[ ~B/ ~X ], . . . , Am[ ~B/ ~X ]〉 : k → mIl faut ensuite onstruire un fonteur C : Bop → CCC. On hoisit

C(k) = C(X1, . . . ,Xk)



5.4. MODÉLISATION DU SYSTÈME F 69et, pour tout ~B : n → m, on dé�nit C( ~B) : C(m) → C(n) omme suit (pour ~X =
〈X1, . . . ,Xn〉) :� pour tout A ∈ C(m),

C( ~B)(A) = A[ ~B/ ~X]� pour tout σ : A→ B,
C( ~B)(σ) = σ[ ~B/ ~X]On obtient bien un fonteur C : Bop → CCC : en e�et, C( ~B) : C(m) → C(n) est unmorphisme strit de s ((A1 × A2)[ ~B] = A1[ ~B] × A2[ ~B], (A1 → A2)[ ~B] = A1[ ~B] →

A2[ ~B], (σ×τ)[ ~B] = σ[ ~B]×τ [ ~B], (σ; τ)[ ~B] = σ[ ~B]; τ [ ~B], et...) et la omposition oïnideave la substitution : C( ~B) ◦ C( ~B′) = C( ~B′[ ~B]).Par onstrution, la omposée de C ave le fonteur d'oubli �f : CCC → Set estbien le fonteur B(−, 1) : en e�et, En = �f(C(Un)) est l'ensemble des arènes A tellesque FTV (A) ⊆ {X1, . . . ,Xn}, don 'est bien l'ensemble B(Un, 1) ; quant à la fontion
h = �f(C( ~B)) : En → Em pour ~B : Um → Un, elle est donnée par f(A) = A[ ~B], don
f = B( ~B, 1).Dans la atégorie B, la projetion est ~X = 〈X1, . . . ,Xn〉 : n + 1 → n. Cela nousdonne un fonteur C( ~X) : C(n) → C(n+1). Il nous faut trouver un adjoint à droite pour
C( ~X), et pour ela on introduit la notion de quanti�ation de stratégie :Dé�nition 36 (quanti�ation de stratégie) Soient A,B ∈ C(n + 1) et σ : A → B.On dé�nit la stratégie ∀σ : (∀Xn+1.A) → (∀Xn+1.B) omme la plus petite stratégieinnoente ontenant toutes les vues s sur (∀Xn+1.A) → (∀Xn+1.B) telles qu'il existe
C ∈ G et t ∈ σ[C/Xn+1] véri�ant :

s = t{ ⋆C↑(−)/↑(−) , ⋆C↓(−)/↓(−) }Lemme 5 Si σ : A→ B est uniforme alors ∀σ : (∀Xn+1.A) → (∀Xn+1.B) est uniforme.Démonstration : Soit σ̄ est la stratégie symbolique dont est issue σ. On dé�nit σ̄′omme la plus petite stratégie innoente ontenant toutes les vues s sur (∀Xn+1.A) →
(∀Xn+1.B) telles qu'il existe C ∈ G et t ∈ σ̄[C/Xn+1] véri�ant :

s = t{ ⋆C↑(−)/↑(−) , ⋆C↓(−)/↓(−) }Alors ∀σ est bien la stratégie uniforme issue de σ̄′. �On dé�nit le fonteur Πn : C(n + 1) → C(n) par Πn(A) = ∀Xn+1.A et Πn(σ) = ∀σ.Lemme 6 Πn est adjoint à droite de C( ~X).Démonstration : Il nous faut dé�nir une bijetion
κ : C(n+ 1)(C( ~X)(Γ), A) → C(n)(Γ,Πn(A))



70 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHOn la onstruit omme suit : si Γ est un objet de C(n) et A un objet de C(n + 1),un morphisme σ : C( ~X)(Γ) → A est simplement une stratégie innoente σ : Γ → A.
κ(σ) : Γ → ∀Xn+1.A est alors la plus petite stratégie innoente telle que, pour tout
B ∈ G, pour toute partie s ∈ σ[B/Xn+1], s{↑ ⋆B (−)/↑(−)} ∈ κ(σ).On véri�e omme préédemment que que si σ est uniforme alors κ(σ) l'est aussi : si σest issue de la stratégie symbolique σ̄, κ(σ) est issue de la plus petite stratégie innoente
σ̄′ telle que, pour tout B ∈ G, pour toute partie s ∈ σ̄[B/Xn+1], s{↑ ⋆B (−)/↑(−)} ∈ σ̄′.L'inverse de κ peut être diretement expliité : si σ : Γ → ∀Xn+1.A, κ−1(σ) estla plus petite stratégie innoente telle que : si s ∈ σ est de format {↓, ↑⋆Xn+1} alors
s{↑(−)/↑ ⋆Xn+1 (−)} ∈ κ−1(σ). La fontion κ−1 préserve bien elle aussi l'uniformité.Les vues de κ−1(κ(σ)) sont de la forme s{↑(−)/↑⋆Xn+1 (−)}{↑⋆Xn+1 (−)/↑(−)} ave
s ∈ σ, don κ−1(κ(σ)) = σ.Pour montrer que κ(κ−1(σ)) = σ, il faut utiliser l'uniformité : toute vue de κ−1(σ)est de la forme s′ = s{↑(−)/↑ ⋆Xn+1 (−)} ave s vue symbolique dans σ. Don toutevue dans κ(κ−1(σ)) est de la forme s′′{↑ ⋆B (−)/↑(−)} ave s′′ = s′[B/Xn+1]. Celaorrespond bien à la dé�nition de l'extension opyat d'une stratégie symbolique, d'où
κ(κ−1(σ)) = σ.Il reste à montrer la naturalité de ette bijetion, 'est-à-dire :

κ(σ; τ) = κ(σ);Πn(τ)

σ;κ(τ) = κ(C( ~X)(σ); τ)On suppose que s est une vue, on a alors :
s ∈ κ(σ; τ) ⇔ ∃u ∈ Int, B ∈ G, u↾↓↑,↓↓∈ σ ∧ u↾↑,↓↑∈ τ ∧ s = u↾↑,↓↓ {↑ ⋆

B (−)/↑(−)}
⇔ ∃u ∈ Int, B ∈ G, u↾↓↑,↓↓ {↑(−)/↑ ⋆B (−)} ∈ σ

∧ u↾↑,↓↑ {↑(−)/↑ ⋆B (−), ↓(−)/↓ ⋆B (−)} ∈ τ
∧ s = u↾↑,↓↓

⇔ s ∈ κ(σ);Πn(τ)et :
s ∈ σ;κ(τ) ⇔ ∃u ∈ Int, B ∈ G, u↾↓↑,↓↓∈ σ ∧ u↾↑,↓↑ {↑(−)/↑ ⋆B (−)} ∈ τ ∧ s = u↾↑,↓↓

⇔ ∃u ∈ Int, B ∈ G, u↾↓↑,↓↓∈ σ ∧ u↾↑,↓↑∈ τ ∧ s = u↾↑,↓↓ {↑(−)/↑ ⋆B (−)}

⇔ s ∈ κ(σ; τ)

⇔ s ∈ κ(C( ~X)(σ); τ)

�Lemme 7 Πn est naturel en n : si ~B = 〈B1, . . . , Bn〉 ave Bi objet de C(m),
C( ~B) ◦ Πn = Πm ◦ C( ~B,Xm+1)De plus,

κ((κ−1(id∀Xn.A))[ ~B/ ~X ]) = id(∀Xn.A)[~B/ ~X]



5.4. MODÉLISATION DU SYSTÈME F 71Démonstration : Ce résultat est immédiat sur les arènes : soit ~X = 〈X1, . . . ,Xn〉,on peut véri�er par indution sur A, objet de C(n + 1), que
(∀Xn.A)[ ~B/ ~X ] = ∀Y.(A[ ~B/ ~X,Xm+1/Xn+1])Ce n'est pas plus di�ile à prouver sur les stratégies : soit σ : A1 → A2 et s une vue,

s ∈ (C( ~B) ◦ Πn)(σ) si il existe D ∈ G et t ∈ σ[D/Xn+1] tels que :
s = (t{ ⋆D↑(−)/↑(−) , ⋆D↓(−)/↓(−) })[ ~B/ ~X ]e qui revient à trouver D ∈ G et t ∈ σ[ ~B/ ~X,D/Xn+1] tels que :

s = t{ ⋆D↑(−)/↑(−) , ⋆D↓(−)/↓(−) }Cela revient exatement à dire que s ∈ (Πm ◦ C( ~B,Xm+1))(σ).En�n, l'égalité
κ((κ−1(id∀Xn.A))[ ~B/ ~X ]) = id(∀Xn.A)[~B/ ~X]déoule de la dé�nition de κ. �On peut alors onlure, en utilisant le théorème 1 :Théorème 2 La struture H dé�nie par la atégorie de base B et le fonteur C : Bop →

CCC est une hyperdotrine, et don W(H) est un modèle du système F à la Churh.L'interprétation d'un type A dans e modèle est l'arène (OA,LA) et l'interprétationd'une dérivation de typage se terminant par le séquent ~X;x1 : A1, . . . , xn : An ⊢ t : Aest une stratégie uniforme σt : A1 × · · · ×An → A.5.4.2 ComplétudeMême si la omplétude n'est pas une propriété qui nous intéresse partiulièrementdans notre travail sur les isomorphismes de types, 'est une question intéressante si l'onveut situer notre modèle par rapport à la syntaxe. On va montrer ii que le modèledé�ni i-dessus est omplet modulo quelques restritions : on aura don retrouvé lamême préision que dans le modèle de Hughes [Hug00℄3.Pour arriver à la omplétude, il faut restreindre l'ensemble des arènes :Dé�nition 37 (arène exate) Une arène A = (OA,LA) est dite exate si elle res-pete la ondition suivante :soient a, b ∈ OA tels que a = a1[a2] et b = a1[b2], alors :� si a2 = j ave j ∈ N alors b2 = j� si a2 est de format r ou l alors b2 est de format r ou l3En réalité, nos stratégies symboliques peuvent être vues omme une reformulation des stratégies deHughes.



72 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCH� si a2 est de format ↑ ou ↓ alors b2 est de format ↑ ou ↓� si a2 est de format ⋆ alors b2 est de format ⋆.On note Ge l'ensemble des arènes exates.Lemme 8 A ∈ Ge si et seulement si A est l'interprétation d'une formule du seondordre.Démonstration : Exeptionnellement dans ette preuve, on distinguera la formule
F du jeu A qui en déoule.Si A provient d'une formule F alors on véri�e par indution sur F que A est exate :� si F = ⊤ ou F = ⊥ ou F = Xi le résultat est immédiat� si F = ∀Xi.F0 alors pour tout a, b ∈ OA, a = ⋆a′[0] et b = ⋆b′[0] où a′, b′ sontdeux ourrenes du jeu orrespondant à F0, don a′ et b′ véri�ent la onditiond'exatitude, par hypothèse d'indution, don a et b aussi� si F = F1 × F2 alors pour tout a, b ∈ OA :� soit a = ra′ et b = rb′, et dans e as a′ et b′ véri�ent la ondition d'exatitudepar hypothèse d'indution don a et b aussi� soit a = la′ et b = lb′, et dans e as a′ et b′ véri�ent la ondition d'exatitudepar hypothèse d'indution don a et b aussi� soit a est de format r (resp. de format l) et b de format l (resp. de format r) etla ondition d'exatitude est véri�ée.� si F = F1 → F2 alors on fait le même raisonnement en remplaçant r par ↓ et l par

↑.Réiproquement, supposons que A soit exate. Si OA est vide alors A provient de laformule ⊤, sinon on raisonne par indution sur la taille n de la plus grande ourrenede OA ('est-à-dire le nombre de symboles dont elle est onstituée) :� si n = 1 alors OA = {j1, . . . , jp} mais par exatitude de A, j1 = j2 = · · · = jp = jet A provient de la formule Xj� si n > 1 alors il existe a ∈ OA de format ⋆, l, r, ↑ ou ↓, et la propriété de orretionpermet de lasser les éléments de OA :� si a est de format ⋆, on hoisit j ∈ N tel que ∀b ∈ OA, ♯(b) 6= j et on pose
O = {b | ⋆b ∈ OA ∧ LA(⋆b) 6= ⋆0} ∪ {b[j] | ⋆b ∈ OA ∧ LA(⋆b) = ⋆0}et

L(b) =

{

c si LA(⋆b) = ⋆c 6= ⋆0

† si LA(⋆b) = † ou LA(⋆b) = ⋆0Alors A0 = (O0,L0) est une arène exate don elle provient d'une formule F0,et on a A = ∀Xj.A0 don A provient de ∀Xj .F0



5.4. MODÉLISATION DU SYSTÈME F 73� si a est de format r ou l, on dé�nit :
O1 = {b | lb ∈ OA}

O2 = {b | rb ∈ OA}

L1(b) =

{

c si LA(lb) = lc

† si LA(lb) = †
L2(b) =

{

c si LA(rb) = rc

† si LA(rb) = †Alors A1 = (O1,L1) et A2 = (O2,L2) sont des arènes exates don elles pro-viennent respetivement des formules F1 et F2, et on a A = A1 ×A2 (grâe à lapropriété d'exatitude) don A provient de F1 × F2� si a est de format ↑ ou ↓ alors on fait le même raisonnement en remplaçant rpar ↓ et l par ↑, et on obtient que A provient d'une formule F = F1 → F2.
�Dé�nition 38 (stratégie exate) Soit σ la stratégie uniforme engendrée dans le mo-dèle par la stratégie symbolique σ̄. On dit que σ est exate si :� σ̄ est totale� l'ensemble des vues que ontient σ̄ est �ni� pour toute partie s ∈ σ̄, si s ontient le symbole ⋆B dans un de ses oups alors Best exate.Théorème 3 (omplétude) Soit σ une stratégie exate sur l'arène exate ⊤ → A.Alors σ est l'interprétation d'un terme t du système F à la Churh tel que

~X;⊢ t : ANotons que, bien qu'on n'ait pas montré la omposition des stratégies totales �nies,e résultat de omplétude implique indiretement qu'en se restreignant à es stratégieson a bien un modèle du système F. On s'en servira au hapitre 6.Le fait que σ soit une stratégie sur ⊤ → A orrespond au fait que ~X;⊢ t : A estun séquent dont la partie gauhe est vide. Dans la démonstration, on identi�era ⊤ → Aave A pour plus de lisibilité.Démonstration : On ommene par appliquer au type A les règles de rédutionsuivantes :
A× (B ×C) ⇒ (A×B) × C

A→ (B × C) ⇒ (A→ B) × (A→ C)
A→ (B → C) ⇒ (A×B) → C
∀X.(A×B) ⇒ (∀X.A) × (∀X.B)
A→ ∀X.B ⇒ ∀X.(A→ B)

A×⊤ ⇒ A
⊤×A⇒ A
A→ ⊤ ⇒ ⊤
∀X.⊤ ⇒ ⊤
⊤ → A⇒ A



74 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHDans le modèle, es règles orrespondent à des renommages des n÷uds, tandis quedans la syntaxe e sont des isomorphismes. Toute stratégie exate sur un type A quel-onque peut être traduite par renommage en une stratégie exate σ′ sur le type A′ réduitde A par le système de réériture i-dessus. Si on arrive à assoier à σ′ un terme t detype A′, alors par les isomorphismes on peut onstruire un terme u de type A assoié à
σ. On peut don se restreindre au as où A est en forme normale. On a don soit A = ⊤,et dans e as t = ⋆, soit :

A = (∀X1
1 . . . ∀X

1
n1
.B1 → Y1) × ((∀X2

1 . . . ∀X
2
n2
.B2 → Y2)

×(· · · × (∀Xp
1 . . . ∀X

p
np .Bp → Yp) . . . ))On onstruit le terme t = 〈t1, T1〉 ave Tn = 〈tn, Tn+1〉 pour 1 ≤ n < p et Tp = tp,de la façon suivante : soit 1 ≤ n < p, on peut lui assoier des symboles α1, . . . , αkave αi ∈ {r, l} orrespondant à la partie tn du terme. Supposons pour simpli�er que

{X1, . . . ,XN} ∩ FTV (A) = ∅, onsidérons le oup m1 = α1 . . . αk ⋆
X1 · · · ⋆XN ↑j et lavue m1m2 ∈ σ̄ (elle existe par totalité de σ̄). On a alors Bn 6= ⊤ ar sinon m2 ne peutexister, don

Bn = (∀X ′1
1 . . . ∀X ′1

n1
.C1 → Z1) × (· · · × (∀X ′p

1 . . . ∀X ′p
np
.Cp → Zp) . . . )On a de plus m2 = M1[M2] ave d'une part M1 = α1 . . . αk ⋆

X1 · · · ⋆XN ↓β1 . . . βK↓ ⋆D1

· · ·⋆DN′ ↑j′ ∈ OA où les βi ∈ {r, l} orrespondent au hoix d'un des éléments du produit,et d'autre part soit M2 = j′ = j, soit M2 ∈ ME où E est donné par une des arènesjouées auparavant (i.e. E ∈ {D1, . . . ,DN ′}).Dans e deuxième as, en utilisant le même raisonnement que préédemment, onpeut se permettre, modulo renommage des oups et appliation des isomorphismes, deonsidérer que E est sous forme normale pour le système de réériture donné i-dessus ; leoupM2 ∈ ME s'érit don lui aussiM2 = M ′
1[M

′
2] aveM ′

1 = γ1 . . . γL⋆
D′

1 · · ·⋆D
′

N′′ ↑j′′ ∈
OE et soit M2 = j′′ = j soit M2 ∈ MF ave F ∈ {D′

1, . . . ,D
′
N ′′}Ce proessus peut être itéré un ertain nombre de fois, mais omme un oup est unesuite �nie de symboles ela �nit par s'arrêter.Cette vue orrespond au début du terme tn : dans le as M2 = j on pourra érire

tn = ΛX1 . . .ΛXN .λx
Bn .π(x){D1} . . . {DN ′}(t′)où π est une suite de symboles π1 et π2 orrespondant au hoix des βi. Dans le as

M2 ∈ ME et M ′
2 = j on érit

tn = ΛX1 . . .ΛXN .λx
Bn .π′(π(x){D1} . . . {DN ′} ){D′

1} . . . {D
′
N ′′}(t′)où π′ est une suite de symboles π1 et π2 orrespondant au hoix des γi. Dans le as

M2 ∈ ME et M ′
2 ∈ MF on ontinue de la même façon. . .Il nous reste alors à dé�nir le terme t′. Cela va se faire de la même façon, modulole hoix de la variable de tête : en e�et, jusqu'à pr±ent on n'avait pas d'autre hoix quela variable x, mais à l'itération suivante on aura une deuxième variable qui rentrera en



5.5. HYPERFORÊTS 75jeu. Ce sera alors la donnée du pointeur de justi�ation qui nous permettra de déiderde la variable à hoisir (pour une meilleure ompréhension du problème, f. les termesde Kierstead, analysés dans [Lau04℄).Soit don G le type du terme t′ (déterminé à partir de Bn et m2. On a soit G = ⊤,et dans e as t′ = ⋆, soit :
G = (∀U1

1 . . . ∀U
1
n1
.H1 → V1) × ((∀U2

1 . . . ∀U
2
n2
.H2 → V2)

×(· · · × (∀U q1 . . . ∀U
q
nq .Hq → Vq) . . . ))On onstruit t′ = 〈t′1, T

′
1〉 ave T ′

n = 〈t′n, T
′
n+1〉 pour 1 ≤ n < p et T ′

p = t′p, de lafaçon suivante : soit 1 ≤ n < p, on peut lui assoier des symboles α′
1, . . . , α

′
k ave

α′
i ∈ {r, l} orrespondant à la partie tn̄ du terme. Considérons la vue m1m2m3m4 ∈ σ̄ave m3 = M [↓α′

1 . . . α
′
k ⋆

X̄1 · · · ⋆X̄N ↑i], où M est le oup m2 privé du dernier su�xe
↑ (ainsi m2 ⊢ m3) et X̄1 . . . X̄N est un hoix de variables fraîhes. Deux as peuvent seproduire :� soit m4 est justi�é par m1 : dans e as en suivant le même raisonnement quepréédemment on montre que

t′n = ΛX̄1 . . .ΛX̄N .λy
Hn .π(u1){J1} . . . {JN ′}(t′′)où u1 est soit x, soit de la forme u1 = π′(u2){J

′
1} . . . {J

′
N ′′} où u2 est soit x, soitde la même forme� soit m4 est justi�é par m3 : dans e as on a Hn̄ 6= ⊤ et m4 = M3[M4] ave

M3 = M [↓α′
1 . . . α

′
k ⋆

X̄1 · · · ⋆X̄N ↓β′1 . . . β
′
K ⋆

J1 · · · ⋆JN′ ↑i′] ∈ OA et soit M4 = i′ = i,soit M4 ∈ ML où L est une des arènes données dans M3. M4 peut à nouveau êtreérite de façon réursive, et �nalement on montre que
t′n = ΛX̄1 . . .ΛX̄N .λy

Hn .π(u1){J1} . . . {JN ′}(t′′)où u1 est soit y, soit de la forme u1 = π′(u2){J
′
1} . . . {J

′
N ′′} où u2 est soit y, soitde la même forme. La seule di�érene ave le as préédent est don l'utilisationde la variable y plut�t que x.Quant au terme t′′, il est onstruit en prolongeant la vue m1m2m3m4 et en suivant lamême méanique. Comme la stratégie ontient un ensemble �ni de vues, la taille d'unevue est bornée et don e proessus �nit par s'arrêter.Le leteur assidu (voire aharné) pourra véri�er que l'interprétation dans le modèledu terme t ainsi onstruit est bien la stratégie exate σ dont on est parti. �5.5 HyperforêtsDans ette setion on va introduire la notion d'hyperforêt, une struture arbo-resente qui peut être onstruite à partir d'une arène. Cette notion a été introduitepar Hughes [Hug00℄, et dans [dL07b℄ on a onservé l'approhe onsistant à interpréter



76 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHles types du seond ordre diretement par des hyperforêts (aussi appelées arènes poly-morphes). Mais la substitution était di�ile à dé�nir dans e ontexte, notamment parequ'il fallait véri�er les égalités du type
(A→ B)[C/X] = A[C/X] → B[C/X]néessaires à la onstrution d'une hyperdotrine (f. setion 5.4.1). D'autre part, laformulation des oups dans une hyperforêt était loin d'être triviale ; 'est la raison pourlaquelle on a hoisi ii, omme dans [dL07a℄, de n'introduire les hyperforêts que dans unseond temps.Les hyperforêts onstitueront la struture fondamentale pour notre travail sur lesisomorphismes de types.5.5.1 Dé�nition d'une hyperforêtOn va utiliser dans e qui suit la notion de multi-ensemble. On rappelle qu'un multi-ensemble sur E peut être dérit omme une fontion R : E → N. L'ensemble des multi-ensembles sur E sera noté Pmult(E). Pour S ∈ Pmult(E), on note s ∈ S si S(s) > 0. Onnote aussi R+ l'ensemble obtenu à partir du multi-ensemble R en onsidérant des opies

(b, 1), . . . , (bk) pour haque b ∈ R tel que R(b) = k.Si R est un multi-ensemble sur E et f une fontion de E dans F , f(R) est unmulti-ensemble sur F dé�ni par :
(f(R))(c) =

∑

e∈E∧f(e)=c

R(e)Dé�nition 39 (hyperforêt) Une hyperforêt H = (F,R,D) est une forêt �nie F =
(F ,≤) munie d'un multi-ensemble �ni d'hyperarêtes R ∈ Pmult(F × P(F)) et d'unefontion partielle de déoration D : F ⇀ X , tels que :� pour tout (t, S) ∈ R, si s ∈ S alors t ≤ s et D(s) n'est pas dé�ni� pour tous b = (t, S) ∈ R et b′ = (t′, S′) ∈ R, S ∩ S′ 6= ∅ ⇒ b = b′ ∧R(b) = 1.On remarque que, par dé�nition d'une hyperforêt, le as RA((t, S)) ≥ 2 ne peut seproduire que lorsque S = ∅. En-dehors de e as partiulier, on peut don onsidérer
RA omme un ensemble (e qui ne sera pas le as au hapitre 7).Soit H = (F,R,D) une hyperforêt. On note T H = {t ∈ F | ∃S ⊆ F , (t, S) ∈ R}et SH = {s ∈ F | ∃(t, S) ∈ R, s ∈ S}. Si b = (t, S) est une hyperarête, sa ible est
T (b) = t et sa soure est S(b) = S. En�n, le multi-ensemble quantH(c) ∈ Pmult(F) desquanti�ateurs liés à un n÷ud c ∈ Fa est dé�ni par :quantH(c)(b) =

{

R(b) si T H(b) = c

0 sinonDé�nition 40 (référene, amis) Soit H = (F,R,D) une hyperforêt, ave F = (F ,≤).Pour tout s ∈ F , si s ∈ SH alors il existe un unique ouple (t, S) ∈ R tel que
s ∈ S : la référene de s est donnée par refH(s) = t et l'ensemble des amis de sest frH(s) = S\{s}. Si s /∈ SH , refH et frH ne sont pas dé�nis en s.



5.5. HYPERFORÊTS 77On va maintenant exhiber la struture d'hyperforêt assoié à une arène A.5.5.2 Des ordres partiels aux forêtsSoit (E,≤) un ensemble partiellement ordonné. La relation de justi�ation ⊢ ⊆
E ∪ (E × E) est donnée par :

{

⊢ e si e′ ≤ e⇒ (e′ = e)

e ⊢ e′ si e ≤ e′ ∧ ∀f, e ≤ f ≤ e′ ⇒ (e = f ∨ e′ = f)On note Chem(E) l'ensemble des hemins dans (E,≤), 'est-à-dire l'ensemble dessuites e1e2 . . . en d'éléments de E tels que ⊢ e1 et ei ⊢ ei+1 pour 1 ≤ i ≤ n − 1. Si ononsidère l'ordre pré�xe � sur Chem(E) (e1 . . . en � e1 . . . ene
′
1 . . . e

′
p) alors (Chem(E),�

) est une forêt.On dé�nit aussi l'opération or : Chem(E) → E par : or(f) = en si f = e1 . . . en.or(f) est appelée l'origine de f . On notera que si f, g ∈ Chem(E),
f � g ⇔ or(f) ≤ or(g)5.5.3 Des arènes aux hyperforêtsSi A est une arène, OA est un ensemble �ni partiellement ordonné, auquel on peutassoier, par la onstrution dérite i-dessus, une forêt �nie FA = (FA,�) ave FA =Chem(OA). Les éléments de FA seront généralement appelés des n÷uds.Par ailleurs, on déduit de LA le multi-ensemble RA ∈ Pmult(FA×P(FA)) de la façonsuivante : on dé�nit

L = {a[⋆0] ∈ A | ∃a′ ∈ OA, a[⋆0] ⊑
p a′}La valeur de RA en (r, S) est égale au nombre d'ourrenes y ∈ L telles que :� y ⊑p or(t)� pour tout t′ ≤ t, si y ⊑p or(t′) alors t′ = t� S = {s ∈ FA | t � s ∧ LA(or(s)) = y}On dé�nit en�n la fontion partielle DA : FA ⇀ X par : DA(x) = Xi ssi ♯(or(x)) = i(i > 0).Proposition 12 Si A est une arène, alors HA = (FA,RA,DA) est une hyperforêt.Démonstration : Soit (t, S) ∈ RA. Par onstrution de RA on a bien t � s pourtout s ∈ S. De plus DA(s) n'est pas dé�ni pour s ∈ S ar LA(s) 6= †.Soient (t, S), (t′, S′) ∈ RA, supposons qu'il existe s ∈ S ∩ S′. Alors y = LA(or(s))est tel que : pour tout t′ ≤ t, si y ⊑p or(u) alors u = t, et d'autre part y ⊑p or(t′) d'où

t′ = t. Cela implique :
S = {v ∈ FA | t � v ∧ LA(or(v)) = y}

= {v ∈ FA | t′ � v ∧ LA(or(v)) = y}

= S′e qui fait bien de HA une hyperforêt. �



78 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHExemple : Considérons le type A = ∀X1.((X1 ×X2) → (X1 ×⊥)). On a :
OA = {⋆↓l0, ⋆↓r2, ⋆↑l0, ⋆↑r0}et : 





LA(⋆↓l0) = ⋆0

LA(⋆↓r2) = †

LA(⋆↑l0) = ⋆0

LA(⋆↑r0) = †Les hemins de OA sont : a = ⋆↑l0, b = ⋆↑l0·⋆↓l0, c = ⋆↑l0·⋆↓r2, d = ⋆↑r0, e = ⋆↑r0·⋆↓l0et f = ⋆↑r0 · ⋆↓r2. Par ailleurs, L = {⋆0}.L'hyperforêt HA est don dé�nie par :
FA = {a, b, c, d, e, f}

RA = {(a, {a, b}), (d, {e})}

DA(c) = DA(f) = X2(ii RA est vu omme un ensemble).Tout ela est résumé dans la représentation graphique de HA :
2

a

b c e f

d

X
2

X

Soit A une arène, on note :frA = frHA refA = refHA SA = SHA TA = T HA quantA = quantHAOn peut étendre la notion de polarité aux n÷uds de l'hyperforêt HA : si a ∈ FA ondé�nit λ(a) = λ(or(a)). Cela o�	nide ave une dé�nition alternative de la polarité,plus usuelle dans les jeux d'arènes : λ(a) = O (resp. λ(a) = P) si l'ensemble {a′ ∈ FA |
a′ ≤ a} est de ardinal impair (resp. de ardinal pair). Notons aussi que pauxA(or(a)) =
λ(refA(a)).Intuitivement, les n÷uds de la forêt FA ontiennent plus d'information que les o-urrenes de OA. En e�et, étant donné un n÷ud c ∈ FA, on est apable de donner laliste totalement ordonnée de ses anêtres, alors que pour une ourrene il peut existerplusieurs anêtres non omparables par la relation d'ordre.Cependant, lorsqu'on onsidère une partie de PA, la relation de justi�ation attribueà haque oup non initial m1[m2] (don à l'ourrene a = A(m1) orrespondante) un



5.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CHURCH 79oup qui le justi�e, lui-même héréditairement justi�é par d'autres oups. Cela revientdon à attribuer à a une liste d'ourrenes qui le justi�ent héréditairement. Dans esonditions, onsidérer a omme un n÷ud de FA revient au même.On s'autorisera don, à partir de maintenant, à onsidérer qu'une partie de PA estune suite de oups de la forme m1 ou m1[m2], ave A(m1) ∈ FA.On onlut ette setion par la dé�nition d'un isomorphisme entre hyperforêts, notionnaturelle mais fondamentale pour la suite de notre travail.Dé�nition 41 (isomorphisme d'hyperforêts) Soient H1 = (F1,R1,D1) et H2 =
(F2,R2,D2) deux hyperforêts ave F1 = (F1,≤1) et F2 = (F2,≤2). On dit que H1 et
H2 sont isomorphes (H1 ≃ H2) s'il existe une bijetion f : F1 → F2 qui préserve lastruture d'hyperforêt, i.e. telle que :� a ≤1 a

′ ssi f(a) ≤2 f(a′)� R2 = f(R1)� D2 ◦ f = D15.6 Isomorphismes de types à la ChurhOn va à présent s'attaher à redémontrer la aratérisation, donnée par Roberto DiCosmo dans [DC95℄, des isomorphismes de types pour le système F à la Churh, enutilisant notre modèle de jeux pour en donner une preuve géométrique.On dé�nit un isomorphisme dans le modèle de la façon suivante :Dé�nition 42 (isomorphisme de jeux) Soient σ : A→ B et τ : B → A. On dit que
(σ, τ) est un isomorphisme de jeux entre A et B si σ; τ = idA et τ ;σ = idB.L'idée fondamentale de la preuve est que la struture d'hyperforêt est l'invariantgéométrique onservé par tout isomorphisme. Le théorème entral qu'il s'agit de prouverest don le suivant :Théorème 4 S'il existe un isomorphisme de jeux (σ, τ) entre deux arènes A et B, ave
σ et τ uniformes, alors HA et HB sont isomorphes.La preuve de e théorème fait l'objet des quatre premières setions. Dans la dernièresetion, on montrera que e théorème nous permet de retrouver le système équationnelde Roberto Di Cosmo.5.6.1 Parties zig-zagLa première étape de la démonstration onsiste à adapter ertains résultats d'OlivierLaurent dans le adre des jeux HO [Lau05℄ à notre ontexte de jeux du seond ordre.Dé�nition 43 (partie zig-zag) Une partie s ∈ PA→B est appelée zig-zag si� haque oup Joueur qui suit un oup Opposant de format ↑ (resp. ↓) est de format

↓ (resp. ↑)



80 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCH� haque oup Joueur qui suit un oup Opposant initial est justi�é par e dernier� s↾↓ et s↾↑ ont les mêmes pointeurs.Si s est une partie zig-zag de longueur paire dans A → B, on note s̆ l'unique partiezig-zag dans B → A telle que s̆↾↓= s↾↑ et s̆↾↑= s↾↓.Lemme 9 S'il existe un isomorphisme de jeux (σ, τ) entre A et B alors :� toute partie de σ ou τ est zig-zag� τ = {s̆ | s ∈ σ}� σ et τ sont totales.Démonstration : Par tradution vers les jeux HO, on a σHO : MA → MB et
τHO : MB → MA, mais aussi : σHO; τHO = idMA

et τHO;σHO = idMB
. On peutalors utiliser les résultats d'Olivier Laurent [Lau05℄ dans le adre des jeux HO, qui nouspermettent de dire :� toute partie de σHO ou τHO est zig-zag� τHO = {s̆ | s ∈ σHO}� σHO et τHO sont totales.e qui implique que σ et τ satisfont les mêmes propriétés. �5.6.2 RégularitéDans ette setion on va introduire la notion de régularité4 omme une onséquenede l'uniformité. Par la suite, suivant la démonstration de [dL07b℄, on utilisera la régu-larité plut�t que l'uniformité pour raisonner sur notre isomorphisme, a�n de onserverl'aspet géométrique de la démonstration. Notons qu'une démonstration direte à partirde l'uniformité serait aussi possible, dans l'esprit de e qui sera fait au hapitre 6.On notera que dans [dL07b℄ la régularité est une propriété ajoutée à notre modèlepour obtenir un sous-modèle de elui-i, dans lequel on peut aratériser les isomor-phismes. En partiulier, on peut montrer que les stratégies régulières omposent. Ii, larégularité étant déduite de l'uniformité, on n'a pas besoin d'un sous-modèle régulier.Dé�nition 44 (rang) Soient A une arène et m ∈ MA. m s'érit m = m1[m2] ave

A(m1) = a ∈ OA. Supposons que m ontienne une ourrene de ⋆B pour B ∈ G.On dé�nit le rang de ette ourrene de B dans m, noté rangmA (B) ∈ {1, 2}, par :rangmA (B) = 1 (resp. rangmA (B) = 2) ssi ⋆B apparaît dans m1 (resp. dans m2).On note xmyi, pour i ∈ {1, 2} la liste des ourrenes d'arènes de rang i dans m,ordonnées suivant leur apparition dans m.Dans la dé�nition suivante, on note P(A) l'ensemble des parties onstruites sur lagrammaire A.Dé�nition 45 (stratégie régulière) Soit A une arène. Une stratégie σ est dite ré-gulière si il existe un ensemble dénombrable d'entiers I et des fontions partielles4Dans [dL07b℄ 'est une variante de ette propriété qui est appelée uniformité. Mais la notiond'uniformité dé�nie dans la présente thèse est plus fondamentale.
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f : P(A) ⇀ P(A) et Fj : A∗ ⇀ C∗ pour j ∈ {1, 2}, tels que : si s ∈ σ et sm ∈ PA, alors
smm′ ∈ σ ssi A(smm′) = f(A(sm)) et xm′yj = Fj(A(sm))[xsmyj/I] pour j ∈ {1, 2}.Dans ette dé�nition, la notation Fj(A(sm))[xsmyj/I] signi�e que, à haque arènede la liste Fj(A(sm)), on applique suessivement les substitutions _ 7→ _[Ak/Xik ], où
Ak est la k-ième arène de la liste Fj(A(sm)), et ik le k-ième plus petit élément de I.Pour des raisons peu fondamentales liées à l'existene de I, il n'est pas tout-à-faitexat que l'uniformité implique la régularité telle qu'elle est dé�nie ii. Cependant ettea�rmation est presque exate : on en donne ii une version légèrement a�aiblie, qui noussu�ra pour la preuve.On note |s| la longueur d'une partie s.Proposition 13 Si σ : A est uniforme alors pour tout N ∈ N, {s ∈ σ | |s| ≤ N} estrégulière.Démonstration : Soit σ̄ la stratégie uniforme la plus petite possible telle que :� la stratégie engendrée par extension à partir de σ̄ ontient σN = {s ∈ σ | |s| ≤ N}� dès qu'on doit hoisir une variable de opyat Xi, on hoisit i le plus petit possiblemais supérieur aux préédents hoix de variables de opyat (e hoix est toujourspossible par uniformité).On remarque que σ̄ est un ensemble �ni de parties. On peut don dé�nir un ensembledénombrable I = {i ∈ N | i > i0} où i0 est le plus grand entier tel qu'un symbole ⋆A,ave Xi0 ∈ FTV (A), apparaisse dans une partie de σ̄.Pour toute partie smn ∈ σ̄, on dé�nit f(A(sm)) = A(smn) ('est bien dé�ni paruniformité) et pour tout j > 0, si Gj est la suite des arènes de rang j dans n et
Xp1, . . . ,Xpl

la suite des variables de opyat apparaissant dans Gj, alors Fj(A(sm)) =
Gj [Xi0+qk/Xpk

]k où qk est la position de la première ourrene de Xpk
dans la liste

xmyj .On étend maintenant f aux parties non symboliques. Supposons que ette fontionsoit dé�nie pour la suite u = a1 . . . ar ∈ A∗ et notons a1 . . . arar+1 = f(a1 . . . ar).Par dé�nition de σ̄, il existe une unique partie s ∈ σ̄ telle que A(s) = u, et onnote Xp1, . . . ,XpK
les variables de opyat de s. Soient B1, . . . , BK ∈ G, on dé�nit

f(a′1 . . . a
′
r) = a′1 . . . a

′
ra

′
r+1 où a′j = aj[A(ri)] ave ri ∈ MBi

initial si ♯(aj) = pi et
a′j = aj sinon. Si ♯(ar) = pi, on dé�nit aussi :

f(S) = Sar+1[mk]pour S = a′1 . . . a
′
r1ar[m1]ar+1[m1]ar+1[m2]ar[m2] . . . ar[mk] ave m1 . . .mk = A(v), vbi-vue dans MBi
de longueur impaire et r + 2 ∗ k ≤ N , et

f(S′) = S′ar[mk]pour S′ = a′r1ar[m1]ar+1[m1]ar+1[m2]ar[m2] . . . ar+1[mk] ave m1 . . .mk = A(v), v bi-vue dans MBi
de longueur paire et r + 2 ∗ k ≤ N .



82 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHIl faut aussi étendre Fj aux parties non symboliques. Supposons que Fj soit dé�niepour la suite u = a1 . . . ar ∈ A∗ et notons S = Fj(a1 . . . ar). Par dé�nition de σ̄, il existeune unique partie s ∈ σ̄ telle que A(s) = u, et on note Xp1 , . . . ,XpK
les variables deopyat de s. Soient B1, . . . , BK ∈ G, on dé�nit S′ = Fj(a

′
1 . . . a

′
r), où a′j = aj[A(ri)]ave ri ∈ MBi

initial si ♯(aj) = pi et a′j = aj sinon, de la façon suivante :� si j = 1, S′ = S� si j = 2 et ♯(aj) = pi, il faut d'une part déaler les indies des arènes Xi0+kapparaissant dans S, et d'autre part ajouter à ette liste les arènes Xp1 , . . . ,XpMdont les indies orrespondent à la plae des arènes de ri dans la liste xsy2 ('est-à-dire les M dernières plaes, où M est le nombre de symboles ⋆ dans A(ri))� si j = 2 et ♯(aj) 6= pi pour i ∈ [1,K], on se ontente de déaler les indies des arènes
Xi0+k déjà présentes dans S, en fontion des nouveaux symboles ⋆ apparaissantdans a′1 . . . a′r.Si ♯(ar) = pi, on dé�nit de la même façon, lorsque r + 2 ∗ k ≤ N , la suite Sk donnéepar Sk = Fj(a

′
1 . . . a

′
r1ar[m1]ar+1[m1]ar+1[m2]ar[m2] . . . ar[mk]) pour k impair et Sk =

Fj(a
′
1 . . . a

′
r1ar[m1]ar+1[m1]ar+1[m2]ar[m2] . . . ar+1[mk]) pour k pair :� si j = 1, Sk = S� si j = 2, il faut d'une part déaler les indies des arènes Xi0+k apparaissant dans

S, et d'autre part ajouter à ette liste les arènes Xp1 , . . . ,XpM
dont les indiesorrespondent à la plae des arènes de mk dans la liste xsy2 ('est-à-dire les Mdernières plaes, où M est le nombre de symboles ⋆ dans A(mk)).En�n, on étend f et Fj aux parties non innoentes : si f(puq) = puqa, on dé�nit

f(u) = ua et Fj(u) = Fj(puq).On véri�e aisément que f et Fj pour j ∈ {1, 2} sont bien dé�nies omme des fon-tions, 'est-à-dire que f(a1 . . . ar) et Fj(a1 . . . ar) ne dépendent que de leur argument.Par ailleurs, étant donnée la façon dont es fontions sont dé�nies, on a bien : si s ∈ σN et
sm ∈ PA, alors smm′ ∈ σN ssi A(smm′) = f(A(sm)) et xm′yj = Fj(A(sm))[xsmyj/I]pour j ∈ {1, 2}. �5.6.3 Constrution de la bijetion entre forêtsÉtant donnés es résultats préliminaires, on onsidère maintenant un isomorphismede jeux (σ, τ) entre deux arènes A et B, ave σ et τ uniformes, don régulières, et on vaonstruire la bijetion g : FA → FB . On lui assoiera une bijetion Ψ : RA → RB telleque g(T (b)) = T (Ψ(b)) pour tout b ∈ RA.Ce n'est qu'ensuite qu'on prouvera que g(S(b)) = S(Ψ(b)) et DA(c) = DB(g(c))pour c ∈ FA, e qui ahèvera de montrer que g est bien un morphisme pour la strutured'hyperforêt.Dans ette setion, omme dans la suivante, on identi�era les ourrenes de OAave les n÷uds de FA : omme on l'a dit dans la setion 5.5, ette identi�ation fait sensdès qu'on raisonne sur des suites justi�ées, ar n÷uds et ourrenes reouvrent alors lamême information.On s'autorisera aussi à identi�er les n÷uds de FA et FB ave les n÷uds orrespon-dants de FA→B et FB→A.



5.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CHURCH 83On dé�nit quelques notations :� si J est un sous-ensemble dénombrable de N et j ∈ N, ρj(J) est le j-ième pluspetit entier appartenant à J� soit m ∈ M et C ∈ G, m{j := C} est le oup obtenu en remplaçant ⋆Dj , le j-ièmesymbole de la forme ⋆D où D ∈ G, par ⋆C . Dans le as où m ∈ ME pour unertain E ∈ G, on notera que si ODj
⊆ OC et LC ,LDj

oïnident sur ODj
, alors

m[j := C] ∈ ME� soit a ∈ FA, on note [a] l'unique oup de MA tel que : A([a]) = a[k] ave k ∈ N,et pour tout symbole ⋆D apparaissant dans [a], on a D = ⊤ → ⊥.Pour un hoix de N0 assez grand, les stratégies σN0 = {s ∈ σ | |s| ≤ N0} et
τN0 = {s ∈ σ | |s| ≤ N0} sont régulières, déterminées respetivement par les ensembles
I et I ′, et les fontions f, F1, F2 et f ′, F ′

1, F
′
2. Pour la suite il su�t de hoisir N0 ≥

2(Card(OA) + Card(OB)) + 1 ar on n'utilisera auune partie de longueur supérieure.Lemme 10 Soit a un n÷ud de FA et a1 . . . ap la suite de n÷uds de FA tels que : ⊢ a1,
ai ⊢ ai+1 pour 1 ≤ i ≤ p − 1 et ap = a. On peut onstruire une fontion g : FA → FBtelle que :� [g(a1)][a1][a2][g(a2)][g(a3)][a3] · · · ∈ σ� il existe une bijetion ψ : quant+A(ap) → quant+B(g(ap)).La démonstration de e lemme �gue i-après, mais on va d'abord en donner uneexpliation intuitive. Notons que les fontions g et ψ devraient dépendre de a, et dons'érire ga et ψa. Mais en réalité, par onstrution, si a′ est un anêtre de a alors ga(a′) =
ga′(a

′) = g(a′), et il en est de même pour ψ.La onstrution va se faire par indution. L'idée intuitive est la suivante : onsidéronspar exemple la omposition σ; τ = idA. Pour haque p, la situation peut être dérite dela façon suivante :
[ap] m [ap]

•
τoo •

σoo •
∀ . . . ∀
︸ ︷︷ ︸

∀ . . . ∀
︸ ︷︷ ︸

∀ . . . ∀
︸ ︷︷ ︸

n n′ noù les quanti�ateurs indiquent la présene d'arènes de rang 1.La question qui se pose alors est la suivante : a-t-on n′ = n ?On prouve d'abord que n′ ≥ n, l'argument étant le suivant : les arènes de droitedoivent retrouver l'information ontenue dans les arènes de gauhe, à partir des arènesdu milieu uniquement. Don les arènes du milieu doivent ontenir l'information desarènes de gauhe, à travers des variables Xi leur orrespondant dans l'image de F2.Par ailleurs, si une seule arène du milieu ontient l'information orrespondant à deuxarènes de gauhe, alors l'utilisation de ette arène résultera à droite en une arène plusgrosse que l'arène de gauhe dont on est parti. Don, haque arène de gauhe doit avoirau moins une arène du milieu qui lui orrespond exatement, d'où n′ ≥ n.



84 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCHOn prouve de la même façon que n ≥ n′, et ela nous indique au passage que
m = [g(ap)] pour un ertain n÷ud g(ap).Passons maintenant à la preuve formelle :Démonstration : On raisonne par indution sur p.Si p = 0 il su�t de dire que ǫ ∈ σ et ǫ ∈ τ .Si p = p′ + 1 ave p′ pair, on note s1 = [a1][g(a1)][g(a2)][a2]...[g(ap′)][ap′ ] ∈ τ et
s2 = [g(a1)][a1][a2][g(a2)]...[ap′ ][g(ap′)] ∈ σ. Par totalité, il existe un unique oup m,joué dans B, tel que s1[ap]m ∈ τ , et on �xe g(ap) ∈ OB tel que A(m) = g(ap)[m

′]. Danse qui suit, on va montrer que m = [g(ap)].On pose quant+(ap) = {b1, . . . , bn} et quant+(g(ap)) = {b′1, . . . , b
′
n′}. Soit L′ =

F ′
1(A(s1[ap])) ∈ C∗, on note G′

1, . . . , G
′
n′ les n′ dernières arènes de la liste L′. Par régu-larité de τ , on a xmy1 = L′[S1] où S1 est une série de substitutions. G′

1[S1], . . . , G
′
n′ [S1]sont les instantiations de b′1, . . . , b′n′ dans m ar e sont les n′ dernières instantiations.On note N ′ + n′ le nombre total d'arènes dans L′.Soit L = F1(A(s2m)) ∈ C∗, on note G1, . . . , Gn les n dernières arènes de la liste

L. Par régularité de σ, on a x[ap]y1 = L[S2] où S2 est une série de substitutions.
G1[S1], . . . , Gn[S1] sont les instantiations de b1, . . . , bn dans [ap] ar e sont les n der-nières instantiations. D'où Gi[S1] = ⊤ → ⊥ pour 1 ≤ i ≤ n. On note N + n le nombretotal d'arènes dans L.Fixons un indie N + 1 ≤ i ≤ N + n, et supposons que :

∀1 ≤ j ≤ n′,∀c ∈ OG′

j
, ♯(c) 6= ρi(I

′)Cela signi�e que la substitution _ 7→ _[⊤ → ⊥/Xρi(I′)] n'intervient pas dans L′[S1].Soit H une arène telle que O⊤→⊥ ⊆ OH , on a s1([ap]{i := H})m′ ∈ τ , ave xm′y1 =
F ′

1(A(s1([ap]{i := H})))[S′
1] où S′

1 est une série de substitutions. D'après e qui préède
F ′

1(A(s1([ap]{i := H})))[S′
1] = F ′

1(A(s1([ap]{i := H})))[S1], et de plus on onstate que
A(s1([ap]{i := H})) = A(s1[ap]). D'où m′ = m, mais alors s2m([ap]{i := H}) ∈ σ, equi implique que [ap]{i := H} = [ap] par déterminisme de σ, et 'est absurde.Il existe don au moins une arène G′

j parmi G′
1, . . . , G

′
n′ telle que : ∃c ∈ OG′

j
, ♯(c) =

ρi(I
′). Appelons G′

j1
, . . . , G′

jl
les arènes véri�ant ette propriété. Supposons maintenantque :

∀j ∈ {N ′ + j1, . . . , N
′ + jl},∀c ∈ OGi−N

, ♯(c) 6= ρj(I)En reprenant l'arène H i-dessus, on a s1([ap]{i := H})m′ ∈ τ ave A(m′) = A(m)et xm′y1 = F ′
1(A(s1([ap]{i := H})))[S′

1] ne se distingue de L′[S1] que par les arènes
G′
j1

[S′
1], . . . , G

′
jl
[S′

1]. On a don s2m′([ap]{i := H}) ∈ σ, ave A([ap]{i := H}) = A([ap])et x[ap]{i := H}y1 = F1(A(s2[ap]))[S
′
2] = L[S′

2] où S′
2 est une série de substitutions. Maisnotre supposition implique que remplaer G′

j1
[S1], . . . , G

′
jl
[S1] par G′

j1
[S′

1], . . . , G
′
jl
[S′

1]n'a�ete pas Gi[S2], don H = Gi−N [S′
2] = Gi−N [S2] = ⊤ → ⊥, e qui est absurde.Finalement on obtient le résultat suivant :

∃1 ≤ j ≤ n′,∃c ∈ OG′

j
,∃c′ ∈ OGi−N

, ♯(c) = ρi(I
′) ∧ ♯(c′) = ρN ′+j(I)



5.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CHURCH 85On a alors, si k = i − N : ⊤ → ⊥ = Gk[S2] = (Gk[G
′
j [S1]/XρN′+j(I)

])[S3] où S3 estune série de substitutions (toutes elles de S2 sauf G′
j [S1]/XρN′+j(I)

). Et don ⊤ →

⊥ = (Gk[(G
′
j [⊤ → ⊥/Xρi(I′)])[S4]/XρN′+j(I)

])[S3] où S4 est une série de substitutions(toutes elles de S1 sauf ⊤ → ⊥/Xρi(I′)). On en déduit que néessairement Gk et G′
jne ontiennent haune qu'une seule ourrene, respetivement x et x′ (ar sinon onaurait plusieurs ourrenes dans ⊤ → ⊥), et que LGk

(x) = LG′

j
(x′) = † (ar sinon

L⊤→⊥(0) 6= †). On a don x = y[ρN ′+j(I)] et x′ = y′[ρi(I
′)], mais ela implique 0 =

y[y′[0]] d'où x = ρN ′+j(I) (don Gk = XρN′+j(I)
) et x′ = ρi(I

′) (don G′
j = Xρi(I′)).Cela prouve en partiulier que n ≤ n′ : à l'indie N + 1 ≤ i ≤ N + n on assoiel'indie φ(i) = j orrespondant, et φ : [1, n] → [1, n′] est injetive ar G′
φ(i) = Xρi(I′).On peut montrer que n′ ≤ n de façon similaire, en inversant les r�les de σ et τ :étant donné un indie N ′ + 1 ≤ i ≤ N ′ + n′, on onsidère la ième arène de m, H0, età l'aide d'une arène H1 telle que : OH0 ( OH1 et LH1 oïnide ave LH0 sur OH0 , onmontre que, si k = i−N ′ :

∃1 ≤ j ≤ n,∃c ∈ OGj
,∃c′ ∈ OG′

k
, ♯(c) = ρi(I) ∧ ♯(c

′) = ρN+j(I
′)On a alors : H0 = (G′

k[(Gj [H0/Xρi(I)])[S4]/XρN+j (I′)])[S3]. Comme préédemment, elaimplique que G′
k = Xρi(I′) et Gj = XρN+j(I).Finalement, on a bien que n′ = n, φ est une bijetion et xmy1 = ⊤ → ⊥ · ⊤ →

⊥ . . .⊤ → ⊥ donm = [g(ap)]. Par ailleurs omme on peut assoier les arènes G1, . . . , Gnaux hyperarêtes b1, . . . , bn et les arènes G′
1, . . . , G

′
n aux hyperarêtes b′1, . . . , b′n, on obtientune bijetion ψ : quant+A(ap) → quant+B(g(ap)).Le as p = p′ + 1 ave p′ impair peut être traité exatement de la même façon, maisen éhangeant les r�les de σ et τ . �5.6.4 Conservation de la struture d'hyperforêtLemme 11 Si DA(ap) = Xk alors DB(g(ap)) = Xk.Démonstration : [ap] et [g(ap)] sont deux oups suessifs dans une partie de

PA→B, don ♯([ap]) = ♯([g(ap)]) d'où : DA(ap) = Xk ssi DB(g(ap)) = Xk. �On onstruit une fontion Ψ : R+
A → R+

B en étendant la fontion ψ : quant+A(ap) →quant+B(g(ap)) dé�nie dans la setion préédente à tous les n÷uds ap. On a don :
g(T (b)) = T (Ψ(b)) pour tout b ∈ RA. Il reste à prouver :Lemme 12 Si ap ∈ S(bj) alors g(ap) ∈ S(Ψ(bj)).L'idée de la preuve est la suivante : on suppose que ette propriété n'est pas vraie, eton onstruit une arène H omposée de N ourrenes c1, . . . , cN ave ⊢ c1 et ci ⊢ ci+1,pour un N su�samment grand. On onsidère alors la partie dans laquelle on instanie
bj par H plut�t que par ⊤ → ⊥.La situation se présente sous la forme suivante :
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On doit don trouver, dans FB , un n÷ud ei orrespondant à haque ci, ave : e1 =
g(ap) et ei ⊢ ei+1 pour 1 ≤ i ≤ N − 1. Comme on a hoisi N su�samment grand et que
FB est �ni, 'est impossible.Il existe ependant une manière de s'en sortir : 'est le as où un des n÷uds eiappartient lui-même à S(bj). Mais dans e as la situation devient :

Il faut alors trouver un n÷ud ci+i0 orrespondant à haque ci : 'est à nouveauimpossible !Passons à la preuve formelle :Démonstration : On va prouver e lemme par l'absurde. On suppose don ap ∈
S(bj), et g(ap) /∈ S(Ψ(bj)). Prenons par exemple le as où p est pair et onsidérons lesparties

s1 = [a1][g(a1)][g(a2)][a2]...[g(ap)][ap] ∈ τ

s2 = [g(a1)][a1][a2][g(a2)]...[ap][g(ap)] ∈ σ



5.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CHURCH 87Soit N un entier naturel tel que N ≥ Card(OB) + 1, et H l'arène dé�nie par : H = HNave H0 = ⊥ et Hn+1 = Hn → ⊥.Supposons en�n que bj soit instanié dans [ap] par le J1-ième symbole ⋆H , et quele niveau de ette ourrene de H soit le oup [ak] (ave néessairement k ≤ i). Paronstrution de Ψ, Ψ(bj) est néessairement instanié dans [g(ap)] par H, au niveau duoup [g(ak)]. On suppose que Ψ(bj) est instanié dans [g(ap)] par le J2-ième symbole
⋆H . Alors on note T la partie obtenue à partir de s1 de la manière suivante :� haque oup [al] ave l ≥ k est remplaé par [al]

′ = [al]{J1 := H0}� haque oup [g(al)] ave l ≥ k est remplaé par [g(al)]
′ = [g(al)]{J1 := H0}.On a A(T ) = A(s1), don les valeurs prises par F1 sur ette partie sont les mêmes quepréédemment, et don on a T ∈ τ .Notons c1, . . . , cN les ourrenes de H0, ave ⊢ c1 et ci ⊢ ci+1 si 1 ≤ i < N . On a

[ap]
′ = M [c1] ave A(M) = ap. Comme TM [c2] ∈ PB→A, il existe un oup m tel que

TM [c2]m ∈ τ , ave [ap]
′ ⊢ m par propriété des parties zig-zag. On peut prouver, ommepréédemment, qu'il existe une bijetion entre les ensembles d'arènes instaniées auxniveaux de M [c2] et de m. Comme il n'y a auune arène instaniée au niveau de M [c2],on a : m = [d]′ ave d ∈ OB , ap ⊢ d et quant+B(d) = ∅.Soit S = T̆ , on a S [d]′M [c2] ∈ σ, S [d]′M [c2]M [c3] ∈ PA→B don

S [d]′M [c2]M [c3]m
′ ∈ σpour un ertain m′. On a alors deux as :� soit m′ = M ′[c2], ave [d]′ = M ′[c1] : dans e as on avait néessairement d ∈

S(Ψ(bj)). Mais alors on onstruit une suite de parties dé�nies par :
T M [c2]M

′[c1]M
′[c2]M [c3] ∈ τ

S M ′[c1]M [c2]M [c3]M
′[c2]M

′[c3]M [c4] ∈ σ

T M [c2]M
′[c1]M

′[c2]M [c3]M [c4]M
′[c3]M

′[c4]M [c5] ∈ τ

. . .

T M [c2]M
′[c1] . . .M

′[c2k]M [c2k+1] ∈ τ

S M ′[c1]M [c2] . . .M
′[c2k+1]M [c2k+2] ∈ σ

. . .Finalement, on en vient à devoir trouver un oup justi�é par M [cN ], e qui estimpossible.� soit m′ = [e]′ ave e ∈ OB , d ⊢ e et quant+B(e) = ∅. On peut alors onstruire unesuite de parties de la façon suivante :� S [d]′M [c2]M [c3][e]
′ ∈ σ� T M [c2][d]

′[e]′M [c3]M [c4]m
′
4 ∈ τ où m′

4 = [e4]
′ ave les onditions : e4 ∈ OB ,

e ⊢ e4 et quant+B(e4) = ∅ : le as m′
4 = M ′[c2] est envisageable, mais on peutmontrer qu'il mène à une ontradition, par le même raisonnement que i-dessus� . . .� T [d]′M [c2] . . .M [c2k+1][e2k+1]

′ ∈ σ ave les onditions : e2k+1 ∈ OB , e2k ⊢ e2k+1et quant+B(e2k+1) = ∅



88 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCH� S M [c2][d]
′ . . .M [c2k+2][e2k+2]

′ ∈ τ ave les onditions : e2k+2 ∈ OB , e2k+1 ⊢
e2k+2 et quant+B(e2k+2) = ∅� . . .Si on note ap = e1, d = e2 et e = e3, on obtient une suite d'ourrenes de OB , delongueur N et telle que ei ⊢ ei+1 pour 1 ≤ i < N : 'est impossible par dé�nitionde N .

�Finalement, on a obtenu deux bijetions g : FA → FB et Ψ : R+
A → R+

B telles que :� a ⊢ a′ ssi g(a) ⊢ g(a′)� DB ◦ g = DA� T ◦ Ψ = g ◦ T� S ◦ Ψ = g ◦ Sd'où g(RA) = RB , e qui ahève la preuve du théorème 4.5.6.5 Caratérisation des isomorphismes de typesOn dé�nit le système équationnel suivant :
A×⊤ ≃ε A
∀X.⊤ ≃ε ⊤

⊤ → A ≃ε A
A→ ⊤ ≃ε ⊤
A×B ≃ε B ×A

A× (B × C) ≃ε (A×B) × C
A→ (B → C) ≃ε (A×B) → C
A→ (B × C) ≃ε (A→ B) × (A→ C)

∀X.∀Y.A ≃ε ∀Y.∀X.A
∀X.(A×B) ≃ε ∀X.A× ∀X.B
A→ ∀X.B ≃ε ∀X.(A→ B) si X /∈ FTV (A)Le but de ette setion est de montrer, en utilisant le théorème 4, que e systèmearatérise exatement les isomorphismes de types du système F à la Churh. On auraainsi retrouvé les résultats de Roberto Di Cosmo dans [DC95℄.Sur la grammaire des types du seond ordre, on onsidère :� des produits d'arité n : n∏

i=1
Mi = ((M1 ×M2) × . . . ) ×Mn� des quanti�ations d'arité n : −→∀XM = ∀Xi1 . . . ∀Xin si M = {i1, . . . , in}.Dé�nition 46 (forme anonique) Une formule A du seond ordre est appelée formeanonique non triviale si elle s'érit :
A =

n∏

i=1

−→
∀XMi

.Ni



5.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CHURCH 89ave n > 0, où haque Ni est soit de la forme αi ∈ X ∪ {⊥}, soit de la forme Ai → αiave Ai forme anonique non triviale et αi ∈ X ∪ {⊥}.Une forme anonique est soit la formule ⊤, soit une forme anonique non triviale.Lemme 13 Soit A une formule du seond ordre. Il existe une forme anonique A′ telleque A ≃ε A
′.Démonstration : Par assoiativité de × et ∀ dans ≃ε, on peut se restreindre auxproduits et quanti�ations d'arité n.Modulo α-renommage des variables de type, les formes anoniques sont les formesnormales du système de réériture suivant :

A× (B ×C) ⇒ (A×B) × C
A→ (B × C) ⇒ (A→ B) × (A→ C)

A→ (B → C) ⇒ (A×B) → C
∀X.(A×B) ⇒ (∀X.A) × (∀X.B)
A→ ∀X.B ⇒ ∀X.(A→ B)

A×⊤ ⇒ A
⊤×A⇒ A
A→ ⊤ ⇒ ⊤
∀X.⊤ ⇒ ⊤
⊤ → A⇒ ACe système de réériture est ohérent ave ≃ε, 'est-à-dire que si A ⇒ A′ alors

A ≃ε A
′. Pour montrer que e système termine, on dé�nit une fontion ψ qui assoie àhaque type du seond ordre A un entier naturel ψ(A) ≥ 2 :

ψ(A×B) = ψ(A) + 2ψ(B) + 1

ψ(∀X.A) = 2ψ(A)

ψ(A→ B) = ψ(A)ψ(B) + 1

ψ(⊤) = ψ(⊥) = ψ(Y ) = 4où Y est une variable de type.Pour haque règle de réériture A⇒ A′, on a bien ψ(A) > ψ(A′). �Proposition 14 Si A et B sont deux formules du seond ordre telles que HA et HBsont isomorphes, alors A ≃ε B.Démonstration : On note g : FA → FB et Ψ : RA → RB les deux bijetionsassoié à l'isomorphisme entre HA et HB. On suppose que A et B sont déjà sous formeanonique, on va montrer que es deux formes anoniques sont égales modulo ≃ε, parindution sur la struture de HA :� Si HA est vide, alors HB est vide et A ≃ε B.



90 CHAPITRE 5. SYSTÈME F À LA CHURCH� SiHA est un arbre tel qu'auune hyperarête n'ait la raine pour ible, alors il en estde même pour HB. Dans e as, A est de la forme α ou A′ → α ave α ∈ X ∪{⊥}et HA′ non vide : en e�et, si A = A1 × A2 alors OA ontient au moins deuxourrenes initiales, don HA n'est pas un arbre ; et si A = ∀XM .A
′ → αi alorstoutes les ourrenes de OA sont de la forme ⋆a, don au moins une hyperarêtede HA pointe sur la raine.Don néessairement B = β (dans le as où A = α) ou B = B′ → β ave HB′ nonvide (dans le as où A = A′ → α), et le fait que g préserve l'ordre et les déorationsnous assure que β = α. Par ailleurs, dans le as où A = A′ → α, on peut onstruireà partir de g une bijetion entre HA′ et HB′ qui respete le struture d'hyperforêt.D'où par hypothèse d'indution A′ ≃ε B

′, don A ≃ε B.� Si HA est un arbre, de raine r, ave quant+(r) = {b1, . . . , bn}, alors HB estaussi un arbre, de raine r′, ave quant+(r′) = {b′1, . . . , b
′
n}. Dans e as, on a

A = ∀X1 . . . ∀Xn.A
′ ave A′ = α ou A′ = A′′ → α pour α ∈ X ∪ {⊥} et HA′′ nonvide : en e�et, si A = A1 × A2 alors HA ne peut être un arbre, et par ailleurs si

A = ∀X1 . . . ∀Xk.α ou A = ∀X1 . . . ∀Xk.A
′ → α ave α ∈ X ∪ {⊥}, alors l'uniqueourrene initiale de OA est néessairement de la forme ⋆ · · · ⋆ i ave k symboles

⋆ et i ≥ 0, don on a k hyperarêtes de ible r, don k = n ; au passage ela nouspermet de onstater qu'on peut assoier à haque Xi une hyperarête bi.On a aussi B = ∀Y1 . . . ∀Yn.B
′ ave B′ = β ou B′ = B′′ → β pour β ∈ X ∪ {⊥} et

HB′′ non vide (on hoisit les Xi et les Yi frais par rapport aux variables libres de
A et elles de B). Par α-renommage, on peut hoisir les variables Yi telles que : si
Xk est la variable assoiée à l'hyperarête bi, alors la variables assoiée à Ψ(bi) est
Xk.
HA′ (resp. HB′) est obtenu à partir de HA (resp. HB) de la manière suivante :on supprime les hyperarêtes b1, . . . , bn (resp. b′1, . . . , b′n) et la raine r (resp. r′),on renomme les autres n÷uds, et en�n pour haque n÷ud c ∈ S(bi) (resp. c ∈
S(Ψ(bi))) on pose DA′(c) = Xk (resp. DB′(c) = Xk) où Xk est la variable assoiéeà l'hyperarête bi. En utilisant l'égalité S ◦ Ψ = g ◦ S, on voit que HA′ et HB′sont isomorphes. D'où par hypothèse d'indution A′ ≃ε B

′, don A ≃ε B parommutativité des quanti�ateurs.� Si HA ontient k ≥ 2 arbres, alors A = ((A1 × A2) × · · · × Ak−1) × Ak ave HAiarbre pour 1 ≤ i ≤ k : en e�et, si A = ((A1 × A2) × · · · × An−1) × An ave HAiarbre alors HA ontient n raines, d'où n = k.On a don aussi B = ((B1 ×B2)× · · · ×Bk−1)×Bk. L'isomorphisme entre HA et
HB nous assure qu'on peut trouver une permutation φ : [1, k] → [1, k] telle que,pour tout 1 ≤ i ≤ k, HAφ(i)

et HBi
soient isomorphes. Par hypothèse d'indution,ela implique Aφ(i) ≃ε Bi, don par ommutativité du produit on a A ≃ε B.

�Théorème 5 Deux formules A et B sont isomorphes dans le système F à la Curry siet seulement si A ≃ε B.Démonstration : On montre failement (f. [DC95℄) que si A ≃ε B alors A et Bsont isomorphes : il su�t de onstruire un terme qui réalise haque isomorphisme.



5.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CHURCH 91Pour la réiproque, onsidérons deux termes u : A → B et v : B → A tels que
u ◦ v = idB et v ◦ u = idA. Leur interprétation dans le modèle des jeux du seond ordrenous donne deux stratégies uniformes σu et σv telles que σv;σu = idB et σu;σv = idA.On a don un isomorphisme de jeux entre (les arènes) A et B, d'où HA ≃ HB. Don
A ≃ε B. �
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Chapitre 6Système F à la CurryCe hapitre est onsaré à la aratérisation des isomorphismes de types pour lesystème F à la Curry. On rappelle que le système onsidéré ne ontient pas le type ⊤ ;les règles de typage et les égalités pour e système peuvent être trouvées à la setion 2.2.Contrairement à e qui se passe au hapitre préédent, l'interprétation que l'on vaonstruire du système F à la Curry n'aura pas le statut de modèle. En lair, toutes leségalités de la syntaxe ne se traduiront pas par des égalités au niveau de l'interprétation :les jeux (ou, du moins, nos jeux) ne semblent pas su�samment souples pour ela. Defaçon intéressante, on pourra en fait se ontenter de modéliser la rédution : en orientantorretement les égalités du langage, on observera que toute rédution dans la syntaxese traduit par une inlusion dans l'interprétation.Cette modélisation partielle nous su�ra pour attaquer la question des isomorphismesde types dans e système ! Il va de soi que tout isomorphisme de types dans le systèmeF à la Churh est toujours un isomorphisme à la Curry ; mais l'inverse n'est pas vrai :par exemple, si X /∈ A, les types A et ∀X.A sont isomorphes dans le système à la Curry,mais pas à la Churh.Le prinipal apport de e hapitre (et de [dL07a℄) est de montrer que, pour apturertous les isomorphismes à la Curry, il faut enrihir le système équationnel ≃ε d'unenouvelle équation :
∀X.A ≃ε A[∀Y.Y/X] si X /∈ NegA (6.1)où NegA est l'ensemble des variables apparaissant négativement dans A. On tient làun exemple de logique dans laquelle (ontrairement à e qui se passe pour le systèmeF à la Churh) les isomorphismes de types ne sont pas uniquement eux auxquels ons'attendait dès le départ, mais doivent être enrihis de façon non triviale.De façon intéressante, la sémantique des jeux a non seulement été utilisée pourdémontrer le résultat i-dessus, mais aussi pour intuiter l'équation 6.1 ; 'est e qu'on vaillustrer dans la première setion, informelle, de e hapitre. On présentera ensuite uneinterprétation du λ-alul non typé, inspirée par le travail de Juliusz Chrobozek [Chr03℄,et on montrera qu'on obtient bien un modèle de la rédution. Puis on dérira la façondont on passe, dans le modèle, d'un monde non typé qui interprète les termes, à unmonde typé qui interprète les séquents du système F à la Curry. La dernière setion sera93



94 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYentièrement dédiée à la preuve de notre résultat sur les isomorphismes à la Curry.6.1 Approhe intuitive des isomorphismes à la CurryMême sans avoir de modèle proprement dé�ni du système F à la Curry, on peutintuiter e à quoi doivent ressembler les stratégies, et en partiulier les stratégies réalisantun isomorphisme.En admettant que les stratégies σ : A→ B et τ : B → A qui réalisent l'isomorphismesont néessairement zig-zag, onsidérons la situation suivante :... ... ...
•

τoo •
σoo •

m1[m2] m′
1[m

′
2] m1[m2]Le fait que σ et τ omposent pour donner l'identité nous impose que les oupsm1[m2]et m′

1[m
′
2] sont égaux, mais modulo le hoix des arènes ar on est dans un système oùles types (don les arènes) ne sont pas expliites dans les termes (don les stratégies).La question ruiale est alors la suivante : est-il possible que les arènes dans lesquelles

m2 et m′
2 sont joués soient instaniées à des niveaux di�érents ? Cela reviendrait à lasituation i-dessous : ... ... ...

• • •... ... ...
• • •... ... ...
•

τoo •
σoo •

m1[m2] m′
1[m

′
2] m1[m2]Plaçons-nous du point-de-vue de τ : on voit que 'est P qui doit jouer une arèneen premier, et il ne peut pas deviner l'arène que jouera O. Impossible don pour luid'assurer que m′

2 pourra ressembler à m2... à moins de repousser le moment du hoix,en instaniant par l'arène ∀Y.Y ! Cela orrespond à l'égalité ∀X.A ≃ε A[∀Y.Y/X].Mais dans e as il faut que le joueur qui jouera m′
2 soit aussi P, sinon O va pouvoirhoisir n'importe quelle arène pour instanier ∀Y.Y . Cette man÷uvre est don possibleuniquement dans le as où n′1 et m′

1 ont la même polarité : ela orrespond préisémentà la ondition X /∈ NegA.On tient là une manière de réaliser un isomorphisme à la Curry qui ne orrespondpas à un isomorphisme à la Churh. Reste à véri�er qu'il n'existe pas d'autre manièresubtile de onstruire un isomorphisme de ette espèe.



6.2. PRÉSENTATION GÉNÉRALE 95Pour e faire, il su�t de trouver des invariants géométriques qui orrespondent àl'équation 6.1, et de démontrer que es invariants sont bien onservés par tout isomor-phisme. Là enore, 'est la struture d'hyperforêt qui va être au entre de la aratéri-sation des invariants. En e�et, la relation A ≃ε B, où ≃ε est le système équationnel à laChurh auquel on a jouté la nouvelle équation 6.1, se traduit au niveau des hyperforêts
HA et HB de la façon suivante :il existe une bijetion f : FA → FB telle que :(i) a ≤ a′ ssi f(a) ≤ f(a′)(ii) SB = f(SA)(iii) pour tout (t, S) ∈ RA (resp. (t, S) ∈ RB), s'il existe s ∈ S telle que λ(s) 6= λ(t),alors (f(t), f(S)) ∈ RB (resp. (f−1(t), f−1(S)) ∈ RA)(iv) DB ◦ f = DA.On onstate que les onditions (ii) et (iii) sont moins ontraignantes que la ondi-tion de préservation des hyperarêtes, que l'on impose dans le as d'un isomorphismed'hyperforêts : f(RA) = RB . En e�et, dans le as du système F à la Churh, l'inva-riant géométrique était l'hyperforêt elle-même. Ii, il faut néessairement laisser plus deliberté, puisqu'il y a plus d'isomorphismes.La preuve de l'invariane de ette relation par isomorphisme, présentée à la se-tion 6.6, onentrera l'essentiel du travail tehnique de e hapitre.6.2 Présentation généraleLa modélisation que l'on va proposer du système F à la Curry, et l'étude des isomor-phismes dans e ontexte, reposeront sur les ingrédients suivants :� une interprétation des termes du λ-alul non typé : 'est à e niveau qu'on per-dra la notion de modèle, ar les égalités imposées par la syntaxe ne seront quepartiellement onservées par l'interprétation� une notion de typage des stratégies ainsi obtenues, qui fera usage du modèle dusystème F à la Churh dé�ni au hapitre préédent, et en partiulier des stratégiesexates� la notion d'hyperforêt, déjà dé�nie au hapitre préédent et dans laquelle une foisde plus on ira herher les invariants aratéristiques des isomorphismes.On a résumé dans la �gure 6.1 les prinipales onstrutions utilisées dans e hapitreet leurs interations. Ce diagramme est onçu omme un index permettant de loaliseroù sont dé�nies haune de es opérations.6.3 Interprétation du λ-alul purLa onstrution de notre interprétation du système F à la Curry ommene par lala dé�nition d'une interprétation du λ-alul non typé ave produits, 'est-à-dire pourle langage des termes du système F à la Curry.



96 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYArènes (pp. 55-58)Interprétation des formulesGrammaire a ::= ↑a | ↓a | ra | la |
⋆a | j

⇒ ourrenes A

OA : ensemble d'ourrenes
LA : fontion de onnexionpauxA : polarité auxiliaireArène exate  omplétude

Hyperforêts (pp. 75-79)Représentation arboresente des for-mules
HA = (FA,RA,DA)refA : référenefrA : amis

Jeux non typés (pp. 95-101)Interprétation des λ-termes pursGrammaire x ::= ↑x | ↓x | rx | lx | j
⇒ oups non typés XStratégie non typée σHyperuniformité : opyat non typé

Jeux typés (pp. 58-75)Interprétation des termes à la ChurhGrammaire m ::= ↑m | ↓m | rm | lm |
⋆Bm | j

⇒ oups typés MStratégie typée σ̃ : AStratégie symbolique σ̄ : O joue des arènes
XiUniformité : opyat typéNiveau de B : oup où ⋆B apparaît pourla première foisStratégie exate  omplétude

E

réalisationerase = E ◦ A

A

A 7→ MA

A 7→ HA

or

Jeux à la Curry (pp. 101-104)
σ :: A si

• σ hyperuniforme
• ∃ σ̃ :: A réalisation exate de σFig. 6.1 � Shéma général de la modélisationCette interprétation provient du travail de Juliusz Chrobozek dans sa thèse [Chr03℄.Notre dé�nition est formellement légèrement di�érente de elle de Chrobozek, mais ensubstane les idées sont les mêmes. L'idée intuitive onsiste à onsidérer que, même siles oups ne sont pas joués dans une arène (ar les termes de la syntaxe ne sont eux-mêmes pas typés), on peut supposer qu'il existe une struture d'arène impliite, quitransparaîtra dans l'expression des oups et permettra d'exprimer la λ-abstration, leproduit, et.



6.3. INTERPRÉTATION DU λ-CALCUL PUR 97Cette interprétation ne sera ependant pas un modèle du λ-alul non typé : en e�et,la règle d'égalité (η) n'étant pas véri�ée dans le modèle de Chrobozek, elle n'est pasvraie ii non plus. Mais elle n'est ependant pas omplètement invalidée par le modèle :en fait, en orientant ette égalité omme une règle de réériture, on onstate que elle-ise traduit dans notre interprétation par une inlusion.On va don ommener ette setion par la dé�nition d'un système de rééritureorrespondant aux égalités du système. On montrera que e système est on�uent sion se restreint aux termes bien typés du système F à la Curry : e résultat s'avérerafondamental dans la suite de notre travail.6.3.1 Un alul on�uentSur les termes du système F à la Curry, on onsidère le système de réériture ։dé�ni par les règles suivantes :
(λx.t)u ։β t[u/x]
λx.tx ։η t si x /∈ t

〈π1(t), π2(t)〉 ։× t
π1(〈t, u〉) ։π1 t
π2(〈t, u〉) ։π2 uOn sait [Klo78℄ que e système n'est pas on�uent sur les termes du λ-alul aveproduits. Mais on va montrer que, si on se restreint aux termes typés à la Curry, alorsil s'agit bien d'un système on�uent.On ommene par véri�er que si on a Γ ⊢ 〈t, u〉 : A alors soit A = B × C, soit

A = ∀X.B. De même, si on a Γ ⊢ λx.t : A alors soit A = B → C, soit A = ∀X.B.Cela nous permet de onlure que les termes de la forme π1(λx.t), π2(λx.t) ou enore
(〈t, u〉)v ne sont pas bien typés dans le système F à la Curry.Le système ։ est loalement on�uent : les seules véritables paires ritiques sontengendrées par les termes suivants :� (λx.tx)u où x /∈ t� λx.(λy.t)x où x /∈ t� π1(〈π1(t), π2(t)〉)� π2(〈π1(t), π2(t)〉)et elles se ferment trivialement.On a par ailleurs :Lemme 14 Le système de réériture ։ appliqué aux termes typés termine (fortement).Démonstration : Plut�t que d'utiliser une preuve à base de andidats de réduti-bilité, on va se ramener à des résultats onnus.On note ։βπ l'union des règles ։β, ։π1 et ։π2 , et ։η× l'union des règles ։η et
։×. On veut montrer que

։∗ =։∗
βπ։

∗
η×



98 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYIl su�t pour ela de véri�er que toute règle ։η ou ։× utilisée avant une règle ։β,
։π1 ou։π2 peut être reportée derrière une ou plusieurs règles de e type, voire oubliée.Ainsi, π1(〈π1(t), π2(t)〉) ։× π1(t) peut être remplaée par π1(〈π1(t), π2(t)〉) ։π1 π1(t),
(λx.(λy.t)x)u։η (λy.t)u։β t[u/x] ave x /∈ t peut être remplaée par (λx.(λy.t)x)u։β

(λy.t)u ։β t[u/x], et. Les seuls as qui devraient normalement poser problème sonteux où on a des termes de la forme 〈π1(λx.t), π1(λx.t)〉u ou π1(λx.〈t, u〉x), mais ommeon l'a vu i-dessus de tels termes ne peuvent pas être bien typés.Le système de réériture ։η× termine trivialement (la taille des termes déroît).Quant à ։βπ, sa terminaison pour le système F à la Curry est un résultat bien onnu(f. [Gir72℄). �La on�uene loale et la terminaison permettent de onlure :Corollaire 1 Le système de réériture ։ appliqué aux termes typés à la Curry eston�uent.Ce résultat sera essentiel pour la suite de notre travail. En e�et, le modèle que nousallons dé�nir i-après sera un modèle de la rédution, au sens où une rédution dansla syntaxe sera interprétée par une inlusion dans le modèle. Mais une égalité dans lasyntaxe n'engendrera pas néessairement une égalité dans le modèle. Or, lorsqu'on parled'isomorphismes, e qui est en jeu est bien une égalité entre deux termes v = λx.t(ux) et
w = λx.x. Heureusement, w est une forme normale pour le système ։. Par onséquent,la on�uene nous permettra de dire que v se réduit en w, et don que son interprétationest inluse dans elle de w.6.3.2 Stratégies non typéesPour dérire notre interprétation du lambda-alul non typé, on utilise la grammairedes oups non typés :

x ::= ↑x | ↓x | rx | lx | j (j ∈ N)L'ensemble des oups non typés est noté X.Les suites justi�ées, parties et stratégies induites par ette grammaire seront ellesaussi quali�ées de non typées.On dé�nit les stratégies suivantes :� identité :id = {s ∈ E | s de format �èhe et ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓}� projetions :
πr = {s ∈ E | s de format {↑, ↓r, ↓l} et ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓r}

πl = {s ∈ E | s de format {↑, ↓r, ↓l} et ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓l}



6.3. INTERPRÉTATION DU λ-CALCUL PUR 99� évaluation :eval = {s ∈ E | s de format {↑, ↓l↑, ↓l↓, ↓r} et ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓l↑ ∧t↾↓r= t↾↓l↓}On dé�nit aussi deux opérations de base sur les stratégies :� paire :
〈σ, τ〉 = {s ∈ E | s de format {↑r, ↑l, ↓} et s↾↑l,↓ ∈ σ et s↾↑r,↓ ∈ τ}� abstration : Λ(σ) = { s{ ↑↑(−)/↑(−) , ↑↓(−)/↓r(−) , ↓(−)/↓l(−) } | s ∈ σ}6.3.3 HyperuniformitéOn a d'ores et déjà assez de matière pour dé�nir notre interprétation du λ-alul nontypé. Cependant, notre utilisation des stratégies non typées dans le modèle du systèmeF à la Curry nous oblige à imposer de nouvelles propriétés : par exemple, onsidéronsla formule X1 → X1. À première vue, la stratégie innoente σ dont l'ensemble des vuesest {ε, ↑1 · ↓1} doit avoir e type. Mais, puisqu'on onsidère un modèle à la Curry, toutestratégie de type X1 → X1 devrait aussi avoir le type ∀X1.X1 → X1, voire A→ A pourtout A. Ce qui signi�e que σ, pour être vraiment une stratégie sur X1 → X1, devraitêtre apable de faire un opyat entre les parties gauhe et droite de la �èhe.C'est le sens de la notion d'hyperuniformité dé�nie i-dessous. Comme son noml'indique, on peut voir l'hyperuniformité omme une variante de l'uniformité pour lesstratégies non typées.Dé�nition 47 (extension opyat d'une partie non typée) Soient s = x1 . . . xnune partie non typée de longueur paire, xi un oup de s de polarité O et v = y1 . . . yp ∈

BV. Supposons que s = s1xixi+1s2. L'extension opyat de s à la position i aveparamètre v est la partie non typée s′ = s(i, v), dé�nie par :� s′ = s1xi[y1]xi+1[y1]s2 si p = 1� s′ = s1xi[y1]xi+1[y1]xi+1[y2]xi[y2] . . . xi+1[yp]xi[yp] si p pair� s′ = s1xi[y1]xi+1[y1]xi+1[y2]xi[y2] . . . xi[yp]xi+1[yp] si p > 1 et p impair.Dé�nition 48 (stratégie hyperuniforme) Une stratégie non typée σ est appelée hy-peruniforme si elle est innoente et stable par extension opyat.Proposition 15 La stratégie identité, les projetions et la stratégie d'évaluation sonthyperuniformes. Si σ et τ sont hyperuniformes alors 〈σ, τ〉 et Λ(σ) sont hyperuniformes.Démonstration : Il su�t de regarder diretement l'expression des stratégies enquestion. �Proposition 16 Si σ et τ sont hyperuniformes alors σ; τ est hyperuniforme.



100 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYDémonstration : Considérons une partie s = x1 . . . xn ∈ σ; τ , un oup xi dans s depolarité O et une bi-vue v = y1 . . . yp. Il nous faut prouver que s′ = s(i, v) appartientà σ; τ .Il existe une suite justi�ée u telle que u ↾↑,↓↓= s, u ↾↓↑,↓↓∈ σ et u ↾↑,↓↑∈ τ . Si u =
t1xib1 . . . bqxi+1t2, on onstruit une suite justi�ée U de la façon suivante :� si p = 1, U = t1xi[y1]b1[y1] . . . bq[y1]xi+1[y1]t2� si p pair,

U = t1xi[y1]b1[y1] . . . bq[y1]xi+1[y1]xi+1[y2]bq[y2] . . . b1[y2]xi[y2]
. . . . . . xi+1[yp]bq[yp] . . . b1[yp]xi[yp]� si p impair et p > 1,

U = t1xi[y1]b1[y1] . . . bq[y1]xi+1[y1]xi+1[y2]bq[y2] . . . b1[y2]xi[y2]
. . . . . . xi[yp]b1[yp] . . . bq[yp]xi+1[yp]

U ↾↓↑,↓↓ est onstituée d'une ou plusieurs vues, haune étant obtenue à partir de
u↾↓↑,↓↓ par extension opyat, d'où U ↾↓↑,↓↓∈ σ. De même, U ↾↑,↓↑∈ τ . En�n, U ↾↑,↓↓ estbien une partie don U ∈ Int, d'où �nalement s′ = U ↾↑,↓↓∈ σ; τ . �6.3.4 Interprétation du λ-alul non typé ave produitsOn présente ii l'interprétation du λ-alul pur ave produits. Plut�t que d'interpréterdiretement les termes, on interprète les séquents de la forme Γ ⊢ t, où t est un termeet Γ est simplement une liste de variables qui ontient toutes les variables apparaissantlibrement dans t.L'interprétation est la suivante :

JΓ, x ⊢ xK = πr
JΓ, y ⊢ xK = πl; JΓ ⊢ xK si x 6= y
JΓ ⊢ λx.tK = Λ(JΓ, x ⊢ tK)
JΓ ⊢ (tu)K = 〈JΓ ⊢ tK, JΓ ⊢ uK〉; eval

JΓ ⊢ 〈t, u〉K = 〈JΓ ⊢ tK, JΓ ⊢ uK〉
JΓ ⊢ π1(t)K = JΓ ⊢ tK;πl
JΓ ⊢ π2(t)K = JΓ ⊢ tK;πrLes propositions 15 et 16 montrent que :Proposition 17 Soit t un terme dont toutes les variables libres sont ontenues dans Γ,alors JΓ ⊢ tK est une stratégie hyperuniforme.L'interprétation dérite i-dessus ne nous donne pas un modèle extensionnel du λ-alul. Elle modélise ependant orretement la rédution ։ (et même la β-égalité) :Proposition 18 Soient t et u deux termes dont les variables libres sont ontenues dansla liste Γ. Si t։ u alors JΓ ⊢ tK ⊆ JΓ ⊢ uK.



6.4. ARÈNES ET COUPS À LA CURRY 101Démonstration : la relation σ ⊆ τ est ré�exive et transitive, et 'est une ongruenepour toutes les onstrutions utilisées pour interpréter les termes : si σ ⊆ τ alors� Λ(σ) ⊆ Λ(τ)� 〈σ, ρ〉 ⊆ 〈τ, ρ〉 pour toute stratégie ρ� σ; ρ ⊆ τ ; ρ et ρ;σ ⊆ ρ; τ pour toute stratégie ρ.Si t ։β u alors JΓ ⊢ tK = JΓ ⊢ uK. En e�et, dans la atégorie artésienne des jeuxHO, X dé�nit une arène, et 'est un objet ré�exif, au sens où il existe une rétrationentre X → X et X : en e�et, on peut identi�er X → X ave un sous-ensemble de X, etonstruire en onséquene des stratégies σ : (X → X) → X et τ : X → (X → X) tellesque σ; τ = idX→X.On a don un modèle de la β-égalité (f [Bar84℄1), et les onstrutions utilisées pourdé�nir e modèle sont bien les mêmes que i-dessus.Si x /∈ t alors JΓ ⊢ λx.txK est la restrition de JΓ ⊢ tK aux parties de format {↑↑, ↑↓, ↓}.Si t = 〈π1(u), π2(u)〉 alors JΓ ⊢ tK est la restrition de JΓ ⊢ uK aux parties de format
{↑r, ↑l, ↓}.Pour �nir, si t։π1 u ou t։π2 u alors JΓ ⊢ tK = JΓ ⊢ uK. �Corollaire 2 Considérons la stratégie

α = {s ∈ E | s de format {↑r, ↓} et ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑r= t↾↓}Si t = λx.t0 et u = λx.u0 sont deux termes los, bien typés dans le système F à laCurry, tels que λx.t(ux) = λx.x alors α; Jx ⊢ u0K;α; Jx ⊢ t0K ⊆ id.La stratégie α est un simple renommage : lorsque σ = Jx ⊢ u0K, α;σ est simplementla stratégie σ dans laquelle haque oup de format ↓r a été remplaé par ↓. Commel'interprétation d'un terme est toujours de format {↑, ↓r, ↓l}, la préomposition par αpermet d'en faire une stratégie de format {↑, ↓}, et don de la omposer ave une autreinterprétation de terme.Démonstration : Si on note σ = Jx ⊢ u0K;α; Jx ⊢ t0K, on a Jx ⊢ t(ux)K = σ.De plus, omme λx.x est une forme normale pour le système de réériture ։, on a
λx.t(ux)։ λx.x par on�uene de ։ pour les termes bien typés. Don Λ(σ) ⊆ Λ(Jx ⊢
xK). Comme σ et Jx ⊢ xK sont de format {↑, ↓r, ↓l}, ela implique que σ ⊆ Jx ⊢ xK. D'où
α;σ ⊆ α; Jx ⊢ xK = id. �6.4 Arènes et oups à la CurryLes arènes du seond ordre pour notre modélisation du système F à la Curry sontquasiment identiques aux arènes telles que dé�nies dans le hapitre 5. On va ependantmodi�er deux onditions :1[Bar84℄ utilise un lemme de substitution, don pour être sûr que le résultat reste valable dans notreontexte il faut véri�er que e lemme passe bien aux produits, e qui est trivial.



102 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRY� l'ensemble des ourrenes initiales d'une arène doit être non vide : ette onditionest liée à l'absene de type ⊤ dans notre syntaxe� plut�t que de parler de non-ambiguïté, on va diretement imposer que l'arène soitexate : ette ondition n'est pas indispensable en soi, mais elle nous simpli�era letravail par la suite, en nous permettant d'utiliser la omplétude (f. setion 5.4.2).De plus elle implique une ondition plus strite que la non-ambiguïté, néessairepour notre preuve sur les isomorphismes (f. théorème 6).Dé�nition 49 (arène à la Curry) Une arène à la Curry est une arène exate duseond ordre A = (OA,LA) telle que OA est habité : ∃a ∈ OA, ⊢ a.L'ensemble des arènes à la Curry est noté GCu.On dé�nit une fontion de tradution E de A vers X : E(a) est obtenue en e�açanttous les symboles ⋆ dans a, soit :� E(i) = i� E(⋆a) = E(a)� E(αa) = αE(a) if α ∈ {↑, ↓, r, l}.De la propriété d'exatitude on tire une autre propriété, plus utile :Lemme 15 Si A est une arène à la Curry alors OA est stritement non-ambigu :
∀a, a′ ∈ OA, si E(a) ⊑p E(a′) alors a = a′.Par ailleurs, on véri�e que :Proposition 19 Si A et B sont deux arènes à la Curry alors ⊥, A×B, A→ B, ∀Xi.Aet A[B/Xi] sont des arènes à la Curry.L'interprétation d'une formule sans type ⊤ est don toujours une arène à la Curry.On rappelle qu'une desription des arènes sous forme d'hyperforêts est possible, ellesera utilisée à la setion 6.6.Les oups et parties que l'on va onsidérer par la suite ne doivent faire usage quede es arènes à la Curry. Ainsi, on va dorénavant appeler oups typés les oups de Monstruits sur la grammaire suivante :

m ::= ↑m | ↓m | rm | lm | ⋆Bm | i (B ∈ GCu, i ∈ N)Les suites justi�ées, parties et stratégies dé�nies sur ette grammaire seront ellesaussi quali�ées de typées. La notion d'uniformité reste la même, mais doit bien sûrtenir ompte du fait qu'on n'utilise plus que des arènes à la Curry.6.5 Typage des stratégiesOn est maintenant armé pour dé�nir notre modélisation du système F à la Curry :l'idée-lé va être de relier les stratégies non typées aux stratégies typées, via une notionde réalisation.



6.5. TYPAGE DES STRATÉGIES 1036.5.1 RéalisationOn ommene par relier les oups non typés aux oups typés par une fontiond'e�aement erase : M → X dé�nie par :erase = E ◦ ALa fontion erase peut être étendue aux oups et stratégies de façon triviale :erase(m1 . . .mn) = erase(m1) . . . erase(mn)erase(σ) = {erase(s) | s ∈ σ}Dé�nition 50 (stratégie Curry-exate) Soit σ la stratégie uniforme engendrée danspar la stratégie symbolique σ̄. On dit que σ est Curry-exate si :� σ̄ est totale� l'ensemble des vues que ontient σ̄ est �ni� pour toute partie s ∈ σ̄, si s ontient le symbole ⋆B dans un de ses oups alors Best une arène à la Curry.On note qu'une stratégie Curry-exate est toujours exate, don 'est l'interprétationd'un terme du système F à la Churh.On dispose alors de tous les ingrédients pour dé�nir le modèle :� les objets sont les arènes à la Curry� un morphisme entre A et B est une stratégie non typée telle que :� σ est hyperuniforme� il existe une stratégie Curry-exate σ̃ : A→ B telle que erase(σ̃) ⊆ σ.Dans e as on note σ :: A→ B. La stratégie sera appelée réalisation de σ.6.5.2 Corretion du typageOn va maintenant véri�er que ette notion de typage est bien ohérente ave lesonstrutions déjà dé�nies.Lemme 16 Si σ :: A→ B et τ :: B → C alors σ; τ :: A→ C.Démonstration : Notons σ̃ et τ̃ deux réalisations de σ et τ respetivement, onobtient une réalisation de σ; τ sur A→ C en prenant la omposée σ̃; τ̃ dans la grammaire
M. En e�et, si s ∈ σ̃; τ̃ alors il existe une suite justi�ée u telle que u↾↓↑,↓↓∈ σ̃, u↾↑,↓↑∈ τ̃et u↾↑,↓↓= s. Don U = erase(u) est telle que U ↾↓↑,↓↓∈ σ, U ↾↑,↓↑∈ τ et U ↾↑,↓↓ est unepartie, d'où erase(s) = U ↾↑,↓↓∈ σ; τ .Par ailleurs, σ̃ et τ̃ sont Curry-exates, don par omplétude (f. setion 5.4.2) ellessont l'interprétation de deux termes los t et u du système F à la Churh. σ̃; τ̃ est alorsl'interprétation de λx.t(ux), et en onséquene elle est exate. Par ailleurs, si ⋆B apparaîtdans s ∈ σ̃; τ̃ , B est obtenue à partir de substitutions d'arènes à la Curry, don 'estune arène à la Curry. Don σ̃; τ̃ est Curry-exate.En�n, σ et τ sont hyperuniformes don σ; τ est hyperuniforme par la proposition 16.
�



104 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYLemme 17 Si σ :: Γ → A et Xj /∈ Γ alors σ :: Γ → ∀Xj .ADémonstration : Considérons une réalisation uniforme σ̃ : Γ → A de σ sur Γ → A :si σ̃ est l'extension opyat de la stratégie symbolique σ̄, on dé�nit :
σ̄′ = {s{↑ ⋆Xj (−)/↑(−) | s ∈ σ̄}}C'est une stratégie sur Γ → ∀Xj .A, elle est Curry-exate, et son extension opyat σ̃′est une réalisation de σ par hyperuniformité (en e�et, la seule di�érene entre σ̃ et σ̃′est la possibilité de faire des extensions opyat le long de Xi). �Lemme 18 Si σ :: Γ → ∀Xj .A et B ∈ GCu alors σ :: Γ → A[B/Xj ].Démonstration : Soit σ̃ une réalisation de σ sur Γ → ∀Xj.A, une réalisation σ̃′sur Γ → A[B/Xj ] est obtenue en hoisissant uniquement les parties dont haque oupinitial est de la forme ↑ ⋆B m, ave B ∈ GCu, et en remplaçant haque oup ↑ ⋆B m par

↑m.̃
σ′ est bien Curry-exate : si σ̃ est engendrée par la stratégie symbolique σ̄, alors σ̃′est engendrée par :

σ̄′ = {s{↑(−)/↑ ⋆B (−)} | s ∈ σ̄[B/Xj ]}}

�Lemme 19 On a :� id :: A→ A� πr :: Γ ×A→ A� si σ :: Γ → A et τ :: Γ → B alors 〈σ, τ〉 :: Γ → (A×B)� eval :: (A→ B) ×A→ B� si σ :: Γ ×A→ B alors Λ(σ) :: Γ → (A→ B)Démonstration : Prenons par exemple le as de l'identité : une réalisation de idsur A→ A est
ρ = {s ∈ PA→A | s de format �èhe et ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓}Elle est Curry-exate, la stratégie symbolique assoiée ρ̄ est donnée par :

ρ̄ = {s ∈ PA→A | s de format �èhe, s symbolique et ∀t ∈ E, t � s⇒ t↾↑= t↾↓}

�Si Γ est un ontexte de typage de la forme Γ = x1 : A1, x2 : A2, . . . , xn : An, ondé�nit la suite de variables Γ = x1, x2, . . . , xn et l'arène |Γ| = ⊥ × A1 × A2 × · · · × An(|Γ| = ⊥ si Γ est vide), et on a :Proposition 20 Si ~X; Γ ⊢ t : A alors JΓ ⊢ tK :: |Γ| → A.On remarque qu'un ontexte de typage est toujours interprété par une arène de laforme ⊥×A1×· · ·×An. En e�et, omme on a Jx ⊢ xK = πr, toute interprétation de termequi passe à gauhe de la �èhe n'atteint jamais l'arène la plus à gauhe - autrement dit,tout oup de format ↓ ontient au moins une ourrene de r. D'où la néessité d'imposerune arène qu'on n'atteint jamais : ii on a hoisi ⊥.



6.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CURRY 1056.6 Isomorphismes de types à la CurryDans ette setion, on va s'atteler à la démonstration d'un des résultats prinipauxde ette thèse : la aratérisation des isomorphismes de types à la Curry.On va utiliser notre modélisation, et tout partiulièrement la représentation des typessous forme d'hyperforêts : omme annoné dans la setion 6.1, 'est sur ette strutureque vont se trouver les invariants qui rendent possible une aratérisation équationnelle.Ces invariants sont résumés dans la notion d'isomorphisme à la Curry :Dé�nition 51 (isomorphisme à la Curry) Soient deux hyperforêts H1 = (F1,R1,D1)et H2 = (F2,R2,D2) ave F1 = (F1,≤1) et F2 = (F2,≤2). On dit que H1 et H2 sontCurry-isomorphes s'il existe une bijetion f : F1 → F2 telle que :� a ≤1 a
′ ssi f(a) ≤2 f(a′)� SH2 = f(SH1)� pour tout (t, S) ∈ R1 (resp. (t, S) ∈ R2), s'il existe s ∈ S tel que λ(s) 6= λ(t),alors (f(t), f(S)) ∈ R2 (resp. (f−1(t), f−1(S)) ∈ R1)� D2 ◦ f = D1.Dé�nition 52 (isomorphisme de jeux non typé) Un isomorphisme de jeux nontypé entre deux arènes à la Curry A et B est un ouple (σ, τ) de stratégies non typéestel que : σ :: A→ B, τ :: B → A, σ; τ ⊆ id et τ ;σ ⊆ id.On formule maintenant le théorème-lé de ette setion. Ce théorème nous donneune aratérisation géométrique des isomorphismes dans les jeux , et est à la base de laaratérisation équationnelle des isomorphismes de la syntaxe.Théorème 6 Soient A,B ∈ GCu. S'il existe un isomorphisme de jeux (σ, τ) entre A et

B alors HA et HB sont Curry-isomorphes.Les prohaines sous-setions seront entièrement dédiées à la preuve de e théorème.Celle-i va se dérouler en plusieurs étapes :� on ommene par onstruire deux parties typées sp1 et sp2 dont les e�aementsrespetifs sont des parties zig-zag
a1[i1]f(a1)[i1]f(a2)[i2]a2[i2] · · · ∈ σ

f(a1)[i1]a1[i1]a2[i2]f(a2)[i2] · · · ∈ τave i1, i2, · · · ∈ N� es deux parties nous donnent une bijetion f : FA → FB telle que
a1[y1]f(a1)[y1]f(a2)[y2]a2[y2] · · · ∈ σ

f(a1)[z1]a1[z1]a2[z2]f(a2)[z2] · · · ∈ τpour tout hoix des oups yi et zi, par hyperuniformité



106 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRY� on onstruira alors oup par oup des parties sp et up, appartenant aux réalisationsrespetives de σ et τ , telles que leur e�aement soit de la forme dérite i-dessuspour un hoix approprié des yi et des zi� le hoix des arènes et les onditions sur l'e�aement de sp et up nous permettrontde onlure que f véri�e les propriétés d'un Curry-isomorphisme.La dernière partie montrera omment e théorème nous permet de déduire la ara-térisation équationnelle des isomorphismes de types à la Curry6.6.1 Constrution de la bijetionPar soui de simpliité, on va identi�er tout au long de ette preuve les ourrenesde OA (resp. de OB) ave les ourrenes orrespondantes de OA→B .On a besoin d'un premier lemme :Lemme 20 Soient s1 ∈ PB→A et s2 ∈ PA→B deux parties telles que :� s1 et s2 sont des parties zig-zag de longueur paire� erase(s1↾↑) = erase(s2↾↓)� les arènes jouées par O dans s1 (resp. dans s2) au niveau d'un oup de format ↑(resp. ↓) sont des variables de opyat.Alors il existe une suite justi�ée u telle que : u↾↓↑,↓↓ extension plate de s1, u↾↑,↓↑ extensionplate de s2 et u↾↑,↓↓ est une partie.Démonstration : On onstruit u par indution sur n où 2n est la longueur de lapartie s1.Si n = 0, u = ǫ.Si n = p + 1 ave p pair, on a s2 = S2m2n2 et s1 = S1n1m1. On a déjà onstruitpar indution une partie u0 telle que S′
1 = u0↾↓↑,↓↓ extension plate de S1 et S′

2 = u0↾↑,↓↑extension plate de S2. On peut érire n2 = n0[M ] et n1 = n′0[M
′] ave c = A(n0) =

A(n′0) ∈ OB .Si pauxA→B(c) = O, on aM = i pour un ertain i. En appliquant à s1 les extensionsqui font passer de S1 à S′
1, on obtient une extension plate S′

1N
0
1M

0
1 . En appliquantensuite les extensions qui font passer de n′0 à n0 on obtient une nouvelle extension plate

S′
1N1M1. On applique alors à s2 les extensions plates qui font passer de S2 à S′

2 et ellesqui font passer de i à M ′, et on obtient une extension plate S′
2M2N1. On pose alors

u = u0M2N1M1.Si pauxA→B(c) = P, on aM ′ = i pour un ertain i. En appliquant à s2 les extensionsqui font passer de S2 à S′
2, on obtient une extension plate S′

2M2N2. On applique alorsà s1 les extensions plates qui font passer de S1 à S′
1, elles qui font passer de n′0 à n0et elles qui font passer de i à M , et on obtient une extension plate S′

1N2M1. On posealors u = u0M2N2M1.En�n, si pauxA→B(c) n'est pas dé�ni, on a M ′ = M = i. On applique à s2 lesextensions plates qui font passer de S2 à S′
2, on obtient S′

2M2N2 ; on applique à s1 lesextensions plates qui font passer de S1 à S′
1 et elles qui font passer de n′0 à n0, onobtient S′

1N2M1. On pose alors u = u0M2N2M1.



6.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CURRY 107Si n = p+ 1 ave p impair, on a s1 = S1m1n1 et s2 = S2n2m2. On a déjà onstruitpar indution une partie u0 telle que S′
1 = u0↾↓↑,↓↓ extension plate de S1 et S′

2 = u0↾↑,↓↑extension plate de S2. On peut érire n1 = n0[M ] et n2 = n′0[M
′] ave c = A(n0) =

A(n′0) ∈ OB .Si pauxA→B(c) = O, on aM ′ = i pour un ertain i. En appliquant à s1 les extensionsqui font passer de S1 à S′
1, on obtient une extension plate S′

1M1N1. On applique alorsà s2 les extensions plates qui font passer de S2 à S′
2, elles qui font passer de n′0 à n0et elles qui font passer de i à M , et on obtient une extension plate S′

2N1M2. On posealors u = u0M1N1M2.Si pauxA→B(c) = P, on aM = i pour un ertain i. En appliquant à s1 les extensionsqui font passer de S1 à S′
1, on obtient une extension plate S′

1M
0
1N

0
1 . En appliquantensuite les extensions qui font passer de i à M ′ on obtient une nouvelle extension plate

S′
1M1N1. On applique alors à s2 les extensions plates qui font passer de S2 à S′

2 et ellesqui font passer de n′0 à n0, et on obtient une extension plate S′
2N1M2. On pose alors

u = u0M1N1M2.En�n, si pauxA→B(c) n'est pas dé�ni, on a M ′ = M = i. On applique à s2 lesextensions plates qui font passer de S2 à S′
2 et elles qui font passer de n′0 à n0, onobtient S′

2N2M2 ; on applique à s1 les extensions plates qui font passer de S1 à S′
1, onobtient S′

1M1N2. On pose alors u = u0M1N2M2.Pour montrer que u↾↑,↓↓ est une partie, il su�t de onstater que dans haque as del'itération i-dessus on a bien d'une part que ♯(M2) = ♯(M1), et d'autre part que, dans
A→ A, la polarité de M2 est bien l'opposée de la polarité de M1. �Soit a un n÷ud de FA et a1, . . . , ap la suite de n÷uds de FA tels que ⊢ a1, ai ⊢ ai+1et ap = a. À partir de maintenant, on note ai l'ourrene or(ai) ; de même, pour unn÷ud donné b de FB , on notera b l'ourrene or(b).On va onstruire, par indution sur p, une fontion f : FA → FB et deux partieszig-zag sp1 ∈ σ̃ et sp2 ∈ τ̃ telles que2 :� ⊢ f(a1) et f(ai) ⊢ f(ai+1) pour 1 ≤ i < n� sp1↾↑= sp2↾↓� toute arène jouée par O dans sp1 (resp. sp2) au niveau d'un oup de format ↓ (resp.

↑) est une variable de opyat� A(sp2) = a1[b1]f(a1)[c1]f(a2)[c2]a2[b2] . . .� A(sp1) = f(a1)[c1]a1[d1]a2[d2]f(a2)[c2] . . .� ⊢ bi et E(bi) = E(ci) = E(di) ∈ N pour 1 ≤ i ≤ n.Si p = 0 on pose s01 = s02 = ǫ.Si p = p′ + 1 ave p′ pair, A(sp
′

2 ) = a1[b1]f(a1)[c1] . . . f(ap′)[cp′ ]ap′ [bp′ ] et A(sp
′

1 ) =
f(a1)[c1]a1[d1] . . . ap′ [dp′ ]f(ap′)[cp′ ].On a di�érents as :2La dernière ondition, la plus importante, est inspirée de la propriété de génériité de [AJ03℄. Maisii on va démontrer ette propriété pour les stratégies réalisant un isomorphisme, alors que dans [AJ03℄elle est imposée à toutes les stratégies.



108 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRY� Considérons d'abord le as où pauxB→A(ap) = O. Alors sp′2 m ∈ PB→A ave m =
m0[i] pour un ertain i, A(m0) = ap et toute arène jouée au niveau de m estune variable de opyat. Par totalité de τ̃ , sp′2 mn ∈ τ̃ pour un ertain n, on note
n = m1[m2], A(m1) = b ∈ OB (A(m1) ∈ OA ontredirait le fait que σ; τ ⊆ id) et
m2 = M [i].Par totalité de σ̃ il existe m′ tel que sp′1 nm

′ ∈ σ̃. On note m′ = m′
1[m

′
2] ave

A(m′
1) ∈ OA→B .Est-il possible d'avoir A(m′

1) ∈ OB ? Dans e as, on prend les parties symboliques
S1 et S2 dont proviennent respetivement sp′1 et sp′2 . En utilisant le lemme 20, onpeut onstruire la suite justi�ée u telle que u↾↓↑,↓↓ est une extension plate de S2,
u↾↑,↓↑ est une extension plate de S1 et u↾↑,↓↓ est une partie. Alors u↾↑,↓↓∈ τ̃ ; σ̃,et u↾↑,↓↓ NM ′ ∈ τ̃ ; σ̃ où N et M ′ sont obtenus à partir de n et m′ par extensionplate, don u↾↑,↓↓ NM ′ ∈ id. Mais ette partie ontient deux oups suessifs deformat ↑, e qui est impossible.DonA(m′

1) ∈ OA. Comme σ; τ ⊆ id, on a erase(m′) = erase(m), don erase(m′
1) =

E(ap), d'où A(m′
1) = ap par non-ambiguïté strite de OA, et en outre erase(m′

2) =
i.Si p = 1 alors ⊢ b. Si p > 1, m′ est justi�é dans sp′1 nm

′ par le oup n′ tel que
A(n′) = ap′ [bp′ ]. Don le oup qui justi�e n ne peut pas être joué avant n′, parinnoene de σ̃, e qui signi�e que n est justi�é par le oup n′′ de sp′1 tel que
A(n′′) = f(ap′)[cp′ ]. Don f(ap′) ⊢ b.On pose sp1 = sp

′

1 nm
′ et sp2 = sp

′

2 mn, e qui signi�e : f(ap) = f(a1) . . . f(ap′)b (desorte que or(f(ap)) = b), bp = i, cp = A(M [i]) et dp = A(m′
2). La preuve queerase(M [i]) = i dépend de la polarité auxiliaire de b.Si pauxB→A(b) = O alors la partie symbolique dont provient sp2 est Sã[j]b̃[j] ∈ τ̃ave A(ã) = a et A(b̃) = b. sp2 étant une extension de ette partie, on a M [i] = idon erase(M [i]) = i.Si pauxB→A(b) = P alors pauxA→B(b) = O. La partie symbolique dont provient

sp1 est Sb̃[j]ã[M ′[j]] ∈ τ̃ ave A(b̃) = b et A(ã) = ap. Don en réinstaniant parles bonnes extensions opyat on obtient sp′1 nm
′ = sp

′

1 m1[M [i]]m′
1[M

′[M [i]]], donerase(M ′[M [i]]) = i, e qui implique erase(M [i]) = i.Le as où pauxB→A(b) n'est pas dé�ni est impossible ar dans e as ♯(b) = 0 6= i.� Considérons maintenant le as où pauxB→A(ap) = P. Alors sp′2 m ∈ PB→A ave
m = m0[M ] pour un ertain oup M ave ⊢M , A(m0) = ap et toute arène jouéeau niveau de m est une variable de opyat. Par totalité de τ̃ , sp′2 mn ∈ τ̃ pour unertain n, on note n = m1[m2] et A(n) = b ∈ OB (A(n) ∈ OA ontredirait le faitque σ; τ ⊆ id).Par totalité de σ̃ il existe m′ tel que sp′1 nm

′ ∈ σ̃. On pose m′ = m′
1[m

′
2] ave

A(m′
1) ∈ OA→B .Là enore,est-il possible d'avoir A(m′

1) ∈ OB ? On fait le même raisonnement quepréédemment : on suppose que 'est le as, et on prend les parties symboliques
S1 et S2 dont proviennent respetivement sp′1 et sp′2 . En utilisant le lemme 20, on



6.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CURRY 109peut onstruire la suite justi�ée u telle que u↾↓↑,↓↓ est une extension plate de S2,
u↾↑,↓↑ est une extension plate de S1 et u↾↑,↓↓ est une partie. Alors u↾↑,↓↓∈ τ̃ ; σ̃,et u↾↑,↓↓ NM ′ ∈ τ̃ ; σ̃ où N et M ′ sont obtenus à partir de n et m′ par extensionplate, don u↾↑,↓↓ NM ′ ∈ id. Mais ette partie ontient deux oups suessifs deformat ↑, e qui est impossible.DonA(m′

1) ∈ OA. Comme σ; τ ⊆ id, on a erase(m′) = erase(m), don erase(m′
1) =

E(ap), d'oùA(m′
1) = ap par non-ambiguïté strite deOA, et par ailleurs erase(m′

2) =
M . Mais pauxA→B(ap) = O, don m′

2 = i pour un ertain i ∈ N.
m′ est justi�é dans sp′1 nm

′ par le oup n′ tel que A(n′) = ap′ [bp′ ]. Le oup quijusti�e n ne peut don être joué avant n′, par innoene de σ̃, e qui signi�e que
n est justi�é par le oup n′′ de sp′1 tel que A(n′′) = f(ap′)[cp′ ]. Don f(ap′) ⊢ b.On pose sp1 = sp

′

1 nm
′ et sp2 = sp

′

2 mn, e qui signi�e s : f(ap) = f(a1) . . . f(ap′)b(de sorte que or(f(ap)) = b), bp = A(M), cp = A(m2) et dp = i. La preuve queerase(m2) = i dépend de la polarité auxiliaire de b.Si pauxB→A(b) = O alors la partie symbolique dont provient sp2 est Sã[M ′[j]]b̃[j] ∈
τ̃ ave A(b̃) = b etA(ã) = ap. Don en retrouvant l'extension appropriée on obtient
M = M ′[m2], or erase(M) = i don erase(m2) = i.Si pauxB→A(b) = P alors pauxA→B(b) = O et pauxA→B(ap) = O. La partiesymbolique dont provient sp1 est Sb̃[j]ã[j] ∈ τ̃ ave A(b̃) = b et A(ã) = ap. Donen retrouvant l'extension opyat appropriée on a m2 = i, d'où erase(m2) = i.Si pauxB→A(b) n'est pas dé�ni alors la partie symbolique dont provient sp1 est Sb̃ã[i]ave A(b̃) = b et A(ã) = ap. e gui est impossible ar dans e as ♯(b) = 0 6= i.� Finalement, si pauxB→A(ap) n'est pas dé�ni on a sp′2 m ∈ PB→A ave A(m) = apet toute arène jouée au niveau de m est une variable de opyat. Par totalité de
τ̃ , sp′2 mn ∈ τ̃ pour un ertain n, on note n = m1[m2], A(n) = b ∈ OB (A(n) ∈ OAontredirait le fait que σ; τ ⊆ id).Par totalité de σ̃ on a sp′1 nm

′ ∈ σ̃ pour m′ = m′
1[m

′
2] ave A(m′

1) ∈ OA→B . Onprouve une nouvelle fois que A(m′
1) ∈ OA, A(m′

1) = ap et erase(m′) = erase(m)don erase(m′
2) = 0.On pose sp1 = sp

′

1 nm
′ et sp2 = sp

′

2 mn, e qui signi�e : f(ap) = f(a1) . . . f(ap′)b(de sorte que or(f(ap)) = b), bp = 0, cp = A(m2) et dp = A(m′
2). La preuve queerase(m2) = 0 dépend de la polarité auxiliaire de b.Si pauxB→A(b) = O alors la partie symbolique dont provient sp2 est Sãb̃[j] ∈ τ̃ ave

A(b̃) = b et A(ã) = ap. Mais 'est impossible ar ♯(a) = 0.Si pauxB→A(b) = P alors la partie symbolique dont provient sp1 est Sb̃[j]ã ∈ τ̃ ave
A(b̃) = b et A(ã) = ap. Mais 'est impossible ar ♯(a) = 0.Don pauxB→A(b) n'est pas dé�ni, et m2 = 0 d'où erase(m2) = 0.Si p = p′ + 1 ave p′ impair, le raisonnement est similaire à ei près que l'on dé�nit

sp1 avant sp2.Pour voir que f est une bijetion, onsidérons par exemple le as p = p′ + 1 ave p′pair.



110 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYComme Sp′1 m1[i]m0[i] ∈ σ̃, on a S1E(f(ap))[i]E(ap)[i] ∈ σ ave S1 = erase(sp′1 ), pourn'importe quel i ∈ N par hyperuniformité.Si f(ap) = f(a′p), on a erase(sp1) = S1E(f(ap))[i]E(ap)[i] pour un ertain i, don
S1E(f(a′p))[i]E(ap)[i] ∈ σ. Or on a aussi S1E(f(a′p))[j]E(a′p)[j] ∈ σ pour un ertain j,don S1E(f(a′p))[i]E(a′p)[i] ∈ σ par hyperuniformité, don ap = a′p par déterminisme de
σ. Considérons maintenant b tel que f(ap′) ⊢ b. Prenons les parties symboliques S1 et S2dont proviennent respetivement sp′1 et sp′2 . En utilisant le lemme 20, on peut onstruirela suite justi�ée u telle que S2 = u↾↓↑,↓↓ est une extension plate de sp′2 , S1 = u↾↑,↓↑ est uneextension plate de sp′1 et u↾↑,↓↓ est une partie. Par totalité de σ̃ on a S1m1[M ]m2[M

′] ∈ σ̃ave A(m1) = b et A(m2) ∈ OA. Par totalité de τ̃ on a S = S2m2[M
′]m′ ∈ τ̃ . Comme

σ; τ ⊆ id on a erase(m′) = erase(m1[M ]), et par innoene on montre que ap′ ⊢ a.erase(S) est une extension de erase(sp1) don erase(m′) = E(f(a)). D'où b = f(a).On onsidère maintenant les parties symboliques Sp1 et Sp2 dont proviennent respe-tivement sp1 et sp2. On a toujours A(Sp2) = a1[b
′
1]f(a1)[c

′
1]f(a2)[c

′
2]a2[b

′
2] . . . et A(Sp1) =

f(a1)[c
′
1]a1[d

′
1]a2[d

′
2]f(a2)[c

′
2] . . . ave E(b′i) = E(c′i) = E(d′i) ∈ N pour 1 ≤ i ≤ n : ene�et, sp2 (resp. sp1) est l'extension opyat de Sp2 (resp. Sp1), don si E(c′i) 6= E(b′i) (resp.

E(d′i) 6= E(c′i)) alors E(ci) 6= E(bi) (resp. E(di) 6= E(ci)).On s'intéressera par la suite aux parties Sp1 et Sp2 : même si es parties ne omposentpas, le fait qu'elles soient symboliques nous permettra de les substituer omme on ledésire.6.6.2 Constrution d'une partie typéeÁ partir de maintenant on va identi�er les n÷uds ai et f(ai) ave les oups nontypés E(ai) et E(f(ai)) respetivement : ela ne onduit à auune onfusion grâe à lanon-ambiguïté strite de OA et OB .Pour montrer que f satisfait aux onditions d'un isomorphisme à la Curry, on vaétendre la partie Sp1 en une partie sp ∈ σ̃, ave un hoix approprié des arènes jouées par
O. L'entier i tel que Sp1 = S0ap[i] ou Sp1 = S0f(ap)[i] sera remplaé par un oup nontypé yp, lui aussi hoisi de façon appropriée.Dans la partie sp, on va utiliser les arènes (Cj)j∈N dé�nies par : C1 = ⊥ × ⊥ et
Cj+1 = Cj × Cj . Notons que tout oup initial de Cj s'érit b1(b2(. . . (bj(0)) . . . )), oùhaque bi est un symbole r ou l. On appelle rj le oup initial de Cj dans lequel haque
bi est égal à r. Ces arènes Cj vont être utilisées dans l'idée d'avoir des oups frais, 'est-à-dire qui ne peuvent provenir d'une arène jouée avant Cj. Dans e qui suit, l'entiernaturel np est justement présent pour assurer qu'auune arène dé�nie avant la p-ièmeétape ne peut appartenir à Cq pour q ≥ p.Par ailleurs, on se donne aussi une fontion µ_ : G → A qui attribue à toute arène
D ∈ G un oup µD ∈ MD ave les onditions suivantes :� ⊢ µD



6.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CURRY 111� s'il existe c ∈ OD tel que ⊢ c et LD(c) 6= †, alors µD = m1[m2] ave A(m1) = d,
LD(d) 6= †, m1

LD(c) = ⊥×⊥ et m′
3 = l0.On onstruit le triplet (sp, yp, np) par indution :� Si p = 1, on dé�nit le oup typé M1 = m1[m2] tel que : A(m1) = f(a1), les

d1 arènes jouées au niveau de m1 sont C1, . . . , Cd1 et on hoisit m2 = ♯(f(a1))si pauxA→B(f(a1)) n'est pas dé�ni et m2 = rj si m1
LA→B(f(a1)) = Cj . Soit s1 =

M1M
′
1 l'extension opyat de S1

1 orrespondant à es hoix, on a erase(M1M
′
1) =

f(a1)[y1]a1[y1] où y1 = erase(m2). Soit N le plus grand nombre de symboles rdans toute ourrene initiale d'une arène D dé�nie au niveau de M ′
1, on hoisit

n1 = max(d1, N) + 1.� Si p = p′+1 ave p′ pair, on dé�nit le oup typéMp = m1[m2] tel que : erase(m1) =
f(ap), les dp arènes jouées au niveau de m1 sont Cnp′

, . . . , Cnp′+dp et m2 est hoisiomme suit :� si pauxA→B(f(ap)) n'est pas dé�ni, m2 = ♯(f(ap))� si pauxA→B(f(ap)) = O, m2 = rj si m1
LA→B(f(ap)) = Cj� si pauxA→B(f(ap)) = P, posons D = m1

LA→B(f(ap)) . On hoisit m2 = µD, et onnote rD = erase(m2)
3.Soit sp = sp′MpM

′
p l'extension opyat de Sp1 orrespondant à es hoix, on aerase(sp′MpM

′
p) = erase(sp′)f(ap)[yp]a1[yp] si yp = erase(m2). Soit N le plusgrand nombre de symboles r dans toute ourrene initiale d'une arène D dé�nieau niveau de M ′
p, on hoisit n1 = max(d1, N) + 1.� Si p = p′ + 1 ave p′ pair, on fait exatement les mêmes hoix que préédemment,mais en remplaçant f(ap) par ap, et inversement.Supposons que pauxA→B(ap) soit dé�ni, alors refA→B(ap) = b l'est aussi. Il est impor-tant pour la suite de omprendre le lien entre b et la partie sp. D'abord, notons que b = aipour un ertain i ∈ [1, p] ; ensuite, par dé�nition de l'ensemble RA→B des hyperarêtes,on sait que ai est l'ourrene minimale de OA→B telle que LA→B(ap) soit un pré�xede ai. En e�et, si Mi (resp. Mp) est le oup dans sp tel que erase(Mi) = ai[yi] (resp.erase(Mp) = ap[yp]) et si D =

Mp

LA→B(ap) , alors l'arène D est jouée par pauxA→B(ap) auniveau de Mi. Don, par onstrution de sp, D a été jouée à l'étape i.Il nous faut aussi onstruire une partie up ∈ τ̃ qui étend Sp2 de façon appropriée. Laproédure est similaire.6.6.3 Isomorphisme à la CurryArmé de nos parties sp et up, on va maintenant être en mesure de prouver que lafontion f laisse invariante la struture voulue :Lemme 21 f est un isomorphisme à la Curry entre HA et HB, 'est-à-dire que :� a ≤ a′ ssi f(a) ≤ f(a′)3Dans le as où il existe c ∈ OD tel que ⊢ c et LD(c) 6= †, µ2 est onstruit préisément de tel sortequ'on ne puisse avoir rD = rj pour auune valeur de j.



112 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRY� SH2 = f(SH1)� pour tout (t, S) ∈ R1 (resp. (t, S) ∈ R2), s'il existe s ∈ S tel que λ(s) 6= λ(t),alors (f(t), f(S)) ∈ R2 (resp. (f−1(t), f−1(S)) ∈ R1)� D2 ◦ f = D1.Démonstration : Le premier point est déjà aquis, on montre le dernier : sup-posons que DA(ap) = Xi, alors sp = sp−1MM ′ ave erase(M) = ap[i] et erase(M ′) =
f(ap)[i] ; de même, up = up−1NN

′ ave erase(N) = f(ap)[i] et erase(M ′) = ap[i]. SipauxA→B(f(ap)) = O alors on devrait avoir, par onstrution de sp, i = rj pour un er-tain j, e qui est impossible. Si pauxA→B(f(ap)) = P alors pauxB→A(f(ap)) = O et ondevrait avoir, par onstrution de sp, i = rj pour un ertain j, e qui est impossible. DonpauxA→B(f(ap)) n'est pas dé�ni, et ♯(f(ap)) = i e qui signi�e que DB(f(ap)) = Xi. Demême, DB(f(ap)) = Xi implique DA(ap) = Xi.On prouve ensuite que f(SA) = SB : si ap ∈ S ave (t, S) ∈ RA pour un ertain
t, supposons que LA→B(f(ap)) = †. Si pauxA→B(ap) = O alors sp = sp−1MM ′ aveerase(M) = ap[yp] et erase(M ′) = f(ap)[yp], et on devrait avoir yp = rj pour un ertain
j par onstrution de sp. Mais 'est impossible ar LA→B(f(ap)) = † implique A(M ′) ∈
OA→B, don yp ∈ N. Si pauxA→B(ap) = P alors pauxB→A(ap) = O, up = up−1NN

′ave erase(N) = f(ap)[yp] et erase(N ′) = ap[yp], et on devrait avoir yp = rj pour unertain j par onstrution de up. Mais 'est impossible ar LA→B(f(ap)) = † implique
A(N) ∈ OA→B , don yp ∈ N.Finalement, il nous faut prouver la hose suivante : pour tout (t, S) ∈ RA, s'il existe
c ∈ S tel que λ(c) 6= λ(t), alors (f(t), f(S)) ∈ RB (la réiproque étant prouvée de façonsimilaire). Supposons don qu'on ait un tel c pour (t, S) ∈ RA, et prenons la suite den÷uds a1, . . . , ap de FA tels que ⊢ a1, ai ⊢ ai+1 et ap = c. On a néessairement que
t = ai pour un ertain i ≤ p.On prouve d'abord que refB(f(ap)) = f(ai) : supposons que e soit faux, alorsrefB(f(ap)) = f(aj) ave j 6= i. Prenons d'abord le as j < i : si pauxA→B(ap) = O,alors f(ap) est un oup O sur A → B, don sp = SMpM

′
p ave : Mp = m1[m2],

A(m1) = f(ap) et m1
LA→B(f(ap)) = D pour un ertain D hoisi à l'étape j ; et M ′

p =

m′
1[m

′
2], A(m′

1) = ap et m′
1

LA→B(ap) = Ck′ pour un ertain k′ ≥ ni−1. On devrait donavoir yp = rk omme n÷ud hoisi dans D, e qui est impossible par onstrution de ni−1.Si pauxA→B(ap) = P, on note simplement que pauxB→A(ap) = O et on fait le mêmeraisonnement ave up dans B → A. Prenons maintenant le as i < j, le raisonnementest similaire : si pauxA→B(ap) = P, alors sp = SMpM
′
p où : Mp = m1[m2], A(m1) = apet m1

LA→B(ap) = D pour un ertain D hoisi à l'étape i ; et M ′
p = m′

1[m
′
2], A(m′

1) = f(ap)et m′
1

LA→B(f(ap)) = Ck′ pour un ertain k′ ≥ nj−1. Cela onduit à une ontradition. SipauxA→B(f(ap)) = P, on travaille sur B → A.Soit maintenant b ∈ frA(ap), et supposons que f(b) /∈ frBf(ap). Grâe à e qui a étéprouvé auparavant on sait que pauxA→B(f(b)) est dé�ni, mais aussi que refB(f(b)) a lamême polarité que refA(b) : en e�et, si pauxA(b) 6= λ(b) alors refB(f(b)) = f(refA(b)),don λ(refB(f(b))) = λ(f(refA(b))) = λ(refA(b)) ; de façon similaire, si pauxB(f(b)) 6=
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λ(f(b)) alors on a refA(b) = f−1(refB(f(b))), don λ(refA(b)) = λ(f−1(refB(f(b)))) =
λ(refB(f(b))). Finalement, si pauxA(b) = λ(b) et pauxB(f(b)) = λ(f(b)) alors pauxA(b) =pauxB(f(b)) ar b et f(b) ont la même polarité. Don, dans tous les as, paux(b) =paux(f(b)).On onsidère que pauxA→B(f(b)) = O (sinon, on travaille ave up sur B → A), donpauxA→B(ap) = P et sp = sp−1m1[m2]m

′
1[m

′
2] ave m′

1
LA→B(f(ap)) = Ck pour un ertain k.Soit D = m1

LA→B(ap) , on a néessairement que yp = rk = erase(rD). Mais un problème sepose entre b et f(b) : en premier lieu, supposons que b ait la polarité P dans A. Alors ilexiste une partie s′q = s′q−1M1[M2]M
′
1[M

′
2] dans σ̃, onstruire de la même façon que sp,telle que erase(s′q) = erase(s′q−1)b[y

′
q]f(b)[y′q], et où M1

LA→B(b) = D et M ′
1

LA→B(f(b)) = Ck′ave k′ 6= k. On devrait don avoir y′q = erase(rD) omme ourrene de Ck′ , don
rk = rk′ e qui est impossible. Le seond as est elui où b a la polarité O dans A. Ilexiste alors une partie s′q = M1[M2]M

′
1[M

′
2] dans σ̃, onstruire de la même façon que sp,telle que erase(s′q) = s′f(b)[y′q]b[y

′
q], et où M1

LA→B(f(b)) = Ck′ ave k′ 6= k et M ′

1
LA→B(b) = D.On devrait don avoir y′q = rk′ = erase(d′) ave d′ oup dans D. Mais dans e as

A(d),A(d′) ∈ OD (sinon, par onstrution de sp, on aura un symbole l dans d ou d′),don E(d) = rk et E(d′) = rk′ , d'où k = k′ ar D est stritement non-ambigu. C'estimpossible.De la même façon, f(b) ∈ frB(f(ap)) implique b ∈ frA(ap), don f(S) = {b | s ∈frB(f(ap))}. Cela nous permet de onlure que (f(t), f(S)) ∈ RB . �Ce lemme termine la preuve du théorème 6.6.6.4 Caratérisation des isomorphismes de typesLa preuve du théorème 6 était l'étape prinipale dans notre aratérisation des iso-morphismes de types à la Curry : on est maintenant en mesure d'établir notre résultat�nal.On ommene par une dé�nition :Dé�nition 53 Soit A une formule du seond ordre, ses ensemble de variables posi-tives PosA et de variables négatives NegA sont dé�nies par :� PosX = {X} , NegX = ∅� Pos⊥ = Neg⊥ = ∅� PosA×B = PosA ∪ PosB , NegA×B = NegA ∪ NegB� PosA→B = NegA ∪ PosB , NegA→B = PosA ∪ NegB� Pos∀X.A = PosA \ {X} , Neg∀X.A = NegA \ {X}Les variables positives et négatives sont reliées de façon très naturelle à la polarité :Proposition 21 Soit A une formule du seond ordre. Xi ∈ PosA (resp. Xi ∈ NegA) siet seulement si il existe c ∈ FA tel que DA(c) = Xi et λ(c) = O (resp. λ(c) = P).Démonstration : On rappelle que DA(c) = Xi ssi ♯(or(c)) = i. Il su�t dès lors deraisonner par indution sur A. �



114 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYOn onsidère le système équationnel ≃Cu suivant, dont on veut montrer qu'il ara-térise les isomorphismes du système F à la Curry :
A×B ≃Cu B ×A

A× (B × C) ≃Cu (A×B) × C
A→ (B → C) ≃Cu (A×B) → C
A→ (B × C) ≃Cu (A→ B) × (A→ C)

∀X.∀Y.A ≃Cu ∀Y.∀X.A
A→ ∀X.B ≃Cu ∀X.(A→ B) si X /∈ FTV (A)
∀X.(A×B) ≃Cu ∀X.A× ∀X.B

∀X.A ≃Cu A[∀Y.Y/X] si X /∈ NegACe système est à omparer au système équationnel ≃ε dé�ni à la �gure 5.6.5. Lesseules di�érenes ii sont la dernière équation, et la disparition des équations liées autype ⊤. On a besoin d'un résultat intermédiaire :Lemme 22 Soit deux types A et B ne ontenant pas ⊤ et tels que A ≃ε B, alors
A ≃Cu B.Démonstration : En fait on n'a pas besoin de la dernière équation de ≃F . Cequ'il faut prouver est que, à ause du fait que ⊤ n'apparaît pas dans A et B, on n'a pasbesoin d'utiliser les équations relatives à ⊤ pour montrer que A ≃ε B.On ommene par remarquer que pour mettre A et B sous forme anonique, onn'utilise que les règles de réériture suivantes :

A→ (B × C) ⇒ (A→ B) × (A→ C)
A→ (B → C) ⇒ (A×B) → C
∀X.(A×B) ⇒ (∀X.A) × (∀X.B)
A→ ∀X.B ⇒ ∀X.(A→ B)Supposons maintenant que A et B soient sous forme anonique. On a alors HA et HBisomorphes. En suivant la démonstration de la proposition 14, on se rend ompte que lesseules règles qu'on utilise pour obtenir A ≃ε B sont la ommutativité et l'assoiativitédu produit, et la ommutativité et l'assoiativité des quanti�ateurs. d'où A ≃Cu B. �Proposition 22 Soient A et B deux types ne ontenant pas ⊤ et tels que les hyperfo-rêts HA et HB soient Curry-isomorphes. Alors A et B sont égaux modulo le systèmeéquationnel ≃ε.Démonstration : Soient A′ et B′ les formes normales de A et B pour le systèmede réériture suivant :

∀X.C ⇒ C[∀Y.Y/X] si X /∈ NegC et C 6= XSi D1 = ∀X.C et D2 = C[∀Y.Y/X] ave X /∈ NegC , alors HD1 et HD2 sont Curry-isomorphes : en e�et, la bijetion f : FD1 → FD2 qui préserve l'ordre et telle que
SD2 = f(SD1) et DD2 ◦f = D1 est faile à dé�nir (en fait OD1 et OD2 sont en bijetion).



6.6. ISOMORPHISMES DE TYPES À LA CURRY 115Le fait que X /∈ NegC implique préisément que, pour toute hyperarête (t, S) ∈ RD1orrespondant à la quanti�ation ∀X (i.e. telle que L∀X.A(or(s)) = ⋆0), il n'existe pasde s ∈ S tel que λ(s) 6= λ(t). Réiproquement, pour tout (t, S) ∈ RD2 orrespondantà une quanti�ation ∀Y.Y , S = {t}, don il n'existe pas de s ∈ S tel que λ(s) 6= λ(t).Tout autre hyperarête est préservée par f .En outre, la relation de Curry-isomorphisme est une ongruene (i.e. elle est préservéspar le ontexte), don HA et HA′ sont Curry-isomorphes, HB et HB′ de même, et don
HA′ et HB′ le sont aussi. HA′ et HB′ sont tels que pour tout (t, S) ∈ RA′ (ou (t, S) ∈
RB′), soit S = {t}, soit S ontient un n÷ud s ave λ(t) 6= λ(s). Par dé�nition d'unCurry-isomorphisme et d'un isomorphisme entre hyperforêts (f. dé�nitions 51 et 41),ela implique que HA′ et HB′ sont isomorphes.Comme prouvé par la proposition 14, on a alors : A′ ≃ε B

′, e qui implique A′ ≃Cu B′grâe au lemme 22. D'où A ≃Cu B. �Théorème 7 Dans le système F à la Curry, deux types A et B sont isomorphes si etseulement si A ≃Cu B.Démonstration : L'impliation vient du fait qu'on a un modèle (don, tout iso-morphisme de types dans le système F à la Curry implique un isomorphisme de jeuxdans le modèle), du théorème 6 et de la proposition 22.Pour la réiproque, on onnaît déjà l'existene dans le système F à la Churh desisomorphismes orrespondant à haque équation de ≃Cu, à l'exeption de la dernière(∀X.A ≃ε A[∀Y.Y/X] if X /∈ NegA). Cela implique leur existene dans le système F àla Curry.Il nous reste don à trouver, étant donné un type A tel que X /∈ NegA, deux termesà la Curry t : ∀X.A → A[∀Y.Y/X] et u : A[∀Y.Y/X] → ∀X.A qui omposent dans lesdeux sens pour donner l'identité. On suppose que Y n'apparaît pas du tout dans A,même omme variable liée.On hoisit t = λx.x : en e�et, l'identité est bien de type ∀X.A→ A[∀Y.Y/X], ommele prouve la dérivation de type suivante :
x : ∀X.A ⊢ x : ∀X.A

x : ∀X.A ⊢ x : A[∀Y.Y/X]

⊢ λx.x : ∀X.A→ A[∀Y.Y/X]Pour onstruire un terme de type A[∀Y.Y/X] → ∀X.A dans le système F à la Curry,on va passer par le terme à la Churh assoié.Considérons don le terme P du système F à la Churh qui orrespond à la forme
η×-longue de l'identité sur A. Ce terme est de la forme P = λxA.P ′. On onstruitalors le terme Q obtenu à partir de P ′ en remplaçant haque variable y apparaissantdans la portée d'un lieur λyX par y{X}, puis haque lieur λzB tel que X ∈ PosB par
λzB[∀Y.Y/X]. On pose en�n N = λxA[∀Y.Y/X]ΛX.Q. Par exemple, si A = (X → ⊥) → ⊥,alors N = λx((∀Y.Y )→⊥)→⊥.ΛX.λyX→⊥.x(λz∀Y.Y .y(z{X})).



116 CHAPITRE 6. SYSTÈME F À LA CURRYLe fait que X /∈ NegA nous assure que N est bien de type A[∀Y.Y/X] → ∀X.Adans le système F à la Churh. On note u le terme du lambda-alul pur obtenu ene�açant les indiations de types dans N (autrement dit u est le terme du système F à laCurry orrespondant à N). Comme pour passer de P à N on a modi�é uniquement lesindiations de types apparaissant dans les termes, u est simplement une η×-expansionde l'identité λx.xFinalement, t et u sont tous deux égaux à l'identité via les égalités du système F àla Curry, don ils omposent pour donner l'identité dans les deux sens. �



Chapitre 7Système F lassiqueLe modèle de jeu développé dans le hapitre 5 a permis de retrouver, d'une manièregéométrique, les isomorphismes de types du système F, déjà aratérisés syntaxiquementpar Roberto Di Cosmo [DC95℄.Mais un des grands avantages de l'approhe sémantique est la possibilité d'étendrenos résultats à d'autres variantes du alul : une importante évolution de la syntaxe nenéessite parfois qu'une petite adaptation du modèle et des résultats déjà prouvés danse modèle.Dans e hapitre, on va s'attaquer à une variante importante de notre système :l'ajout d'une notion de ontr�le, ou, de façon équivalente, le passage d'une logique in-tuitionniste à une logique lassique. Là enore, on déduira du modèle une aratérisationdes isomorphismes de types de la syntaxe.Le langage assoié λµ2 a été présenté à la setion 2.3. Une grosse partie de e hapitresera onsarée à donner une interprétation atégorique de e langage, et à montrer saorretion. L'adaptation du modèle requiert aussi un peu de travail mais, une fois elui-iahevé, la aratérisation des isomorphismes dans le modèle et la orrespondane avela syntaxe se feront sans plus de di�ultés qu'au hapitre 5.7.1 Hyperdotrines de ontr�leOn va donner dans ette setion un modèle atégorique de λµ2. On utilise pour eladeux ingrédients : la notion d'hyperdotrine, déjà présentée au hapitre 6, et la notionde atégorie de ontr�le, introduite par Selinger [Sel01℄ pour interpréter le λµ-alul.Ainsi, on aura d'une part l'interprétation du seond ordre grâe aux hyperdotrines, etd'autre part l'interprétation de la disjontion lassique grâe aux atégories de ontr�le.Le prinipal enjeu de ette setion est de dé�nir orretement l'interation entre es deuxstrutures.Une alternative possible à l'utilisation des atégories de ontr�le aurait été de s'in-téresser aux atégories de ontinuation. Mais elles-i néessiteraient la onstrutiond'une tradution CPS qui transforme le onneteur ∀ en un onneteur ∃, et don deonstruire une théorie des atégories de ontinuation ave le quanti�ateur existentiel.117



118 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEComme notre modèle est basé sur le onneteur universel, ette option nous a paru peuadaptée.7.1.1 Dé�nition d'une hyperdotrine de ontr�leLa struture autour de laquelle sera onstruite notre modèle est l'hyperdotrinede ontr�le. Elle onsiste en une hyperdotrine dont les atégories artésiennes losesimages du fonteur de base ont une struture de atégorie de ontr�le, ave des onditionsde ohérene entre les deux strutures.On va dans un premier temps donner la dé�nition d'une atégorie de ontr�le, ensuivant la présentation de Peter Selinger dans [Sel01℄, puis on rappellera e qu'est unehyperdotrine avant de dérire notre struture �nale.Suivant le heminement de [PR97℄, on ommene par introduire un produit tensoriel
⊗ sur Cat. Pour toute atégorie C, on note [C] la sous-atégorie de C disrète et pleinesur les objets. Comme Cat est oomplète, on peut dé�nir A⊗B omme l'unique objettel que le diagramme suivant soit un pushout :

[A] × [B]
F1 //

F2

��

A× [B]

G1

��
[A] ×B

G2

// A⊗Boù F1 et F2 sont les fonteurs de plongement triviaux. Cet objet peut être dérit defaçon expliite (f. [PR97℄) et 'est, ave le produit artésien, l'unique onstrution quigénère une struture symétrique monoïdale lose sur Cat.Dé�nition 54 (atégorie binoïdale, entralité) Une atégorie P est appelée binoï-dale s'il existe un fonteur (aussi appelé fonteur binoïdal) ` : P⊗ P → P.Un morphisme f : A→ B dans P sera dit entral si, pour tout morphisme g : C →
D de P :

`(G2(B, g) ◦G1(f,C)) = `(G1(f,D) ◦G2(A, g))et
`(G2(g,B) ◦G1(C, f)) = `(G1(D, f) ◦G2(g,A))Comme indiqué dans [Sel01℄, ette dé�nition revient à onsidérer deux bifonteurs

`1 : P × [P] → P et `2 : [P] × P → P tels que A `1 B = A `2 B pour tout oupled'objet A,B. Le fait qu'un morphisme f : A → B soit entral signi�e alors que, pourtout g : C → D, (f `1 D) ◦ (A `2 g) = (B `2 g) ◦ (f `1 C) et (D `1 f) ◦ (g `2 A) =
(g `2 B) ◦ (C `1 f). On note alors es morphismes f ` g et g ` f respetivement.Dé�nition 55 (atégorie prémonoïdale) On dit que P est une atégorie prémo-noïdale si elle est binoïdale et s'il existe un objet ⊥ et des isomorphismes naturels



7.1. HYPERDOCTRINES DE CONTRÔLE 119entraux aA,B,C : (A`B)`C → A` (B `C), lA : A→ A`⊥ et rA : A→ ⊥`A telsque les diagrammes de ohérene ommutent :
((A`B)` C)`D

a //

a`D
��

(A`B)` (C `D)
a // A` (B ` (C `D))

(A` (B ` C))`D
a // A` ((B ` C)`D)

A`a

OO

A`B
l`B

wwppppppppppp
A`r

''NNNNNNNNNNN

(A`⊥)`B
a // A` (⊥`B)On dit que P est symétrique s'il existe aussi un isomorphisme naturel entral cA,B :

A`B → B `A tel que cA,B ◦ cB,A = idA`B et :
(A`B)` C

a //

c`C
��

A` (B ` C)
c // (B ` C)`A

a

��
(B `A)` C

a // B ` (A` C)
B`c // B ` (C `A)

A
l

{{ww
ww

ww
ww

w
r

##G
GG

GG
GG

GG

A`⊥
c // ⊥`ADé�nition 56 (odiagonales) Soit P une atégorie prémonoïdale symétrique. On ditque P a les odiagonales si tout objet A est équipé d'une struture de monoïde sy-métrique 〈A, iA,∇A〉, 'est-à-dire de deux morphismes entraux iA : ⊥ → A et ∇A :

A`A→ A tels que :
A`⊥

A`i //

l−1
%%K

KKKKKKKKK A`A

∇
��

⊥`A
i`Aoo

r−1
yyssssssssss

A

(A`A)`A
∇`A //

a

��

A`A
∇

""E
EE

EE
EE

EE

A

A` (A`A)
A`∇ // A`A

∇

<<yyyyyyyyy

A`A
∇

##G
GG

GG
GG

GG

c

��

A

A`A

∇

;;xxxxxxxxxet que ette struture est ompatible ave la struture prémonoïdale, 'est-à-dire :
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i⊥ = id⊥ ⊥

l=r

��

iA`B

%%KKKKKKKKKK

A`B

⊥`⊥

iA`iB

99ssssssssss

A`B `A`B

A`c`B

��

∇A`B

((PPPPPPPPPPPP

A`B

A`A`B `B

∇A`∇B

66nnnnnnnnnnnnLe morphisme ∇A nous permet de retrouver la notion de ontration (de la logiquelinéaire). On peut aussi dé�nir l'a�aiblissement : w = A
l
−→ A`⊥

A`i
−−→ A`B.Dé�nition 57 (foalité) Un morphisme f : A→ B est dit foal s'il est entral et queles deux diagrammes suivants ommutent :

⊥
iA

��~~
~~

~~
~

iB

��@
@@

@@
@@

A
f // B

A`A

∇A

��

f`f // B `B

∇B

��
A

f // BDé�nition 58 (distributivité) Supposons que P soit une atégorie prémonoïdale sy-métrique ave odiagonales. P est dite distributive si elle a les produits �nis et que :� les projetions π1 et π2 sont foales� pour tout objet C de P, le fonteur −` C préserve les produits �nis, 'est-à-direque les morphismes naturels (π1`C, π2`C) : (A×B)`C → (A`C)× (B`C)et ⋄1`C : 1 ` C → 1 sont des isomorphismes, dont les inverses seront notésrespetivement dA,B,C et ⋄′C .Dé�nition 59 (atégorie de ontr�le) Supposons que P soit une atégorie prémo-noïdale symétrique distributive ave odiagonales, et supposons que P soit aussi ar-tésienne fermée. Pour A,B,C objets de P, soit sA,B,C : (BA ` C) → (B ` C)A lemorphisme obtenu en urry�ant
ǫ̂A,B,C : (BA

` C) ×A
(BA`C)×w
−−−−−−−→ (BA

` C) × (A` C)
d
−→ (BA ×A)` C

ǫ`C
−−−→ B ` C

P est appelé atégorie de ontr�le si sA,B,C est un isomorphisme naturel en C etsi on a :
BA `CD

s′ //

s

��

(BA ` C)D

sD

��
(B `CD)A

s′A // ((B ` C)D)A
ccc // ((B ` C)A)D



7.1. HYPERDOCTRINES DE CONTRÔLE 121où s′A,B,C = B ` CA
c
−→ CA `B

s
−→ (C `B)A

cA
−→ (B ` C)A, et :

BA `BA s′ //

∇
BA ''OOOOOOOOOOOO

(BA `B)A
sA

// (B `B)A×A

∇
∆A
Bwwnnnnnnnnnnnnn

BA

⊥
ccc //

i
BA   A

AA
AA

AA
A ⊥1

(iB)⋄A}}{{
{{

{{
{{

BAoù ∆A = (idA, idA) : A→ A×A.Remarque : Le morphisme sA,B,C est appelé fore exponentielle. Sa naturalitéen A et B déoule de sa dé�nition, on n'a don pas besoin de l'imposer.Un fonteur strit de atégories de ontr�le µ : C → D est un fonteur entre C et
D qui envoie haque onstruteur de la struture de C sur l'élément orrespondant dela struture de D : µ(A ` B) = µ(A) ` µ(B), µ(⊥) = ⊥, µ(σ ` A) = µ(σ) ` µ(A),
µ(aA,B,C) = aµ(A),µ(B),µ(C) , et.On rappelle la dé�nition d'une hyperdotrine :Dé�nition 60 (hyperdotrine) Une hyperdotrine H est dé�nie par :� une atégorie de base |H| munie d'une struture artésienne, 'est-à-dire d'un objetterminal 1 et du produit binaire� un objet distingué U dans |H| tel que, pour tout I ∈ |H|, il existe n ∈ N tel que

I = Un (ave la onvention U0 = 1) ; on note P in : Un → U la projetion sur la
ième omposante, et Pn+1 = 〈P 1

n+1, . . . , P
n
n+1〉 : Un+1 → Un� un fonteur F : |H|op → CCC tel que, si on ompose F ave le fonteur d'oubli�f : CCC → Set, on obtient le fonteur |H|(−, U)� pour tout I ∈ |H|, un fonteur ΠI : F (I × U) → F (I) tel que :� ΠI est adjoint à droite au fonteur GI : F (I) → F (I × U) dé�ni par GI =

F (Pn+1) pour I = Un� ΠI est naturel en I : pour tout α : I → J , F (α) ◦ ΠJ = ΠI ◦ F (α× idU )� pour tout α : I → J , pour tout objet A de F (J × U), le morphisme (F (α) ◦
ΠJ)(A) → (ΠI ◦ F (α× idU ))(A) généré par l'adjontion est une identité.Il nous faut à présent dérire l'interation entre une atégorie de ontr�le et unehyperdotrine de manière su�samment préise pour qu'on obtienne un modèle de λµ2.Dans e qui suit, on appelle fonteurs de spéialisation les fonteurs F (C) pour Cobjet de |H|op.Dé�nition 61 (hyperdotrine de ontr�le) Soit H une hyperdotrine, dé�nie parsa atégorie de base |H| et son fonteur F : |H|op → CCC. On note

κ : F (I × U)(GI(C), A) → F (I)(C,ΠI (A))la bijetion assoiée à l'adjontion GI ⊣ ΠI .
H est appelée hyperdotrine de ontr�le si elle satisfait les onditions suivantes :



122 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� pour tout I objet de |H|, F (I) est une atégorie de ontr�le� les fonteurs de spéialisation sont des morphismes strits de atégories de ontr�le� pour tout A objet de F (I × U), κ−1(idΠI(A)) est un morphisme entral� pour A objet de F (I × U) et B objet de F (I), si on pose
pA,B = κ(κ−1(idΠI(A))`GI(B)) : ΠI(A) `B → ΠI(A`GI(B))alors pA,B est un isomorphisme entral.Remarque : Le morphisme pA,B est appelé fore de quanti�ation. Sa naturalitéen A et B déoule diretement de sa dé�nition :Lemme 23 pA,B est entral, et naturel en A et B.Démonstration : Pour la naturalité en A, supposons un morphisme f : A → A′dans F (I × U), on a :

κ(κ−1(idPiI(A))`GI(B));ΠI(f `GI(B)) = κ(κ−1(idPiI(A))`GI(B); f `GI(B))

= κ(κ−1(idPiI(A); ΠI(f))`GI(B))

= κ((GI (ΠI(f));κ−1(idPiI(A′)))`GI(B))

= κ(GI (ΠI(f)`B);κ−1(idPiI(A′)))

= ΠI(f)`B;κ(κ−1(idPiI(A′))`GI(B))Pour la naturalité en A, supposons un morphisme f : B → B′ dans F (I), on a :
κ(κ−1(id)`GI(B));ΠI(A`GI(f)) = κ(κ−1(id)`GI(B);A`GI(f))

= κ(GI(ΠI(A))`GI(f);κ−1(id)`GI(B′))

= ΠI(A)` f ;κ(κ−1(id)`GI(B′))par entralité de κ−1(id). �7.1.2 Interprétation atégorique de λµ2Dans ette setion, on va donner l'interprétation atégorique du alul λµ2 et prouverla orretion de ette interprétation.Interprétation des typesConsidérons don l'hyperdotrine de ontr�le H dérite dans la setion préédente.On ommene par donner, pour haque type A de λµ2 tel que ~X ⊢ A ave ~X =
〈X1, . . . ,Xn〉, une interprétation JAK par un objet de F (Un) :
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J⊥K = ⊥

J⊤K = 1

JXiK = P in

JA×BK = JAK × JBK

JA`BK = JAK` JBK

JA→ BK = JBKJAK

J∀Xn+1.AK = ΠUn(JAK)Lemme 24 Soient ~X = 〈X1, . . . ,Xn+1〉 et A, B deux types tels que ~X,Xn+1  A et
~X  B. On note − 7→ (−)[I, C] le fonteur F (idI × C). Alors :

JA[B/Xn+1]K = JAK[Un, JBK]Démonstration : La preuve se fait par indution struturelle sur A. Comme
F (idUn × JBK) est un morphisme de atégories de ontr�le, les seuls as à véri�er sont
A = ∀Xj .A

′ et A = Xi. Dans le premier as on utilise la naturalité de ΠI , et dans ledeuxième on peut faire une véri�ation direte : si A = Xn+1,
F (idUn × JBK)(JXn+1K) = |H|(idUn × JBK, U)(Pn+1

n+1 ) = JBKet si A = Xi ave 1 ≤ i ≤ n,
F (idUn × JBK)(JXiK) = |H|(idUn × JBK, U)(P in+1) = πin

�Interprétation des termesUn jugement de typage de la forme
Γ = X1, . . . ,Xn ; x1 : B1, . . . , xm : Bm ⊢ t : A | α1 : A1, . . . , αp : Apsera interprété omme un morphisme

JΓK : JB1K × . . . JBmK → JAK` JA1K` · · ·` JApKdans la atégorie F (Un).Dans e qui suit, par soui de simpliité on érira simplement A à la plae de JAK,et on note πi : B1 × · · · × Bm → Bi la projetion sur Bi (obtenue en omposant π1 et
π2 un ertain nombre de fois).
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J ~X; Γ ⊢ xi : Bi | ∆K = Γ

πi−→ Bi
w
−→ Bi `∆

J ~X; Γ ⊢ ⋆ : ⊤ | ∆K = Γ
⋄
−→ 1

⋄′
−→ 1`∆

J ~X; Γ ⊢ 〈t, u〉 : A×B | ∆K = Γ
(JtK,JuK)
−−−−−→ (A`∆) × (B `∆)

d
−→ (A×B)`∆

J ~X; Γ ⊢ π1(t) : A | ∆K = Γ
JtK
−→ (A×B)`∆

π1`∆
−−−−→ A`∆

J ~X; Γ ⊢ π2(t) : B | ∆K = Γ
JtK
−→ (A×B)`∆

π2`∆
−−−−→ B `∆

J ~X; Γ ⊢ tu : B | ∆K = Γ
(JtK,JuK)
−−−−−→ (BA `∆) × (A`∆)

d
−→ (BA ×A)`∆

ǫ`∆
−−−→ B `∆

J ~X; Γ ⊢ λxA.t : A→ B | ∆K = Γ
Λ(JtK)
−−−→ (B `∆)A

s−1

−−→ BA `∆

J ~X; Γ ⊢ [αi]t : ⊥ | αi : Ai,∆K = Γ
JtK
−→ Ai `Ai `∆

∇`∆
−−−→ Ai `∆

r
−→ ⊥`Ai `∆

J ~X; Γ ⊢ µαA.t : A | ∆K = Γ
JtK
−→ ⊥`A`∆

r−1

−−→ A`∆

J ~X; Γ ⊢ [αi, αj ]t : ⊥ | αi : Ai, αj : Aj ,∆K = Γ
JtK
−→ Ai `Aj `Ai `Aj `∆

∇`∇`∆ ; r
−−−−−−−−→ ⊥`Ai `Aj `∆

J ~X; Γ ⊢ µ(αA, βB).t : A`B | ∆K = Γ
JtK
−→ ⊥`A`B `∆

r−1

−−→ (A`B)`∆

J ~X; Γ ⊢ ΛX.t : ∀X.A | ∆K = Γ
κ(JtK)
−−−→ ΠUn(A`GUn(∆))

p−1

−−→ ΠUn(A)`∆

J ~X; Γ ⊢ t{B} : A[B/X] | ∆K = Γ
κ−1(JtK;p)[Un,B]
−−−−−−−−−−→ A[Un, B]`∆Corretion de l'interprétationThéorème 8 (orretion) L'interprétation des termes de λµ2 dans une hyperdotrinede ontr�le est orrete : pour tout ouple de termes (t, u) tel que ~X; Γ ⊢ t = u : A | ∆,on a J ~X; Γ ⊢ t : A | ∆K = J ~X; Γ ⊢ u : A | ∆K.Cela signi�e que toute hyperdotrine de ontr�le H induit un modèle de λµ2, enprenant omme objets les ouples (n,A) où n ∈ N et A objet de F (Un), et ommemorphismes de (n,A) dans (n,B) les morphismes σ : A→ B dans F (Un).Démonstration : On va faire une preuve détaillée, au sens où on véri�e que haqueéquation du langage donne bien une égalité dans l'interprétation atégorique. Les équa-tions β et µ, qui sont les plus omplexes, seront traitées à la �n.(⊤)

~X ; Γ ⊢ t = ⋆ : ⊤ | ∆Soit σ = JtK : Γ → 1`∆, on veut montrer que σ = ⋄Γ; ⋄′∆.On a bien σ = σ; ⋄∆⋄′∆, or σ; ⋄∆ : Γ → 1 don σ; ⋄∆ = ⋄Γ ar 1 est terminal.(πi)
~X ; Γ ⊢ π1((t, u)) = t : A | ∆

~X ; Γ ⊢ π2((t, u)) = u : B | ∆



7.1. HYPERDOCTRINES DE CONTRÔLE 125Pour π1, l'égalité est donnée par la ommutation du diagramme suivant :
Γ

(JtK,JuK)
−−−−−→ (A`∆) × (B `∆)

d //id **UUUUUUUUUUUUUUUUU
(A×B)`∆

π1`∆ //

(π1`∆, π2`∆)

��

A`∆

(A`∆) × (B `∆)

π1

77nnnnnnnnnnnnnnet par π1((JtK, JuK)) = JtK(×)
~X; Γ ⊢ (π1(u), π2(u)) = u : A×B | ∆L'égalité est donnée diretement par le diagramme :

Γ
(JtK;π`∆ , JtK;π2`∆) //

JtK %%K
KKKKKKKKKK (A`∆) × (B `∆)

d // (A×B)`∆

(A×B)`∆

(π1`∆,π2`∆)

55kkkkkkkkkkkkkk(η)
~X; Γ ⊢ λxA.tx = t : A→ B | ∆ si x /∈ FV (t)On onsidère le séquent ~X; Γ, x : A ⊢ t0 : A→ B | ∆, dont la dérivation de typageest obtenue à partir de elle de ~X; Γ, x : A ⊢ t : A→ B | ∆ en remplaçant haqueséquent ~Y ; Γ0 ⊢ u : A0 | ∆0 par ~Y ; Γ0, x : A ⊢ u : A0 | ∆0.On peut failement montrer par indution que Jt0K = π1; JtK : en partiulier, pourles axiomes,

J ~X; Γ, x : A ⊢ xi : Bi | ∆K = π1;πi;w

= π1; J ~X ; Γ ⊢ xi : Bi | ∆Ket
J ~X; Γ, x : A ⊢ ⋆ : ⊤ | ∆K = ⋄Γ×A; ⋄′∆

= π1; ⋄Γ; ⋄′∆

= π1; J ~X ; Γ ⊢ ⋆ : ⊤ | ∆KPar ailleurs on a J ~X; Γ, x : A ⊢ x : A | ∆K = π2;w. Il faut don montrer que :
Λ((π1; JtK , π2;w); d; ǫ `∆) ; s−1 = JtKe qui revient à montrer la ommutation du diagramme suivant :

(B `∆)A ×A
ǫ // B `∆

Γ ×A

(JtK;s)×id OO

JtK×w;d;ǫ`∆

77oooooooooooo



126 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEqui peut aussi s'érire :
(B `∆)A ×A

ǫ // B `∆

BA ×A

s×id OO id×w;d;ǫ`∆

77pppppppppppp

Γ ×A

JtK×id OOet 'est bien la dé�nition de s.(ρ)
~X; Γ ⊢ [α′]µαA.t = t[α′/α] : ⊥ | ∆

~X; Γ ⊢ [α′, β′]µ(αA, βB).t = t[α′/α, β′/β] : ⊥ | ∆

~X; Γ ⊢ [ξ]t = t : ⊥ | ∆ si ξ : ⊥ ∈ ∆Considérons la première égalité. On a J[α′]µαA.tK = JtK; r−1;∇; r = JtK;∇ parnaturalité de r.On herhe don à omparer JtK et Jt[α′/α]K. Pour plus de larté, on s'autorise ànoter Aα et Aα′ les ourrenes de A orrespondant respetivement aux noms αet α′.
JtK est obtenu à partir de Jt[α′/α]K de la manière suivante :(i) on ajoute un a�aiblissement w à haque axiome (pour introduire la variablede nom α)(ii) on remplae ertains morphismes A`Aα′

∇
−→ Aα′ par Aα `A`Aα′

∇`Aα′

−−−−→
Aα `Aα′ (pour tenir ompte des substitutions [α′/α]).Par naturalité des opérations et par entralité de w et ∇, on peut déplaer esmorphismes dans JtK;∇, et en utilisant le diagramme suivant :

(Aα `A)`Aα′

∇`Aα′//

a

��

Aα `Aα′

∇

$$J
JJJJJJJJ

Aα′

Aα ` (A`Aα′)
Aα`∇ // A`Aα′

∇
::ttttttttton élimine les transformations orrespondant à (ii) et on se ramène à :

Jt[α′]µαA.tK = Jt[α′/α]K;w;∇

= Jt[α′/α]K



7.1. HYPERDOCTRINES DE CONTRÔLE 127La deuxième égalité se montre de la même manière. Quant à la dernière, il su�tde voir que J[ξ]tK = JtK;∇⊥; r = JtK grâe au diagramme suivant :
⊥`⊥

id //

r−1
%%K

KKKKKKKKK ⊥`⊥

∇
��
⊥(θ)

~X ; Γ ⊢ µαA.[α]t = t : A | ∆ si α /∈ FV (t)

~X ; Γ ⊢ µ(αA, βB).[α, β]t = t : A`B | ∆ si α, β /∈ FV (t)Considérons la première égalité. JµαA.[α]tK = γ;∇; r; r−1 = γ;∇ où γ est obtenuà partir de JtK en ajoutant un a�aiblissement w à haque axiome (pour introduirela variable de nom α). Par naturalité des opérations et par entralité de w on peutfaire remonter e morphisme, et on obtient alors :
JµαA.[α]tK = JtK;w;∇ = JtKL'autre égalité se montre de la même manière.(β2)

~X; Γ ⊢ (ΛX.t){B} = t[B/X] : A[B/X] | ∆On a J(ΛXn+1.t){B}K = JtK[Un, B]. Il faut don prouver par indution sur t que
JtK[Un, B] = Jt[B/Xn+1]KOn sait que F (idUn ×B) est un morphisme strit de atégories de ontr�le, don ilommute bien à toutes les opérations spéi�ques aux atégories de ontr�le : parexemple,

((Jt′K, Ju′K); d; ǫ`∆)[Un, B] = (JtK[Un, B], JuK[Un, B]); d; ǫ `∆et aussi
(Λ(JtK); s−1)[Un, B] = Λ(JtK[Un, B]); s−1ar on a le diagramme

(C[Un, B]`∆[Un, B])A[Un,B] ×A[Un, B]
ǫ // B[Un, B]`∆[Un, B]

Γ[Un, B] ×A[Un, B]

Λ(JtK)[Un,B]×id OO

JtK[Un,B]

33ggggggggggggggggggggggqui montre que Λ(JtK)[Un, B] = Λ(JtK[Un, B]).Il reste deux équations dont on doit prouver la ommutation ave − 7→ (−)[Un, B]).Pour ela, il nous faut d'abord prouver que κ et κ−1 ommutent bien ave e



128 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEfonteur. C'est là qu'on utilise la deuxième ondition de Bek-Chevalley : pourtout ~C : m→ n dans |H|,
F ( ~C)(κ−1(id)) = κ−1(id)On en tire :

F ( ~C × idU )(κ−1(σ; id)) = F ( ~C × idU )(GUn(σ);κ−1(id))
= GUm(F ( ~C)(σ));κ−1(id)
= κ−1(F ( ~C)(σ))e qui implique aussi F ( ~C)(κ(σ)) = κ(F ( ~C × idU )(σ)).Comme pA,B = κ(κ−1(idΠI(A))`GI(B)), on a bien

(κ(JtK); p−1)[Un, B] = κ(JtK[Un+1, B]); p−1)En�n,
(κ−1(JtK, p)[Un, C])[Un, B] = (κ−1(JtK, p)[Un+1, B])[Un, C[B/Xn+1]]

= κ−1(JtK[Un, B], p)[Un, C[B/Xn+1]](η2)
~X; Γ ⊢ ΛX.t{X} = t : A | ∆ si X /∈ FTV (t)Il su�t de remarquer que κ(κ−1(JtK; p))[Un, U ]; p−1 = JtK.(β)

~X ; Γ ⊢ (λxA.t)u = t[u/x] : B | ∆On dé�nit la distributivité linéaire ld : A× (B`C)
w×id
−−−→ (A`C)× (B`C)

d
−→

(A×B)` C.Montrons tout d'abord la ommutation du diagramme suivant :
Γ

(Λ(JtK);s−1 ,JuK)//

(id,id)
��

(BA `∆) × (A`∆)
d // (BA)`∆

ǫ`∆ // B `∆

Γ × Γ
id×JuK // Γ × (A`∆)

ld // (Γ ×A)`∆
t`∆ // B `∆`∆

B`∇

OO (⋆)
Comme on a (Λ(JtK); s−1, JuK) = (id, id); id × JuK; Λ(JtK) × id; id × JuK, ela nousramène à :

Γ × (A`∆)
Λ(JtK)×id//ld **TTTTTTTTTTTTTTTT

(B `∆)A × (A`∆)
s−1×id // (BA `∆) × (A`∆)

d // (BA ×A)`∆

ǫ`∆

��
(Γ ×A)`∆

t`∆ // B `∆`∆
B`∇ // B `∆



7.1. HYPERDOCTRINES DE CONTRÔLE 129On déompose e diagramme en plusieurs parties :
Γ × (A`∆)

Λ(JtK)×id//ld **TTTTTTTTTTTTTTTT
(B `∆)A × (A`∆)

s−1×id //

ld

**UUUUUUUUUUUUUUUUU
(BA `∆) × (A`∆)

d // (BA ×A)`∆

ǫ`∆

��

(Γ ×A)`∆

t`∆ **VVVVVVVVVVVVVVVVVV

(Λ(JtK)×id)`∆// ((B `∆)A ×A)`∆

ǫ`∆

��
B `∆`∆

B`∇ // B `∆Les deux sous-diagrammes de gauhe ommutent, l'un par naturalité de ld etl'autre par dé�nition de l'évaluation. Le sous-diagramme de droite se ramène à :
(B `∆)A × (A`∆)ld

��

(BA `∆) × (A`∆)
s×idoo d // (BA ×A)`∆

ǫ`∆

��
((B `∆)A ×A)`∆

ǫ`∆ // B `∆`∆
B`∇ // B `∆Pour prouver la ommutation de e diagramme, on note tout d'abord que l'on a,par naturalité de w :

(BA `∆) × (A`∆)
w //

π1

��

((BA `∆) × (A`∆))`∆

π1`∆

��
BA `∆ w

// BA `∆`∆et le même diagramme pour π2, d'où, puisque d−1 = (π1 `∆, π2 `∆) :
(BA `∆) × (A`∆)

w
++VVVVVVVVVVVVVVVVVV

w×w // (BA `∆`∆) × (A`∆`∆)

d
��

((BA `∆) × (A`∆))`∆On a don
(BA `∆) × (A`∆)

w×id //
w

((

(BA `∆`∆) × (A`∆)
d //id×w

��

((BA `∆) ×A)`∆

(id×w)`∆

vv

(BA `∆`∆) × (A`∆`∆)

d
��

((BA `∆) × (A`∆))`∆



130 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEpar naturalité de d. Comme ld = w × id; d, on a :
(BA `∆) × (A`∆)

ld //

d
��

w
**VVVVVVVVVVVVVVVVVV

((BA `∆) ×A)`∆

(id×w)`∆
��

(BA ×A)`∆

ǫ`∆

��

((BA `∆) × (A`∆))`∆

d`∆
��

B `∆

w
++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV (BA ×A)`∆`∆

ǫ`∆`∆

��
B `∆`∆par naturalité de w, e qui peut se réérire de la manière suivante :

(BA `∆) × (A`∆)
ld //

d
��

((BA `∆) ×A)`∆

(s×id)`∆
��

(BA ×A)`∆

ǫ`∆

��

((B `∆)A ×A)`∆

ǫ`∆

��
B `∆ B `∆`∆

B`∇
oopar dé�nition de s et puisque B `∇;w = id. Finalement, grâe à la naturalité deld, ela nous donne bien :

(B `∆)A × (A`∆)ld
��

(BA `∆) × (A`∆)ld
��

s×idoo d // (BA ×A)`∆

ǫ`∆

��

((BA `∆) ×A)`∆
(s×id)`∆

ttiiiiiiiiiiiiiiii

((B `∆)A ×A)`∆
ǫ`∆ // B `∆`∆

B`∇ // B `∆On a don prouvé la ommutation du diagramme (⋆). Il nous faut maintenantprouver la loi de substitution suivante :
Γ

(id,JuK)
−−−−→ Γ× (A`∆)

ld
−→ (Γ×A)`∆

JtK`∆
−−−−→ B `∆`∆

B`∇
−−−→ B `∆ = Jt[u/x]KOn le fait par indution sur t :
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Γ

(id,JuK)// Γ × (A`∆)
ld //

w×id ))SSSSSSSSSSSSSS
(Γ ×A)`∆

π2`∆ //

(π1`∆, π2`∆)
��

A`∆
w`∆ // A`∆`∆

A`∇ // A`∆

(Γ`∆) × (A`∆)

π2

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee� si t = y ave x 6= y :
Γ

(id,JuK)// Γ × (A`∆)
ld //

w×id ))SSSSSSSSSSSSSS
(Γ ×A)`∆

π1`∆ //

(π1`∆, π2`∆)
��

Γ`∆
πi`∆ // B `∆

w`∆ // B `∆`∆

B`∇

��
(Γ`∆) × (A`∆)

π1

66nnnnnnnnnnnnn

B `∆et par ailleurs πi ommute ave w par naturalité de π1 et π2� si t = ⋆ :
Γ

(id,JuK)//

⋄

,,ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ Γ × (A`∆)
ld // (Γ ×A)`∆

⋄′`∆ // 1`∆
w`∆ // 1`∆`∆

1`∇ // 1`∆

1

⋄′

OO

⋄′

44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh� si t = 〈t1, t2〉 :
Γ

(id,JuK);ld//
((id,JuK);ld;t1`∆,(id,JuK);ld;t2`∆)

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY (Γ × A)`∆
(Jt1K,Jt2K)`∆// ((B1 `∆) × (B2 `∆))`∆

d`∆ //

(π1`∆, π2`∆)

��

(B1 ×B2)`∆`∆
(B1×B2)`∇// (B1 ×B2)`∆

(B1 `∆`∆) × (B2 `∆`∆)
(B1`∇)×(B2`∇)

// (B1 `∆) × (B2 `∆)

d

55jjjjjjjjjjjjjjjLa ommutativité du diagramme de droite peut être véri�ée en remplaçant dpar son inverse et en renversant le sens des �èhes orrespondantes� si t = πi : il su�t de véri�er que π1 `∆`∆ ommute ave B `∇� si t = t1t2 :
Γ

(id,JuK);ld//
((id,JuK);ld;t1`∆,(id,JuK);ld;t2`∆)

,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX (Γ × A)`∆
(Jt1K,Jt2K)`∆// ((BB1

2 `∆) × (B1 `∆))`∆
d`∆ //

(π1`∆, π2`∆)

��

(BB1

2 × B1)`∆`∆
ǫ`∇ //

B`∇

))SSSSSSSSSSSSSSS
B2 `∆

(BB1

2 `∆`∆) × (B1 `∆`∆)
(B

B1
2
`∇)×(B1`∇)

// (BB1

2 `∆) × (B1 `∆)
d

// (BB1

2 ×B1)`∆

ǫ`∆

OO

Le diagramme de droite provient de la entralité de ∇, les deux autres semontrent omme préédemment



132 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� si t = λyC .t0 :
Γ

(id,JuK)// Γ × (A`∆)
ld // (Γ ×A)`∆

JΛ(t0)K`∆//

Λ(ld;Jt0K`∆) ''PPPPPPPPPPPP
(B `∆)C `∆

s−1
`∆//

s

��

BC `∆`∆
BC

`∇ //

s

wwnnnnnnnnnnnn
BC `∆

s

��
(B `∆`∆)C

(B`∇)C

// (B `∆)CLe diagramme de droite provient de la naturalité et elui du milieu est unepropriété de s prouvée dans [Sel01℄. Quant à elui de gauhe, il provient de laurry�ation du diagramme suivant :
(Γ ×A)`∆

(JΛ(t0)K`∆)×C//ld
��

((B `∆)C `∆) × Cld
��

(Γ ×A× C)`∆
(JΛ(t0)K×C)`∆//

Jt0K`∆ ++VVVVVVVVVVVVVVVVVVV
((B `∆)C × C)`∆

ǫ`∆
��

B `∆`∆En utilisant le diagramme suivant :
Γ × (A`∆) × C

ld×C //

≃

��

((Γ ×A)`∆) × C
ld // (Γ ×A× C)`∆

Γ × C × (A`∆) ld // (Γ × C ×A)`∆

≃

55jjjjjjjjjjjjjjjon peut alors tout urry�er, et on obtient :
(id, JuK); ld; JΛ(t0)K`∆; s−1

`∆;B `∇ = Λ((id, Ju0K); ld; Jt0K`∆;B `∇); s−1où ~X; Γ, y : C ⊢ u0 : A | ∆ est obtenu à partir de ~X ; Γ ⊢ u : A | ∆ en a�aiblissantle ontexte.� si t = [α]t0 :
(Γ ×A)`∆

Jt0K`∆// B `B `∆`∆
∇`∆`∆//

B`B`∇
��

B `∆
r //

B`∇
��

⊥`B `∆

⊥`B`∆
��

B `B `∆
∇`∆

// B `∆ r
// ⊥`B `∆par naturalité et entralité.� si t = µαA.t0, il su�t de véri�er la ommutation du diagramme suivant :

⊥`A`∆`∆
r−1`∆//

⊥`A`∆
��

A`∆`∆

A`∇
��

⊥`A`∆
r−1

// A`∆



7.1. HYPERDOCTRINES DE CONTRÔLE 133� si t = [α, β]t0 ou t = µ(αA, βB).t0 la preuve est la même que i-dessus� si t = ΛXn+1.t0, la dé�nition de pA,B implique diretement les deux résultatssuivants :
κ(f)`∆; p = κ(f `∆)et

ΠI(A`∆)`∆
p−1`∆//

p

��

ΠI(A)`∆`∆
B`∇ // ΠI(A)`∆

ΠI(A`∆`∆)
ΠI(A`∆)

// ΠI(A`∆)
p−1

66mmmmmmmmmmmmDon, si I = Un et h = (id, JuK); ld;κ(Jt0K)`∆; p−1 `∆;B `∆, on a
h = (id, JuK); ld;κ(Jt0K`GI(∆)); p−1; p−1 `∆;B `∆

= (id, JuK); ld;κ(Jt0K`GI(∆));ΠI(B `∆); p−1

= κ(GI((id, JuK));GI(ld); Jt0K`GI(∆);B `∆); p−1

= κ((id, GI(JuK)); ld; Jt0K`GI(∆);B `∆); p−1et GI(JuK) = Ju0K où ~X,Xn+1; Γ, y : C ⊢ u0 : A | ∆ est obtenu à partir de
~X ; Γ ⊢ u : A | ∆ en modi�ant le ontexte des variables de type� si t = t0{C/Xn+1} : soit h = (id, GI(JuK)); ld;κ−1(Jt0K; p)[U

n, C] ` ∆;B ` ∆,on a
h = (GI((id, JuK));GI(ld);κ−1(Jt0K; p)`∆;B `∆)[Un, C]

= (GI((id, JuK));GI(ld);κ−1((Jt0K; p)`∆; p);B `∆)[Un, C]
= κ−1((id, JuK); ld; Jt0K`∆; p`∆; p; ΠI(B `∆))[Un, C]
= κ−1((id, JuK); ld; Jt0K`∆;B `∆; p)[Un, C](µ)

~X; Γ ⊢ (µαA→B.t)u = µβB .t[[β](−)u/[α](−)] : B si β /∈ FN(t, u)

~X; Γ ⊢ πi(µα
A1×A2 .t) = µβAi .t[[β]πi(−)/[α](−)] : Ai si β /∈ FN(t)

~X ; Γ ⊢ [β, γ](µαA`B .t) = t[[β, γ](−)/[α](−)] : ⊥

~X; Γ ⊢ (µα∀X.A.t){B} = µβA[B/X].t[[β](−){B}/[α](−)] : A[B/X] si β /∈ FN(t)On ommene par la première égalité, la règle (µ→). On va prouver par indutionsur t l'égalité suivante :
Γ

(JtK,JuK)
−−−−−→ (C`BA

`∆)×(A`∆)
d;ld`∆
−−−−→ (BA×A)`C`∆

ǫ`id
−−−→ B`C`∆ = Jt[[β](−)u/[α](−)]KCependant, avant de ommener l'indution, on va montrer la propriété suivante :

g1 = Γ × Γ
JtK×JuK
−−−−→ (BA

`∆) × (A`∆)
d
−→ (BA ×A)`∆

ǫ`∆
−−−→ B `∆



134 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEest la déurry�ation de
g2 = Γ

JtK
−→ BA

`∆
hJuK`∆
−−−−−→ BΓ

`∆`∆
BΓ`∇
−−−−→ BΓ

`∆
s
−→ (B `∆)Γoù hf = BA ρ

−→ (B `∆)A`∆ (B`∆)f

−−−−−→ (B `∆)Γ
s−1

−−→ BΓ `∆ pour f : γ → A`∆et ρ : BA ρ
−→ (B `∆)A`∆ est un morphisme étudié dans [Sel01℄1 et dé�ni ommela urry�ation de

BA × (A`∆)
w×(A`∆
−−−−−−→ (BA

`∆) × (A`∆)
d
−→ (BA ×A)`∆

ǫ`∆
−−−→ B `∆Pour prouver ette propriété, on part du diagramme suivant :

Γ
JtK // BA ` δ

hJuK`∆
//

ρ`∆

��

s

vvllllllllllllll
BΓ `∆`∆

BΓ`∇ //

s

((RRRRRRRRRRRRRR BΓ `∆
s // (B `∆)Γ

(B `∆)A

ρ
((RRRRRRRRRRRRR

(B `∆)A`∆ `∆
(A`∆)JuK`∆//

s

��

(B `∆)Γ `∆
s //

s−1`∆

OO

(B `∆`∆)Γ
(B`∇)Γ

77oooooooooooo

(B `∆`∆)A`∆

(B`∆`∆)JuK

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeoù les ommutations sont assurées soit par naturalité, soit par des propriétésonernant ρ et s déjà prouvées dans [Sel01℄.Par déurry�ation de la partie inférieure du diagramme, on obtient :
Λ−1(g2) = Γ × Γ

(t;s)×Γ
−−−−→ (B `∆)A × Γ

id×u
−−−→ (B `∆)A × (A`∆)ld

−→ ((B `∆A ×A)`∆
ǫ`∆
−−−→ B `∆`∆

B`∇
−−−→ B `∆Pour montrer que Λ−1(g2) = g1, il faut don montrer la ommutation du dia-gramme suivant :

(BA `∆) × (A`∆)
d //

s×(A`∆)
��

(BA ×A)`∆
ǫ`∆ // B `∆

(B `∆)A ld // ((B `∆)A ×A)`∆
ǫ`∆

// B `∆`∆

B`∇

OO

e qui, par naturalité de ld et par dé�nition de s, se ramène à :
(BA `∆) × (A`∆)

d //ld
��

(BA ×A)`∆
ǫ`∆ // B `∆

((BA `∆) ×A)`∆ ld // (BA ×A)`∆`∆
ǫ`∆`∆

//

(BA×A)`∇

OO

B `∆`∆

B`∆

OO

1Ce morphisme est noté pA,B,C dans [Sel01℄.



7.1. HYPERDOCTRINES DE CONTRÔLE 135La partie droite du diagramme provient de la entralité de ∇, la partie gauhe semontre diretement d'après la dé�nition de ld.Cette propriété nous sera très utile par la suite, ar elle nous permettra d'utiliserdeux résultats importants démontrés dans [Sel01℄ :� pour tout morphisme f : A→ B, Cf : CB → CA est entral� tout morphisme entral dans une atégorie de ontr�le est foal.On peut maintenant attaquer l'indution sur t :� si t = x :
Γ

(πi;w,f) //

πi;w;r

##

(C `∆) × (A`∆)
w`C`∆×id//

≃

��

(BA `C `∆) × (A`∆)

d;ld`∆

��

(⊥1 ` C `∆) × (A`∆)

d;ld`∆

��
(⊥1 ×A)` C `∆

(i⋄×A)`C`∆)//

(id×⋄)`C`∆

��

(BA ×A)` C `∆

ǫ`C`∆

��
(⊥1 × 1)`∆

ǫ`C`∆
��

B `C `∆

⊥` C `∆

i`C`∆

33gggggggggggggggggggggLe diagramme de gauhe provient du fait que 1 est terminal. Celui en bas àdroite est lié à la dé�nition de f g dans une atégorie artésienne lose, et eluien haut à droite provient du diagramme :
⊥

ccc //

i
BA   A

AA
AA

AA
A ⊥1

(iB)⋄A}}{{
{{

{{
{{

BA� si t = ⋆ : la preuve est la même à ei près que ⋄ remplae πi� si t = 〈t1, t2〉 : soit ∆′ = (C1 × C2)`∆′, ∆1 = C1 `∆ et ∆2 = C2 `∆, on a
Γ × (A`∆)

((Jt1K,Jt2K);d)×id//
(t1×id;d;ld`∆;ǫ`∆1,t2×id;d;ld`∆;ǫ`∆2)×id
��

((C1 × C2)` BA `∆) × (A`∆)
d;ld`∆ // (BA × A)` (C1 × C2)`∆

ǫ`∆′

��
(C1 `B `∆) × (C2 `B `∆)

d

// B `∆′Ce diagramme se véri�e en postomposant par π1 `B `∆ et π2 `B `∆.



136 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� si t = t1t2 : on a
(CD ×D)` BA `∆

ǫ`BA
`∆ //

(ρ;(B`∆)f )`id
��

C ` BA `∆
C`ρ`∆ // C ` (B `∆)A`∆ `∆

(B`∆)f
`C`∆

��
(CD ×D)` (B `∆)Γ `∆

s
**VVVVVVVVVVVVVVVVV

ǫ`id // C ` (B `∆)Γ `∆

s

��
((CD ×D)` B `∆`∆)Γ

ǫΓ
// (C `BA `∆`∆)Γpar entralité de ρ et Bf et par naturalité de s. Don en déurry�ant on obtient :

((CD ×D)`BA `∆) × Γ
(ǫ`id)×id//id×f ;ld;ld`∆;ǫ`id

��

(C `BA `∆) × (A`∆)id×f ;ld;ld`∆;ǫ`id
��

(CD ×D)`BA `∆`∆
ǫ`id // C `B `∆`∆et on onlut en utilisant le as préédent (où t est un produit)� si t = π1(t0) ou t = π2(t0) ou t = [γ]t0 ou t = [γ, δ]t0 ou t = µγC .t0 ou

t = µ(γC , δD).t0 ave γ 6= α et δ 6= α : à haque fois il s'agit de postomposer
Jt0K ave un morphisme entral, don la réurrene passe trivialement� si t = λx.t0 : notons v = Jt0K et zK = d; ld `∆; ǫ `K `∆ : (K ` BA `∆) ×
(A`∆) → K `B `∆, on veut montrer que si
g1 = Γ×Γ

Λ(v)×id
−−−−−→ (C`BA

`∆)D×Γ
s−1×f
−−−−→ (CD`BA

`∆)×(A`∆)
z
−→ CD`B`∆alors g1 = Λ(g2); s

−1 où
g2 = Γ × Γ ×D

v×f
−−→ (C `BA

`∆) × (A`∆)
d;ld`∆;ǫ`id
−−−−−−−→ C `B `∆Or

λ(g2) = Γ × Γ
Λ(v)×id
−−−−−→ (C `BA `∆)D × Γ

id×τ ;σ
−−−−→ ((C `BA `∆) × Γ)D

(id×f)D

−−−−−→ ((C `BA `∆) × (A`∆))D
zD

−−→ (C `B `∆)Doù τ : Γ → ΓD et σ : AD1 × AD2 → (A1 × A2)
D sont deux morphismes donnéspar la struture artésienne lose. Il faut don montrer :

(CD `BA `∆) × Γ
id×f //

s×id
��

(CD ` BA `∆) × (A`∆)
z // CD `B `∆

s // (C `B `∆)D

(C ` BA `∆)D × Γ id×τ ;σ
// ((C ` BA `∆) × Γ)D

(id×f)D

// ((C `BA `∆) × (A`∆))D

zD

55jjjjjjjjjjjjjjjsoit, en déurry�ant et en utilisant la naturalité de ld :
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D × (CD ` BA `∆) × Γ

id×f //id×τ

��

(ld;ǫ`id)×Γ

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
D × (CD `BA `∆) × (A`∆)

id×z // D × (CD ` B `∆)
ld // (D × CD)` B `∆

ǫ`id
��

C `B `∆

D × (C `BA `∆)D × ΓD

∆D×id// D ×D × (C `BA `∆)D × ΓD

ǫ×ǫ
// (C ` BA `∆) × Γ id×f

// (C ` BA `∆) × (A`∆)

z

OO

où le diagramme de gauhe provient de la dé�nition de s et des propriétés desatégories artésiennes loses. Quant au diagramme de droite, on peut le réérireen :
D × (CD `BA `∆) × Γ

ld×id //
(ld;ǫ`id)×Γ **UUUUUUUUUUUUUUUUU

((D × CD)` BA `∆) × Γ
id×f // ((D × CD)` BA `∆) × (A`∆)

z // (D × CD)` B `∆

ǫ`id
��

(C ` BA `∆) × Γ id×f

// (C `BA `∆) × (A`∆)
z // C `B `∆et en le urry�ant on obtient, si on pose g = p; (B `∆)f :

D × (CD ` BA `∆)
ld //ld

��

(D × CD)` BA `∆
g`id // (B `∆)Γ `∆` (D × CD)

s;∇Γ

// (B `∆` (CD ×D))Γ

(ǫ`id)Γ

��
(D × CD)` BA `∆

ǫ`id // C `BA `∆
g`id // (B `∆)Γ ` C `∆

s;∇Γ

// (B ` C `∆)Γe qui est bien vrai par entralité de g et ∇ et par naturalité de s� si t = ΛX.t0 :
Γ × (A`∆)

κ(v)×id //

κ(v×id)

))

ΠI(C `∆`BA) × (A`∆)
p−1

×id //id×w

��

(ΠI (C) `∆`BA) × (A`∆)
z // B `∆` ΠI(C)

p

��

ΠI(C `∆` BA) × (A`∆` ΠI(C))
(p−1;p)×p// ΠI (C `∆`BA) × ΠI(A`∆` C)

ΠI(d;ǫ`id)

**UUUUUUUUUUUUUUUUUU

ΠI(C `∆`BA × (A`∆))
ΠI(z)

// ΠI(B `∆` C)ave z et v dé�nis omme préédemment (on omet le fonteur GI pour allégerles notations). Le diagramme en haut à droite se montre en utilisant la naturalitéde p, et le diagramme en bas à gauhe se ramène à :
Γ ×K

κ(v)×id //

κ(v×id)
��

ΠI(E) ×Kid×(w;p)
��

ΠI(E ×K)
ΠI(id×w)

// ΠI(E) × ΠI(D `K)



138 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEOr on peut montrer d'une part κ(f1×f2) = κ(f1)×κ(f2) ('est lié au fait que Π1soit un fonteur strit), et d'autre part i;κ−1(id) = i par entralité de κ−1(id)d'où w; p = κ(r; (i;κ−1(id))`K) = κ(w)� si t = t0{D} : omme κ−1(Jt0K; p) = GI(Jt0K);κ
−1(p), la réurrene se faittrivialement par naturalité� si t = [α]t0 :

Γ

v

��

(B `∆`∆)Γ

BA ` BA `∆
∇`∆ //

ρ`ρ`∆
**UUUUUUUUUUUUUUUUU BA ` δ

ρ`∆ // (B `∆)A`∆ `∆
(B`∆)f

`∆ // (B `∆)Γ `∆

s

OO

(B `∆)A`∆ ` (B `∆)A`∆ `∆
(B`δ)f

`(B`δ)f
`∆//

∇`∆

33ggggggggggggggggggggg

s`∆;(s)A`∆
`∆ ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

(B `∆)Γ ` (B `∆)Γ `∆
s`∆;sΓ

`∆ //

∇`∆

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

(B `∆` B `∆)Γ×Γ `∆

∇
∆Γ`∆

OO

(B `∆` B `∆)(A`∆)×(A`∆) `∆

(B`∆`B`∆)u×u
`∆

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhgrâe à la entralité de (B ` δ)f et aux propriétés de ρ et s. La déurry�ationde la partie basse du diagramme nous donne le morphisme
Γ×Γ

Γ×∆Γ−−−−→ Γ×Γ×Γ
g1
−→ (B`∆`BA

`∆)×(A`∆)
g2
−→ B`B`∆`∆`∆

∇`∆
−−−→ B`∆`∆ave :

g1 = Γ3 v×u×u
−−−−→ (BA `BA `∆) × (A`∆)2

ld×id;(ld`id)×id
−−−−−−−−−−→ ((BA ×A)`∆`BA `∆) × (A`∆)

(ǫ`id)×id
−−−−−−→ (B `∆`BA `∆) × (A`∆)

g2 = (B `∆`BA `∆) × (A`∆)
ld;ld`id
−−−−−→ (BA ×A)`B `∆`∆`∆

ǫ`id
−−−→ B `B `∆`∆`∆et 'est bien le morphisme reherhé.Pour la règle (µ×), on a une simple postomposition par πi ` ∆ qui est naturelet entral (don foal), l'indution se fait don trivialement. Pour la règle (µ`) ils'agit de la naturalité et de la entralité de ∇.En�n, pour la règle (µ∀), on remarque qu'en omettant le fonteur GI , on a :

κ−1(t; p)[Un, B] = t;κ−1(id)[Un, B]`∆ : Γ → A[B/X] `∆ave A[B/X] = A[Un, B]. L'indution ne pose alors auune di�ulté : le as
t = [α]t0 s'érit

Γ
Jt0K // ΠI(A) `ΠI(A)`∆

∇`∆ //

Z`Z`∆
��

ΠI(A)`∆

Z`∆
��

A[B/X] `A[B/X] `∆
∇`∆ // A[B]`∆ar Z est foal, et les autres as sont tout aussi triviaux.

�



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 1397.2 Modèle de jeux de λµ27.2.1 Grammaires arboresentesComme on l'a vu à la setion 3.5, l'introdution en sémantique des jeux d'une dis-jontion lassique est tout-à-fait possible. Étant donnés deux jeux A et B aratériséspar des ensembles de oups (resp. de oups initiaux) EA et EB (resp. IA et IB), EA`Best dé�ni par :
EA`B = (IA × IB) + (EA\IA) + (EA\IA)On a don besoin d'une paire oups initiaux pour générer un oup initial dans e nouveaujeu.Dans notre formalisme du seond ordre, ela va se traduire par la onstrution 〈µ, ν〉,qui réalise la paire entre les oups µ et ν. On va de plus étendre notre relation dejusti�ation de telle sorte que ette extension n'ait de sens que pour deux oups initiaux

µ et ν, e qui orrespondra bien à la partie IA× IB dans EA`B. La partie orrespondantà EA\IA sera représentée par `1µ et la partie orrespondant à EB\IB sera représentéepar `2µ.L'introdution d'une paire de oups dans notre grammaire néessitera bien évidem-ment de grosses adaptations de notre formalisme : les ourrenes et les oups ne serontplus des mots, mais des arbres de symboles. Cela va imposer de redé�nir la fontion dedéoration, la substitution, et.On onsidère don un nouveau type de grammaires, que l'on appellera grammairesarboresentes :
µ ::= ↑µ | ↓µ | 〈µ, µ〉 | `1µ | `2µ | αiµ | j (i ∈ I, j ∈ N)Les oups de ette grammaire forment l'ensemble M`.Dans ette grammaire, la aratéristique d'un oup µ est l'ensemble κµ ⊆ {1, 2}∗dé�ni par indution :� κj = {ǫ}� καµ = κµ si α ∈ {↑, ↓,`1,`2} ∪ {αi | i ∈ I}� κ〈µ,ν〉 = {1.t | t ∈ κµ} ∪ {2.t | t ∈ κν}Intuitivement, si µ est vu omme un arbre, κµ est l'ensemble des hemins qui onduisentaux feuilles de µ.Par la suite, on notera K = {1, 2}∗.La linéarisation d'un oup µ suivant t ∈ κµ, notée µ|t, est donnée par :� j|ǫ = j� (αµ)|t = α(µ|t) si α ∈ {↑, ↓,`1,`2} ∪ {αi | i ∈ I}� 〈µ, ν〉|1.t = `1µ|t� 〈µ, ν〉|2.t = `2ν|tC'est un oup de la grammaire, mais dans lequel la onstrution 〈µ, ν〉 n'intervient pas.On redé�nit la polarité λ(µ) ∈ {O,P} sur ette grammaire :



140 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� λ(j) = O� λ(↑µ) = λ(`1µ) = λ(`2µ) = λ(αiµ) = λ(µ)� λ(↓µ) = λ(µ)� λ(〈µ, ν〉) = OLa relation de justi�ation, et don l'ordre partiel, sont eux aussi redé�nis :� ⊢ j� si ⊢ µ alors ⊢ αiµ, ⊢ ↑µ et ↑µ ⊢ ↓µ� si µ ⊢ µ′ alors αiµ ⊢ αiµ
′, `1µ ⊢ `1µ

′, `2µ ⊢ `2µ
′, ↑µ ⊢ ↑µ′ et ↓µ ⊢ ↓µ′� si µ ⊢ ρ alors 〈µ, ν〉 ⊢ `1ρ et 〈ν, µ〉 ⊢ `2ρ� si ⊢ µ et ⊢ ν alors ⊢ 〈µ, ν〉On remarque qu'on ne peut jamais avoir ρ ⊢ 〈µ, ν〉, quels que soient µ, ν et ρ. Celasigni�e que les oups de la forme 〈µ, ν〉 ave 0 µ ou 0 ν n'auront auun r�le à jouer dèslors qu'on parlera de suites justi�ées. C'est d'ailleurs la raison pour laquelle on a imposé

λ(〈µ, ν〉) = O quels que soient µ et ν.La fontion ♯ de déoration devient un ensemble de fontions ♯t(µ) dé�nies pour
t ∈ κµ :� ♯0(j) = j� ♯t(↑µ) = ♯t(↓µ) = ♯t(`1µ) = ♯t(`2µ) = ♯t(αiµ) = ♯t(µ)� ♯1.t(〈µ, ν〉) = ♯t(µ)� ♯2.t(〈µ, ν〉) = ♯t(ν)On a l'égalité : ♯t(µ) = ♯(µ|t).On remarque que si on note D(µ) la liste des olorations ♯t(µ) pour t ∈ κµ, alors ladonnée un ensemble E ⊆ M`, ave la polarité λ, l'ordre partiel ⊢ et la fontion D nouspermettent de dé�nir une `-arène au sens des jeux HO du hapitre 3.En�n, si {t1, . . . , tn} ⊆ κµ, l'opération de substitution µ[t1 := µ1, . . . , tn := µn] estdé�nie par :� j[ǫ := µ1] = µ1 j[] = j� (αµ)[µ1, . . . , µn] = αµ[µ1, . . . , µn] si α ∈ {↑, ↓,`1,`2} ∪ {αi | i ∈ I}� si {t1, . . . , tn} = {1.ti1 , . . . , 1.tip , 2.tj1 , . . . , 2.tjq} alors 〈µ, ν〉[µ1, . . . , µn] = 〈µ[ti1 :=

µi1, . . . , tip := µip ], ν[tj1 := µj1, . . . , tjp := µjq ]〉.7.2.2 Arènes de ontr�leOn dé�nit à nouveau une grammaire d'ourrenes :
a ::= ↑a | ↓a | 〈a, a〉 | `1a | `2a | ra | la | ⋆a | i (i ∈ N)L'ensemble de toutes les ourrenes est noté A`. L'ensemble des ourrenes obtenuessans utiliser la onstrution 〈a, a′〉 sera noté A.Dé�nition 62 (arène de ontr�le) Une arène de ontr�le A est dé�nie par un en-semble �ni OA ⊆ A` et une fontion de onnexion LA : OA × K → A ∪ {†} tels qu'onait les onditions suivantes :



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 141� OA est non-ambigu : ∀a, a′ ∈ OA, si a ⊑p a′ alors a = a′� LA est valide : pour tout a ∈ OA, pour tout t ∈ κa, soit LA(a, t) = †, soit
LA(a, t) = a′[⋆0] ⊑p a|t ave a′ ∈ A� LA est liante : pour tout a ∈ OA, si t /∈ κa ou ♯t(a) 6= 0 alors LA(a, t) = †.L'ensemble des arènes de ontr�le est noté G`.Interprétation d'une formule par son arbre syntaxiqueÀ toute formule A de λµ2 on peut assoier une arène de ontr�le (OA,LA). Laonstrution, détaillée i-dessous, n'est ependant pas totalement naturelle, et on luipréférera plut�t la onstrution indutive.L'arbre syntaxique d'une formule A de λµ2 est dé�ni omme suit (pour tous lesonstruteurs autres que `, 'est la même dé�nition qu'à la setion 5.1.1) :� T⊤ est l'arbre vide� T⊥ est réduit à une feuille étiquetée par 0� TXi

est réduit à une feuille étiquetée par i� TA→B est onstitué d'une raine→ ave pour �ls deux sous-arbres TA et TB ; l'arêteentre → et TA (resp. TB) est étiquetée par ↑ (resp. ↓) ; si l'un des sous-arbres estvide, l'arête étiquetée n'a pas lieur d'être� TA×B est onstitué d'une raine × ave pour �ls deux sous-arbres TA et TB ; l'arêteentre × et TA (resp. TB) est étiquetée par l (resp. r) ; si l'un des sous-arbres estvide, l'arête étiquetée n'a pas lieu d'être� T∀Xi.A est onstitué d'une raine ∀ ave un unique �ls T , qui est obtenu à partir de
TA en reliant haque feuille étiquetée par i à la raine, et en réétiquetant haunede es feuilles par 0 ; l'arête entre ∀ et T est étiquetée par ⋆ ; si T est vide, l'arêteétiquetée n'a pas lieu d'être� TA`B est onstitué d'une raine ` ave pour �ls deux sous-arbres TA et TB ; l'arêteentre ` et TA (resp. TB) est étiquetée par `1 (resp. `2) ; si l'un des sous-arbresest vide, l'arête étiquetée n'a pas lieu d'être.Les branhes maximales de l'arbre sont maintenant obtenues de la façon suivante :� on desend de la raine en notant la déoration de haque arête qu'on renontre,tant qu'on ne renontre que les n÷uds ×, → et ∀� quand on renontre un n÷ud `, on peut soit onstruire une branhe maximale dansun des sous-arbres, qui ontienne au moins une fois le symbole ↓, soit onstruireun ouple 〈a, b〉 où a et b sont onstruits à partir de deux branhes maximales danshaun des deux sous-arbres, qui ne ontiennent pas le symbole ↓, auxquelles ona retiré le symbole `1 ou `2 ; dans les deux as, on ajoute e qu'on a onstruit àla suite de e qu'on avait déjà noté� quand on renontre une feuille, on note l'étiquette de ette feuille à la suite de equ'on avait déjà noté.L'ensemble des branhes maximales ainsi onstruites forme l'ensemble OA. Si a ∈ OAet t ∈ κa, LA(a, t) est onstruit de la manière suivante :



142 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� on desend progressivement dans l'arbre en dépilant les symboles de a, jusqu'àarriver à une onstrution de la forme 〈b, c〉� quand on arrive à 〈b, c〉, on ontinue ave b et u si t = 1.u et ave c et u si t = 2.u� on itère e proessus jusqu'à arriver à une feuille de l'arbre syntaxique� si la feuille est reliée par une �èhe à un n÷ud c, alors LA(a, t) est la liste desétiquettes des arêtes présentes sur le hemin depuis la raine jusqu'à c, ave un 0plaé au bout de la liste� dans le as ontraire, LA(a) = †.En�n, si t /∈ κa alors LA(a, t) = †.Exemple : Considérons le type suivant :
A = ∀X1.(∀X2.X2)` (X1 → X3)Son arbre syntaxique est :

∀

⋆

��
`

`1

xxqqqqqqqqqqqqq
`2
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∀

⋆
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→
↓

��~~
~~
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��@
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@

0 0 3Suivant la desription donnée i-dessus, l'ensemble des branhes maximales est :
OA = {⋆〈⋆0, ↑3〉, ⋆ `2 ↓0}On a par ailleurs κ⋆〈⋆0,↑3〉 = {1, 2} et κ⋆`2↓0 = {ǫ}. La fontion de onnexion est donnéepar :
LA(⋆〈⋆0, ↑3〉, 1) = ⋆`1 ⋆0

LA(⋆〈⋆0, ↑3〉, 2) = †

LA(⋆`2 ↓0, ǫ) = ⋆0Interprétation indutiveUne onstrution indutive est aussi possible, et �nalement préférable dans e as : lesonstrutions atomes, produit et �èhe sur les arènes sont dé�nies sur le même modèle quedans le hapitre 5, la onstrution quanti�ation est redé�nie, et on ajoute la onstrutionde disjontion qui orrespond au ` :(atomes) ⊤ = (∅, ∅) ⊥ = ({0}, (0, t) 7→ †) Xi = ({i}, (i, t) 7→ †) pour i > 0



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 143(produit) si A,B ∈ G`, on dé�nit A×B par :� OA×B = {la | a ∈ OA} ∪ {rb | b ∈ OB}� LA×B(la, t) =

{

† si LA(a, t) = †

lLA(a, t) sinon
LA×B(rb, t) =

{

† si LB(b, t) = †

rLB(b, t) sinon(�èhe) si A,B ∈ G`, on dé�nit A→ B par :� OA→B = {↓a | a ∈ OA} ∪ {↑b | b ∈ OB}� LA→B(↓a, t) =

{

† si LA(a, t) = †

↓LA(a, t) sinon
LA→B(↑b, t) =

{

† si LB(b, t) = †

↑LB(b, t) sinon(quanti�ation) si A ∈ G` et i > 0, on dé�nit ∀Xi.A par :� O∀Xi.A = {⋆a[t1 := b1, . . . , tn := bn] | a ∈ OA ∧ κa = {t1, . . . , tn} ∧ (bk =
j si ♯tk(a) = j 6= i) ∧ (bk = 0 si ♯tk(a) = i)}� L∀Xi.A(⋆a[t1 := b1, . . . , tn := bn], t) =







† si LA(a, t) = † ∧ ♯t(a) 6= i

⋆0 si ♯t(a) = i

⋆LA(a, t) sinon(disjontion) si A,B ∈ G`, on dé�nit A`B par :� OA`B = {〈a, b〉 | a ∈ OA ∧ b ∈ OB∧ ⊢ a∧ ⊢ b}
∪{`1a | a ∈ OA∧ 0 a} ∪ {`2b | b ∈ OB∧ 0 b}� LA`B(〈a, b〉, t) =







`1LA(a, t′) si t = 1.t′ et LA(a, t′) 6= †

`2LB(b, t′) si t = 2.t′ et LB(b, t′) 6= †

† sinon
LA`B(`1a, t) =

{

† si LA(a, t) = †

`1LA(a, t) sinon
LA`B(`2b, t) =

{

† si LB(b, t) = †

`2LB(b, t) sinonSubstitutionLa substitution d'arène doit aussi être redé�nie :Dé�nition 63 (substitution) Soit A,B ∈ G`. La substitution de Xi par B dans A



144 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEest l'arène A[B/Xi] dé�nie par :� OA[B/Xi] = {a|t[b] | a ∈ OA ∧ t ∈ κa ∧ ♯
t(a) = i ∧ b ∈ OB∧ 0 b}

∪ {a[t1 := b1, . . . , tn := bn] | a ∈ OA ∧ κa = {t1, . . . , tn}
∧(bk = j si ♯tk (a) = j 6= i) ∧ (bk ∈ OB∧ ⊢ bk si ♯tk(a) = i)}� LA[B/Xi](a|u[b], t) =

{

† si LB(b, t) = †

a|u[LB(b, t)] sinon
LA[B/Xi](a[t1 := b1, . . . , tn := bn], t) =







LA(a, t) si ♯t(a) = j 6= i

a|u[LB(bi, v)] si t = u.v, ♯u(a) = i et LB(bi, v) 6= †

† sinonComme ette dé�nition est sensiblement plus sophistiquée que dans les jeux sansontr�le, on va ette fois démontrer expliitement que ette substitution orrespondbien à la substitution sur les formules, par indution sur A :� si A = ⊤ ou A = ⊥ ou A = Xj ave j 6= i, on a bien A[B/Xi] = A� si A = Xi on a
OA[B/Xi] = {i[ǫ := b] | b ∈ OB∧ ⊢ b} ∪ {i|ǫ[b] | b ∈ OB∧ 0 b} = OBet

LA[B/Xi](b, t) =

{

i[LB(b, t)] si LB(b, t) 6= †

† si LB(b, t) = †don LA[B/Xi] = LB ; d'où A[B/Xi] = B� si A = A1 ×A2, on voit immédiatement que
OA[B/Xi] = {la | a ∈ OA1[B/Xi]} ∪ {rb | b ∈ OA2[B/Xi]}et

LA[B/Xi](αa, t) =

{

† si LA(a, t) = †

αLA(a, t) sinonave α ∈ {r, l} : d'où A[B/Xi] = A1[B/Xi] ×A2[B/Xi]� si A = A1 → A2, on montre de la même façon que A[B/Xi] = A1[B/Xi] →
A2[B/Xi]� si A = ∀Xj.A0 on impose par α-renommage que j 6= i et j /∈ FTV (A) ; on a alors :

OA[B/Xi] = {a|t[b] | a ∈ OA ∧ t ∈ κa ∧ ♯
t(a) = i ∧ b ∈ OB∧ 0 b}

∪ {a[t1 := b1, . . . , tn := bn] | a ∈ OA ∧ κa = {t1, . . . , tn}
∧(bk = n si ♯tk(a) = n /∈ {0, i})
∧(bk = 0 si ♯tk(a) = 0)
∧(bk ∈ OB∧ ⊢ bk si ♯tk (a) = i)}

= O∀Xj .A0[B/Xi]et on peut véri�er que sur et ensemble LA[B/Xi] et L∀Xj .A0[B/Xi] oïnident, d'où
A[B/Xi] = ∀Xj.A0[B/Xi]



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 145� si A = A1 `A2, on a :
OA[B/Xi] = {`1a|u[b] | a ∈ OA1 ∧ t = 1.u ∧ u ∈ κa ∧ ♯

u(a) = i ∧ b ∈ OB∧ 0 b}
∪{`2a|u[b] | a ∈ OA2 ∧ t = 1.u ∧ u ∈ κa ∧ ♯

u(a) = i ∧ b ∈ OB∧ 0 b}
∪ {`1a[t1 := b1, . . . , tn := bn] | a ∈ OA1 ∧ κa = {t1, . . . , tn}

∧(bk = n si ♯tk(a) = i})
∧(bk = j si ♯tk(a) = j 6= i)}

∪ {`2a[t1 := b1, . . . , tn := bn] | a ∈ OA2 ∧ κa = {t1, . . . , tn}
∧(bk = n si ♯tk(a) = i})
∧(bk = j si ♯tk(a) = j 6= i)}

∪ {〈a1[t1 := b1, . . . , tn := bn], a2[u1 := c1, . . . , un := cn]〉 |
a1 ∈ OA1 ∧ κa1 = {t1, . . . , tn}
∧a2 ∈ OA2 ∧ κa2 = {u1, . . . , un}
∧(bk ∈ OB∧ ⊢ bk si ♯tk(a1) = i)
∧(bk = j si ♯tk(a1) = j 6= i)
∧(ck ∈ OB∧ ⊢ ck si ♯uk(a2) = i)
∧(ck = j si ♯uk(a2) = j 6= i)}

= OA1[B/Xi]`A2[B/Xi]et on peut véri�er que sur et ensemble LA[B/Xi] et LA1[B/Xi]`A2[B/Xi] oïnident,d'où A[B/Xi] = A1[B/Xi]`A2[B/Xi].Exemple : Reprenons le type A = ∀X1.(∀X2.X2)` (X1 → X3) de l'exemple préé-dent. Rappelons que
OA = {⋆〈⋆0, ↑3〉, ⋆ `2 ↓0}

LA(⋆〈⋆0, ↑3〉, 1) = ⋆`1 ⋆0

LA(⋆〈⋆0, ↑3〉, 2) = †

LA(⋆`2 ↓0, ǫ) = ⋆0Posons B = ∀X4.X5 → (X4 `X4), on a alors
OB = {⋆↑〈0, 0〉, ⋆↓5}

LB(⋆↑〈0, 0〉, 1) = LB(⋆↑〈0, 0〉, 2) = ⋆0

LB(⋆↓5, ǫ) = †La dé�nition de la substitution nous donne :
OA[B/X3] = {⋆`2 ↓0 , ⋆〈⋆0, ↑ ⋆ ↑〈0, 0〉〉 , ⋆`2 ↑ ⋆ ↓5}

LA[B/X3](⋆`2 ↓0) = ⋆0

LA[B/X3](⋆`2 ↑ ⋆ ↓5, ǫ) = †

LA[B/X3](⋆〈⋆0, ↑ ⋆ ↑〈0, 0〉〉, 1) = ⋆`1 ⋆0

LA[B/X3](⋆〈⋆0, ↑ ⋆ ↑〈0, 0〉〉, 2.1) = ⋆`2 ↑ ⋆ 0

LA[B/X3](⋆〈⋆0, ↑ ⋆ ↑〈0, 0〉〉, 2.2) = ⋆`2 ↑ ⋆ 0



146 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEOn peut véri�er que ela nous donne bien l'arène
C = ∀X1.(∀X2.X2)` (X1 → (∀X4.X5 → (X4 `X4)))7.2.3 Coups, parties et stratégiesOn introduit une grammaire des oups de ontr�le :

m ::= ↑m | ↓m | 〈m,m〉 | `1m | `2m | rm | lm | ⋆Bm | i (B ∈ G`, i ∈ N)Ces oups forment l'ensemble M`. L'ensemble des oups obtenus sans utiliser la onstru-tion 〈m,m′〉 sera noté M.On étend la fontion d'anonymité A` : M` → A` :� A`(i) = i pour i ≥ 0� A`(⋆Am) = ⋆A`(m)� A`(βm) = βA`(m) pour β ∈ {r, l,`1,`2, ↑, ↓}� A`(〈m,n〉) = 〈A`(m),A`(n)〉et l'extration m
a dé�nie partiellement pour m ∈ M, a ∈ A :� ⋆Bm

⋆0 = B� si ma est dé�ni, ⋆Bm
⋆a = βm

βa = m
a si β ∈ {↑, ↓,`1,`2, r, l}.Dé�nition 64 (oup dans une arène de ontr�le) Soit A une arène de ontr�le.Son ensemble de oups MA ⊆ M` est donné par la relation m ∈ MA dé�nie parindution : m ∈ MA si� soit m = m1|t[m2] ave A`(m1) = a ∈ OA, t ∈ κa, LA(a, t) 6= †, m2 ∈ MB ave

B = m1|t
LA(a,t) et 0 m2� soit m = M [t1 := m1, . . . , tn := mn] ave A`(M) = a ∈ OA, κa = {t1, . . . , tn} et

∀i ∈ [1, n] :si LA(a, ti) = † alors mi = ♯ti(a)si LA(a, ti) 6= † alors mi ∈ MBi
ave Bi =

M |ti
LA(a,ti)

et ⊢ mi.On a bien une dé�nition indutive sur m, ar dans le as où mi ∈ MBi
la taille de

mi est stritement plus petite que elle de m.Exemple : Revenons au type A = ∀X1.(∀X2.X2) ` (X1 → X3). Les oups de MAont une des formes suivantes :
⋆C `1 ⋆

Dd

⋆C〈⋆Ddi, ↑3〉

⋆C `2 ↓coù C et D sont des arènes de ontr�le, d (resp. di) est un oup (resp. un oup initial)dans D et c un oup dans C.



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 147La première forme orrespond au premier as de la dé�nition. La deuxième formeorrespond au deuxième as. Quant à la troisième forme, elle orrespond aussi bien àl'un qu'à l'autre.Pour dé�nir les parties et suites justi�ées, on va utiliser les pointeurs de justi�ationet pointeurs de ontr�le tels qu'ils ont été introduits à la setion 3.5.Dé�nition 65 (suite justi�ée de ontr�le) Une suite justi�ée de ontr�le sur
A ∈ G` est la donnée d'une suite s = m1 . . .mn de oups de MA et de deux fon-tions partielles f : {1, . . . , n} ⇀ {1, . . . , n} et f` : {1, . . . , n} × K ⇀ {1, . . . , n} × Ktelles que :� si f(i) n'est pas dé�ni alors ⊢ mi� si f(i) = j alors j < i et mj ⊢ mi� si f`(i, t) est dé�ni alors t ∈ κmi

et ♯t(mi) 6= 0� si f`(i, t) = (j, u) alors j < i et ♯t(mi) = ♯u(mj).Dé�nition 66 (partie de ontr�le) Une partie de ontr�le sur A ∈ G` est unesuite justi�ée s = m1 . . .mn sur A telle que, pour tout 1 ≤ i ≤ n :� si λ(mi) = P alors λ(mi+1) = O et, pour tout t ∈ κmi
tel que ♯t(mi) 6= 0,

f`(i, t) = (j, u) ave λ(mj) = O� si λ(mi) = O alors λ(mi+1) = P et, pour tout t ∈ K, f`(i, t) n'est pas dé�ni.L'ensemble des parties de ontr�le sur A est noté P`A , et le sous-ensemble de P`A onstituédes parties de longueur paire est noté EA.On note G`(s) l'ensemble des arènes jouées dans une partie s, et FTV (s) = {FTV (A) |
A ∈ G`(s)}.Exemple : On dé�nit une partie s sur l'arène A = ∀X1.(∀X2.X2) ` (X1 → X3)par :

s = m1m2m3m4ave :
m1 = ⋆(X4→⊥)→X4〈⋆X44, ↑3〉

m2 = ⋆(X4→⊥)→X4 `2 ↓↑4

m3 = ⋆(X4→⊥)→X4 `2 ↓↓↑0

m4 = ⋆(X4→⊥)→X4 `2 ↓↓↓4et
f(2) = 1 f(3) = 2 f(4) = 3

f`(2, ǫ) = (1, 1) f`(4, ǫ) = (1, 1)Dé�nition 67 (niveau) Si un oup m dans une partie s ∈ PA ontient le symbole ⋆B ,alors il peut être érit sous la forme m = m0|t[⋆
BM ] ou m = m0[t1 := m1, . . . , ti :=

⋆BM, . . . , tn := mn]. On dit que B est jouée par λ(m0) au niveau de m si M neontient pas le symbole ↓ (autrement dit ⊢M).



148 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEDé�nition 68 (stratégie de ontr�le) Une stratégie de ontr�le σ sur A ∈ G` estun ensemble non vide de parties de ontr�le sur A de longueur paire, los par pré�xe delongueur paire et déterministe : si sm et sn sont deux parties de σ alors sm = sn.On note σ : A.Dé�nition 69 (vue, innoene) Soit s une partie sur A ∈ G`, on dé�nit sa vue psqpar :� pǫq = ǫ� psµq = psqµ si λ(µ) = P� psµq = µ si ⊢ µ� psµtνq = psqµν si λ(ν) = O et µ justi�e ν.Une stratégie de ontr�le σ est dite innoente si, pour toute partie sn de σ, tous lespointeurs de n (pointeur de justi�ation et pointeur de ontr�le) vont dans psq, et si ona : pour tout smn ∈ σ, t ∈ σ, si tm est une partie et psmq = ptmq alors tmn ∈ σ.Dé�nition 70 (bi-vue) Une bi-vue sur A est une suite justi�ée de ontr�le telle quehaque oup de la suite est justi�é par son prédéesseur.7.2.4 Catégorie des jeux de ontr�leFormatOn dé�nit l'ensemble des formats Ξ = ({↑, ↓,`1,`2, r, l} ∪ {⋆B}B∈C`)∗.Soit m ∈ M` et ζ ∈ Ξ, on dit que m est de format ζ si m = ζm′ pour m′ ∈ M`.Soit s une suite justi�ée sur A ∈ G`, et Σ ⊆ Ξ, on dit que ss est de format Σ sihaque oup de s est de format ζ pour ζ ∈ Σ.Si γ1, δ1, . . . , γn, δn sont des formats, la suite
s{δ1(−)/γ1(−), . . . , δn(−)/γn(−)}est dé�nie omme auparavant : 'est la suite obtenue à partir de s en remplaçant lesoups de la forme γiµ par δiµ pour 1 ≤ i ≤ n, à ondition qu'il n'y ait pas d'ambiguïtésur les pointeurs.RestritionSoit s une suite justi�ée sur A ∈ G` et ζ ∈ Ξ. On note s↾ζ la sous-suite de s obtenueà partir des oups de s de format ζ en e�açant e pré�xe, ave tous les pointeurs quipointent vers un oup de format ζ.Soit ζ, ξ ∈ Ξ, onsidérons la restrition s′ de s aux oups de format ζ et aux oupsde format ξ héréditairement justi�és par un oup de format ζ. La suite justi�ée s↾ζ,ξ estalors dé�nie omme la suite s′ où haque pré�xe ζ (resp. ξ) est remplaé par ↑ (resp. ↓),et où les pointeurs sont dé�nis omme suit :� si m = ζm′ (resp. m = ξm′) est justi�é par m = ζm′ (resp. m = ξm′) dans s,alors l'ourrene orrespondante de ↑m′ (resp. ↓m′) dans s ↾ζ,ξ est justi�ée par

↑m′ (resp. ↓m′)



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 149� si m = ξm′ est héréditairement justi�é par un oup m = ζm′ dans s ave ⊢ m′et ⊢ m′ (m′ est alors néessairement unique), alors l'ourrene orrespondante de
↓m′ est justi�ée par l'ourrene orrespondante de ↑m′� si m = ↑m′ (resp. m = ↓m′), le pointeur de ontr�le de (m, t) pointe vers le oup
(↑n, u) ou (↓n, u) tel que (ζn, u) ou (ξn, u) soit le dernier ouple (M,v) ave M deformat ζ ou ξ qui justi�e héréditairement (ζm′, t) (resp. (ξm′, t)) ; si un tel ouplen'existe pas, (m, t) n'a pas de pointeur de ontr�le.CompositionDé�nition 71 (omposition) Une séquene d'interation u entre A, B et C estune suite justi�ée de ontr�le sur (A → B) → C qui ne ontient auun pointeur deontr�le entre A et C, et tel que u↾↓↑,↓↓, u↾↑,↓↑ et u↾↑,↓↓ soient des parties sur A → B,

B → C et A→ C respetivement. L'ensemble des séquenes d'interation entre A, B et
C est noté Int(A,B,C).La omposition entre deux stratégies de ontr�le σ : A → B et τ : B → C estl'ensemble de parties

σ; τ = {u↾↑,↓↓| u ∈ Int(A,B,C) ∧ u↾↓↑,↓↓∈ σ ∧ u↾↑,↓↑∈ τConstrution de la atégorieL'objet de ette thèse n'étant pas l'étude des jeux ave pointeurs de ontr�le, on seréférera à [Lau07℄ pour les preuves des résultats suivants2 :Proposition 23 σ; τ est une stratégie sur A→ C.Proposition 24 On poseidA = {s ∈ EA→A | ∀t ∈ EA, t � s⇒ t↾↑= t↾↓}idA est innoente. Si σ : A → B et τ : B → C sont innoentes, alors σ; τ estinnoente.Proposition 25 Si σ : A→ B, τ : B → C et ρ : C → D alors :
(σ; τ); ρ = σ; (τ ; ρ)

σ; idB = idA;σ = σOn note C`0 la atégorie dé�nie de la manière suivante :� les objets sont les arènes de ontr�le� un morphisme de A vers B est une stratégie de ontr�le innoente ave ontr�le
σ : A→ B2Les preuves ne sont d'ailleurs que des extensions des preuves dans le as HO.



150 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� l'identité sur A est idA : A→ A� la omposée de σ : A→ B et τ : B → C est σ; τ : A→ C.On notera C`0 (X1, . . . ,Xn) la sous-atégorie pleine de C0 dont les objets sont lesarènes A telles que
FTV (A) ⊆ {X1, . . . ,Xn}et les morphismes de A vers B sont les stratégies innoentes de C0(A,B) telles que

∀sm ∈ σ, FTV (sm) ⊆ {X1, . . . ,Xn} ∪ FTV (s)On se réfère à nouveau à [Lau07℄ et aux preuves des modèles HO pour le résultatsuivant :Proposition 26 C`0 et C`0 (X1, . . . ,Xn) sont des atégories artésienne loses.Toutes les onstrutions de la struture artésienne lose sont d'ailleurs identiques àelles que l'on a dé�nies dans le as des jeux sans ontr�le.7.2.5 UniformitéLa dé�nition de l'uniformité dans le adre ave ontr�le est très prohe de elle quel'on a donné pour le système F à la Churh. La seule di�érene provient du fait qu'on n'aplus ♯(m2i+1) = ♯(m2i+2) pour toute partie s = m1 . . . mn, ette égalité étant remplaéepar des pointeurs de ontr�le qui lient un ouple (mi, t) ave t ∈ κmi
et λ(mi) = O. àun autre ouple (mk, u) ave u ∈ κmk

et λ(mk) = P. Le opyat doit don s'e�etuerentre les deux moreaux de oups reliés par un pointeur de ontr�le.Extension opyatDans les dé�nitions suivantes m[B/j] (resp. s[B/j]) est obtenu à partir du oup m(resp. de la partie s) en remplaçant haque symbole de la forme ⋆A par ⋆A[B/Xj ].Dé�nition 72 (extension plate) Soit s = m1 . . .mn une partie de ontr�le sur A ∈
G`, soient B ∈ G et j > 0.On dé�nit l'extension plate de s : étant donnée une suite de oups initiaux r =
(ri)i∈N dans MB, Flsj,B(r) est dé�nie omme s′[B/Xj ], où s′ est obtenue à partir de s enprenant haque paire ((mi, t), (mk, u)) telle que : ♯t(mi) = j et le pointeur de ontr�le de
(mk, u) pointe sur (mi, t), et en remplaçant mi par mi[t := rN ] et mk par mk[u := rN ],où N = ψ(i, k) ave ψ : [1, n] ×K → N injetive.Dans ette dé�nition, la ondition sur N signi�e simplement qu'on attribue un oupinitial rN spéi�que pour haque (mi, t) appartenant à une paire ((mi, t), (mk, u)).Notons qu'il apparaît là une di�érene subtile ave le système F sans ontr�le : alorsqu'auparavant on assoiait au oup mi l'unique oup mi+1, on peut maintenant assoierà (mi, t) plusieurs paires ((mi, t), (mk, u)), pour des valeurs di�érentes de mk et de u.Cela ne omplique pas les dé�nitions pour autant.



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 151Dé�nition 73 (extension opyat) Soit s = m1 . . .mn une partie de ontr�le sur
A ∈ G`, soient B ∈ G` et j > 0.Soit un ouple (mi, t) où mi est un oup Opposant de s, t ∈ κmi

ave ♯t(mi) = j,et le pointeur de ontr�le d'un ertain ouple (mk, u)) pointe sur (mi, t)). Soient en�n
r = (ri)i∈N une suite de oups initiaux dans MB et v = n1 . . . np une bi-vue dans
B. Supposons que Flsj,B(r) = s1m

′
i[t := rN ]s2m

′
k[u := rN ]s3 ave m′

i = mi[B/j] et
m′
k = mk[B/j] et, si ♯(mn) = j et λ(mn) = O, en remplaçant m′

n = mn[B/j] par
m′
n[rn].L'extension opyat de s sur B à la position (i, u) le long de j (ave paramètres

v, r) est la partie s′ = CCsj,B(i, u, v, r) dé�nie par :� s′ = s1m
′
i[t := n1]s2m

′
i+1[u := n1]s3 si p = 1� s′ = s1m

′
i[t := n1]s2m

′
k[u := n1]m

′
k[u := n2]m

′
i[t := n2] . . . m

′
k[u := np]m

′
i[t := np]si p pair� s′ = s1m

′
i[t := n1]s2m

′
k[u := n1]m

′
k[u := n2]m

′
i[t := n2] . . . m

′
i[t := np]m

′
k[u := np]si p > 1 et p impair(où les pointeurs de ontr�le, lorsqu'ils sont requis, pointent vers le oup préédent, à laplae orrespondante).En�n, si i = n, Flsj,B(r) = s1m

′
n[rn] et v = n1 . . . np alors

CCsj,B(n, v, r) =

{

s1 si p = 0

s1m
′
n[n1] sinonDé�nition 74 (a�etation) Soient σ une stratégie de ontr�le innoente sur A ∈ G`et j > 0. L'a�etation de Xj par B dans σ, dénotée σ[B/Xj ], est la plus petite stratégieinnoente ontenant toutes les extensions opyat sur B d'une partie de σ suivant l'indie

j. Soient ~X = 〈X1, . . . ,Xn〉 et ~B = 〈B1, . . . , Bn〉. On note :
A[ ~B/ ~X] = (. . . (A[B1/X1])[B2/X2] . . . )[Bn/Xn]

σ[ ~B/ ~X] = (. . . (σ[B1/X1])[B2/X2] . . . )[Bn/Xn]Stratégie uniformeDé�nition 75 (variable de opyat, stratégie symboliques) Soit s = s1m unepartie de ontr�le sur l'arène A ave λ(m) = O, et Xi une arène variable jouée auniveau de m. Xi est appelée variable de opyat de s si Xi /∈ FTV (ps1q) ∩ FTV (A).Une vue s sur l'arène A est dite symbolique si, pour tout oup m de s tel que
λ(m) = O, les arènes jouées au niveau de m sont des variables de opyat Xi1 , . . . ,Xintoutes distintes.Une partie (resp. une stratégie) est dite symbolique si toutes les vues qu'elle ontientsont symboliques.



152 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEDé�nition 76 (stratégie uniforme) Soit σ une stratégie de ontr�le sur l'arène A. σest appelée uniforme si il existe une stratégie symbolique innoente σ̄ sur A telle que :
σ est la plus petite stratégie innoente ontenant σ̄ et stable par extension opyat le longd'une variable de opyat.Le résultat suivant peut être prouvé de la même façon que la proposition 10 :Proposition 27 Si σ : A→ B et τ : B → C sont deux stratégies de ontr�le uniformesalors σ; τ : A→ C est uniforme.On a aussi :Lemme 25 Les stratégies de ontr�le ⋄ : A → ⊤, idA : A → A, πr : A × B → B,
πl : A×B → A, et eval : (A→ B)×A→ B sont uniformes. Si σ : Γ → A et τ : Γ → Bsont uniformes alors 〈σ, τ〉 : Γ → (A×B) est uniforme. Si σ : Γ ×A→ B est uniformealors Λ(σ) : Γ → (A→ B) est uniforme.On peut don dé�nir la atégorie C`(X1, . . . ,Xn), la sous-atégorie de C`0 (X1, . . . ,Xn)pleine sur les objets et dont les morphismes sont les stratégies de ontr�le uniformes.Cette atégorie est aussi artésienne lose.7.2.6 Constrution d'une hyperdotrine de ontr�leNous avons maintenant tous les ingrédients néessaires à la onstrution d'une hyper-dotrine de ontr�le. En e qui onerne la struture d'hyperdotrine, on se ontenterade dérire les onstrutions sans expliiter les preuves, ar elles-i sont parfaitementsimilaires à elles données dans la partie 5.4.1.La atégorie de base B est onstruite de la même façon que préédemment : les objetssont les entiers naturels, et un morphisme de n vers m est un m-uplet 〈A1, . . . , An〉d'arènes de ontr�le telles que FTV (Ai) ⊆ {X1, . . . Xn}.On a :Proposition 28 Soient A,B ∈ G` et j > 0. Si σ : A est uniforme, alors σ[B/Xj ] :
A[B/Xj ] est uniforme.On peut alors onstruire un fonteur C` : Bop → CCC : on hoisit C`(k) =
C`(X1, . . . ,Xk) et, pour tout ~B : n → m, on dé�nit C`( ~B) : C`(m) → C`(n) ommesuit (pour ~X = 〈X1, . . . ,Xn〉) :� pour tout A ∈ C`(m), C`( ~B)(A) = A[ ~B/ ~X ]� pour tout σ : A→ B, C`( ~B)(σ) = σ[ ~B/ ~X ].On dé�nit la quanti�ation de stratégie omme au hapitre 5 :Dé�nition 77 (quanti�ation d'une stratégie de ontr�le) Soient A,B ∈ C`(n+
1) et σ : A → B. On dé�nit la stratégie ∀σ : (∀Xn+1.A) → (∀Xn+1.B) omme laplus petite stratégie de ontr�le innoente ontenant toutes les vues s sur (∀Xn+1.A) →
(∀Xn+1.B) telles qu'il existe C ∈ G et t ∈ σ[C/Xn+1] véri�ant :

s = t{ ⋆C↑(−)/↑(−) , ⋆C↓(−)/↓(−) }



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 153Dans la atégorie B, la projetion est ~X = 〈X1, . . . ,Xn〉 : n+1 → n. Cela nous donneun fonteur C`( ~X) : C`(n) → C`(n+1). On dé�nit le fonteur Π`n : C`(n+1) → C`(n)par Π`n (A) = ∀Xn+1.A et Π`n (σ) = ∀σ.Lemme 26 Π`n est adjoint à droite de C`( ~X).Lemme 27 Π`n est naturel en n.De plus, si κ : C`(n+1)(C`( ~X)(Γ), A) → C`(n)(Γ,Π`n (A)) est la bijetion qui réalisel'adjontion Π`n ⊣ C`( ~X), on a :
κ((κ−1(id∀Xn.A))[ ~B/ ~X ]) = id(∀Xn.A)[~B/ ~X]Proposition 29 La struture M` dé�nie par la atégorie de base B et le fonteur C` :

Bop → CCC est une hyperdotrine.On veut maintenant montrer que, pour tout n ∈ N, C`(n) a une struture d'hyper-dotrine de ontr�le.On onnaît la onstrution ` sur les arènes de ontr�le. Pour la dé�nir sur les mor-phismes, on va onstruire de façon plus générale des stratégies σ ` τ et τ ` σ, où σ estun ertain type de stratégie qu'on appellera entrée, et on montrera que l'identité estbien entrée.Dé�nition 78 (stratégie entrée) Soit σ une stratégie de ontr�le sur A → B. Ondit que σ est entrée si, pour toute partie s ∈ σ, tout oup initial m de s est suivi d'unoup n de format ↓, et n est l'unique oup de format ↓ justi�é par m.Par dé�nition, les stratégies ⋄ : A→ ⊤, idA : A→ A, πr : A×B → B, πl : A×B → A,et eval : (A→ B) ×A→ B sont entrées.Soit s une partie sur (A ` C) → (B ` D). On dé�nit la restrition s↾A→B ommesuit :� on se restreint aux oups de s de la forme ↑〈m1,m2〉, ↑`1m1, ↓〈m1,m2〉 et ↓`1m1� on remplae haque oup de la forme ↑〈m1,m2〉 ou ↑`1 m par ↑m1� on remplae haque oup de la forme ↓〈m1,m2〉 ou ↓`1 m par ↓m1� on onserve les pointeurs de justi�ation, et les pointeurs de ontr�le quand 'estpossible.
s↾C→D est dé�ni de façon similaire.Dans la dé�nition suivante, on note s ⊏ σ si s est pré�xe d'une partie de σ.Dé�nition 79 (disjontion de stratégies) Soient σ : A → B et τ : C → D. Ondé�nit

σ ` τ = {s ∈ P`(A`C)→(B`D) | s↾A→B⊏ σ ∧ s↾C→D⊏ τ}L'intuition à la base de ette dé�nition est que σ`τ joue suivant σ lorsque l'Opposantjoue sur A → B, et suivant τ lorsqu'il joue sur C → D. σ ` τ n'est pas toujours unestratégie, mais on a :



154 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEProposition 30 Si σ : A → B est une stratégie entrée de C`(n), alors pour toutestratégie τ : C → D de C`(n), σ ` τ et τ ` σ sont des stratégies de C`(n). De plus, ona :
(σ ` idC); (idB ` τ) = (idA ` τ); (σ ` idD)et
(idC ` σ); (τ ` idB) = (τ ` idA); (idD ` σ)Démonstration : Pour tout oup b ∈ MB tel que ⊢ b, on note f(b) le oup de

MA, s'il existe, tel que ↑b · ↓f(b) ∈ σ. σ` τ ontient exatement les parties dont les vuesont une des formes suivantes :� s = ǫ� s = ↑〈b1, d1〉 · ↑`2 d2 · · · ↑`2 dk ave ↑d1 · · · ↑dk vue de τ� s = ↑〈b1, d1〉 · ↑`2 d2 · · · ↑`2 dk · ↓〈f(b1), c1〉 ave ↑d1 · · · ↑dk · ↓c1 vue de τ� s = ↑〈b1, d1〉·↑`2d2 · · · ↑`2dk ·↓〈f(b1), c1〉·g1 · · · gn ave ↑d1 · · · ↑dk ·↓c1 ·m1 · · ·mnvue de τ et
gi =







↑`1 d si mi = ↑d

〈f(b1), d〉 si mi = ↓d et ⊢ d
↓`1 d sinon� s = ↑〈b1, d1〉 · ↑`2 d2 · · · ↑`2 dk · ↓〈f(b1), c1〉 ·α1`1 a1 · · ·αn`1 an ave αi ∈ {↑, ↓},

↑d1 · · · ↑dk · ↓c1 vue de τ et ↑b1 · ↓f(b1) · α1a1 · · ·α1ap vue de σ.C'est don bien une stratégie, et elle est uniforme puisque σ et τ le sont.En onstruisant les omposées (σ ` idC); (idB ` τ) et (idA ` τ); (σ ` idD) on véri�equ'elles sont égales à σ ` τ . �Si on pose σ ` A = σ ` idA, ` dé�nit un fonteur binoïdal pour haque atégorie
C`(n), et les stratégies entrées sont entrales pour ette struture binoïdale. On peutd'ailleurs démontrer, omme dans [Lau02℄ :Proposition 31 Les stratégies entrales dans C`(n) pour le fonteur binoïdal ` sontexatement les stratégies entrées.Démonstration : On sait déjà qu'une stratégie entrée est entrale. Considéronsdon une stratégie entrale σ : A → B dans C`(n), et supposons qu'elle ne soit pasentrée. Deux as sont possibles :� soit il existe une partie mn ∈ σ ave m = ↑m′ initial et n = ↑n′� soit il existe une partie s ∈ σ ave un oup initial m = ↑m′ qui justi�e deux oups

n1 = ↓n′1 et n2 = ↓n′2.Dans le premier as, on onstruit ρ1 = (σ ` A); (B ` σ) et ρ2 = (A ` σ); (σ ` B).On onstate alors que ↑〈m′,m′〉 · ↓`2 n
′ ∈ ρ1 tandis que ↑〈m′,m′〉 · ↓`1 n

′ ∈ ρ2, et don
ρ1 6= ρ2.Dans le deuxième as, on a mn1p1 . . . pnn2 ∈ σ ave pi = αiqi où αi ∈ {↑, ↓} et qin'est pas un oup initial. On onsidère alors les deux arènes de ontr�le C = (⊥ → ⊥)×⊥



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 155et D = ⊥, et une stratégie τ : C → D telle que s = ↑d · ↓c1 · ↓c2 · ↓c3 ∈ τ ave
d = 0

c1 = l↑0

c2 = l↓0

c3 = r0Si on note ρ1 = (σ ` C); (B ` τ) et ρ2 = (A` τ); (σ `D), on onstate que s1 ∈ ρ1 où
s1 = ↑〈m′, d〉 · ↓〈n′1, c1〉 · ↓`2 c2 · ↓〈n

′
1, c3〉 · α1 `1 q1 · · ·αn `1 qn · ↓〈n

′
2, c3〉tandis que s2 ∈ ρ2 où

s1 = ↑〈m′, d〉 · ↓〈n′1, c1〉 · ↓`2 c2 · ↓〈n
′
1, c3〉 · α1 `1 q1 · · ·αn `1 qn · ↓〈n

′
2, c1〉Or c1 6= c3 don ρ1 6= ρ2. �Proposition 32 Pour tout n ∈ N, C`(n) est une atégorie de ontr�le.Démonstration : La struture prémonoïdale est triviale : les arènes (A`B)` Cet A` (B `C) sont identiques modulo un renommage des ourrenes, on dé�nit donl'isomorphisme aA,B,C : (A ` B) ` C → A ` (B ` C) omme l'identité modulo erenommage. La naturalité de et isomorphisme en A,B et C en déoule immédiatement.Par ailleurs ette stratégie est entrée, don entrale.On fait de même pour lA : A → A`⊥, rA : A → ⊥ `A et cA,B : A` B → B ` A.Les branhes des diagrammes de ohérene sont des ompositions d'identité modulorenommage, don les diagrammes ommutent.Pour tout A ∈ C`, on dé�nit iA : ⊥ → A par :

iA = {↑m1 · ↓0 · ↑m2 · ↓0 · · · ↑mn · ↓0 | ∀i ∈ [1, n], mi ∈ MA∧ ⊢ mi}et ∇A : A`A→ A par :
∇A = {s ∈ EA`A →A | ∀t ∈ EA`A →A, t � s⇒ t↾↓ t↾↑}où t  s si s est obtenu à partir de t en remplaçant haque oup de la forme 〈m,m〉,

`1m ou `2m par m. Ce sont bien deux stratégies, et elles sont entrées don entrales.La omposition ∇A ◦ (A` iA) nous donne la stratégie
{s ∈ EA`⊥→A | ∀t ∈ EA`⊥→A, t � s⇒ t↾↓ 1 t↾↑}où t  1 s si s est obtenu à partir de t en remplaçant haque oup de la forme 〈m, 0〉,

`1m ou `2m par m. C'est don la stratégie l−1
A . De même, ∇A ◦ (iA `A) = r−1

A .On a aussi
∇A ◦ cA,A = {s ∈ EA`A→A | ∀t ∈ EA`A→A, t � s⇒ t↾↓ t↾↑}

= ∇A



156 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUEet
∇A ◦ (∇A `A) = {s ∈ E(A`A)`A→A | ∀t ∈ E(A`A)`A→A, t � s⇒ t↾↓ 2 t↾↑}

= ∇A ◦ (A`∇A) ◦ aA,A,Aoù t 2 s si s est obtenu à partir de t en remplaçant haque oup de la forme 〈〈m,m〉,m〉ou `i `j m ave i, j ∈ {1, 2} par m.On véri�e la ompatibilité des monoïdes ave la struture prémonoïdale. On a id⊥ =
i⊥ et iA` iB = {↑〈m1,m

′
1〉 · ↓〈0, 0〉 · · · ↑〈m1,m

′
1〉 · ↓〈0, 0〉 | ∀i ∈ [1, n], mi ∈ MA ∧m′

i ∈
MB∧ ⊢ mi∧ ⊢ m′

i} = iA`B ; par ailleurs,
∇A`B = {s ∈ E(A`B)`(A`B)→A`B | ∀t ∈ E(A`B)`(A`B)→A`B , t � s⇒ t↾↓ 3 t↾↑}et

∇A `∇B = {s ∈ E(A`A)`(B`B)→A`B | ∀t ∈ E(A`A)`(B`B)→A`B , t � s⇒ t↾↓ 4 t↾↑}où t  3 s si s est obtenu à partir de t en remplaçant haque oup de la forme
〈〈m,n〉, 〈m,n〉〉 par 〈m,n〉, et haque oup de la forme `1 `1 m ou `2 `1 m (resp.
`1 `2 m ou `2 `2 m) par `1m (resp. `2m), et t  4 s si s est obtenu à partir de t enremplaçant haque oup de la forme 〈〈m,m〉, 〈n, n〉〉 par 〈m,n〉, et haque oup de laforme `1 `1 m ou `1 `2 m (resp. `2 `1 m ou `2 `2 m) par `1m (resp. `2m). D'où :

∇A `∇B ◦ a−1 ◦ (A` a) ◦ (A` (c`B)) = ∆A`B ◦ a−1 ◦ A` a

π1 et π2 sont entrées, don entrales. On véri�e aisément que σ ◦ iA = iB pour toutestratégie entrée σ : A→ B, don en partiulier pour π1 et π2. De plus,
∇A ◦ π1 ` π1 = {s ∈ E(A`B)×(A`B)→A | ∀t ∈ E(A`B)×(A`B)→A, t � s⇒ t↾↓ 5 t↾↑}

= π1 ◦ ∇A`Boù t 5 s si s est obtenu à partir de t en remplaçant haque oup de la forme 〈lm, lm〉,
`1lm ou `2lm par m. D'où : π1 est foale, et π2 aussi.En�n, (π1`C, π2,`C) peut être vue omme une identité modulo renommage, don'est un isomorphisme, dont on note d l'inverse. Par ailleurs, id⊤`C = {ǫ} don : ⊤`C →
⊤ est un isomorphisme.Pour tout n ∈ N, C`(n) est don une atégorie prémonoïdale symétrique ave odia-gonales, et elle est aussi artésienne fermée.La stratégie ǫ̂ = (ǫ` C) ◦ d ◦ (id×w) peut être dérite par :

ǫ̂ = {s ∈ E((A→B)`C)×A→B`C | ∀t ∈ E((A→B)`C)×A→B`C , t � s⇒ t↾↓r= t↾↓l`1↓ ∧t↾↓l 6 t↾↑}où t  6 s si s est obtenu à partir de t en ne gardant que les oups de la forme 〈m,n〉ou `1↑m ou `2m et en les remplaçant respetivement par 〈m,n〉, `1m et `2.



7.2. MODÈLE DE JEUX DE λµ2 157Don la stratégie s = Λ(ǫ̂) : (A→ B)`C → (A→ B`C) peut être vue omme unesimple identité modulo renommage des oups, de même que s′ = cA ◦ s ◦ c : B ` (A →
C) → (A→ B ` C).Le diagramme suivant (où AB = B → A) ommute :

BA `CD
s′ //

s

��

(BA ` C)D

sD

��
(B `CD)A

s′A // ((B ` C)D)A
ccc // ((B ` C)A)Dar les deux morphismes sont des identités modulo renommage. Par ailleurs, iBA et

(iB)⋄A ontiennent les mêmes parties, modulo le renommage des oups ↓0 en ↓↑0, donon a aussi le diagramme suivant :
⊥

ccc //

i
BA   A

AA
AA

AA
A ⊥1

(iB)⋄A}}{{
{{

{{
{{

BAEn�n, si ∆A = (idA, idA) : A→ A×A, on a :
∇∆A

B = {s ∈ E(A×A→(B`B))→(A→B) | ∀t ∈ E(A×A→(B`B))→(A→B),

t � s⇒ t↾↓↓l= t↾↑↓ /l ∧ t↾↓↓r= t↾↑↓ /r ∧ t↾↓↑ t↾↑↑}où t/ζ est obtenue à partir de t en se restreignant aux oups héréditairement justi�éspar un oup de format ζ. Moyennant renommage des oups, 'est la même stratégie que
∇A→B d'où :

BA `BA s′ //

∇
BA ''OOOOOOOOOOOO

(BA `B)A
sA

// (B `B)A×A

∇
∆A
Awwnnnnnnnnnnnnn

BA

�Théorème 9 M` est une hyperdotrine de ontr�le.Démonstration : Il faut tout d'abord véri�er que les fonteurs de spéialisation
C`( ~B) pour ~B : n→ m préservent la struture de atégorie de ontr�le. Il va de soi qu'ilspréservent la struture de atégorie artésienne fermée, et par ailleurs (A`B)[C/Xi] =
A[C/Xi]`B[C/Xi], (σ`B)[C/Xi] = σ[C/Xi]`B[C/Xi] et (B`σ)[C/Xi] = B[C/Xi]`
σ[C/Xi] pour tout Xi.Par ailleurs, la plupart des morphismes aratérisant la struture d'hyperdotrine deontr�le sont des identités modulo renommage, ils sont don onservés, omme l'iden-tité, par les fonteurs de spéialisation. Par ailleurs, on peut véri�er diretement que
iA[B/Xi] = iA[B/Xi] et ∇A[B/Xi] = ∇A[B/Xi].



158 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE
κ−1(id) : (∀Xn.A) → A est une stratégie entrée, dé�nie par

κ−1(id) = {s ∈ E(∀Xn.A)→A | ∀t ∈ E(∀Xn.A)→A, t � s⇒ t↾↑ 7 t↾↓}où t 7 s si s est obtenu à partir de t en remplaçant haque oup m par ⋆Xnm.En�n, si on pose
pA,B = κ(κ−1(id∀Xn+1.A)`GUn(B)) : (∀Xn+1.A)`B → ∀Xn+1(A`GUn(B))alors pA,B est simplement une identité modulo renommage. Plus préisément :

pA,B = {s ∈ E(∀Xn+1.A)`B→∀Xn+1(A`B) | ∀t ∈ E(∀Xn+1.A)`B→∀Xn+1(A`B), t � s⇒ t↾↓ 7 t↾↑}où t 7 s si s est obtenu à partir de t en remplaçant haque oup de la forme 〈⋆Cm,n〉par ⋆C〈m,n〉, haque oup de la forme `1 ⋆
Cm par ⋆C `1m et haque oup de la forme

`2m par ⋆C `2 m où C est tel que `2m est héréditairement justi�é dans t par un oupde format ⋆C .Il est alors évident que pA,B est un isomorphisme, et il est entré don entral. �7.2.7 Hyperforêts de ontr�leDé�nition 80 (hyperforêt de ontr�le) Une hyperforêt de ontr�leH = (F,R,D)est une forêt �nie F = (F ,≤) munie d'un multi-ensemble d'hyperarêtes R ∈ Pmult(F ×
Pmult(F)) et une fontion partielle de déoration D : F ⇀ Pmult(X ), ave la onditionsuivante : pour tout (t, S) ∈ R, si s ∈ S alors t ≤ s.On va à nouveau donner un algorithme qui permet de passer d'une arène de ontr�leà une hyperforêt de ontr�le.On ommene par passer de l'ensemble �ni partiellement ordonné OA à la forêt �ni
FA = (FA,�) ave FA = Chem(OA).On dé�nit à partir de LA le multi-ensemble RA ∈ Pmult(FA×Pmult(FA)) de la façonsuivante : on dé�nit

L = {a[⋆0] ∈ A | ∃b ∈ OA, t ∈ κb, a[⋆0] ⊑
p b|t}La valeur de RA en (r, S) est égale au nombre d'ourrenes y ∈ L telles que :� il existe t ∈ κor(r) tel que y ⊑p or(r)|t� pour tout r′ ≤ r, si il existe u ∈ κor(r′) tel que y ⊑p or(r)|u alors r′ = r� S(s) = Card({t ∈ κor(s) | r � s ∧ L(or(s), t) = y}).En�n, la fontion partielle DA : F ⇀ Pmult(X ) est dé�nie par :

(DA(c))(Xi) = Card({t ∈ κor(c) | ♯t(or(t)) = i})Comme les hyperforêts de ontr�le sont des strutures très peu ontraintes, on aimmédiatement :



7.3. CARACTÉRISATION DES ISOMORPHISMES DE TYPES DE λµ2 159Proposition 33 Si A est une arène de ontr�le, alors HA = (FA,RA,DA) est unehyperforêt de ontr�le.On donne en�n la dé�nition d'un isomorphisme entre deux hyperforêts de ontr�le :Dé�nition 81 (isomorphisme d'hyperforêts de ontr�le) Soient deux hyperforêtsde ontr�le H1 = (F1,R1,D1) et H2 = (F2,R2,D2), ave F1 = (F1,≤1) et F2 =
(F2,≤2). On dit que H1 et H2 sont isomorphes (H1 ≃ H2) s'il existe une bijetion
f : F1 → F2 qui préserve la struture d'hyperforêt de ontr�le, i.e. telle que :� a ≤1 a

′ ssi f(a) ≤1 f(a′)� R2 = f(R1)� D2 ◦ f = D17.3 Caratérisation des isomorphismes de types de λµ2Dans ette setion, on va donner la aratérisation des isomorphismes de types pourle système λµ2. L'idée est tout simplement d'adapter la preuve utilisée à la setion 5.6au as des jeux ave ontr�le. On pro�te là à plein des avantages de souplesse de lasémantique des jeux : modulo adaptation du modèle, on est apable d'utiliser quasimentla même preuve sémantique, alors même que le langage dont on part est très di�érent.Un isomorphisme de jeux est dé�ni omme préédemment :Dé�nition 82 (isomorphisme de jeux) Soient σ : A → B et τ : B → A deux stra-tégies de ontr�le. On dit que (σ, τ) est un isomorphisme de jeux entre A et B si
σ; τ = idA et τ ;σ = idB.Le résultat fondamental à démontrer est le suivant :Théorème 10 S'il existe un isomorphisme de jeux (σ, τ) entre deux arènes de ontr�le
A et B, ave σ et τ uniformes, alors HA et HB sont isomorphes.La démonstration étant très similaire au as du système F à la Churh, on insisterasurtout sur les parties dissemblables.7.3.1 Parties zig-zagUne première di�érene intervient dans la dé�nition des stratégies zig-zag : on imposeette fois que tout pointeur de ontr�le pointe sur le oup préédent.Dé�nition 83 (partie zig-zag) Une partie de ontr�le s ∈ P`A→B, équipée du pointeurde ontr�le f`, est appelée zig-zag si� haque oup Joueur n qui suit un oup Opposant m de format ↑ (resp. ↓) est deformat ↓ (resp. ↑)� pour tout oup Joueur n qui suit un oup m, si f`(n, t) = (M,u(n, t)) est dé�nialors M = m et u(n, t) = u(n, t′) ⇒ t = t′� haque oup Joueur qui suit un oup Opposant initial est justi�é par e dernier



160 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� s↾↓ et s↾↑ ont les mêmes pointeurs.Si s est une partie zig-zag de longueur paire dans A → B, on note s̆ l'unique partiezig-zag dans B → A telle que s̆↾↓= s↾↑ et s̆↾↑= s↾↓.Lemme 28 S'il existe un isomorphisme de jeux (σ, τ) entre A et B alors :� toute partie de σ ou τ est zig-zag� τ = {s̆ | s ∈ σ}� σ et τ sont totales.Démonstration : La preuve est la même que dans le as des jeux sans ontr�le.Le seul point à véri�er est la ondition sur les pointeurs de ontr�le.Supposons que l'on ait s = m1 . . .mn ∈ σ ave f`(mn, t1) = (mi, t2) où i < n − 1,
t1 ∈ κmn et t2 ∈ κmi

. On a une suite justi�ée u sur (A → B) → A telle que S =
u ↾↑,↓↓∈ σ; τ , u ↾↓↑,↓↓= s et u ↾↑,↓↑= s̆, et une suite justi�ée v sur (B → A) → B telleque T = v ↾↑,↓↓∈ τ ;σ, v ↾↓↑,↓↓= s et v ↾↑,↓↑= s̆. S ou T a pour dernier oup mn, et undes pointeurs de ontr�le de mn pointe héréditairement sur un oup qui n'est pas leprédéesseur de mn. Don on a S /∈ idA ou T /∈ idB, e qui est absurde.Supposons en�n que f`(mn, t) = f`(mi, t

′) ave t 6= t′. Alors, dans la partie S sur
Af lA ou T sur B → B obtenue par omposition de s et s̆ et dont le dernier oup est
mn, on a, si g` est le pointeur de ontr�le, g`(mn, t) = g`(mn, t

′). D'où S /∈ idA ou
T /∈ idB , e qui est absurde. �7.3.2 RégularitéDé�nition 84 (rang) Soient A une arène et m ∈ MA. m s'érit soit m = M [m2] ave
M = m1‖t et A(m1) = a ∈ OA, soit m = M [t1 := m1, . . . , tn := mn] ave A(m1) =
a ∈ OA. Supposons que m ontienne une ourrene de ⋆B pour B ∈ G. On dé�nit lerang de ette ourrene de B dans m, noté rangmA (B) ∈ {1, 2}, par rangmA (B) = 1 si
⋆B apparaît dans M , rangmA (B) = 2 sinon.On note xmyi, pour i ∈ {1, 2} la liste des ourrenes d'arènes de rang i dans m,ordonnées suivant leur apparition dans m.Dé�nition 85 (stratégie régulière) Soit A une arène de ontr�le. Une stratégie σ estdite régulière si il existe un ensemble dénombrable d'entiers I et des fontions partielles
f : A ⇀ A et Fj : A∗ ⇀ C∗ pour j ∈ {1, 2}, tels que : si s ∈ σ et sm ∈ PA, alors
smm′ ∈ σ ssi A(smm′) = f(A(sm)) et xm′yj = Fj(A(sm))[xsmyj/I] pour j ∈ {1, 2}.Comme dans le as du modèle sans ontr�le, on peut montrer le résultat suivant :Proposition 34 Si σ : A est une stratégie de ontr�le uniforme alors pour tout N ∈ N,
{s ∈ σ | |s| ≤ N} est régulière.Démonstration : La preuve est similaire à elle du as sans ontr�le. Il faut simple-ment prendre garde à remplaer les extensions opyat sans ontr�le par des extensionsopyat ave ontr�le. �Pour la suite, on �xe N0 = 2(Card(OA) + Card(OB) + 1) et on notera f , F1 et F2(resp. f ′, F ′

1 et F ′
2) les fontions assoiés à la stratégie régulière σN = {s ∈ σ | |s| ≤ N0}(resp. τN = {s ∈ τ | |s| ≤ N0}).



7.3. CARACTÉRISATION DES ISOMORPHISMES DE TYPES DE λµ2 1617.3.3 Constrution de la bijetion entre forêtsDans ette setion, on identi�e les ourrenes de OA ave les oups de FA. De plus,si a ∈ FA, on note [a] l'unique oup de MA tel que : A([a]) = a[t1 := k1, . . . , tn := kn]ave κa = {t1, . . . , tn}, ki ∈ N pour i ∈ [1, n], et pour tout symbole ⋆D apparaissantdans [a], on a D = ⊤ → ⊥.Lemme 29 Soit a un n÷ud de FA et a1 . . . ap la suite de n÷uds de FA tels que : ⊢ a1,
ai ⊢ ai+1 pour 1 ≤ i ≤ p − 1 et ap = a. On peut onstruire une fontion g : FA → FBtelle que :� [g(a1)][a1][a2][g(a2)][g(a3)][a3] · · · ∈ σ� il existe une bijetion ψ : quant+A(ap) → quant+B(g(ap)).Démonstration : On raisonne par indution sur p.Si p = 0 il su�t de voir que ǫ ∈ σ.Si p = p′ + 1 ave p′ pair, on a

s1 = [a1][g(a1)]...[g(ap′ )][ap′ ] ∈ τ

s2 = [g(a1)][a1]...[ap′ ][g(ap′)] ∈ σPar totalité, il existe un unique oup m tel que s1[ap]m ∈ τ , et on �xe g(ap) ∈ OB telque m = g(ap)[t1 := m1, . . . , tn := mn] ou m = g(ap)|t[m1].Comme dans le as des jeux sans ontr�le, on peut montrer par des substitutionsd'arènes que l'on a en fait m = [g(ap)], et une bijetion ψ : quant+A(ap) → quant+B(g(ap)),ave la propriété suivante : si bi est instanié par H dans [ap] alors ψ(bi) est instaniépar H dans [g(ap)].Si p = p′ + 1 ave p′ impair on faire même raisonnement, en éhangeant les r�les de
σ et τ . �7.3.4 Conservation de la struture d'hyperforêt de ontr�leLemme 30 Pour tout k ∈ N, DA(ap)(Xk) = DB(g(ap))(Xk).Démonstration : [ap] et [g(ap)] sont deux oups suessifs dans une partie zig-zag
s, don pour tout t ∈ κ[g(ap)], le pointeur de ontr�le de ([g(ap)], t) dans s pointe vers
([ap], u(t)), don ♯t([ap]) = ♯u([g(ap)]), ave la ondition u(t) 6= u(t′) si t 6= t′. D'où :
DB(g(ap))(Xk) ≤ DA(ap)(Xk).Comme par ailleurs [ap] est le oup qui suit [g(ap)] dans la partie zig-zag s̆, on aaussi DA(ap)(Xk) ≤ DB(g(ap))(Xk). �On onstruit une fontion Ψ : R+

A → R+
B en étendant la fontion ψ : quant+A(ap) →quant+B(g(ap)) dé�nie dans la setion préédente à tous les n÷uds ap. On a don :

g(T (b)) = T (Ψ(b)) pour tout b ∈ R+
A. Il reste à prouver :Lemme 31 Pour tout bj ∈ R+

A, S(bj)(ap) = S(Ψ(bj))(ap).



162 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUELa démonstration de e lemme est enore une fois similaire à elle du as sansontr�le, mais elle requiert un peu plus de prudene, liée au fait que S(bj)(ap) a ettefois une valeur dans N, et non plus seulement dans {0, 1}.Démonstration : On prouve e lemme par l'absurde. On suppose par exemple que
k = S(bj)(ap) > S(Ψ(bj))(g(ap)) = k′. Prenons le as où p est pair et onsidérons les par-ties s1 = [a1][g(a1)][g(a2)][a2]...[g(ap)][ap] ∈ τ et s2 = [g(a1)][a1][a2][g(a2)]...[ap][g(ap)] ∈
σ. Soit N un entier naturel tel que N ≥ Card(OB)+1, et H l'arène dé�nie par : H = HNave H0 = ⊥ et Hn+1 = Hn → ⊥.Supposons en�n que bj soit instanié dans [ap] par le J1-ième symbole ⋆H , et quele niveau de ette ourrene de H soit le oup [ak] (ave néessairement k ≤ i). Paronstrution de Ψ, Ψ(bj) est néessairement instanié dans [g(ap)] par H, au niveau duoup [g(ak)]. On suppose que Ψ(bj) est instanié dans [g(ap)] par le J2-ième symbole
⋆H . Alors on note T la partie obtenue à partir de s1 de la manière suivante (où m 7→
m{j := H} est dé�ni omme à la setion 5.6) :� haque oup [al] ave l ≥ k est remplaé par [al]

′ = [al]{J1 := H0}� haque oup [g(al)] ave l ≥ k est remplaé par [g(al)]
′ = [g(al)]{J1 := H0}.On a A(T ) = A(s1), don les valeurs prises par F1 sur ette partie sont les mêmes quepréédemment, et don on a T ∈ τ .Notons c1, . . . , cN les ourrenes de H0, ave ⊢ c1 et ci ⊢ ci+1 si 1 ≤ i < N .On a alors [ap]

′ = M [t1 := m1, . . . , tn := mn, u1 := c1, . . . , uk := c1] où κap =
{t1, . . . , tn, u1, . . . , uk} et LLLA(ap, uj), pour j ∈ [1, k], génère bi par la onstrutiond'hyperforêt de ontr�le. On note K = {u1, . . . , uk}.Pour tout t ∈ K, Comme TM |t[c2] ∈ PB→A, il existe un oupmt tel que TM |t[c2]m

t ∈
τ , ave [ap] ⊢ m

t par propriété des parties zig-zag. On peut prouver, omme préédem-ment, qu'il existe une bijetion entre les ensembles d'arènes instaniées aux niveaux de
M |t[c2] et de mt, 'est-à-dire qu'il n'y a auune arène instaniée au niveau de mt. mts'érit alors soit sous la forme mt = [d]′ ave d ∈ OB , ap ⊢ d et quant+B(d) = ∅, soit sousla forme mt = M ′|u[c2] où A(M ′) = g(ap) et LLLA(g(ap), u) génère bi par la onstru-tion d'hyperforêt de ontr�le. Le fait que S(Ψ(bj))(g(ap)) = k′ < k signi�e que l'on aseulement k′ oups mt distints que l'on peut onstruire sous ette deuxième forme. Or
mt et mt′ doivent être distints si t 6= t′ (ar T̃mtM |t[c2] ∈ σ) don il existe au moinsune valeur de t pour laquelle mt = [d]′ ave d ∈ OB .Soit S = T̆ , on a S [d]′M |t[c2] ∈ σ, S [d]′M |t[c2]M |t[c3] ∈ PA→B don

S [d]′M |t[c2]M |t[c3]m
′ ∈ σpour un ertain m′. On a alors deux as :� soit m′ = M ′|t[c2], ave [d] = M ′[t1 := m1, . . . , tn := mn, tn+1 := c1] : dans e ason avait néessairement d ∈ S(Ψ(bj)). Mais alors on onstruit une suite de parties



7.3. CARACTÉRISATION DES ISOMORPHISMES DE TYPES DE λµ2 163dé�nies par :
T M |t[c2]M |′t[c1]M |′t[c2]M |t[c3] ∈ τ

S M |′t[c1]M |t[c2]M |t[c3]M |′t[c2]M |′t[c3]M |t[c4] ∈ σ

T M |t[c2]M |′t[c1]M |′t[c2]M |t[c3]M |t[c4]M |′t[c3]M |′t[c4]M |t[c5] ∈ τ

. . .

T M |t[c2]M |′t[c1] . . .M |′t[c2k]M |t[c2k+1] ∈ τ

S M |′t[c1]M |t[c2] . . .M |′t[c2k+1]M |t[c2k+2] ∈ σ

. . .Finalement, on en vient à devoir trouver un oup justi�é par M |t[cN ], e qui estimpossible.� soit m′ = [e]′ ave e ∈ OB , d ⊢ e et quant+B(e) = ∅. On peut alors onstruire unesuite de parties de la façon suivante :� S [d]′M |t[c2]M |t[c3][e]
′ ∈ σ� T M |t[c2][d]

′[e]′M |t[c3]M |t[c4]m
′
4 ∈ τ où m′

4 = [e4]
′ ave : e4 ∈ OB , e ⊢ e4 etquant+B(e4) = ∅ : le as m′

4 = M |′t[c2] est envisageable, mais on peut montrerqu'il mène à une ontradition, par le même raisonnement que i-dessus� . . .� T [d]′M |t[c2] . . .M |t[c2k+1][e2k+1]
′ ∈ σ ave : e2k+1 ∈ OB , e2k ⊢ e2k+1 etquant+B(e2k+1) = ∅� S M |t[c2][d]

′ . . .M |t[c2k+2][e2k+2]
′ ∈ τ ave : e2k+2 ∈ OB , e2k+1 ⊢ e2k+2 etquant+B(e2k+2) = ∅� . . .Si on note ap = e1, d = e2 et e = e3, on obtient une suite d'ourrenes de OB , delongueur N et telle que ei ⊢ ei+1 pour 1 ≤ i < N : 'est impossible par dé�nitionde N .

�Finalement, on a obtenu deux bijetions g : FA → FB et Ψ : R+
A → R+

B telles que :� a ⊢ a′ ssi g(a) ⊢ g(a′)� DB ◦ g = DA� T ◦ Ψ = g ◦ T� S ◦ Ψ = g ◦ Sd'où g(RA) = RB , e qui ahève la preuve du théorème 10.7.3.5 Caratérisation des isomorphismes de typesOn dé�nit le système équationnel suivant :
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A×⊤ ≃` A
∀X.⊤ ≃` ⊤

⊤ → A ≃` A
A→ ⊤ ≃` ⊤
⊤`A ≃` ⊤
⊥`A ≃` A
A×B ≃` B ×A
A`B ≃` B `A

A× (B × C) ≃` (A×B) × C
A` (B ` C) ≃` (A`B)` C

A→ (B → C) ≃` (A×B) → C
(A→ B)` C ≃` A→ (B ` C)
(A×B)` C ≃` (A` C) × (B ` C)

∀X.∀Y.A ≃` ∀Y.∀X.A
∀X.(A×B) ≃` ∀X.A× ∀X.B
(∀X.A)`B ≃` ∀X.(A`B) si X /∈ FTV (B)On va montrer, en utilisant le théorème 10, que e système aratérise exatementles isomorphismes de types de λµ2.Sur la grammaire des types de λµ2, on onsidère :� des produits d'arité n : n∏

i=1
Mi = ((M1 ×M2) × . . . ) ×Mn� des disjontions d'arité n : n
`
i=1
Mi = ((M1`M2)` . . . )`Mn ( n

`
i=1
Mi = ⊥ si n = 0)� des quanti�ations d'arité n : −→∀XM = ∀Xi1 . . . ∀Xin si M = {i1, . . . , in}.Dé�nition 86 (forme anonique) Une formule A du seond ordre est appelée formeanonique non triviale si elle s'érit :

A =
n∏

i=1

−→
∀XMi

.Niave n > 0, où haque Ni est soit de la forme αi =
m
`
j=1

Xkj
, soit de la forme Ai → αiave Ai forme anonique, Ai 6= ⊤ et αi =

m
`
j=1

Xkj
.Une forme anonique est soit la formule ⊤, soit une forme anonique non triviale.Lemme 32 Soit A un type de λµ2. Il existe une forme anonique A′ telle que A ≃` A

′.Démonstration : Par assoiativité de ×, ` et ∀ dans ≃`, on peut se restreindreaux produits, disjontions et quanti�ations d'arité n.



7.3. CARACTÉRISATION DES ISOMORPHISMES DE TYPES DE λµ2 165Modulo α-renommage des variables de type, les formes anoniques sont les formesnormales du système de réériture suivant :
A× (B × C) ⇒ (A×B) × C

(A×B)` C ⇒ (A`B) × (B ` C) A`⊥ ⇒ A
(A→ B)` C ⇒ A→ (B ` C) ⊥`A⇒ A

A→ (B × C) ⇒ (A→ B) × (A→ C) ⊤`A⇒ ⊤
A→ (B → C) ⇒ (A×B) → C A`⊤ ⇒ ⊤

(∀X.A)`B ⇒ ∀X.(A`B) A×⊤ ⇒ A
∀X.(A×B) ⇒ (∀X.A) × (∀X.B) ⊤×A⇒ A
A→ ∀X.B ⇒ ∀X.(A→ B) A→ ⊤ ⇒ ⊤

∀X.⊤ ⇒ ⊤Ce système de réériture est ohérent ave ≃`, 'est-à-dire que si A ⇒ A′ alors
A ≃` A

′. Pour montrer que e système termine, on dé�nit une fontion ψ qui assoie àhaque type du seond ordre A un entier naturel ψ(A) ≥ 2 :
ψ(A×B) = ψ(A) + 2ψ(B) + 1

ψ(∀X.A) = 2ψ(A)

ψ(A→ B) = ψ(A)ψ(B) + 1

ψ(A`B) = 2ψ(A)ψ(B)

ψ(⊤) = ψ(⊥) = ψ(Y ) = 4où Y est une variable de type.Pour haque règle de réériture A⇒ A′, on a bien ψ(A) > ψ(A′). �Proposition 35 Si A et B sont deux formules de λµ2 telles que HA et HB sont iso-morphes, alors A ≃` B.Démonstration : On note g : FA → FB et Ψ : RA → RB les deux bijetionsassoié à l'isomorphisme entre HA et HB. On suppose que A et B sont déjà sous formeanonique, on va montrer que es deux formes anoniques sont égales modulo ≃ε, parindution sur la struture de HA :� Si HA est vide, alors HB est vide et HA ≃ε HA.� SiHA est un arbre tel qu'auune hyperarête n'ait la raine pour ible, alors il en estde même pour HB. Dans e as, A est de la forme α ou A′ → α ave α =
m
`
j=1

Xkjet HA′ non vide : en e�et, si A = A1 × A2 alors OA ontient au moins deuxourrenes initiales, don HA n'est pas un arbre ; et si A = ∀XM .A
′ → αi alorstoutes les ourrenes de OA sont de la forme ⋆a, don au moins une hyperarêtede HA pointe sur la raine.Don néessairement B = β (dans le as où A = α) ou B = B′ → β ave HB′ nonvide (dans le as où A = A′ → α), et omme DB◦g = DA on a β ≃` α. Par ailleurs,dans le as où A = A′ → α, on peut onstruire à partir de g une bijetion entre

HA′ et HB′ qui respete le struture d'hyperforêt. D'où par hypothèse d'indution
A′ ≃` B

′, don A ≃` B.



166 CHAPITRE 7. SYSTÈME F CLASSIQUE� Si HA est un arbre, de raine r, ave quant+(r) = {b1, . . . , bn}, alors HB estaussi un arbre, de raine r′, ave quant+(r′) = {b′1, . . . , b
′
n}. Dans e as, on a

A = ∀X1 . . . ∀Xn.A
′ ave A′ = α ou A′ = A′′ → α pour α =

m
`
j=1

Xkj
et HA′′ nonvide : en e�et, si A = A1 × A2 alors HA ne peut être un arbre, et par ailleurs si

A = ∀X1 . . . ∀Xk.α ou A = ∀X1 . . . ∀Xk.A
′ → α ave α =

m
`
j=1

Xkj
, alors l'uniqueourrene initiale de OA est néessairement de la forme ⋆ · · · ⋆ 〈a1, a2〉 ave ksymboles ⋆, don on a k hyperarêtes de ible r, don k = n ; au passage ela nouspermet de onstater qu'on peut assoier à haque Xi une hyperarête bi.On a aussi B = ∀Y1 . . . ∀Yn.B

′ ave B′ = β ou B′ = B′′ → β pour β =
m′

`
j=1

Xk′j
et

HB′′ non vide (on hoisit les Xi et les Yi frais par rapport aux variables libres de
A et elles de B). Par α-renommage, on peut hoisir les variables Yi telles que : si
Xk est la variable assoiée à l'hyperarête bi, alors la variables assoiée à Ψ(bi) est
Xk.
HA′ (resp. HB′) est obtenu à partir de HA (resp. HB) de la manière suivante : onsupprime les hyperarêtes b1, . . . , bn (resp. b′1, . . . , b′n) et la raine r (resp. r′), onrenomme les autres n÷uds, et en�n pour haque n÷ud c on pose DA′(c)(Xk) =
S(bi)(c)S(bi) (resp. DB′(c)(Xk) = S(Ψ(bi))(c)) où Xk est la variable assoiée àl'hyperarête bi. En utilisant l'égalité S ◦ Ψ = g ◦ S, on voit que HA′ et HB′sont isomorphes. D'où par hypothèse d'indution A′ ≃` B′, don A ≃` B parommutativité des quanti�ateurs.� Si HA ontient k ≥ 2 arbres, alors A = ((A1 × A2) × · · · × Ak−1) × Ak ave HAiarbre pour 1 ≤ i ≤ k : en e�et, si A = ((A1 × A2) × · · · × An−1) × An ave HAiarbre alors HA ontient n raines, d'où n = k.On a don aussi B = ((B1 ×B2)× · · · ×Bk−1)×Bk. L'isomorphisme entre HA et
HB nous assure qu'on peut trouver une permutation φ : [1, k] → [1, k] telle que,pour tout 1 ≤ i ≤ k, HAφ(i)

et HBi
soient isomorphes. Par hypothèse d'indution,ela implique Aφ(i) ≃` Bi, don par ommutativité du produit on a A ≃` B.

�Théorème 11 Deux formules A et B sont isomorphes dans λµ2 si et seulement si
A ≃` B.Démonstration : On montre failement que si A ≃` B alors A et B sont iso-morphes : il su�t de onstruire un terme qui réalise haque isomorphisme. Par exemple,l'isomorphisme de types entre A` (B ` C) et (A`B)` C est :

{

⊢ t : A` (B ` C) → (A`B)` C

⊢ u : (A`B)` C → A` (B ` C)ave
t = λxA`(B`C).µ(αA`B2 , βC1 ).[α2]µ(αA0 , α

B
1 ).[α1, β1]µβ

B`C
0 .[α0, β0]xet

u = λx(A`B)`C .µ(αA1 , α
B`C
2 ).[α2]µ(βB1 , β

C
0 ).[α1, β

1]µαA`B0 .[α0, β0]x



7.3. CARACTÉRISATION DES ISOMORPHISMES DE TYPES DE λµ2 167Pour la réiproque, onsidérons deux termes u : A → B et v : B → A tels que
u ◦ v = idB et v ◦ u = idA. Leur interprétation dans le modèle des jeux du seond ordreave ontr�le nous donne deux stratégies uniformes σu et σv telles que σv;σu = idBet σu;σv = idA. On a don un isomorphisme de jeux entre (les arènes) A et B, d'où
HA ≃ HB. Don A ≃` B. �On est aussi apable de déduire du théorème 10 une aratérisation des isomor-phismes de types pour des systèmes plus petits que λµ2.C'est le as bien sûr pour le système F à la Churh, puisque le théorème 10 est enfait une généralisation de e qu'on avait obtenu dans un modèle sans ontr�le. Mais 'estaussi le as pour le système λµ∀, obtenu à partir de λµ2 en supprimant le onstruteur
` de la grammaire des types, et les onstruteurs [α, β]t et µ(αA, βB).t de la grammairedes termes, ainsi que les règles de typage et les égalités assoiées à es onstruteurs.

λµ2∀ est don le système obtenu en ajoutant des règles pour le seond ordre au
λµ-alul �usuel�. On a le résultat suivant :Proposition 36 Les isomorphismes de types dans λµ∀ sont aratérisé par le systèmeéquationnel ≃ε (dé�ni à la setion 5.6.5) : e sont don les mêmes que eux du systèmeF à la Churh.Démonstration : Comme λµ∀ ontient le système F à la Churh, toutes les égalitésdu système ≃ε sont bien des isomorphismes de types dans λµ∀.D'autre part, omme λµ∀ est inlus dans λµ2, notre modèle est aussi un modèle de
λµ∀. Grâe au théorème 10, il su�t de véri�er que si deux types A et B, onstruits àpartir de la grammaire de types de λµ∀, sont tels que HA et HB sont isomorphes, alors
A ≃ε B. Or 'est exatement e que dit le théorème 14, étant donné que λµ∀ a la mêmegrammaire de types que le système F à la Churh. �
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Chapitre 8Extensions et perspetivesNous avons dérit dans ette thèse un modèle de jeux souple et ompat du systèmeF à la Churh. Deux autres variantes du système F ont aussi été étudiées : le systèmeF à la Curry, pour lequel on n'a pas obtenu un modèle mais une interprétation d'unepréision satisfaisante, et le système F à la Churh ave disjontion lassique, pour lequelon a donné une interprétation atégorique avant de dé�nir le modèle de jeux.Dans haque as, l'apport fondamental de notre travail a été de montrer la aratéri-sation des isomorphismes de types par un système équationnel. Dans le as du systèmeF à la Churh, il s'agissait de retrouver le résultat de Roberto Di Cosmo [DC95℄ parune approhe géométrique. Dans le as du système F à la Curry, on a trouvé un résultatde aratérisation en enrihissant le système de Di Cosmo d'une nouvelle équation, nontriviale :
∀X.A ≃Cu A[∀Y.Y/X] si X /∈ NegAEn�n, pour le système F à la Churh ave disjontion lassique, il s'agissait d'étendre lerésultat par les équations attendues.On va maintenant donner quelques perspetives à e travail. Certaines seront desextensions, plus ou moins ambitieuses, de nos résultats. D'autres seront de véritablesnouvelles diretions de reherhe, pour lesquelles règne enore un �ou prometteur. . .8.1 Extensions trivialesLe prolongement le plus naturel de notre travail de thèse onsiste à étendre nosrésultats à d'autres langages, en partiulier des langages qui enrihissent le système F(à la Churh) ave de nouveaux onstruteurs pour lesquels la sémantique des jeux adéjà fait preuve de son adéquation. Certaines de es extensions seront gratuites, au sensoù il su�t de modi�er quelque peu le modèle, et de véri�er que la preuve fondamentalefontionne toujours, pour obtenir la aratérisation des isomorphismes de types dans elangage enrihi.La première extension naturelle est l'ajout d'un ombinateur de point �xe, 'est-à-dire d'un onstruteur Y muni de la règle de typage169



170 CHAPITRE 8. EXTENSIONS ET PERSPECTIVES(Y )
~X; Γ ⊢ Y : (A→ A) → Aave l'égalité suivante :

t(Y t) = Y tOn sait que l'ajout de e ombinateur revient, dans la sémantique des jeux, à onsidérerdes stratégies non totales [HO00℄. Or notre modèle n'imposait pas la totalité des straté-gies : ette ondition est utile pour prouver notre résultat sur les isomorphismes, maisil se trouve justement qu'étant donné un ouple (σ, τ) de stratégies réalisant un isomor-phisme, on peut prouver que σ et τ sont totales (f. la démonstration du théorème 6). Iln'y a don pas besoin de modi�er notre modèle, ni la démonstration de notre résultat,pour prouver que les isomorphismes dans e langage enrihi sont les mêmes que dans lesystème F à la Churh.Une autre extension gratuite onerne l'ajout de référenes au alul, omme dansle langage Idealised Algol [Rey97℄. On sait qu'en sémantique des jeux ette fontionna-lité orrespond au remplaement de l'innoene par la propriété plus faible de visibi-lité [AM97℄ :Dé�nition 87 (stratégie visible) Une stratégie σ est visible si, pour tout sm ∈ σ, leoup qui justi�e m dans s est dans psq.Il se trouve que la démonstration du résultat d'Olivier Laurent (f. 3.4) n'utilise que lavisibilité des stratégies, et non leur innoene, et il en est bien sûr de même pour notrepreuve dans le as à la Churh. Par ailleurs, si la dé�nition de l'uniformité donnée à lasetion 5.3 fait appel à l'innoene, ela n'est en fait pas néessaire : on pourrait dé�nirune stratégie uniforme σ à partir de sa stratégie symbolique σ̄ en onsidérant tous lesentrelaements possibles d'extensions des parties de σ̄.Don notre résultat sur les isomorphismes de types à la Churh est aussi généralisableà un alul ave référenes, et le système équationnel ne hange pas.8.2 Extension vers MLDans un registre plus ambitieux, on pourrait envisager de faire le même travail pourle système ML [Mil84℄. Les isomorphismes de types dans e langage ont été aratériséspar Di Cosmo [DC95℄ en utilisant des tehniques syntaxiques. Le système équationnel



8.3. AUTOUR DE L'UNIFORMITÉ : LIENS AVEC L'INNOCENCE 171obtenu est le suivant :
A×B ≃ML B ×A

A× (B × C) ≃ML (A×B) × C
A→ (B → C) ≃ML (A×B) → C
A→ (B × C) ≃ML (A→ B) × (A→ C)

A×⊤ ≃ML A
⊤ → A ≃ML A
A→ ⊤ ≃ML ⊤
∀X.⊤ ≃ML ⊤

∀X.∀Y.A ≃ML ∀Y.∀X.A
∀X.(A×B) ≃ML ∀X∀Y.A×B[Y/X] si Y /∈ FTV (B)Les types de ML sont beauoup plus simples que eux du système F : les quanti�a-tions apparaissent toujours en tête du type. Mais les hoses se ompliquent au niveau desrègles de typage, qui sont très dépendantes de la sission de la grammaire des types entremonotypes (qui n'utilisent pas de quanti�ateurs) et shémas de types (qui utilisent desquanti�ateurs en tête). L'impat de ette sission au niveau d'un modèle de jeux resteà explorer.Pour retrouver le résultat de Di Cosmo ave notre méthode, il faut don résoudre lesproblèmes suivants :� dé�nir un modèle du langage ML, ave une ompréhension satisfaisante de ladistintion entre monotypes et shémas de types� donner une formulation géométrique des isomorphismes dérits par le système i-dessus� montrer qu'un isomorphisme entre deux types génère néessairement une inva-riane vis-à-vis de ette struture géométrique.8.3 Autour de l'uniformité : liens ave l'innoeneLa propriété d'uniformité omporte des similitudes intéressantes ave la propriétéd'innoene dé�nie pour les jeux HO. En e�et, dans les deux as :� on �xe tout d'abord une restrition simple au omportement d'Opposant : dansle as de l'innoene il doit toujours pointer sur le oup préédent, dans le as del'uniformité il doit jouer uniquement des arènes de opyat� on obtient les stratégies qui orrespondent à la syntaxe (ensemble de vue dans leas de l'innoene, stratégie symbolique dans le as de l'uniformité)� mais es stratégies restreintes ne omposent pas� les stratégies innoentes ou uniformes sont des extensions de es stratégies, quiomposent orretement.Ainsi, uniformité et innoene partagent, au moins lorsqu'elles sont dérites sous etteforme, une struture ommune. Par ailleurs, dans ses travaux sur l'innoene [Mel04℄,Paul-André Mélliès a noté que l'innoene telle qu'elle est apparaît dans les modèles dejeux AJM [AJM00℄ peut en réalité se déomposer en deux parties : une partie proprement



172 CHAPITRE 8. EXTENSIONS ET PERSPECTIVESinnoene, qui revient sensiblement au même que l'innoene dans les jeux HO, et unepartie qu'il appelle aussi uniformité, qui orrespond à l'indépendane de la stratégiepar rapport à l'indexation des oups qu'il joue ; par soui de larté, on appellera ettedernière propriété l'AJM-uniformité. Mélliès a même développé dans [Mel04℄ une syntaxede λ-alul orrespondant à des stratégies innoentes mais non AJM-uniformes.Or l'AJM-uniformité peut être présentée de la même façon que l'innoene et l'uni-formité : la restrition sur les oups d'Opposant est de jouer toujours un indie déjà joué,ou l'indie j+1 ave j plus grand indie déjà joué. Ainsi, AJM-uniformité, innoene etuniformité sont trois propriétés qui portent sur la apaité d'une stratégie à ne dépendreque d'une portion de l'information (les parties où Opposant joue suivant la restrition),don à jouer indépendamment de ertains fateurs.À partir de e rapprohement entre es trois propriétés, on est onduit à se poser lesquestions suivantes :� Peut-on reformuler l'uniformité d'une façon plus géométrique, omme ela a été faitdans le as de l'innoene, via les ations de groupes [Mel04℄ ou les graphes [Mel04℄ ?� Est-il possible de formuler une théorie générale de l'indépendane des stratégiesen fontion du omportement d'Opposant, dans laquelle on pourrait reonnaîtrees trois onstrutions ?� Pourquoi et omment l'extension des stratégies qui orrespondent à la syntaxenous donne-t-elle des stratégies qui omposent orretement, ave à haque foisune preuve non triviale ?Ces questions n'ont pas été traitées au ours de ette thèse, mais onstituent uneperspetive qui la prolonge lairement.8.4 Système F à la Curry et type ⊤Comme expliqué dans la setion 2.2, on a onsidéré dans ette thèse un système Fà la Curry sans type ⊤, pour des raisons d'homogénéité des égalités (elles-i doiventpouvoir être exéutées indépendamment de tout typage). Cela justi�e qu'au hapitre 6on ait imposé à nos arènes d'avoir un ensemble d'ourrenes initiales non vide.Considérons ependant pour un moment e qui se passerait si on herhait à modéliserle système F à la Curry ave un type ⊤ (et l'égalité orrespondante). On onstateraitalors qu'autoriser à jouer des arènes vides (qui orrespondraient à un type ⊤) dans lamodélisation dé�nie au hapitre 6 aurait pour onséquene l'apparition de nouveauxisomorphismes de jeux, omme par exemple : ∀X.(X → ⊥) ≃ ⊥.Un tel isomorphisme n'existe pas dans le système F à la Curry, même si on ajoutele type ⊤ : on peut don s'interroger sur la pertinene de la modélisation vis-à-vis dela syntaxe ! En fait, la di�érene entre les deux provient de la notion d'homogénéité deségalités : dans les jeux toute égalité doit être indépendante des arènes, tandis que dansle système F à la Curry augmenté du type ⊤ l'égalité dépend du ontexte de typage(à ause de la règle Γ ⊢ t = ⋆ : ⊤). Il est don logique que nos jeux autorisent tropd'égalités, et, partant, trop d'isomorphismes, par rapport à la syntaxe.Deux questions restent don en suspens :



8.5. RÉTRACTIONS 173� la aratérisation des isomorphismes dans les jeux dans le as où on a le droit dejouer une arène vide ; mais omme ertains de es isomorphismes ne orrespondentà rien dans la syntaxe, la question n'est pas forément très pertinente� la aratérisation des isomorphismes du système F à la Curry ave type ⊤ : pour lesraisons d'homogénéité des égalités évoquées i-dessus, il semble di�ile de résoudreette question par une étude sémantique. On peut ependant onjeturer que letype ⊤ n'entraîne pas de nouvelles équations autres que elles données par lesisomorphismes à la Churh :
A→ ⊤ ≃ε ⊤
⊤ → A ≃ε ⊤
⊤×A ≃ε A
∀X.⊤ ≃ε ⊤8.5 RétrationsUne autre extension naturelle mais non triviale de notre travail sur les isomorphismesde types est l'étude des rétrations, 'est-à-dire le as où les deux morphismes f : A→ Bet g : B → A omposent pour donner l'identité seulement dans un sens : g ◦ f = idA (onnote alors A E B).Une rétration de A vers B signi�e que le type A peut être plongé dans le type B,puis en être réextrait sans que ela a�ete son ontenu alulatoire : dans un ertainsens, A doit être ontenu dans B. Si on l'envisage omme une relation de sous-typage,la notion de rétration a des onséquenes peu usuelles : par exemple, si B est un typehabité, A est alors un sous-type de B → A ( en e�et, un terme de type A peut être vuomme une fontion onstante de type B → A), et de A×B. D'une ertaine façon, lesrétrations nous donnent la plus large relation de sous-typage aeptable.Très peu de résultats sont onnus onernant la question des rétrations de types,même dans le as du λ-alul simplement typé : de'Liguoro, Piperno et Statman [dLPS92℄ont aratérisé les rétrations dans un adre linéaire et montré, dans le adre général,que l'existene d'une rétration de A vers B et de B vers A implique l'existene d'unisomorphisme entre A et B. Padovani [Pad01℄ a montré que les rétrations sur les typessimples ave un seul atome sont déidables. Regnier et Urzyzyn [RU02℄ ont aratériséles rétrations du λ-alul a�ne.La sémantique des jeux apparaît omme un outil pertinent pour l'exploration desrétrations : la omposition dans les jeux est une opération onrète et dynamique,que l'on peut suivre étape par étape. Étudier les rétrations dans les jeux pourraientnous permettre de transformer ette question en un problème purement ombinatoire.Cependant, en pratique, la présene de la dupliation dans le alul (et don la possibilitéde répéter les oups, voire de jouer sur les pointeurs) est une di�ulté majeure, qui rendtrès di�ile un résultat sémantique aussi perutant que dans le as des isomorphismesde types.



174 CHAPITRE 8. EXTENSIONS ET PERSPECTIVESAssoier les rétrations à un invariant géométrique semble don enore une tâhe delongue haleine. . .8.6 ParamétriitéLa prolongation peut-être la plus ambitieuse de e travail de thèse est l'étude dupolymorphisme paramétrique.La notion de paramétriité relationnelle, introduite par Reynolds [Rey83℄, provienthistoriquement de l'idée, développée par Strahey [Str00℄, selon laquelle une fontionpolymorphe ne doit pas dépendre du type auquel elle est instaniée. Cela a onduittout d'abord à une dé�nition sémantique de la paramétriité relationnelle par Rey-nolds, puis à une formalisation syntaxique de ette notion, d'abord par Abadi-Cardelli-Curien [ACC93℄ puis par Plotkin-Abadi [PA93℄.Dans e dernier as, la notion de paramétriité est inarnée par la dé�nition d'unelogique des termes, des types et des relations entre types, et par l'ajout d'un axiomeappelé shéma de paramétriité :
∀u : (∀X.A[X]).∀Y ∀Z.∀R ⊆ Y × Z.u{Y }A[R]u{Z}En lair, ela signi�e que si deux types Y et Z sont reliés par la relation R et que u estde type ∀X.A[X], alors u{Y } et u{Z} sont reliés par la relation A[R]. Or ette dernièrerelation peut éventuellement être une identité : 'est en ela que l'égalité dans le systèmeparamétrique est plus forte que l'égalité du système F.Le grand avantage des modèles paramétriques est que les onstrutions lassiques duseond ordre ont des propriétés élégantes et naturelles dans e modèle. Ainsi, Bainbridge,Freyd, Sedrov et Sott ont prouvé dans [BFSS90℄ qu'un modèle paramétrique véri�aitles onditions suivantes :� ∀X.X → X est un objet terminal� ∀X.(A→ B → X) → X est un produit de A et B� ∀X.X est un objet initial� ∀X.(A→ X) → (B → X) → X est un oproduit de A et B.De plus, la paramétriité permet d'obtenir des renseignements sur une fontion à partirde la simple onnaissane de son type : Wadler [Wad89℄ les appelle �theorems for free�.Construire un modèle de jeux paramétrique est un dé� stimulant1 : avoir des outilsaussi �exibles que eux de la sémantique des jeux au sein d'une sémantique qui interprètela paramétriité relationnelle serait d'une grande utilité pour mieux omprendre ettenotion. Abramsky a proposé une notion de paramétriité relationnelle adaptée aux jeuxqu'il dé�nit dans [Abr97℄. Une autre piste possible est de herher à intégrer les jeux1Étendre ensuite notre tehnique pour aratériser omplètement les isomorphismes de types dansle polymorphisme paramétrique, 'est-à-dire notamment eux liés aux propriétés des modèles paramé-triques données i-dessus, semble par ontre hors de portée dans l'état atuel des hoses.



8.6. PARAMÉTRICITÉ 175dans une aratérisation atégorique telle que elle de Dunphy [Dun02℄ et ses graphesde paramétriité.La propriété de génériité pour un type A du système F a été introduite par Longo,Milsted et Soloviev [LMS93℄ omme une alternative à la paramétriité relationnelle, peut-être plus prohe des intuitions originelles de Strahey [Str00℄. Elle s'érit de la manièresuivante :si ~X; Γ ⊢ t : ∀X.T et ~X; Γ ⊢ u : ∀X.T ave ~Y ; Γ ⊢ t{A} = u{A} : T [A/X] alors t = uElle n'est pas vraie dans le système F, mais en déoule si on ajoute l'axiome (C) :
t{A} = t{B} si ~X; Γ ⊢ t : ∀X.T et X /∈ FTV (T )Ces propriétés peuvent elles aussi être attaquées sous l'angle de la sémantique des jeux,peut-être à moins de frais : en e�et, alors que la paramétriité oblige à quotienter lestermes par l'égalité relationnelle, la génériité peut elle être étudiée diretement sur unmodèle donné. Ainsi, Abramsky et Jagadeesan ont dé�ni dans [AJ03℄ un modèle de jeudans lequel la plupart des types sont génériques.De même, la question de la dinaturalité, étudiée dans [BFSS90℄ dans le adre duseond ordre, pourrait se prêter à une modélisation intéressante en sémantique des jeux.Pour �nir, la paramétriité relationnelle semble être reliée au système F à la Curry ; sil'on en roit une onjeture d'Abadi-Cardelli-Curien qui dit la hose suivante : supposonsqu'on ait deux termes de type A ayant le même e�aement ('est-à-dire le λ-terme obtenuen e�açant les indiations de types, don le terme à la Curry orrespondant). Alors ilssont égaux dans le système paramétrique (la réiproque est fausse). Cela signi�erait quel'égalité paramétrique est stritement plus forte que l'égalité du système F à la Curry ;l'étude dans les jeux à la fois du système à la Curry et de la paramétriité permettrapeut-être d'explorer ette question plus en profondeur.
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RésuméQuantifiation du seond ordre en sémantique des jeux - Appliation aux isomorphismesde typesLa sémantique des jeux o�re un adre souple et préis pour l'interprétation des langages de pro-grammation. Cette thèse l'illustre à travers d'une part l'étude de la notion de polymorphisme et sonpendant logique : la quanti�ation du seond ordre, et d'autre part la aratérisation de ertainespropriétés syntaxiques via les modèles de jeux.Le polymorphisme est d'abord envisagé sous sa forme la plus usuelle, le système F à la Churh.On en propose un nouveau modèle de jeux, omplet, inspiré de travaux antérieurs mais dans lequelil sera ette fois possible d'e�etuer des aluls. La question syntaxique de la aratérisation desisomorphismes de types peut alors être résolue à l'intérieur même de e modèle, en prouvant l'inva-riane par isomorphisme d'une struture appelée hyperforêt. Cette approhe sémantique permet deretrouver un résultat dû à Roberto Di Cosmo.Une autre variante de la logique du seond ordre, le système F à la Curry, est étudiée et modéliséede manière partielle mais su�samment préise pour permettre là enore la aratérisation des iso-morphismes de types par un invariant géométrique. Le système équationnel orrespondant enrihitelui des isomorphismes du système F à la Churh d'une nouvelle équation, non triviale.Une extension à la logique lassique des résultats obtenus pour le système F à la Churh est proposéeà travers la onstrution dans les jeux d'une hyperdotrine de ontr�le, struture atégorique adaptéeà la logique du seond ordre.Mots-lés : Sémantique des jeux - Polymorphisme - Système F à la Curry - Isomorphismes detypes - Hyperdotrines - Catégories de ontr�leAbstratSeond-order quantifiation in game semantis - Appliation to type isomorphismsGame semantis is a �exible and preise framework for interpreting programming languages. Thepresent dissertation illustrates this fat in two ways : �rst by studying polymorphism and its logialounterpart : seond-order quanti�ation, and seond by araterising some syntati properties viagame models.Polymorphism is �rst onsidered in its most usual form, Churh-style system F. We propose a new,omplete, game model, inspired by previous works but in whih we will be able to do e�etivealulations. The syntati question of haraterising type isomorphisms an then be solved insidethis model, by proving the invariane through isomorphism of some struture alled hyperforest.This semanti approah allows to retrieve a result by Roberto Di Cosmo.Another variant of seond-order logi, namely Curry-style system F, is studied and modelised, par-tially but with enough preision to give one again a haraterisation of type isomorphisms through ageometri invariant. The orresponding equationnal system is an enrihment of that of Churh-styleisomorphisms by a new, non-trivial, equation.An extension to lassial logi of the results for Churh-style system F is proposed, through theonstrution of a game model whih results in a ontrol hyperdotrine, ie a ategorial struturesuitable for seond-order lassial logi.Keywords : Game semantis - Polymorphism - Curry-style system F - Type isomorphisms - Hy-perdotrines - Control ategoriesDisipline : InformatiqueLaboratoire : Preuves, Programmes et SystèmesUniversité Paris Diderot - Paris 7Case 7014 - 75205 Paris Cedex 13


