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Concurrence et géométrie
— Poser le probléeme —
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Concurrence et géométrie Poser le probléme
Processus indépendants Constructions

Le décor

Les agents :
o Un ensemble de processus concurrents

o Des ressources partagées

Les outils pour une collaboration harmonieuse :
o Sémaphores
o Barriéres de synchronisation
@ Primitives de communication
o Etc.
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Poser le probléme
Constructions
Un langage jouet

On se limite aux sémaphores, avec deux instructions
Pa  Prendre une occurrence de a.
Va

Relacher une occurrence de a.
Un petit programme :

Pa.Va.Pb.Vb | Pb.Vb.Pa.Va
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Concurrence et géométrie Poser le probléme
Processus indépendants Constructions

Un langage jouet

On se limite aux sémaphores, avec deux instructions :
Prendre une occurrence de a.

Relacher une occurrence de a.

Un petit programme :

Pa.Va.Pb.Vb | Pb.Vb.Pa.Va

Objectif
Représenter |'espace des exécutions d'un programme.
(pour analyse statique)
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Pa

Va Pb Vb

Ici, chaque point représente un état du programme.
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Concurrence et géométrie Poser le probléme
Processus indépendants Constructions

La bonne représentation

@ On part d'un ensemble de points (états des processus).

o Ce qui nous intéresse est en réalité est I'ensemble des maniéres
de passer d'un point a l'autre (exécutions du programme).
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Concurrence et géométrie Poser le probléme
Processus indépendants Constructions

La bonne représentation

@ On part d'un ensemble de points (états des processus).

o Ce qui nous intéresse est en réalité est I'ensemble des maniéres
de passer d'un point a l'autre (exécutions du programme).

Devinette
Quelle structure est-on en train de voir poindre ?

i @10831e0 Sun
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Quand deux chemins d’exécution

sont-ils égaux 7
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@ On a un espace troué (configurations interdites).

o On veut raisonner “a déformation prés” (chemins équivalents).
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@ On a un espace troué (configurations interdites).

o On veut raisonner “a déformation prés” (chemins équivalents).

De quelle base mathématique partir ?
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Concurrence et géométrie
— Les constructions —
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Poser le probléme
Constructions

Sculpture sur espaces topologiques dirigés

Vb+
Var Var-
Pa+ . Pa+
Pb-+
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Poser le probléme

Concurrence et géométrie
Constructions

Processus indépendants

Structure associée

Catégorie fondamentale :

o Objets : tous les points de I'espace.
o Morphismes : tous les chemins “a déformation continue prés’

Vb-+ /’/ |
/ [
{A |

Pb+
Va-+ / |
““‘ . “/J
| /
Pa-+ /

| I
Pb Vb Pa Va
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On a trouvé une belle formalisation a I'espace des exécutions.
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On a trouvé une belle formalisation a I'espace des exécutions.

Ce faisant, on est passé d'un objet “gros” a un objet infini.
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On a trouvé une belle formalisation a I'espace des exécutions.

Ce faisant, on est passé d'un objet “gros” a un objet infini.

Bien joué !
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Retour a des catégories finies par quotient.
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Recoller les pots cassés

Poser le probléme
Constructions

Retour a des catégories finies par quotient.

Vb

Pa

Vb Va lemmh_
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Concurrence et géométrie Poser le probléme
Processus indépendants Constructions

Recoller les pots cassés

Retour a des catégories finies par quotient.

Vb,. L] o
Va|
Pat
=0
potA 4
o= e ‘ ‘o

Moralement, on contracte les chemins qui ne constituent pas une e
prise de décision irréversible. -
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Processus indépendants
— Notion d’'indépendance —
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Deux ensembles de processus sont indépendants

s'ils utilisent des ensembles de ressources disjoints.
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) 1. Ps.PuVu.Vs
s : ressource simple. 5> Ps Pu.Vu.Vs
t : ressource simple. 3. Pt.Pu.Vu.Vt
u : ressource double. 4 Pt.PuVu. Vi
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) 1. Ps.PuVu.Vs
s : ressource simple. 5> Ps PuVuVs
t : ressource simple. 3. Pt.PuVu.Vt
u : ressource double. 4 Pt.Pu Vi Vi
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. ressource simple.
: ressource simple.
. ressource double.

1.
2.
3.
4.

Ps. Vs
Ps. Vs

Pt.vt

Pt.vt
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Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Meilleure définition

Moralement
Deux ensembles de processus sont indépendants
si I'espace des exécutions de I'un est invariant
le long des exécutions de |'autre.

Concrétement, on définit ceci avec une projection dans |'espace
dirigé associé a un programme.
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Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Meilleure définition

Moralement

Deux ensembles de processus sont indépendants
si I'espace des exécutions de I'un est invariant
le long des exécutions de |'autre.

Concrétement, on définit ceci avec une projection dans |'espace
dirigé associé a un programme.

Définition équivalente

Deux programmes P et @ sont indépendants
si la catégorie fondamentale de P | Q est
le produit cartésien des catégories de P et Q.
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Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Processus indépendants
— Factorisation de catégories —




Toute catégorie finie sans boucle connexe
admet une unique décomposition

en produit de catégories irréductibles.

OLENDRAALESUPRRBLI ELYON
= Ay



Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Point de départ

Lemme de Hashimoto
Tout ensemble partiellement ordonné connexe fini
admet une unique décomposition
en produit d’ensembles ordonnés irréductibles.

P . Foncteur , Lemme de . .
Catégorie ~~-~~~> Ensemble ordonné ;—~~~> Factorisation
d’oubli Hashimoto

€S9
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oubli

Hashimoto

o Associer une catégorie a chaque facteur.
o Verifier le produit.
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oubli

Hashimoto

@ Associer une catégorie a chaque facteur.
o Verifier le produit.
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oubli

Hashimoto

o Associer une catégorie a chaque facteur.
o Vérifier le produit.
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Processus indépendants
— Boite a outils —
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Notion d'indépendance
Factorisation de catégories

Boite a outils

Représentation par générateurs et relations

Caractérisent une catégorie :
T - o Objets. (D)
o Morphismes générateurs. (B)

o Relations sur les suites de
. =
T générateurs. (R)
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Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Représentation par générateurs et relations

Caractérisent une catégorie :
T - o Objets. (D)
o Morphismes générateurs. (B)
o Relations sur les suites de
. =
B T générateurs. (R)
Théoréme

Toute catégorie finie sans boucle
admet une représentation minimale unique.
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<D,B, R> S Biais(<D1,Bl,'R1>, (Dz,Bz,R2>)
ssi

<D737R>:< ) ) >




<D,B, R> S Biais(<D1,Bl,'R1>, (Dz,Bz,R2>)
ssi
(D, , )=(D1xDy, : )
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<D,B, R> S Biais(<D1,Bl,'R1>, (Dz,Bz,R2>)
ssi
< ,B, >:< ,BlXD2UD1XB2UB, )
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<D,B, R> S Biais(<D1,Bl,'R1>, (Dz,Bz,R2>)
ssi
< ) 7R>:< 5 ,R1XD2UD1XR2UR>
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<D,B, R> S Biais(<D1,Bl,'R1>, (Dz,Bz,R2>)
ssi
<D,B,R> = (Dl XD2,B]_ X DoUD XBQUB,Rl x D>UD; XRQUR)

B et R ensembles “mixtes”.
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Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Produits biaisés

<D, B,R> S Biai5(<D1,B1,R1>, <Dz,Bz,R2>)
ssi
<D,B,R>: <D1XD2761XD2U2)1XBQU ,R1xXDrUDy X RoU >

B et R ensembles “mixtes”.

Théoréme

Présentation minimale d’un produit =
Un certain produit biaisé des présentations minimales des facteurs.
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A chaque morphisme dans un produit

on associe I'ensemble des facteurs sur lesquels

ce morphisme se décompose.

COLENDRVALESUPRRBLRE 10N
= Ay



Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Trace
A chaque morphisme dans un produit
on associe I'ensemble des facteurs sur lesquels
ce morphisme se décompose.
Théoreme

Dans tout produit de catégories sans boucle,
la trace d'un morphisme est uniquement déterminée
par sa source et sa cible.

€S9
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Notion d'indépendance
Factorisation de catégories
Boite a outils

Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Méthode générale

Q Calcul de la présentation minimale.
O Regroupement des morphismes de base.

o 3 conditions nécessaires successives.
o Algorithme “union-find” de Tarjan.

O Association d'un facteur a chaque partie de la base.

Enfin, on sait retrouver les processus se cachant derriére chaque
morphisme de base !
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Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Bilan

Analyse de programmes concurrents :

o L’interprétation géométrique d'un programme permet une
représentation compacte de |'espace de ses exécutions.

@ On a une méthode effective et sémantique pour détecter
I'indépendance de sous-programmes.

Catégories :

o Les catégories sans boucle sont une espéce a part, pleine de
bonnes propriétés.

€S9
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Concurrence et géométrie
Processus indépendants

Bilan

Analyse de programmes concurrents :

o L’interprétation géométrique d'un programme permet une
représentation compacte de |'espace de ses exécutions.

@ On a une méthode effective et sémantique pour détecter
I'indépendance de sous-programmes.

Catégories :

o Les catégories sans boucle sont une espéce a part, pleine de
bonnes propriétés.

Questions 7 ) =
€S
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@ mages supplémentaires
o Deux processus
o Trois processus
o Diner de philosophes

@ Preuves et contre-exemples
o Représentation minimale
o Connexité

@ Conditions de groupement
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Deux processus
Barriére de synchronisation

Trois processus

Diner de philosophes
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Moniteurs

Deux processus
Trois processus

Diner de philosophes

Al
~ Thibaut Balabonski
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Pb-|

Ce segment représente des
états valides

Celui—ci des états invalides

Ma,b—

Pb—

Le segment dégénére
- a été épaissi

Celui-ci également
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Deux processus
Trois processus
“Drapeau suisse” en trois dimensions

Diner de philosophes

(€S9

ol

DA
34/29



Ressource double

ssssssss
rois processus

Diner de philosophes




1 Pa.Pb.Va.Vb
2 Pb.Pc.Vb.Vc
3 Pc.Pa.Vc.Va
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Images supplémentaires Deux processus
Preuves et contre-exemples Trois processus
Conditions de groupement Diner de philosophes

Composantes philosophales

=
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Base unique

Représentation minimale
Connexité

Base : morphismes irréductibles.

boucle.

o Tout morphisme se décompose sur les irréductibles car pas de

o Les irréductibles appartiennent a toute partie génératrice.
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Images supplémentaires
Preuves et contre-exemples
Conditions de groupement

Représentation minimale
Connexité

Relations minimales

Relation entre chemins de x a y élémentaire si non déductible de
relations sur des sous-chemins.

Relations élémentaires forment un ensemble minimal.

@ Une relation non engendrée minimale ne serait pas élémentaire
et se déduirait de relations “plus petites”’, qui seraient
engendrées. Contradiction par “transitivité”.

o Les élémentaires sont indispensables.
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T4+ X+ X2+ X3+ X4+ X

(14 X)(1+ X+ X2)(1 — X + X?)

(1+X3)(1+ X+ X?) (1+X)(1+ X2+ X%
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On ne colorie que les morphismes de la base.
Deux conditions de regroupement :
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On ne colorie que les morphismes de la base.
Deux conditions de regroupement :

o Carré commutatif ;

1
—_—

L)

1
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Images supplémentaires
Preuves et contre-exemples
Conditions de groupement

Probleme d’étiquetage

On ne colorie que les morphismes de la base.

Deux conditions de regroupement :

h . 1
o Carré commutatif ; —

It

_—
1

. .. 1 1
o Morphismes incidents : <—= <~

Si pas de complétion en carré commutatif.
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Une condition de regroupement :

COLENDRVALESUPRRBLRE 10N
= DAl



Une condition de groupement :

o Produit effectivement biaisé
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